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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îñíîâû ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè ðàññëîåííûõ ïðîñò-

ðàíñòâ áûëè çàëîæåíû Ñ. Ñàñàêè [65, 66] è ðàçâèòû Ï. Äîìáðîâñêèì [27].

Íà÷àëüíîé òî÷êîé äëÿ èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûõ â íàñòîÿùåé äèññåðòà-

öèè, áûëà ñòàòüÿ Â. Êëèíãåíáåðãà è Ñ. Ñàñàêè [47], â êîòîðîé ðàññìàòðèâà-

ëîñü ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íàä äâóìåðíîé ñôåðîé. Íà ýòó ðàáîòó

îáðàòèë âíèìàíèå ïðîô. Áîðèñåíêî À.À. è ïðåäëîæèë àâòîðó ðàçâèòü ðåçóëü-

òàòû Êëèíãåíáåðãà è Ñàñàêè. Äëÿ ñëó÷àÿ îáùèõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé

áûëî ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèç-

íû ñôåðè÷åñêîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ [92]. Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåîòðèöàòåëü-

íîñòè ñåêöèîííîé êðèâèçíû Tr(M, c), íàéäåíû òî÷íûå îöåíêè íà ñåêöèîííóþ

êðèâèçíó T1(S
3, 1), òî÷íûå îöåíêè íà êðèâèçíó Ðè÷÷è è ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó

T1(M, c) [93], äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ñåêöèîííîé êðèâèçíû

îáùèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé [96]. Â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî çàìå÷åíî, ÷òî âíóò-

ðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàäèóñà

êàñàòåëüíîé ñôåðû. Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè âêëþ÷åíû â êàíäèäàòñêóþ äèññåð-

òàöèþ àâòîðà ñîâìåñòíóþ ñ ïðîôåññîðîì Áîðèñåíêî À.À îáçîðíóþ ñòàòüþ,

îïóáëèêîâàííóþ â æóðíàëå "Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê" â 1991 ãîäó [99]. Â

2001 ãîäó Î. Êîâàëüñêèé ñ ñîàâòîðàìè òàê æå çàìåòèëè çàâèñèìîñòü ãåîìåò-

ðèè ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ îò ðàäèóñà êàñàòåëüíîé ñôåðû è òàê æå ñôîð-

ìóëèðîâàëè çàäà÷ó âûÿñíåíèÿ óñëîâèé ïîëîæèòåëüíîñòè ñåêöèîííîé êðèâèç-

íû ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè [52]. Â ÷àñòíîñòè, èì óäàëîñü

äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü äîñòèæåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû íà ñôåðè-

÷åñêîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè â ðàçìåðíîñòè n = 3. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
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êàê àâòîðó, òàê è ïðîô. Áîðèñåíêî À.À. áûëî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âî âñåõ

ðàçìåðíîñòÿõ áàçû, êðîìå 2, 4 èëè 8, íåëüçÿ ïîëó÷èòü ïîëîæèòåëüíîñòü êðè-

âèçíû ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ r. Ýòîò ðåçóëüòàò íå

áûë îïóáëèêîâàí àâòîðîì îòäåëüíî, íî áûë âêëþ÷åí ïî åãî ñîãëàñèþ â ñòà-

òüþ [52]. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó Àäàìñà î êîëè÷åñòâå ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðàõ è âêëþ÷åíî â ðàçäåë 2.2 íàñòîÿùåé

äèññåðòàöèè. Òàê æå â ñâÿçè ñ ðàáîòîé [47] ïðîôåññîðîì Áîðèñåíêî À.À. áûëà

ïîñòàâëåíà çàäà÷à íàéòè ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû ðàññëîå-

íèÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íà ñôåðàõ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé. Ýòà çàäà÷à áûëà

ðåøåíà àâòîðîì äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ðàáîòå [100]

è èçëîæåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà äàíî â ðàçäåëå 2.2.

Äðóãîé äâèæóùåé ñèëîé íàøèõ èññëåäîâàíèé ñòàëà ñòàòüÿ Î. Êîâàëü-

ñêîãî [48], â êîòîðîé áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñëîè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ìåò-

ðèêîé Ñàñàêè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè è âíóòðåííå ïëîñêèìè ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿìè â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè. Ïîäîáíûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò

ñëîè íóëü-ñëîåíèÿ íà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñ ïîñòîÿííûì âíóòðåííèì

íóëü-èíäåêñîì. Î ìåòðèêàõ, äîïóñêàþùèõ òàêîå íóëü-ñëîåíèå ïîñòîÿííîé

ðàçìåðíîñòè, ïðèíÿòî ãîâîðèòü êàê î ñèëüíî-ïàðàáîëè÷åñêèõ ìåòðèêàõ [89].

Ãåîìåòðèþ òàêèõ ìíîãîîáðàçèé àêòèâíî èññëåäîâàë ïðîô. Áîðèñåíêî À.À.

è åìó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è î âûÿñíåíèè óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ

ìåòðèêà Ñàñàêè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ äîïóñêàåò ñèëüíî-ïàðàáîëè÷åñêîå

ñëîåíèå. Êàê âûÿñíèëîñü, òàêîå âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî áàçîâîå

ìíîãîîáðàçèå ðàñùåïëÿåòñÿ â ïðÿìîå ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðè ýòîì,

ìåòðèêà Ñàñàêè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ òàê æå ðàñùåïëÿåòñÿ â ïðÿìîå ìåò-

ðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå [94]. Îïèðàÿñü íà ýòîò ðåçóëüòàò, Ý. Áóêñ ïîñòà-

âèë çàäà÷ó î âîçìîæíîñòè ðàñùåïëåíèÿ â ïðÿìîå ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

ìåòðèêè Ñàñàêè ñôåðè÷åñêîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ è ðåøèë ýòó çàäà÷ó

[15]. Ýòîìó ðåçóëüòàòó ïðåäøåñòâîâàëà ðàáîòà àâòîðà, â êîòîðîé ðàññìàò-
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ðèâàëàñü çàäà÷à îá èíäåêñå ñèëüíîé ñôåðè÷íîñòè ìåòðèêè Ñàñàêè ñôåðè÷å-

ñêîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ. Ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêàìè ñèëüíî ñôåðè-

÷åñêîãî/ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà íåñóò ñëîåíèå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè

ñ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ñëîÿìè ïîñòîÿííîé ïîëîæèòåëüíîé/îòðèöàòåëüíîé

êðèâèçíû. Ñëîè ñôåðè÷åñêîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ c ìåòðèêîé Ñàñàêè

ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â TrM ñ ïîñòîÿííîé ïî-

ëîæèòåëüíîé êðèâèçíîé, îäíàêî âñå âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (çà èñêëþ-

÷åíèåì ðàçìåðíîñòè ñëîÿ 1) íå îïðåäåëÿåò ñèëüíî ñôåðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ íà T (TrM). Â ñâÿçè ñ ýòèì, áûëà ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ñèëüíîé ñôåðè÷íîñòè. Ðåçóëüòàòû íà

ýòó òåìó áûëè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [102, 104] è âêëþ÷åíû â ðàçäåë 2.1.

Íàéäåííîå îäíîìåðíîå ñèëüíî-ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îêàçàëîñü ïî-

ëåì Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû íà T1S
n. Åãî èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ñîñòàâëÿ-

þò ñåìåéñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà T1S
n. Îïèñàíèå âñåõ ãåîäåçè-

÷åñêèõ åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû ïðèíàäëåæèò Ñ. Ñàñàêè [67]. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ êàñàòåëü-

íîãî ðàññëîåíèÿ áûëà ðåøåíà Ê. Ñàòî [68]. Êàê îêàçàëîñü, â îáîèõ ñëó÷à-

ÿõ ïðîåêöèÿìè íà áàçó íàéäåííûõ íå âåðòèêàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ÿâëÿþòñÿ

îêðóæíîñòè è âèíòîâûå ëèíèè. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ïðîåêöèè

íå âåðòèêàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ (åäèíè÷íîãî) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ëþ-

áîãî ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà [60] ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ýòè

ïðîåêöèè íå îáÿçàíû èìåòü íóëåâûå êðèâèçíû íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé. Ïðîñòåé-

øèìè ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè ïîñëå ïðîñòðàíñòâ ïîñòî-

ÿííîé êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîå CP n è êâàòåðíèîííîåHP n ïðîåêòèâ-

íûå ïðîñòðàíñòâà (ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèê âîïðîñ

î áîëåå òî÷íîé õàðàêòåðèçàöèè ïðîåêöèé íå âåðòèêàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ

(ñôåðè÷åñêîãî) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Â ðàáîòàõ [101] è

[109] áûëè ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû è èõ èçëîæåíèå ñîäåðæèò-

ñÿ â ðàçäåëå 3.1.
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Êàñàòåëüíîå è ñôåðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ ñëàáî íàñëåäóþò

ñâîéñòâà áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ñâÿçè ñ ÷åì ìíîãèìè àâòîðàìè áûëè ïðåä-

ëîæåíû äåôîðìàöèè ìåòðèêè Ñàñàêè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åå íàñëåäñòâåííûõ

ñâîéñòâ. Êà÷åñòâåííî, ýòè äåôîðìàöèè âûïîëíÿëèñü â íàïðàâëåíèè "òî÷êè"

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ( [1], [2], [50], [62] è äð.). Îäíàêî ñ ãåîìåòðè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñíîé è åñòåñòâåííîé äåôîðìàöèåé ìåòðèêè ÿâëÿåòñÿ äå-

ôîðìàöèÿ ìåòðèêè â íàïðàâëåíèè êàæäîé êàñàòåëüíîé ñôåðû êàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå êîìïëåêñíîãî

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ "äåôîðìàöèþ" ìåòðè-

êè âäîëü ñëîåâ. Ýòà äåôîðìàöèÿ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî åäèíè÷íûå êàñàòåëüíûå

ñôåðû â ýòîì ñëó÷àå íå÷åòíîìåðíû è äîïóñêàþò âåêòîðíîå ïîëå Õîïôà. Äå-

ôîðìàöèÿ ìåòðèêè íå÷åòíîìåðíîé ñôåðû âäîëü ñëîåâ ðàññëîåíèÿ Õîïôà èç-

âåñòíà êàê äåôîðìàöèÿ Áåðæå. Âîçíèê âîïðîñ î ãåîäåçè÷åñêèõ ñôåðè÷åñêî-

ãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé, îòâå÷àþùåé Áåðæå - äåôîðìàöèè

êàæäîé êàñàòåëüíîé ñôåðû. Êàê ðåçóëüòàò, â ðàáîòå [118] áûëà ïîñòðîåíà

ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåôîðìàöèÿ, íàéäåíû óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ è äîêàçà-

íî, ÷òî òàêàÿ äåôîðìàöèÿ íå âëèÿåò íà ãåîìåòðèþ ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ.

Èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå 3.2.

Êàæäàÿ íåâåðòèêàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ (ñôåðè÷åñêîãî) êàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé íà áà-

çå. Åñëè îáîçíà÷èòü ýòî âåêòîðíîå ïîëå ÷åðåç ξ, à êðèâóþ íà áàçå ÷åðåç

γ, òî êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáðàç

ξ(γ) ⊂ T(1)M
n ïðè îòîáðàæåíèè ξ : γ → T(1)M

n. Åñòåñòâåííî âîçíèê âîïðîñ

î òîì, ìîæíî ëè ïîëó÷èòü âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â (ñôåðè-

÷åñêîì) êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè êàê îáðàç ξ(F l) íåêîòîðîãî ïîäìíîãîîáðà-

çèÿ F l ⊂ Mn ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ, îïðåäåëåííîãî â

òî÷êàõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ìû íàçûâàåì òàêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïîäíÿòèÿìè

ïîäìíîãîîáðàçèé ñ áàçû â êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Ïðè l = n ýòà çàäà÷à áûëà
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ðàññìîòðåíà Ï. Âàëü÷àêîì [77]. Ïîäìíîãîîáðàçèÿ òàêîãî òèïà òðàíñâåðñàëü-

íû ñëîÿì. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî âñå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, òðàíñâåðñàëüíûå ñëîÿì

çàäàþòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì âäîëü íåêîòîðîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â áàçå [110]

è íàõîäèì óñëîâèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè òàêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Â ñëó÷àÿõ

l = 1 è l = n ýòè óñëîâèÿ ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ óðàâíåíèÿìè ãåîäåçè÷å-

ñêèõ [65] è ðåçóëüòàòîì èç [77]. Ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè

òàêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé: Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå, âåêòîðíîå ïîëå ïîñòî-

ÿííîé äëèíû, íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðîñòðàíñòâà ïî-

ñòîÿííîé êðèâèçíû, íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ãèïåðñëîåíèÿ. Ïîëó÷åííûå

ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â Ðàçäåëå 3.3.

Ïîäíÿòèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé ñîñòàâëÿþò åñòåñòâåííûé, íî íå èñ÷åðïû-

âàþùèé êëàññ ïîäìíîãîîáðàçèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé

ðàçìåðíîñòè áàçû n = 2 îêàçàëîñü âîçìîæíûì äàòü îïèñàíèå âñåõ âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè íàä ïðîñòðàíñòâîì

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû [113]. Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì îòâåòîì íà

îäíó èç çàäà÷, ñôîðìóëèðîâàííûõ À. Áîðèñåíêî â îáçîðíîé ñòàòüå [99]. Êàê

îêàçàëîñü, â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû íåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé, òðàíñâåðñàëüíûõ ñëî-

ÿì, êðîìå íóëåâîãî ñå÷åíèÿ. Èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèòñÿ â Ðàç-

äåëå 3.4.

Íàèáîëåå ðàçâèòîé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðèÿ ïîäíÿòèé âñåé áàçû â ïðîñòðàí-

ñòâî åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Òàêîå ïîäíÿòèå îñóùåñòâëÿåòñÿ

åäèíè÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì è îïðåäåëÿåò ïîäìíîãîîáðàçèå â T1M
n, òðàíñ-

âåðñàëüíîå ñëîÿì. Åñëè íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî

îïðåäåëåííîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, òî ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(Mn) ⊂ T1M
n

èìååò êîíå÷íûé îáúåì îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè. Â 1986 ãîäó

Ã. Ãëþê è Â. Öèëëåð [35] ïîñòàâèëè âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèè åäèíè÷íîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ ξ íà 3-ñôåðå ñ ìèíèìàëüíûì îáúåìîì ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(S3).
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Òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ áûëè íàçâàíû îïòèìàëüíûìè. Â ÷àñòíîñòè, áûëà äîêà-

çàíà îïòèìàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ Õîïôà íà òðåõìåðíîé ñôåðå S3. Âñêîðå

Ø. Ïåäåðñåí â ðàáîòå [63] äîêàçàëà, ÷òî ïîëå Õîïôà íà ñôåðàõ âûñøèõ ðàç-

ìåðíîñòåé íå ïîðîæäàåò ïîäìíîãîîáðàçèå ãëîáàëüíî ìèíèìàëüíîãî îáúåìà.

Êàê âûÿñíèëîñü ïîçæå [32], îïòèìàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ îçíà÷àåò, ÷òî

ïîëå ξ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ T1M
n îòíîñèòåëüíî âàðèàöèé åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïî-

ëÿ â êëàññå åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ìû íàçûâàåì òàêèå âàðèàöèè ôóíê-

öèîíàëà îáúåìà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ïîëå-âàðèàöèåé. Â ýòîé æå ðàáîòå

áûëî äîêàçàíî, ÷òî êðèòè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé

ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ âàðèàöèé

ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ T1M
n, òî åñòü ïîðîæäàþò ìèíèìàëüíûå ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ. Ýòî íàáëþäåíèå

ïîçâîëèëî ïåðåéòè îò âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãëîáàëüíûìè âàðèàöèÿìè ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ê ñîîòâåòñòâóþùèì ëîêàëüíûì âàðèàöèÿì, êîòîðûå íå

òðåáóþò ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíî çàäàííîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Â

ïîñëåäîâàâøåé ñåðèè ðàáîò Î. Æèëü-Ìåäðàíî [32, 34] è Ë. Âàíýêå ñ ñîàâ-

òîðàìè [37], [38],[31], [73], [74], [75] áûëè ðàññìîòðåíû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñ-

êàþùèå åäèíè÷íûå ìèíèìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü

ôîðìóëû, äàâàâøèå âûðàæåíèå òîëüêî äëÿ ñëåäà âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé

ôîðìû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn), êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû Î. Æèëü-Ìåäðàíî

â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ôîðìóëû ïåðâîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà

îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé. Íàéäåííîå óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè åäèíè÷íîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ îêàçàëîñü âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûì â êîíêðåòíûõ ïðèëîæå-

íèÿõ. Íî â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ïîäõîäîâ ê ìèíèìàëüíîñòè åäèíè÷íîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ, À. Áîðèñåíêî ïîñòàâèë âîïðîñ î ñòðîåíèè âñåé âòîðîé ôóí-

äàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn), ïîëó÷åíèè àëüòåðíàòèâíîé

ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) è âûÿñíåíèÿ óñëî-

âèé âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè òàêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Áîëåå òîãî, çíàÿ âòîðóþ
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ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó è òåíçîð êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè T1M
n ìîæíî

èññëåäîâàòü âîïðîñ î âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) è àñ-

ñîöèèðîâàòü ñ âåêòîðíûì ïîëåì ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ. Ðàçäåë 4 ïîëíîñòüþ ïîñâÿùåí âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñî âòîðîé

ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ T1M
n.

Â 2001 ãîäó Î.Æèëü-Ìåäðàíî è Å. Ëèíàðåñ-Ôóñòåð [33] âûïèñàëè ôîð-

ìóëó âòîðîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ T1M
n

îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé è äîêàçàëè óñòîé÷èâîñòü ïîëÿ Õîïôà íà òðåõ-

ìåðíîé ñôåðå îòíîñèòåëüíî ýòîãî êëàññà âàðèàöèé. Íà ñôåðàõ âûñøèõ ðàç-

ìåðíîñòåé ïîëÿ Õîïôà íå óñòîé÷èâû, ÷òî íå óäèâèòåëüíî â ñèëó ðåçóëü-

òàòà Ø. Ïåäåðñåí [63]. Êàê âûÿñíèëîñü, ïîëå-âàðèàöèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì êëàññè÷åñêîé íîðìàëüíîé âàðèàöèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn). Ïîýòî-

ìó íåóñòîé÷èâûå ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(Mn) îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé áóäåò

íåóñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ âàðèàöèé. Â ñâÿçè ñ

ýòèì, À. Áîðèñåíêî ïðåäëîæèë àâòîðó èññëåäîâàòü íà êëàññè÷åñêóþ óñòîé-

÷èâîñòü êàê ïîëÿ Õîïôà, òàê è äðóãèå íàéäåííûå ïðèìåðû âïîëíå ãåîäåçè-

÷åñêèõ åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Â ðàçäåëå 4.3 ìû äîêàçûâàåì óñòîé÷è-

âîñòü ïîëÿ Õîïôà íà 3-õ ìåðíîé ñôåðå è íåóñòîé÷èâîñòü ïîëÿ Õîïôà íà ñôå-

ðàõ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ âàðèàöèé. Ïîëó÷åííàÿ

íàìè ôîðìóëà âòîðîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà äëÿ 3-õ ìåðíûõ ãðóïï

Ëè ñóùåñòâåííî îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó Î. Æèëü-Ìåäðàíî äëÿ

ïîëÿ Õîïôà [33], à ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ èíâà-

ðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà 3-õ ìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè çíà÷èòåëüíî ñèëü-

íåå ðåçóëüòàòîâ ïî íåóñòîé÷èâîñòè ìèíèìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà òåõ æå

ãðóïïàõ, ïîëó÷åííûå Äæ. Ñ. Ãîíçàëåçîì-äà-Âèëà è Ë. Âàíýêå [39].

Çíàíèå âñåé âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂

T1M
n, à òàê æå òåíçîðà êðèâèçíû T1M

n, ïîçâîëÿåò ñòàâèòü âîïðîñ î âíóò-

ðåííåé ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn). Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ÿâëÿ-
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åòñÿ àáñîëþòíî íîâîé è íå èìååò àíàëîãîâ. Â ðàçäåëå 4.1 ìû íàõîäèì âûðà-

æåíèå äëÿ ãàóññîâîé êðèâèçíû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M2) è äàåì ïîëíîå îïè-

ñàíèå ãåîäåçè÷åñêèõ åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïðîñòðàíñòâàõ ïîñòî-

ÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû òàêèõ, ÷òî ξ(M2) ⊂ T1M
2 ÿâëÿåòñÿ â ñâîþ î÷å-

ðåäü ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû. Ïðè ðàññìîòðåíèè

âåêòîðíûõ ïîëåé ñ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì îáðàçîì â ðàçäåëå 4.5 ìû íàõî-

äèì, ÷òî íà äâóìåðíîé ñôåðå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, îãèáàþùåå ïîäíÿòèå

íà ñôåðó ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

íà ïëîñêîñòè, èìååò ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðèâèçíó 1/4 è â ñèëó èçîìåòðèè

T1S
2 ≈ RP 3 ïðåäñòàâëÿåò ëîêàëüíóþ ìîäåëü âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ RP 2 ⊂ RP 3. Ïðè ðàññìîòðåíèè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ñâîéñòâà ïî-

ëÿ Õîïôà â ðàçäåëå ìû íàõîäèì, ÷òî ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ξ(S2n+1) ⊂ T1S
2n+1

èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 1/4 äî 5/4. Ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(S2n+1) áóäó÷è êîí-

òàêòíûì âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì Ñàñàêèåâà ìíîãîîáðàçèÿ

T1S
2n+1, ñàìî ÿâëÿåòñÿ Ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðàçèåì îòíîñèòåëüíî èíäóöèðî-

âàííîé ñòðóêòóðû. Âûðàæåíèå äëÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû ξ(S2n+1) ïîçâîëÿåò

äîêàçàòü, ÷òî ξ(S2n+1) ÿâëÿåòñÿ Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìîé. Òî

åñòü, âåêòîðíîå ïîëå Õîïôà îñóùåñòâëÿåò âëîæåíèå Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ôîðìû S2n+1 êðèâèçíû 1 â Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå T1S
2n+1 â âèäå

Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû êðèâèçíû 1/4.

Êîíñòðóêöèÿ ìåòðèêè Ñàñàêè ïðèìåíèìà ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ

íå òîëüêî ðèìàíîâà, íî è ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ [71] è â Ðàçäåëå 4.5

ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëÿõ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ [117]. Áîëåå òîãî, ìîæíî âûïîëíèòü

îáîáùåíèå ìåòðèêè Ñàñàêè íà ñëó÷àé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà m ñî

ñâÿçíîñòüþ, ñîãëàñîâàííîé ñ ïîñëîéíîé ìåòðèêîé íàä ðèìàíîâûì ìíîãîîá-

ðàçèåì ðàçìåðíîñòè n. Êîíñòðóêöèÿ ìåòðèêè è ñâÿçàííîé ñ íåé ãåîìåòðèè

âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ è ñôåðè÷åñêîãî ïîäðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì îáîá-
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ùåíèåì ìåòðèêè íîðìàëüíîãî è ñôåðè÷åñêîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèé ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðåäëîæåííîé àâòîðó ïðîôåññîðîì

À. Áîðèñåíêî âî âðåìÿ ðàáîòû íàä êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèåé åùå â 1982-

86 ãîäàõ. Ñîîòâåòñòâóþùèé òåõíè÷åñêèé àïïàðàò áûë îïóáëèêîâàí â ðàáîòå

[119]. Çäåñü ìû íàõîäèì óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè è âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè åäè-

íè÷íîãî ñå÷åíèÿ îáùåãî ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ è äîêàçûâàåì àíàëîãè òåî-

ðåì î âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëÿõ äëÿ ñå÷åíèé îáùèõ åäèíè÷íûõ

ðàññëîåíèé. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû. Èçëîæåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîäåðæèòñÿ

â Ðàçäåëå 5.

Ñâÿçü ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè, òåìàìè. Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàì-

êàõ èññëåäîâàíèé ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé íà êàôåäðå ãåîìåòðèè Õàðü-

êîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Â.Í. Êàðàçèíà â ðàìêàõ íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò "Ãëîáàëüíà ãåîìåòðiÿ ïiäìíîãîâèäiâ â ðiìàíîâèõ òà

ôiíñëåðîâèõ ïðîñòîðàõ" (� ãîñ. ðåã. 0109U001454), "Çîâíiøíÿ ãåîìåòðiÿ áàãà-

òîâèìiðíèõ ïiäìíîãîâèäiâ" (� ãîñ. ðåã. 0103U004232), "Ãëîáàëüíà ãåîìåòðiÿ i

òîïîëîãiÿ ìíîãîâèäiâ i ïiäìíîãîâèäiâ â ðiìàíîâèõ òà ôiíñëåðîâèõ ïðîñòîðàõ"

(� ãîñ. ðåã. 0111U010008 )

Öåëü è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå ãåî-

ìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé â ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â ÷àñòíîñòè â ñôå-

ðè÷åñêîì êàñàòåëüíîì è ñôåðè÷åñêîì íîðìàëüíîì ðàññëîåíèÿõ ðèìàíîâûõ

ìíîãîîáðàçèé è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîäìíîãîîáðàçèé.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàññëîåííûå ïðîñòðàíñòâà, íàäåëåí-

íûå ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé òèïà Ñàñàêè.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ðàññëîåííûõ

ïðîñòðàíñòâàõ, â ÷àñòíîñòè, ìèíèìàëüíûå è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ñå÷åíèÿ

ðàññëîåíèé.
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Îñíîâíûå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

• èññëåäîâàòü ñôåðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè ñ öå-

ëüþ âûÿñíåíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ íè íåì íóëü-ðàñïðåäåëåíèé òåí-

çîðà êðèâèçíû, ïîðîæäàþùåãî ñëîåíèå íà âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû;

• íàéòè ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè åäèíè÷-

íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

è, òåì ñàìûì, ñóùåñòâåííî îáîáùèòü ðåçóëüòàò Êëèíãåíáåðãà è Ñàñàêè,

à òàê æå áîëåå ðàííèé ðåçóëüòàò àâòîðà î êðèâèçíå ìåòðèêè Ñàñàêè åäè-

íè÷íîãî ðàññëîåíèÿ íàä åäèíè÷íûìè ñôåðàìè;

• óòî÷íèòü îïèñàíèå ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé êàñàòåëüíîãî ðàññëî-

åíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè êëàññè÷åñêèõ ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ (ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì), èçâåñòíîå ðàíåå òîëüêî äëÿ ïðîñò-

ðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû;

• èññëåäîâàòü âëèÿíèå Áåðæå-äåôîðìàöèè ìåòðèêè Ñàñàêè êàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà ãåîìåòðèþ ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ

äåôîðìèðîâàííîé ìåòðèêè;

• îáîáùèòü ðåçóëüòàòû Ñàñàêè è Âàëü÷àêà î âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ñâîé-

ñòâàõ ïîäíÿòèé êðèâûõ íà áàçå è âñåé áàçû, ñîîòâåòñòâåííî, â ïðîñòðàí-

ñòâî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîä äåéñòâèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ íà ñëó÷àé

ïîäíÿòèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè;

• äîêàçàòü ãèïîòåçó Áîðèñåíêî î åäèíñòâåííîñòè íóëåâîãî ñå÷åíèÿ â êëàññå

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé, òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîÿì â ðàññëî-

åíèè íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû;

• äàòü ðåøåíèå ïðîáëåìû Áîðèñåíêî îá îïèñàíèè âñåõ âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿí-

íîé êðèâèçíû â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äâóìåðíîé áàçû;
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• íàéòè âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó âåêòîðíîãî ïîëÿ Ñàñàêèåâîé

ñòðóêòóðû íå÷åòíî ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, â ÷àñòíîñòè ïîëÿ Õîïôà íà

ñôåðàõ, è èññëåäîâàòü åãî íà âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü;

• èññëåäîâàòü ïîëå Õîïôà íà ñôåðàõ íà óñòîé÷èâîñòü â êëàññè÷åñêîì, òî

åñòü, áîëåå øèðîêîì êëàññå âàðèàöèé, ÷åì ïîëå-âàðèàöèèÆèëü-Ìåäðàíî;

• íàéòè âñå äâóìåðíûå ðèìàíîâû è ïñåâäî-ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñ-

êàþùèå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå (ëîêàëüíûå) åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ,

íàéòè òàêèå ïîëÿ;

• âûäåëèòü èç êëàññà ìèíèìàëüíûõ åäèíè÷íûõ ëåâî-èíâàðèàíòíûõ âåêòîð-

íûõ ïîëåé íà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé âñå

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ, èññëåäîâàòü èõ íà óñòîé÷èâîñòü

îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ âàðèàöèé â ñðàâíåíèè ñ óñòîé-

÷èâîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé;

• îáîáùèòü ðåçóëüòàòû ïî ãåîìåòðèè êàñàòåëüíîãî è ñôåðè÷åñêîãî êàñà-

òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ íà îáùèé ñëó÷àé ìåòðèçî-

âàííîãî ðàññëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ, ñîãëàñîâàííîé ñ ïîñëîéíîé ìåòðèêîé,

íàä ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ âêëþ÷àþò ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû, äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ãðóïï è àëãåáð Ëè, âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé è

îáùåé òåîðèè ïîäìíîãîîáðàçèé â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòå âïåðâûå èçëîæå-

íî ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé â ðàññëîåííûõ

ïðîñòðàíñòâàõ ñ öåëüþ îáíàðóæåíèÿ è îïèñàíèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ, ìè-

íèìàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé è ñëîåíèé. Îñíîâíûìè íàó÷íûìè ðåçóëüòàòàìè,

âûíîñèìûìè íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

• íàéäåíî ñèëüíî-ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íà åäèíè÷íîì êàñàòåëüíîì

ðàññëîåíèè íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû; â ÷àñòíîñòè, âû-



15

ÿâëåíî íîâîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Ñàñàêèåâîé

ñòðóêòóðû íà åäèíè÷íîì ðàññëîåíèè åäèíè÷íîé ñôåðû.

• íàéäåíû ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè ñôå-

ðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

• íàéäåíî îïèñàíèå ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîå-

íèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì � âåùå-

ñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, êîìïëåêñíîãî è êâàòåð-

íèîííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâ åäèíûì ìåòîäîì, èñïîëüçóþùèì ðå-

êóððåíòíûå ñâîéñòâà òåíçîðà êðèâèçíû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ;

• äîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ îòíîñèòåëüíî Áåðæå-

äåôîðìàöèè ìåòðèêè Ñàñàêè åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ êýëå-

ðîâà ìíîãîîáðàçèÿ;

• íàéäåíû óñëîâèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ïîäíÿòèé â ïðîñòðàíñòâî êàñà-

òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïîä äåéñòâèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ

áàçû ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè;

• äàíî îïèñàíèå âñåõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â êàñàòåëü-

íîì ðàññëîåíèè äâóìåðíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèç-

íû; äîêàçàíà ãèïîòåçà À. Áîðèñåíêî î åäèíñòâåííîñòè íóëåâîãî ñå÷åíèÿ

ðàññëîåíèÿ êàê âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ìíîãî-

îáðàçèé.

• íàéäåíû ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà è Âåéíãàðòåíà äëÿ åäèíè÷íîãî ñå÷åíèÿ åäè-

íè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ; íàéäåíû óñëî-

âèÿ ìèíèìàëüíîñòè è âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ñå÷åíèÿ.

• äîêàçàíà âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ñå÷åíèÿ, ïîðîæäåííîãî õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèì âåêòîðíûì ïîëåì Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè, â ÷àñò-

íîñòè, ïîëåì Õîïôà íà ñôåðàõ;
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• íàéäåíû óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè è âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè åäèíè÷íîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ Êèëëèíãà, ïîëÿ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ðèìàíîâà òðàíñâåð-

ñàëüíî îðèåíòèðóåìîãî ðèìàíîâà ãèïåðñëîåíèÿ; äàíî îïèñàíèå òàêèõ ïî-

ëåé íà ìíîãîîáðàçèÿõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

• äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ïîëÿ Õîïôà, êàê ïîðîæäàþùåãî âïîëíå ãåîäåçè-

÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â åäèíè÷íîì ðàññëîåíèè 3-õ ìåðíîé ñôåðû, îò-

íîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ âàðèàöèé;

• íàéäåíû âñå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå åäèíè÷íûå ëåâî-èíâàðèàíòíûå âåêòîð-

íûå ïîëÿ íà 3-õ ìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ ëåâî- èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé; ïðî-

âåäåí èõ àíàëèç íà óñòîé÷èâîñòü â êëàññå îáùèõ êëàññè÷åñêèõ âàðèàöèé

è ëåâî-èíâàðèàíòíûõ âàðèàöèé;

• âûïîëíåíî îáîáùåíèå ìåòðèêè Ñàñàêè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà ñëó-

÷àé ìåòðèçîâàííîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ è äîêàçàíû

àíàëîãè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ;

â ÷àñòíîñòè, íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ åäè-

íè÷íûõ ñå÷åíèé, ïîëíîñòüþ èññëåäîâàíû ìàëîìåðíûå ñëó÷àè è ïðèâå-

äåíû ïðèìåðû âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ñå÷åíèé åäèíè÷íîãî íîðìàëüíîãî

ðàññëîåíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðàáîòà èìååò òåî-

ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî

èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé â ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðîñòðàíñòâ ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóê-

òóðàìè, ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé, â

ëåêöèîííûõ êóðñàõ ïî ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé è ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè

â Õàðüêîâñêîì, Êèåâñêîì, Îäåññêîì, Ëüâîâñêîì è äðóãèõ óíèâåðñèòåòàõ, ãäå

âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ãåîìåòðèè, à òàê æå Êèåâñêîì èíñòèòóòå

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, ÔÒÈÍÒ ÍÀÍ Óêðàèíû.
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Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïî-

ëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Èç ñòàòåé [109] è [110], âûïîëíåííûõ â ñî-

àâòîðñòâå, â äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ òîëüêî ðåçóëüòàòû àâòîðà.

Àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-

íèé äîêëàäûâàëèñü:

• íà íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ: IX Âñåñîþçíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ãåîìåòðèè

(Êèøèíåâ, 1988); Âñåñîþçíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó (Íî-

âîñèáèðñê, 1989); Âñåñîþçíîå ñîâåùàíèå ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî äèôôåðåí-

öèàëüíîé ãåîìåòðèè, ïîñâÿùåííîå 80-òè ëåòèþ Í.Â. Åôèìîâà (Ðîñòîâ-íà-

Äîíó, 1990); Ðåñïóáëèêàíñêàÿ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿ-

ùåííàÿ 200-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî (Îäåññà, 1992);

1(1995), 3(1999), 4(2001), 5(2003), 6(2005) òà 8(2013) ìiæíàðîäíi êîíôå-

ðåíöi¨ ç ãåîìåòði¨ òà òîïîëîãi¨ (×åðêàñè); 1-st Karazin Scienti�c Readings

(Kharkiv, 2004); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Òàðàïîâñêèå ÷òåíèÿ"

(Õàðüêîâ, 2011); 1-st (2008) and 2-nd (2013) Int. Conf. on Geometrical

Objects Reconstruction and Symbolic Computations (University of Haifa,

Israel); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæ-

äåíèÿ À.Â. Ïîãîðåëîâà (Õàðüêîâ, 2009); Êðûìñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ (Ñóäàê, 2013 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà - êîí-

ôåðåíöèÿ "Òàðàïîâñêèå ÷òåíèÿ � 2013"(Õàðüêîâ, 2013 ã.); ìåæäóíàðîäíàÿ

êîíôåðåíöèÿ "Ãåîìåòðèÿ â Îäåññå-2015"(Îäåññà, 2015).

• íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ: Õàðüêîâñêèé ãîðîäñêîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñåìèíàð

(ðóê. ïðîô. Áîðèñåíêî À.À., ïðîô. Àìèíîâ Þ.À.), Ãåîìåòðè÷åñêèé ñå-

ìèíàð ÔÒÈÍÒ ÍÀÍÓ (ðóê. ïðîô. Àìèíîâ Þ.À.), ãåîìåòðè÷åñêèé ñå-

ìèíàð èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðàèíû (ðóê. ä.ô.-ì.í. Ìàêñèìåíêî

Ñ.È.), íàó÷íûé ñåìèíàð êàôåäðû ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè Ëüâîâñêîãî íà-

öèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. È. Ôðàíêî (ðóê. ïðîô. Áàíàõ Ò.Î.), ñåìè-

íàð êàôåäðû ãåîìåòðèè Êèåâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ò.
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Øåâ÷åíêî (ðóê. ïðîô. Ïðèøëÿê À.Î.), ñåìèíàð êàôåäðû ãåîìåòðèè è

òîïîëîãèè èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ýêîíîìèêè è ìåõàíèêè Îäåññêîãî íà-

öèîíàëüíîãî óíèâåðñèòåòà (ðóê. äîö. Ïîêàñü Ñ.Ì.)

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îòðàæåíû â 21 ðàáîòe [100] -

[120]. Äîïîëíèòåëüíî, ðåçóëüòàòû ðàáîòû îòðàæåíû â òåçèñàõ 18 êîíôåðåí-

öèé [121] � [138].

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð ïðèíîñèò èñêðåííèå áëàãîäàðíîñòè ÷ëåí - êîððå-

ñïîíäåíòó ÍÀÍ Óêðàèíû, ïðîôåññîðó À.À. Áîðèñåíêî çà ïîñòàíîâêè çàäà÷,

ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è ðåêîìåíäàöèè, ïðèîáùåíèå ê çàíÿòèÿì ãåî-

ìåòðèåé; êîëëåãàì ñ êàôåäðû ãåîìåòðèè Õàðüêîâñêîãî íàöèîíàëüíîãî óíè-

âåðñèòåòà è ó÷àñòíèêàì Õàðüêîâñêîãî ãîðîäñêîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà

çà ñòèìóëèðóþùóþ ïîääåðæêó.
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ÐÀÇÄÅË 1

ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß È ÁÀÇÎÂÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ðàçäåë ñîäåðæèò íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè ðåçóëü-

òàòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâó ïîñòàíîâîê çàäà÷ äèññåðòàöèè, îáîñíîâàíèå èõ

àêòóàëüíîñòè è çíà÷èìîñòè.

1.1. Îñíîâû ëîêàëüíîé ãåîìåòðèè TM

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Ïðîñòðàíñòâî êàñà-

òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM îáðàçóåòñÿ êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå TM =

⊔uTuM , ãäå TuM � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê M â òî÷êå q ∈ M . Òî÷êàìè

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû (u, ξ), ãäå u ∈ M è

ξ ∈ TuM . Ïðîåêöèÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå

π : TM →M , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó êàñàòåëüíîìó ïðîñòðàíñòâó

òî÷êó êàñàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, π(TuM) = u èëè, äâîéñòâåííûì îáðàçîì,

π−1(u) = TuM . Ñîãëàñíî îáùåïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè â òåîðèè ðàññëîåííûõ

ïðîñòðàíñòâ, ìíîãîîáðàçèåM íàçûâàåòñÿ áàçîé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, êà-

ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TuM íàçûâàåòñÿ ñëîåì êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä

òî÷êîé u ∈M .

Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u = (u1, . . . , un) ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà M â

íåêîòîðîé (ïðîèçâîëüíîé) ëîêàëüíîé êàðòå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(M) àëãåáðó

Ëè ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M . ×åðåç ∂i áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâó-

þùèé ëîêàëüíûé êîîðäèíàòíûé ðåïåð, à èìåííî, ∂i =
∂
∂ui . Â òàêîì ñëó÷àå
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ëþáîé êàñàòåëüíûé âåêòîð ξ ∈ TuM ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ξ = ξi∂i(u).

Íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû ξ = (ξ1, . . . , ξn) ïàðàìåòðèçóþò ñëîé TuM . Òàêèì

îáðàçîì, íàáîð ïàðàìåòðîâ

(u1, . . . , un; ξ1, . . . , ξn) (1.1)

ïàðàìåòðèçóåò òî÷êè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ è íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííû-

ìè èíäóöèðîâàííûìè ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà TM . Ïðè çàìåíå ïà-

ðàìåòðîâ íà áàçå âèäà vi = vi(u1, . . . , un) ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå

êîîðäèíàò íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè èìååò âèä

vi = vi(u1, . . . , un), . . . , ηi =
∂vi

∂uj
ξj.

Ìàòðèöà ßêîáè ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååò âèä
∂vi

∂uj
0

∂vi

∂uj∂uk
ξk

∂vi

∂uj


Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ êëàññà Ck åãî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì êëàññà Ck−1 ðàçìåðíîñòè 2n. Åñëè

îáîçíà÷èòü ÷åðåç

∂̃i =
∂

∂ui
, ∂̃n+i =

∂

∂ξi

êîîðäèíàòíûé ðåïåð íà TM , òî äëÿ âåêòîðà X̃ ∈ T(u,ξ)(TM) èìååò ìåñòî

ðàçëîæåíèå

X̃ = X̃ i∂̃i + X̃n+i∂̃n+i. (1.2)

Îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò (1.1) ïðîåêöèÿ ðàññëîåíèÿ π : TM → M çàïèñûâà-
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åòñÿ â âèäå

π(u, ξ) = u

è, ñ î÷åâèäíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèå ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà n íà

âñåì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè. Ïîýòîìó êàæäàÿ òî÷êà áàçû ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-

íûì çíà÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ π, à çíà÷èò, ïî òåîðåìå î ïðîîáðàçå ðåãóëÿðíîãî

çíà÷åíèÿ, êàæäûé ñëîé TuM ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â TM .

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê ñëîþ â êàæäîé òî÷êå (u, ξ) ∈ TM íàçûâàåòñÿ

âåðòèêàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ

V(u,ξ) ⊂ T(u,ξ)(TM).

Ïîäïðîñòðàíñòâî òðàíñâåðñàëüíî äîïîëíèòåëüíîå ê âåðòèêàëüíîìó íàçûâà-

åòñÿ ãîðèçîíòàëüíûì è îáîçíà÷àåòñÿ

H(u,ξ) ⊂ T(u,ξ)(TM).

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó

T(u,ξ)(TM) = V(u,ξ) ⊕H(u,ξ).

Ìàòðèöà ßêîáè äèôôåðåíöèàëà ïðîåêöèè π∗ : TTM → TM èìååò ðàçìåð

n× 2n è ñ î÷åâèäíîñòüþ èìååò âèä (E|0), ãäå E � åäèíè÷íàÿ n× n ìàòðèöà

è 0 � íóëåâàÿ n× n ìàòðèöà. Ñëåäîâàòåëüíî,

π∗
(
V(u,ξ)

)
= 0, π∗

(
H(u,ξ)

)
= TuM.

Èñïîëüçóÿ (1.2) ëåãêî âèäåòü, ÷òî V(u,ξ) = Span(∂̃n+1, . . . , ∂̃2n) è

π∗X̃ = X̃ i∂i (1.3)

Ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî. Åãî îäíîçíà÷íûé

âûáîð ìîæíî âûïîëíèòü ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíîñòè [27]. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî íà M çàäàíà àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü Γi
jk. Ïóñòü (u, ξ) ∈ TM ïðî-
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èçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïóñòü (u′, ξ′) äðóãàÿ òî÷êà èç TM òàêàÿ, ÷òî u è u′ ëåæàò

â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè Wu. Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû

ñâÿçíîñòè, îñóùåñòâèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âåêòîðà ξ′ èç òî÷êè u′ â òî÷êó

u è ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ξ′ − ξ = η ∈ TuM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ũ = exp (η)(u).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâèå u′ → ũ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå Wu → Wu.

Äèôôåðåíöèàë ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñâÿçíîñòè K.

Êàê ïîêàçàíî â [27], â åñòåñòâåííûõ èíäóöèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ îòîáðàæå-

íèå ñâÿçíîñòè K : TTM → TM äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

KX̃ = (X̃n+i + Γi
jkX̃

jξk)∂i. (1.4)

Âåêòîðû èç ÿäðà îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíîñòè èìåþò âèä

X̃ = X̃ i∂̃i − Γi
jkX̃

jξk∂̃n+i

è, î÷åâèäíî, òðàíñâåðñàëüíû âåðòèêàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó V(u,ξ) äëÿ âñåõ

(u, ξ) ∈ TM . Òàêèì îáðàçîì, àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü íà ìíîãîîáðàçèè ïîðîæäà-

åò îïðåäåëåííîå ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå H(u,ξ) = kerK. Çàìåòèì, ÷òî

äëÿ ëþáîãî âåðòèêàëüíîãî âåêòîðà X̃ = X̃n+i∂̃n+i îòîáðàæåíèå ñâÿçíîñòè

äåéñòâóåò êàê KX̃ = X̃n+i∂i è ïîýòîìó K(V(u,ξ)) = TuM. Â ñèëó ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ, ìîæåì çàïèñàòü

T(u,ξ)(TM) = V(u,ξ) ⊕H(u,ξ),

kerπ∗ = V(u,ξ), imπ∗ = TuM,

kerK = H(u,ξ), imK = TuM.

(1.5)

Èç ôîðìóë (1.3) è (1.4) ñëåäóåò, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ (1.3) è âåðòèêàëü-

íàÿ (1.4) ïðîåêöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ X̃(u, ξ), çàäàííîãî íà TM , íå ÿâëÿþòñÿ

âåêòîðíûìè ïîëÿìè íàM , òàê êàê êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ïðîåêöèé çàâèñÿò

íå òîëüêî îò áàçîâûõ êîîðäèíàò (u), íî è îò ñëîåâûõ êîîðäèíàò (ξ). Îäíàêî

íà TTM ìîæíî âûäåëèòü ñïåöèàëüíûå êëàññû âåêòîðíûõ ïîëåé, ñâÿçàííûõ

ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà M , êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ëèôòàìè.
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Ïóñòü X = X(u)i∂i(u) âåêòîðíîå ïîëå íàM . Îïðåäåëèì âåðòèêàëüíûé

è ãîðèçîíòàëüíûé ëèôòû ïîëÿ X(u) ôîðìóëàìè

Xv
(u,ξ) = X i(u)∂̃n+i, Xh

(u,ξ) = X(u)i∂̃i − Γi
jkX

j(u)ξk∂̃n+i. (1.6)

Â äàëüíåéøåì, âìåñòî Xv
(u,ξ) è Xh

(u,ξ) áóäåì ïèñàòü Xv è Xh åñëè èìååòñÿ

ââèäó ëèôò â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (u, ξ) ∈ TM . Ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòè-

êàëüíûé ëèôòû âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà TM . Èõ

âàæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî

H(u,ξ) = Span(∂h1 , . . . , ∂
h
n), V(u,ξ) = Span(∂v1 , . . . , ∂

v
n).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ èçó÷åíèÿ ãåîìåòðèè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ëèôòàìè âåêòîðíûõ ïîëåé ñ áàçû íà êàñàòåëüíîå

ðàññëîåíèå.

Äëÿ ëèôòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ âàæíàÿ ëåììà,

êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ëåììîé Äîìáðîâñêîãî [27].

Ëåììà 1.1 Ïóñòü X,Y ∈ X(M). Òîãäà äëÿ ñêîáîê ëèôòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé

X è Y â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (u, ξ) ∈ TM èìåþò ìåñòî âûðàæåíèÿ:

[Xh, Y h] = [X, Y ]h −
(
R(X, Y )ξ

)v
, [Xh, Y v] =

(
∇XY

)v
, [Xv, Y v] = 0,

ãäå ∇ � (àôôèííàÿ) ñâÿçíîñòü íà M è R(X, Y )ξ � åå òåíçîð êðèâèçíû.

Ïîñêîëüêó (u, ξ) åñòü ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, à ëèô-

òû îïðåäåëåíû äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé íà áàçå, òî
(
R(X,Y )ξ

)v
ñëåäóåò ïîíè-

ìàòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ξi
(
R(X, Y )∂i

)v
.

Çàìåòèì, òàê æå, ÷òî ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå H íà êàñàòåëüíîì

ðàññëîåíèè TM ìíîãîîáðàçèÿ ñ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ∇ èíòåãðèðóåìî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñâÿçíîñòü ïëîñêàÿ.
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1.2. Ìåòðèêà Ñàñàêè TM è åå ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà.

Ïóñòü òåïåðü (M, g) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà.

Ìåòðèêà íà åãî êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM áûëà îïðåäåëåíà Ñ. Ñàñàêè [65]

ëèíåéíûì ýëåìåíòîì

dσ2 = ds2 + |Dξ|2 = gijdu
iduj + gijDξ

iDξj,

ãäå ds2 � ëèíåéíûé ýëåìåíò áàçû, à Dξi = dξi + Γi
jkξ

jduk � êîâàðèàíòíûå

äèôôåðåíöèàëû êîîðäèíàò "âåêòîðíîé ñîñòàâëÿþùåé" èíäóöèðîâàííûõ êî-

îðäèíàò íà TM . Òàêèì îáðàçîì, TM íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ðèìàíîâà ìíî-

ãîîáðàçèÿ.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàñàòåëüíûõ ê TM âåêòîðîâ ìîæåò áûòü âû-

ðàæåíî â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëà ïðîåêöèè è îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíîñòè. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç
⟨
·, ·
⟩
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ êM , à ÷å-

ðåç
⟨⟨
·, ·
⟩⟩

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ ê TM . Òîãäà [27]⟨⟨
X̃, Ỹ

⟩⟩
=
⟨
π∗X̃, π∗Ỹ

⟩
+
⟨
KX̃,KỸ

⟩
. (1.7)

Èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâà âçàèì-

íî îðòîãîíàëüíû, à èç (1.7) ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêà Ñàñàêè îïðåäåëÿåòñÿ "òåî-

ðåìîé Ïèôàãîðà" .

Èñïîëüçóÿ Ëåììó 1.1, íåñëîæíî âû÷èñëèòü ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåò-

ðèêè Ñàñàêè (TM, gs) ïðè ïîìîùè ôîðìóëû Êîøóëÿ

2
⟨
∇XY, Z

⟩
= X

⟨
Y, Z

⟩
+ Y

⟨
X,Z

⟩
− Z

⟨
X, Y

⟩
−⟨

X, [Y, Z]
⟩
−
⟨
Y, [X,Z]

⟩
+
⟨
Z, [X,Y ]

⟩
. (1.8)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû äëÿ êîìáèíàöèé ëèôòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé äëÿ

êðàòêîñòè íàçûâàþò ôîðìóëàìè Êîâàëüñêîãî [48].
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Ëåììà 1.2 Äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y íà M , êîâàðèàíòíûå ïðîèç-

âîäíûå îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇̃ ìåòðèêè Ñàñàêè äëÿ ëèô-

òîâ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (u, ξ) ∈ TM ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì

∇̃XhY h = (∇XY )h − 1
2

(
R(X, Y )ξ

)v
, ∇̃XvY h = 1

2

(
R(ξ,X)Y

)h
,

∇̃XhY v = (∇XY )v + 1
2

(
R(ξ, Y )X

)h
, ∇̃XvY v = 0.

(1.9)

ãäå ∇ è R ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà è òåíçîð êðèâèçíû (M, g), ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Âûðàæåíèå
(
R(ξ, Y )X

)h
òàê æå ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíà-

öèþ ξi
(
R(∂i, Y )X

)h
. Íåïîñðåäñòâåííûìè ñëåäñòâèÿìè ëåììû Êîâàëüñêîãî

ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• Ñëîè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåî-

äåçè÷åñêèìè è âíóòðåííå ïëîñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.

• Íîðìàëüíàÿ ñâÿçíîñòü ñëîåâ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñà-

ñàêè ïëîñêàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå ïëîñêîå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî ñëîÿ íàòÿíóòî íà âåêòîðû âèäà Xv, à íà âåêòîðû âèäà Y h íàòÿãèâàåòñÿ

íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñëîÿ è ïðèìåíèòü ôîðìóëû (1.9). Ôîðìóëû (1.9)

ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè íà

ëèôòàõ âåêòîðíûõ ïîëåé [48].
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Ëåììà 1.3 Òåíçîð êðèâèçíû R̃ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇̃ ìåòðèêè Ñàñàêè

TM ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà ëèôòàõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

R̃(Xv, Y v)Zv = 0,

R̃(Xv, Y v)Zh =
(
R(X,Y )Z + 1

4R(ξ,X)R(ξ, Y )Z − 1
4R(ξ, Y )R(ξ,X)Z

)h
,

R̃(Xh, Y v)Zv = −
(
1
2R(Y, Z)X + 1

4R(ξ, Y )R(ξ, Z)X
)h
,

R̃(Xh, Y v)Zh =
(
1
2R(X,Z)Y + 1

4R(R(ξ, Y )Z,X)ξ
)v

+
(
1
2(∇XR)(ξ, Y )Z

)h
,

R̃(Xh, Y h)Zv =
(
R(X,Y )Z + 1

4R(R(ξ, Z)Y,X)ξ − 1
4R(R(ξ, Z)X,Y )ξ

)v
+

1
2

(
(∇XR)(ξ, Z)Y − (∇YR)(ξ, Z)X

)h
,

R̃(Xh, Y h)Zh =
(
R(X, Y )Z + 1

4R(ξ, R(X,Z)ξ)Y − 1
4R(ξ, R(Y, Z)ξ)X+

1
2R(ξ, R(X, Y )ξ)Z

)h
+
(
1
2(∇ZR)(X, Y )ξ

)v
,

ãäå ∇ è R ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà è åå òåíçîð êðèâèçíû íà M , ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ñëåäñòâèåì Ëåììû 1.3 ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

• Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè îãðà-

íè÷åíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçà ïëîñêàÿ [8].

• Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè ëîêàëüíî ñèììåòðè÷íî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçà ïëîñêàÿ [48].

• Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè èìååò ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó

Ðè÷÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçà ïëîñêàÿ [59].

• Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè èìååò ïîñòîÿííóþ ñêàëÿðíóþ

êðèâèçíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçà ïëîñêàÿ [59].
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Ïîñëåäíèå óòâåðæäåíèÿ ãîâîðÿò î "æåñòêîñòè" ìåòðèêè Ñàñàêè â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî îíà ñëàáî íàñëåäóåò ñâîéñòâà êðèâèçíû áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íà-

ëè÷èå òàêîé æåñòêîñòè ñòàëî ïðè÷èíîé ìíîãî÷èñëåííûõ "äåôîðìàöèé" ìåò-

ðèêè Ñàñàêè ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ åå íàñëåäñòâåííûõ ñâîéñòâ.

1.3. Ìåòðèêà Ñàñàêè íà ñôåðè÷åñêîì êàñàòåëüíîì ðàññëîå-

íèè TrM .

Ñôåðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ãèïåðïîâåðõ-

íîñòü â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì gijξ
iξj = r2. Ñëîåì

ïîëó÷åííîãî ïîäðàññëîåíèÿ π : TrM →M ÿâëÿåòñÿ ñôåðà ðàäèóñà r = const.

Ïðè r = 1 ñôåðè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì åäèíè÷íûõ âåê-

òîðîâ. Ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé Ñàñàêè TM íà ãèïåðïîâåðõíîñòè

TrM íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé Ñàñàêè íà TrM . Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòðèêà Ñàñàêè

TrM ïîëó÷àåòñÿ èç ìåòðèêè Ñàñàêè T1M ïîñëîéíîé êîíôîðìíîé äåôîðìàöè-

åé ξ → rξ. Ïîýòîìó ãåîìåòðèÿ T1M ïî ñóùåñòâó îïðåäåëÿåò ãåîìåòðèþ TrM

â òîì ñìûñëå, ÷òî ôîðìóëû, ïîëó÷àåìûå äëÿ T1M ïðåîáðàçóþòñÿ â ôîðìóëû

äëÿ TrM çàìåíîé ξ → rξ.

Â êàæäîé òî÷êå (u, ξ) ∈ T1M âåêòîð ξv ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì åäèíè÷íîé

íîðìàëè ãèïåðïîâåðõíîñòè T1M ⊂ TM . Â ñâÿçè ñ ýòèì, âåêòîð X̃ ∈ T(uξ)TM

áóäåò êàñàòåëüíûì ê T1M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
⟨
KX̃, ξ

⟩
= 0. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî

• ãîðèçîíòàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ T1M è TM ñîâïàäàþò;

• âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ T1M ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíå-

íèåì ê ξv â âåðòèêàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè V äëÿ TM .

Â ñâÿçè ñ ýòèì, Ý. Áóêñ è Ë. Âàíýêå [16] ââåëè ïîíÿòèå òàíãåíöèàëüíîãî

ëèôòà âåêòîðíîãî ïîëÿ â âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà T1M ôîðìóëîé

X tg = Xv −
⟨
X, ξ

⟩
ξv. (1.10)

Çäåñü è äàëåå ξv êàê âåêòîðíîå ïîëå íà TM âäîëü T1M ñëåäóåò ïîíèìàòü
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êàê ξi
(
∂i(u)

)v
, òàê êàê ëèôòû îïðåäåëåíû íà âåêòîðíûõ ïîëÿõ, à "òî÷êà" ξ

âåêòîðíûì ïîëåì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ "âåêòîðíûõ ïîëåé" ξv è ξh íåëü-

çÿ íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿòü ôîðìóëû (1.9). Äëÿ íèõ âûïîëíèì îòäåëüíîå

âû÷èñëåíèå.

∇̃Xhξh = ∇̃Xh(ξk∂hk ) = Xh(ξk)∂hk + ξk∇̃Xh∂hk = X i(∂̃i − Γj
isξ

s∂̃n+j)(ξ
k)∂hk+

ξk((∇X∂k)
h − 1

2
(R(X, ∂k)ξ)

v) = −X iξsΓj
isξ

s∂hj + ξkX iΓj
ik∂

h
j −

1

2
(R(X, ξ)ξ)v =

− 1

2
(R(X, ξ)ξ)v,

∇̃Xvξh = ∇̃Xv(ξk∂hk ) = Xv(ξk)∂hk + ξk∇̃Xv∂hk = X i∂̃n+i(ξ
k)∂hk+

ξk(
1

2
(R(ξ,X)∂k)

h) = X i∂hi +
1

2
(R(ξ,X)ξ)h = Xh − 1

2
(R(X, ξ)ξ)h,

∇̃Xhξv = ∇̃Xi∂h
i
(ξk∂vk) = X i(∂̃i − Γj

isξ
s∂̃n+j)(ξ

k)∂vk +X iξk∇̃∂h
i
∂vk =

−X iξsΓj
is∂

v
j +X i(ξk(∇∂i∂k)

v + ξsξk(
1

2
R(∂s, ∂k)∂i)

h =

− Γj
isX

iξs∂vj +X iξkΓj
ik∂

v
j = 0,

∇̃Xvξv = ∇̃Xi∂v
i
(ξk∂vk) = X i∂̃n+i(ξ

k)∂vk = X i∂vi = Xv,

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∇̃Xhξh = −1

2
(R(X, ξ)ξ)v, ∇̃Xhξv = 0,

∇̃Xvξh = Xh − 1

2
(R(X, ξ)ξ)h, ∇̃Xvξv = Xv.

(1.11)

Ýòè ôîðìóëû ïðèìåíèìû è äëÿ X = ξ. Â ÷àñòíîñòè, ∇̃ξhξ
h = 0, â ñâÿçè ñ

÷åì ïîëå ξh íàçûâàåòñÿ ïîëåì ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà T1M [65], [87].

Â êà÷åñòâå ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ïðàâèë, âû÷èñëèì îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà

äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ T1M ⊂ TM . Ïîñêîëüêó ξv åñòü ïîëå íîðìàëåé íà T1M ,
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òî ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíûå

∇̃Xhξv = 0, ∇̃Xtgξv = ∇̃Xv−<X,ξ>ξvξ
v = Xv −

⟨
X, ξ

⟩
ξv = X tg.

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ãξv îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà äëÿ T1M , òî èç ïîñëåäíèõ

âûðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî

ÃξvX
h = 0, ÃξvX

tg = X tg. (1.12)

Êàê ñëåäñòâèå, ïîäìíîãîîáðàçèå T1M ⊂ TM ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ

ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû H̃ = n−1
2n−1, ðàñïðåäåëåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ âïîëíå ãåîäåçè÷íî â TM , à âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âïîëíå

îìáèëè÷íî â TM .

Â òåðìèíàõ ãîðèçîíòàëüíîãî è òàíãåíöèàëüíîãî ëèôòîâ ñïðàâåäëèâû

ñëåäóþùèå àíàëîãè ëåììû Äîìáðîâñêîãî è ëåììû Êîâàëüñêîãî [16].

Ëåììà 1.4 Ïóñòü X,Y ∈ X(M). Òîãäà äëÿ ñêîáîê ëèôòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé

X è Y â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (u, ξ) ∈ T1M èìåþò ìåñòî âûðàæåíèÿ:

[Xh, Y h] = [X,Y ]h −
(
R(X,Y )ξ

)tg
, [Xh, Y tg] =

(
∇XY

)tg
,

[X tg, Y tg] =
⟨
X, ξ

⟩
Y tg −

⟨
Y, ξ
⟩
X tg,

ãäå ∇ � ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà íà M è R � åå òåíçîð êðèâèçíû.

Ëåììà 1.5 Äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y íà M , êîâàðèàíòíûå ïðîèç-

âîäíûå îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇̄ ìåòðèêè Ñàñàêè äëÿ ëèô-
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òîâ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (u, ξ) ∈ T1M ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì

∇̄XhY h = (∇XY )h − 1
2

(
R(X, Y )ξ

)tg
, ∇̄XtgY h = 1

2

(
R(ξ,X)Y

)h
,

∇̄XhY tg = (∇XY )tg + 1
2

(
R(ξ, Y )X

)h
, ∇̄XtgY tg = −

⟨
Y, ξ
⟩
X tg.

(1.13)

ãäå ∇ è R ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà è òåíçîð êðèâèçíû (M, g).

Ïî ñóùåñòâó, ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå òàíãåíöèàëüíîãî ëèôòà ïîçâîëÿåò èç-

áåæàòü îãîâîðîê î òîì, ÷òî ïðè âåðòèêàëüíîì ëèôòå âåêòîðíîãî ïîëÿ â âåð-

òèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà T1M ñëåäóåò áðàòü âåêòîðû èç îðòîãîíàëüíîãî

äîïîëíåíèÿ "òî÷êè" ξ è îñóùåñòâèòü èõ âåðòèêàëüíûé ëèôò â ñìûñëå TM ,

êàê áûëî ïðåäëîæåíî ðàíåå â ðàáîòå [93, 96]. Ïîýòîìó, åñëè ïîëîæèòü

X ′ = X −
⟨
X, ξ

⟩
ξ, (1.14)

òî ñ î÷åâèäíîñòüþ ïîëó÷èì X tg = (X ′)v.

Ëåììà 1.13 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ñôåðè÷å-

ñêîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ñîñòîèò èç âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðà-

çèé ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû. Ïîäîáíûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò íóëü-

ðàñïðåäåëåíèÿ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè [55]. Íóëü-ðàñïðåäåëåíèå N íà

ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

Nu = {Z ∈ TuM
n |R(X,Y )Z = c

(⟨
Y, Z

⟩
X −

⟨
X,Z

⟩
Y
)

∀X,Y ∈ TuM
n}.

Îäíàêî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ðàçìåðíîñòè

áàçû n ≥ 3 íå ñîñòàâëÿåò íóëü-ðàñïðåäåëåíèÿ íà T1M
n. Ýòîò ôàêò îáîñ-

íîâûâàåò ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñóùåñòâîâàíèÿ íóëü-ðàñïðåäåëåíèé íà ñôåðè-

÷åñêîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ÷èñòî âåðòè-

êàëüíîå ïîäðàñïðåäåëåíèå è ïðî÷èå, íåâåðòèêàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Íóëü-

ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ c = 0 íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ðàññìàòðèâàëèñü àâòî-

ðîì â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè è óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ îêàçàëîñü ðàñùåïëåíèå áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâå-
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äåíèå. Èññëåäîâàíèå ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ ñîäåðæèò Ðàçäåë 2.1.

Òåíçîð êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè T1M ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü, èñ-

ïîëüçóÿ Ëåììó 1.3 è îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà (1.12)[16].

Ëåììà 1.6 Òåíçîð êðèâèçíû R̄ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ∇̄ ìåòðèêè Ñàñàêè

T1M ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè íà ëèôòàõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

R̄(X tg, Y tg)Ztg =
⟨
Y ′, Z ′⟩X tg −

⟨
X ′, Z ′⟩Y tg,

R̄(X tg, Y tg)Zh =
(
R(X ′, Y ′)Z + 1

4R(ξ,X)R(ξ, Y )Z − 1
4R(ξ, Y )R(ξ,X)Z

)h
,

R̄(Xh, Y tg)Ztg = −
(
1
2R(Y

′, Z ′)X + 1
4R(ξ, Y )R(ξ, Z)X

)h
,

R̄(Xh, Y tg)Zh =
(
1
2R(X,Z)Y

′ + 1
4R(R(ξ, Y )Z,X)ξ

)tg
+
(
1
2(∇XR)(ξ, Y )Z

)h
,

R̄(Xh, Y h)Ztg =
(
R(X,Y )Z ′ + 1

4R(R(ξ, Z)Y,X)ξ − 1
4R(R(ξ, Z)X,Y )ξ

)tg
+

1
2

(
(∇XR)(ξ, Z)Y − (∇YR)(ξ, Z)X

)h
,

R̄(Xh, Y h)Zh =
(
R(X, Y )Z + 1

4R(ξ, R(X,Z)ξ)Y − 1
4R(ξ, R(Y, Z)ξ)X+

1
2R(ξ, R(X, Y )ξ)Z

)h
+
(
1
2(∇ZR)(X, Y )ξ

)tg
,

ãäå ∇ è R ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà è åå òåíçîð êðèâèçíû íà M , ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ëåììà 1.6 ïîçâîëÿåò âûïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû ìåòðèêè

Ñàñàêè T1M [96].

Ëåììà 1.7 Ïóñòü X̄ = Xh
1+X

tg
2 è Ȳ = Y h

1 +Y
tg
2 åäèíè÷íûå âçàèìíî îðòîãî-

íàëüíûå âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê T1M . Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K̄(π̄) ìåòðèêè
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Ñàñàêè T1M â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè π̄ = X̄ ∧ Ȳ ðàâíà:

K̄(π̄) =
⟨
R(X1, Y1)Y1, X1

⟩
− 3

4
| R(X1, Y1)ξ |2 +3

⟨
R(X1, Y1)Y

′
2 , X

′
2

⟩
+

1

4
| R(ξ, Y2)X1 +R(ξ,X2)Y1 |2 −

⟨
R(ξ,X2)X1, R(ξ, Y2)Y1

⟩
+

⟨
(∇Y1

R)(X1, Y1)ξ,X2

⟩
−
⟨
(∇X1

R)(X1, Y1)ξ, Y2
⟩
+

| X ′
2 |2| Y ′

2 |2 −
⟨
X ′

2, Y
′
2

⟩2
. (1.15)

ãäå R(X,Y )Z� òåíçîð êðèâèçíû M è X ′
2, Y

′
2 îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (1.14).

Ôîðìóëà (1.15) óïðîùàåòñÿ, åñëè áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ïîñòîÿííóþ

ñåêöèîííóþ êðèâèçíó. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [47].

Òåîðåìà 1.8 Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû S2, åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ

T1S
2 ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè èçîìåòðè÷íî âåùåñòâåííîìó ïðîåêòèâíîìó ïðî-

ñòðàíñòâó RP 3 ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû 1/4.

Äëÿ ñôåð áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [93].

Òåîðåìà 1.9 Äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû Sn, ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ìåòðèêè Ñà-

ñàêè T1S
n èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ [0,5/4].

Òåîðåìû 1.8 è 1.8 îáîñíîâûâàþò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ èçìåíåíèÿ ñåê-

öèîííîé êðèâèçíû â îáùåì ñëó÷àå áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé ñåêöè-

îííîé êðèâèçíû, ðàññìîòðåííóþ â Ðàçäåëå 2.2.

Îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (1.1) êðèâàÿ Γ ⊂ TMn çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì Γ(σ) = {ui = ui(σ), ξi = ξi(σ)} è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåêòîðíîå

ïîëå ξ(σ) âäîëü êðèâîé γ(σ) = (π ◦ Γ)(σ) ⊂ Mn. Åñëè ïîëå ξ åäèíè÷íî,

òî Γ(σ) ⊂ T1M
n. Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé íà TMn è T1M

n áûëè
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âûâåäåíû Ñ. Ñàñàêè [65, 66] è çàïèñûâàþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ TMn äëÿ ñëó÷àÿ

T1M
n, ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå γ′′ +R(ξ, γ′)γ′ = 0,

ξ′′ = 0
,

 γ′′ +R(ξ, γ′)γ′ = 0,

ξ′′ + ρ2ξ = 0 (c = |ξ′| = const)
.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãåîäåçè÷åñêèå â ðàññëîåíèÿõ íàä ïðîñòðàíñòâàìè ïîñòîÿí-

íîé êðèâèçíû ïîëíîñòüþ îïèñàíû [67], [68]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëó÷àÿ áàçîâîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû áûëî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.10 Ïóñòü Γ ãåîäåçè÷åñêàÿ â (ñôåðè÷åñêîì) êàñàòåëüíîì ðàññëî-

åíèè ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (Mn, c).

Òîãäà ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû åå ïðîåêöèè γ = π ◦ Γ íà áàçó åñòü êðèâàÿ ñ

ïîñòîÿííûìè ãåîäåçè÷åñêèìè êðèâèçíàìè k1, k2, k3 = 0, . . . , kn−1 = 0.

Äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêîé áàçû, Ï.Íàäü [60] äîêà-

çàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.11 Ïóñòü Γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ â (ñôåðè÷åñêîì) êàñàòåëüíîì ðàñ-

ñëîåíèè ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè íàä ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Òîãäà ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû åå ïðîåêöèè γ = π ◦ Γ íà áàçó åñòü êðèâàÿ ñ

ïîñòîÿííûìè ãåîäåçè÷åñêèìè êðèâèçíàìè.

Â ñâÿçè ñ Òåîðåìàìè 1.10 è 1.11 âîçíèêàåò çàäà÷à áîëåå òî÷íîé õàðàêòå-

ðèçàöèè ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ (ñôåðè÷åñêîãî) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

íàä êëàññè÷åñêèìè ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâàìè íåïîñòîÿí-

íîé êðèâèçíû CP n è HP n. Êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî CP n ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêîãî Êýëåðîâà ìíîãîîáðàçèÿ

ñ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J . Â êàæäîì êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå òà-

êîãî ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü äåôîðìàöèþ ìåòðèêè êàñàòåëüíîé ñôå-
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ðû òèïà äåôîðìàöèè Áåðæå, òî åñòü äåôîðìàöèþ â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî

ïîëÿ Õîïôà Jξ íà êàæäîé êàñàòåëüíîé ñôåðå. Òàêàÿ äåôîðìàöèÿ âîçìîæíà

íà ñôåðè÷åñêîì ðàññëîåíèè T1M
n è íà "âçðåçàííîì" êàñàòåëüíîì ðàññëîå-

íèè (áåç íóëåâîãî ñå÷åíèÿ) TM0 = TMn\Mn. Âîçíèêàåò âîïðîñ îá óðàâíåíèè

ãåîäåçè÷åñêèõ Áåðæå-äåôîðìèðîâàííîé ìåòðèêè è î âëèÿíèè òàêîãî òèïà

äåôîðìàöèé íà ïðîåêöèè ãåîäåçè÷åñêèõ íà áàçó. Ñôîðìóëèðîâàííûå çàäà÷è

ðàññìàòðèâàþòñÿ â Ðàçäåëàõ 3.1 è 3.2.

Íåâåðòèêàëüíûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â

(ñôåðè÷åñêîì) êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, òðàíñâåðñàëüíûìè ê ñëîÿì. Âåêòîð-

íîå ïîëå ξ, çàäàííîå íà âñåì ìíîãîîáðàçèè, îïðåäåëÿåò âëîæåíèå ξ : Mn →

TMn ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîÿì. Âîïðîñ î âïîëíå

ãåîäåçè÷íîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ TMn ðàññìàòðèâàë Ï.Âàëü÷àê [77].

Òåîðåìà 1.12 Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå ïîñòîÿííîé äëèíû íà ðèìàíîâîì

ìíîãîîáðàçèè Mn. Òîãäà ξ(Mn) � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

TMn, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ � ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà Mn.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò Òåîðåìû 1.12 îçíà÷àåò âûðîæäåíèå áàçû â ìåòðè÷å-

ñêîå ïðîèçâåäåíèå Mn =Mn−1 × E1, ïðè÷åì ξ îãèáàåò åâêëèäîâ ôàêòîð.

Êðèâûå â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîäíÿ-

òèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ F l ⊂ Mn â (ñôåðè÷åñêîå) êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ïðè

ïîìîùè âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ íà Mn, çàäàííîãî â òî÷êàõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ F l.

Òåîðåìà 1.12 ïîêðûâàåò ñëó÷àé l = n. Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àåâ 1 < l < n ÿâ-

ëÿåòñÿ íîâîé çàäà÷åé. Â ÷àñòíîñòè, âûÿñíåíèå óñëîâèé âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè

òàêîãî êëàññà ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåíèå âàæíîãî

÷àñòíîãî ñëó÷àÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàäàííîãî âäîëü ïîäìíîãîîá-

ðàçèÿ, à èìåííî ïîëÿ åäèíè÷íûõ íîðìàëåé. Áîëåå òîãî, ïðè íàëè÷èè íà ìíî-

ãîîáðàçèè ðèìàíîâà òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìîãî ñëîåíèÿ, ïîëå åäèíè÷-

íûõ íîðìàëåé ñëîåâ îïðåäåëÿåò ïîäíÿòèå ñëîåíèÿ íà åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå
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ðàññëîåíèå âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à èçó÷åíèÿ ãåî-

ìåòðèè ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ. Òàê æå â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè Òåîðåì 1.8 è 1.12

âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ (ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíîãî) âñåõ âïîëíå ãåî-

äåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ìíîãîîáðàçèé ìàëîé

ðàçìåðíîñòè n = 2. Ñôîðìóëèðîâàííûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â Ðàçäåëàõ

3.3 è 3.4.

Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè îïðåäåëÿåò

(ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî) âëîæåíèå ξ :Mn → T1M
n, òðàíñâåðñàëüíîå ñëî-

ÿì. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðèïèñàòü âåêòîðíîìó ïîëþ ãåîìåòðè÷å-

ñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) òàêèå, íàïðèìåð, êàê ñðåäíÿÿ,

ñåêöèîííàÿ êðèâèçíû, êðèâèçíà Ðè÷÷è, ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà è ò.ï. Íàèáîëü-

øåå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñî ñðåäíåé êðèâèçíîé, â ÷àñòíî-

ñòè, âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ã.Ãëþê è Â.Öèëëåð [35] ïåðâûìè ïîñòàâèëè âîïðîñ î ìèíèìàëüíîñòè

ãëîáàëüíî çàäàííîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ (÷òî íàêëàäûâàåò îãðàíè-

÷åíèÿ íà òîïîëîãèþ ìíîãîîáðàçèÿ). Ëîêàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ìèíè-

ìàëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïðèíàäëåæèò Î.Æèëü-Ìåäðàíî è Å.Ëëèíà-

ðåñ-Ôóñòåð [34]. À èìåííî, îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃1(M) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãëàä-

êèõ åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M . Âàðèàöèÿ ïîëÿ ξ â êëàññå X̃1(M)

ïîðîæäàåò âàðèàöèþ ξ(M) è, ñëåäîâàòåëüíî, âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà îáú-

åìà V olξ : X̃1(M) → R. Ìû áóäåì íàçûâàòü òàêóþ âàðèàöèþ ôóíêöèî-

íàëà îáúåìà ïîëå-âàðèàöèåé. Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íàçûâàåòñÿ ìè-

íèìàëüíûì ïî Î. Æèëü-Ìåäðàíî, åñëè ξ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé

ôóíêöèîíàëà îáúåìà îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé. Áûëî äîêàçàíî [34], ÷òî

òàêîå îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîñòè îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì êëàññè÷åñêî-

ìó, òî åñòü ìèíèìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ïîðîæäàåò ìèíèìàëüíîå ïîãðóæå-

íèå ξ : M → T1M . Óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé

áûëî âûðàæåíî â òåðìèíàõ íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé 1-ôîðìû. Îäíàêî ïðî-
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âåðêà íà ìèíèìàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ â ñìûñëå Æèëü-Ìåäðàíî îêàçà-

ëàñü âåñüìà çàòðóäíèòåëüíîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçíèêëà çàäà÷à î ñòðóêòóðå

âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ T1M
n è ïîëó-

÷åíèÿ àëüòåðíàòèâíîé ôîðìóëû äëÿ âåêòîðà ñðåäíåé êðèâèçíû âåêòîðíîãî

ïîëÿ. Áîëåå òîãî, çíàíèå âñåé âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîçâîëÿåò ñòà-

âèòü çàäà÷ó î âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ïîäìíîãîîáðàçèé âèäà ξ(Mn) ⊂ T1M
n,

èññëåäîâàíèÿ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè òàêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ÷åðåç óðàâíå-

íèå Ãàóññà. Â ïåðâóþ î÷åðåäü òàêîé ïîäõîä òðåáóåò îïèñàíèÿ êàñàòåëüíî-

íîðìàëüíîãî îñíàùåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ T1M
n, âûïèñûâàíèÿ ðàç-

ëîæåíèÿ Ãàóññà-Âåéíãàðòåíà è ò.ä. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, òàê æå, ïîñòàíîâêà

çàäà÷è î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ êëàññîâ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Äëÿ ñëó÷àÿ 3-õ ìåðíîé ãðóïï Ëè G ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé

K. Öóêàäà è Ë. Âàíåêå íàøëè ñïèñîê âñåõ ìèíèìàëüíûõ ëåâî-èíâàðèàíòíûõ

åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé [73]. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî êàæäîå ìèíèìàëüíîå

åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà 3-ìåðíîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïàõ Ëè ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà Ðè÷÷è. Çíàíèå âñåé âòîðîé ôóíäàìåíòàëü-

íîé ôîðìû ïîçâîëÿåò ñòàâèòü çàäà÷ó îïèñàíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ

åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ýòèõ ãðóïïàõ.

Ôîðìóëà âòîðîé âàðèàöèè îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé äëÿ ôóíêöè-

îíàëà îáúåìà áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [33] è îêàçàëàñü äîâîëüíî ñëîæíîé äëÿ

ïîëüçîâàíèÿ. Âèäèìî ïîýòîìó èçâåñòíî íå ñëèøêîì ìíîãî ðåçóëüòàòîâ êà-

ñàòåëüíî óñòîé÷èâîñè/íåóñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî ïîëå-

âàðèàöèé. Èçâåñòíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà 2-ìåðíîì ðèìàíî-

âîì ìíîãîîáðàçèè âñåãäà óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé [33]. Ïîëå

Õîïôà íà åäèíè÷íîé 3-õ ìåðíîé ñôåðå òàê æå ìèíèìàëüíî è óñòîé÷èâî îòíî-

ñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé [33]. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïîëå Õîïôà íà ñàìîì äåëå

ïîðîæäàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ðàññëîåíèè åäèíè÷íûõ

âåêòîðîâ ëþáîé íå÷åòíî-ìåðíîé ñôåðû ðàâíî êàê è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåê-

òîðíîå ïîëå Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû íà íå÷åòíî-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ [107].
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, õîðîøî èçâåñòíà ôîðìóëà âòîðîé âàðèàöèè ôóíê-

öèîíàëà îáúåìà äëÿ êëàññè÷åñêîé íîðìàëüíîé âàðèàöèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ â

ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå [69], ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî ïðîâåðÿòü óñòîé-

÷èâîñòü/íåóñòîé÷èâîñòü ìèíèìàëüíîãî èëè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîé èëè ãëîáàëüíîé (åñëè òàêàÿ ñóùåñòâóåò)

íîðìàëüíîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà. Ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîé óñòîé-

÷èâîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M îêàçûâàþòñÿ îòëè÷íûìè îò ñâîéñòâ

óñòîé÷èâîñòè èëè íå óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé, ðàññìîòðåí-

íûå â [33], òàê êàê êëàññè÷åñêàÿ âàðèàöèÿ ïðèâîäèò ê âàðèàöèè ïîëÿ íå òîëü-

êî â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ξ.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íîðìàëüíàÿ âàðèàöèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîäìíîãî-

îáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M ýêâèâàëåíòíà âòîðîé ïîëå-âàðèàöèè ìèíèìàëüíîãî

åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ñëó÷àé âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ åäèíè÷íûõ ëåâî-

èíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà 3-õ ìåðíîé ãðóïïå Ëè ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé

ìåòðèêîé äàåò ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð. Ñôîðìóëèðîâàííûå çàäà÷è ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ â Ðàçäåëå 4.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé, À.Áîðèñåíêî ïåðåíåñ

îïðåäåëåíèå ìåòðèêè Ñàñàêè íà ñëó÷àé ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ðèìàíîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå, èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâà ñâÿçíîñòè â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè [98].

Ïîñëå ÷åãî, ñòàëà ïî÷òè î÷åâèäíîé âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ìåòðèêó òèïà

Ñàñàêè íà ìåòðèçîâàííîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èçó÷åíèå ñå÷åíèé òàêèõ ðàññëîåíèé è ñðàâíåíèå èõ ãåî-

ìåòðèè ñ ãåîìåòðèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ, ò.å. ñå÷åíèé (åäèíè÷íîãî) êàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ. Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåí Ðàçäåë 5.

1.4. Âûâîäû.

Â ðàçäåëå ðàññìîòðåíû èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ïî ãåîìåòðèè êàñàòåëü-

íîãî è ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè.

Îáîñíîâàíà ïîñòàíîâêà ñëåäóþùèõ çàäà÷:
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• î ñóùåñòâîâàíèè ñèëüíî-ñôåðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèè íà ñôåðè÷åñêîì êà-

ñàòåëüíîì ðàññëîåíèè;

• î ãðàíèöàõ èçìåíåíèÿ êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè ñôåðè÷åñêîãî êàñàòåëü-

íîãî ðàññëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû;

• îá óòî÷íåííîé õàðàêòåðèçàöèè ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ (ñôåðè÷åñêîãî)

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä êëàññè÷åñêèìè ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêèìè

ïðîñòðàíñòâàìè íåïîñòîÿííîé êðèâèçíû CP n è HP n;

• îá óðàâíåíèè ãåîäåçè÷åñêèõ Áåðæå-äåôîðìèðîâàííîé ìåòðèêè è î âëèÿ-

íèè òàêîãî òèïà äåôîðìàöèé íà ïðîåêöèè ãåîäåçè÷åñêèõ íà áàçó;

• î ïîäíÿòèè ïîäìíîãîîáðàçèé áàçû â (ñôåðè÷åñêîå) êàñàòåëüíîå ðàññëîå-

íèå ïîä äåéñòâèåì âåêòîðíîãî ïîëÿ, îïðåäåëåííîãî â òî÷êàõ ïîäìíîãîîá-

ðàçèÿ è âûÿñíåíèå óñëîâèé âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè òàêèõ ïîäíÿòèé;

• î ëîêàëüíîì îïèñàíèè âñåõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â êà-

ñàòåëüíîì ðàññëîåíèè äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ;

• î ñèñòåìàòè÷åñêîì èçó÷åíèè ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ

åäèíè÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì. Â ÷àñòíîñòè, î ñóùåñòâîâàíèè âåêòîðíûõ

ïîëåé ñ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ îáðàçîì;

• îá îáîáùåíèè êîíñòðóêöèè ìåòðèêè Ñàñàêè ìåòðèçîâàííîå âåêòîðíîå ðàñ-

ñëîåíèÿ ñ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíèå ìèíèìàëü-

íîñòè è âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ.
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ÐÀÇÄÅË 2

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÀÑÑËÎÅÍÈÉ

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ñèëüíî ñôåðè÷åñêèõ

ðàñïðåäåëåíèé òåíçîðà êðèâèçíû ðàññëîåíèÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ è íàõîäÿò-

ñÿ òî÷íûå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû T1(M
n, c) äëÿ áàçîâîãî

ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ÷òî ñóùåñòâåííî óñèëèâàåò ðåçóëüòàòû

èç [47] è [93]. Ðàçäåë ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó è îïóáëè-

êîâàííûå â ðàáîòàõ [100], [103] è [104].

2.1. Ñèëüíî-ñôåðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà åäèíè÷íîì êàñà-

òåëüíîì ðàññëîåíèè.

Íóëü-ðàñïðåäåëåíèåì íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) íàçûâàåòñÿ

ðàñïðåäåëåíèå L, îïðåäåëÿåìîå âåêòîðíûìè ïîëÿìè èç îáùåãî ÿäðà îïåðà-

òîðîâ êðèâèçíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Z ∈ L, åñëè R(X,Y )Z = 0 äëÿ âñåõ

X,Y ∈ X(M). Åñëè ðàçìåðíîñòü òàêîãî íóëü-ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííà, òî â

ðàáîòàõ Áîðèñåíêî À.À. òàêèå íóëü - ðàñïðåäåëåíèÿ ñèëüíî - ïàðàáîëè÷åñêè-

ìè. Â ðàáîòå [94] èçó÷àëèñü ñèëüíî ïàðàáîëè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà êàñà-

òåëüíîì ðàññëîåíèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè. Ïîñòàíîâêà

çàäà÷è, ïðèíàäëåæàùàÿ Áîðèñåíêî À.À, áûëà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî íà ðèìà-

íîâîì ìíîãîîáðàçèè ñèëüíî - ïàðàáîëè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìî è

åãî èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ âíóòðåííå ïëîñêè è âïîëíå ãåîäåçè÷íû

â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñëîè êàñàòåëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè òàê æå âíóòðåííå ïëîñêè è âïîëíå ãåîäåçè÷íû.
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Îäíàêî ñëîè íå îáðàçóþò ñèëüíî - ïàðàáîëè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îêàçà-

ëîñü, ÷òî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè

äîïóñêàåò ñèëüíî - ïàðàáîëè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå ðàñùåïëÿåòñÿ â ïðÿìîå ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå [94]

Áîëåå îáùèé òèï íóëü-ðàñïðåäåëåíèÿ îáðàçóåò òàê íàçûâàåìîå ñèëüíî

ñôåðè÷åñêîå/ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ìåòðèêà ðèìàíîâà ìíîãîîáðà-

çèÿ (M, g) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî s - ñôåðè÷åñêîé/ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè íà M

ñóùåñòâóåò s - ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Ls òàêîå, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû ìåòðèêè

M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

R(X, Y )Z = c(g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ) (c > 0, ñîîòâåòñòâåííî, c < 0) (2.1)

äëÿ ëþáîãî Y ∈ Ls è ïðîèçâîëüíûõ X,Z ∈ X(M). Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðàñ-

ïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìî è èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ â M

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ïîñòîÿííîé êðèâèçíû c [55]. Ðàç-

ìåðíîñòü s åñòåñòâåííî íàçûâàòü èíäåêñîì ñèëüíîé ñôåðè÷íîñòè/ ãèïåðáî-

ëè÷íîñòè, c � ïîêàçàòåëåì ñôåðè÷íîñòè/ãèïåðáîëè÷íîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî ñëîè T1M ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ïîäìíîãî-

îáðàçèÿìè â T1M , èìåþò ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó, ðàâíóþ 1, è ïðåäñòàâëÿþò

ñîáîé èíòåãðàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ (n−1) - ìåðíîãî âåðòèêàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ [27, 48]. Áîðèñåíêî À.À. ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûÿñíåíèÿ

óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíî ñôåðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñôåðè÷åñêîì

êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè. Ñèëüíî ñôåðè÷åñêèå ðàñïðåäå-

ëåíèÿ íà ðàññëîåíèè åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ñóùåñòâóþò. Ïðèìåð ñîñòàâëÿåò

åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñòàíäàðòíîé äâóìåðíîé ñôåðû T1S
2, ñåê-

öèîííàÿ êðèâèçíà êîòîðîãî ïîñòîÿííà è ðàâíà 1/4 è â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ

(2.1) ìû èìååì c = 1/4, s = 3. Èñ÷åðïûâàþùèé ðåçóëüòàò äëÿ äâóìåðíûõ

ìíîãîîáðàçèé äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [102].
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Òåîðåìà 2.1 Åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T1M
2 äîïóñêàåò ñèëüíî-

ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ls c ïîêàçàòåëåì ñôåðè÷íîñòè c > 0 òîëüêî è

òîëüêî òîãäà, êîãäà M 2 åñòü ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K > 0.

Ïðè ýòîì,

• åñëè K = 1, òî s = 3, c = 1
4 è Ls

(q,ξ) = T(q,ξ)(T1(M
2, 1));

• åñëè K ̸= 1, òî s = 1, c = K2

4 è Ls
(q,ξ) = V(q,ξ)(T1(M

2, K)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T1M 2 äîïóñêàåò ñèëüíî-ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ls. Òîãäà òåíçîð êðèâèçíû T1M
2 â êàæäîé òî÷êå (q, ξ) ∈ T1M

2 óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (2.1). Âûáåðåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè q ∈ M 2 ðèìàíîâó íîðìàëüíóþ

ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî â òî÷êå q îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû e1, e2 = ξ

áóäóò êàñàòüñÿ êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé. Òîãäà â òî÷êå (q, ξ) âåêòîðû E1 =

eh1 , E2 = ξh, E3 = ev1 ñîñòàâÿò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â T(q,ξ)(T1M
2). Ïóñòü

Ỹ = Ỹ 1E1 + Ỹ 2E2 + Ỹ 3E3 âåêòîð èç Ls. Îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò óñëîâèå ñèëüíîé ñôåðè÷íîñòè â òî÷êå (q, ξ) çàïèøåòñÿ â âèäå

R̄ijkmỸ
m = c(δikδjm − δimδjk)Ỹ

m,

ãäå δ � ñèìâîë Êðîíåêêåðà, à èíäåêñû i, j, k,m = 1, . . . , 3. Îòíîñèòåëüíî âû-

áðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû R̄ èìåþò îñîáåííî

ïðîñòîé âèä [92]

R̄1212 = K(1− 3
4K), R̄1313 =

K2

4 , R̄2323 =
K2

4 ,

R̄1213 =
1
2e1(K), R̄1223 =

1
2e2(K), R̄1323 = 0,

ãäå K � ãàóññîâà êðèâèçíà M 2. Âûïèøåì óñëîâèÿ ñèëüíîé ñôåðè÷íîñòè äëÿ

ñëåäóþùèõ ñóùåñòâåííûõ êîìáèíàöèé èíäåêñîâ (i, j, k):

• (1, 2, 1) : K(1− 3
4K)Ỹ 2 + 1

2e1(K)Ỹ 3 = cỸ 2;
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• (1, 2, 2) : −K(1− 3
4K)Ỹ 1 + 1

2e2(K)Ỹ 3 = −cỸ 1;

• (1, 2, 3) : −1
2e1(K)Ỹ 1 − 1

2e2(K)Ỹ 2 = 0;

• (1, 3, 1) : 1
2e1(K)Ỹ 2 + K2

4 Ỹ
3 = cỸ 3;

• (1, 3, 2) : −1
2e1(K)Ỹ 1 = 0;

• (1, 3, 3) : −K2

4 Ỹ
1 = −cỸ 1;

• (2, 3, 1) : 1
2e2(K)Ỹ 2 = 0;

• (2, 3, 2) : 1
2e2(K)Ỹ 1 + K2

4 Ỹ
3 = cỸ 3;

• (2, 3, 3) : −K2

4 Ỹ
2 = −cỸ 2.

Èç (1, 3, 3) è (2, 3, 3) ñëåäóåò, ÷òî ëèáî (i) K4/4 = c, ëèáî (ii) Ỹ 1 = Ỹ 2 = 0.

(i) ÏóñòüK2/4 = c. Â ñèëó ïðîèçâîëà âûáîðà òî÷êè è ïîñòîÿíñòâà c, ýòî

óñëîâèå îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî ãàóññîâîé êðèâèçíû. Íî òîãäà e1(K) = e2(K) =

0 è óñëîâèÿ (1, 2, 1) è (1, 2, 2) ïðè ïîäñòàíîâêå c = K2/4 ñâåäóòñÿ ê âèäó

K(1−K)Ỹ 2 = 0, K(1−K)Ỹ 1 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëèK = 1, òî âñå óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî,

à çíà÷èò âåêòîð Ỹ ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî. Åñëè æå K ̸= 1, òî

Ỹ 1 = Ỹ 2 = 0 è ñèëüíî ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì è

îãèáàåò ñëîè åäèíè÷íîãî ðàññëîåíèÿ T1M
2.

(ii) Ïóñòü Ỹ 1 = Ỹ 2 = 0. Òîãäà èç (1, 2, 1) è (1, 2, 2) ñëåäóåò, ÷òî ñèëüíî

ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè e1(K) = e2(K) = 0, òî åñòü

K = const. Òîãäà èç (1, 3, 1) ñëåäóåò, ÷òî c = K2/4. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ,

îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.

Ñèëüíî-ñôåðè÷åñêèå íåâåðòèêàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íà T1M . Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî T1M äîïóñêàåò íåâåðòèêàëüíîå ñèëüíî-ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäå-

ëåíèå L̃s(q, ξ) ðàçìåðíîñòè s > 0. Çàôèêñèðóåì òî÷êó (q, ξ) è ïóñòü Z̃ ∈
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Ls(q, ξ). Âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (e1, . . . , en) â TqM òàê, ÷òî en =

ξ. Òîãäà

Ei = ehi , En+α = evα
(
i = 1 . . . n, α = 1 . . . (n− 1)

)
(2.2)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â T(q,ξ)(T1M). Ïîýòîìó äëÿ âåêòîðà Z̃

èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå Z̃ = Z̃i(q, ξ)Ei + Z̃n+α(q, ξ)En+α. Ïîëîæèì Zh =

π∗(Z̃) = Z̃ i(q, ξ)ei(q), Z(ξ) = K(Z̃) = Z̃n+α(q, ξ)eα(q) ⊥ ξ. Â ñèëó ïîòî÷å÷-

íîé ëèíåéíîñòè îïåðàöèé âçÿòèÿ ãîðèçîíòàëüíîãî è âåðòèêàëüíîãî ëèôòîâ,

êîððåêòíî îïðåäåëåíû ïîäíÿòèÿ

(Zh)
h := Ỹ i(q, ξ)ehi , (Z(ξ))tg := Z̃n+α(q, ξ)evα = Z(ξ)v.

Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè âåêòîðà Z̃ ðàñïðåäåëåíèþ L̃s èìååò âèä

R̄(X̄, Ȳ )
(
(Zh)

h + (Z(ξ))v
)
=

c
(⟨ ⟨

Ȳ , (Zh)
h + (Z(ξ))v

⟩ ⟩
X̄ −

⟨ ⟨
X̄, (Zh)

h + (Z(ξ))v
⟩ ⟩
Ȳ
)

äëÿ ëþáûõ X̄ = Xh
1+X

tg
2 = Xh

1+(X ′
2)

v, Ȳ = Y h
1 +Y

tg
2 = Y h

1 +(Y ′
2)

v. Èñïîëüçóÿ

âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû (1.6) íåòðóäíî âûïèñàòü íåîáõîäèìîå è

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî âåêòîðà Z̃ â òåðìèíàõ êîìáèíàöèé

ðàçëè÷íûõ òèïîâ âåêòîðîâ X̄ è Ȳ , à èìåííî

(1) X̄ = Xh, Ȳ = Y h:

R(X, Y )Zh+
1

4
R(ξ, R(X,Zh)ξ)Y − 1

4
R(ξ, R(Y, Zh)ξ)X+

1

2
R(ξ, R(X, Y )ξ)Zh+

1

2

(
(∇XR)(ξ, Z(ξ))Y − (∇YR)(ξ, Z(ξ))X

)
= c
(⟨
Y, Zh

⟩
X −

⟨
X,Zh

⟩
Y
)
;

R(X, Y )Z(ξ)−
⟨
R(X, Y )Z(ξ), ξ

⟩
ξ+

1

4
R(R(ξ, Z(ξ))Y,X)ξ − 1

4
R(R(ξ, Z(ξ))X,Y )ξ +

1

2
(∇Zh

R)(X, Y )ξ = 0;



44

(2) X̄ = Xh, Ȳ = Y tg = (Y ′)v:

1

2
(∇XR)(ξ, Y )Zh −

1

2
R(Y ′, Z(ξ))X − 1

4
R(ξ, Y )R(ξ, Z(ξ))X = c

⟨
Y ′, Z(ξ)

⟩
X;

1

2
R(X,Zh)Y

′ − 1

2

⟨
R(X,Zh)Y

′, ξ
⟩
ξ +

1

4
R(R(ξ, Y )Zh, X)ξ = −c

⟨
X,Zh

⟩
Y ′;

(3) X̄ = X tg = (X ′)v, Ȳ = Y tg = (Y ′)v:

R(X ′, Y ′)Zh +
1

4
R(ξ,X)R(ξ, Y )Zh −

1

4
R(ξ, Y )R(ξ,X)Zh = 0;

(1− c)
(⟨
Y ′, Z(ξ)

⟩
X ′ −

⟨
X ′, Z(ξ)

⟩
Y ′) = 0.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå Ñàñàêèåâîé

ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåò îäíîìåðíîå ñèëüíî ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíî-

ãîîáðàçèè. Ðàññëîåíèå T1S
n ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé ñôåðû ñ ìåòðèêîé Ñàñà-

êè (ïîñëå åå ãîìîòåòè÷íîé ïåðåíîðìèðîâêè ñ êîýôôèöèåíòîì 1/4) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãîîáðàçèåì Ñàñàêè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì ξh. Îêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî äðóãèõ ìíîãîîáðàçèé (Mn, K) ïîñòîÿííîé êðèâèçíûK ðàçìåðíîñòè

n ≥ 3 ñ ñèëüíî ñôåðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì íà T1(M
n, K) íå ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 2.2 Åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T1(M
n, K) (n ≥ 3) ïðî-

ñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû K > 0 äîïóñêàåò íåâåðòèêàëüíîå ñèëüíî-

ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ls c ïîêàçàòåëåì ñôåðè÷íîñòè c > 0 òîëüêî è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

• Mn ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî åäèíè÷íîé ñôåðå Sn;

• ðàñïðåäåëåíèå Ls îäíîìåðíî è ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîð-

íûì ïîëåì ñòàíäàðòíîé Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû íà T1S
n;

• ïîêàçàòåëü ñôåðè÷íîñòè c = 1/4.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî Z(ξ) = 0. Èç óðàâíåíèÿ ñèëüíîé

ñôåðè÷íîñòè (3)2 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî c = 1, ëèáî
⟨
Y ′, Z(ξ)

⟩
X ′−

⟨
X ′, Z(ξ)

⟩
Y ′ =

0 äëÿ âñåõ X ′ è Y ′.

Ïóñòü c = 1. Ïîëàãàÿ Y ′ = Z(ξ) â (2)1, ïîëó÷èì

−1

4
R(ξ, Z(ξ))R(ξ, Z(ξ))X = |Z(ξ)|2X.

Äîìíîæàÿ íà X, èìååì

1

4
|R(ξ, Z(ξ))X|2 = |Z(ξ)|2|X|2.

Òàê êàê ðàçìåðíîñòü n ≥ 3, òî ìîæíî âûáðàòü X ⊥ ξ, Z(ξ). Òîãäà ââèäó

ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû áàçû R(ξ, Z(ξ))X = 0, à çíà÷èò Z(ξ) = 0.

Ïóñòü
⟨
Y ′, Z(ξ)

⟩
X ′−

⟨
X ′, Z(ξ)

⟩
Y ′ = 0. Òàê êàê ðàçìåðíîñòü n ≥ 3, òî

X ′ è Y ′ ìîæíî âûáðàòü ëèíåéíî íå çàâèñèìûìè, à ñëåäîâàòåëüíî
⟨
Y ′, Z(ξ)

⟩
=

0 äëÿ âñåõ Y ′. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Z(ξ) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå Z(ξ) = 0 íîñèò òî÷å÷íûé õàðàêòåð, òî åñòü ýòî

íå îçíà÷àåò, ÷òî èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ãîðèçîíòàëüíî. Ýòî ëèøü îçíà÷àåò,

÷òî â òî÷êå (q, ξ) èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå ðàñïðåäåëåíèÿ Ls êàñàåò-

ñÿ ïëîñêîñòè ãîðèçîíòàëüíîãî íå èíòåãðèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ H â òî÷êå

(q, ξ). Ïðîåêöèÿ Zh = Z̃(q, ξ)iei(q) íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì íà áàçå.

Òàê êàê n ≥ 3, â óðàâíåíèè (2)2 ìîæíî ïîëîæèòü X = X ′ ⊥ Y ′. Òîãäà

ïîëó÷èì

1

2
R(X ′, Zh)Y

′ =
K

2

⟨
Zh, Y

′ ⟩X ′

1

4
R(R(ξ, Y ′)Zh, X

′)ξ =
K

4
R
(⟨
Y ′, Zh

⟩
ξ −

⟨
ξ, Zh

⟩
Y ′, X ′)ξ =

K

2

(⟨
Y ′, Zh

⟩
R(ξ,X ′)ξ −

⟨
ξ, Zh

⟩
R(Y ′, X ′)ξ

)
= −K

2

4

⟨
Y ′, Zh

⟩
X ′

è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

K

2

(
1− K

2

)⟨
Y ′, Zh

⟩
X ′ = −c

⟨
X ′, Zh

⟩
Y ′.
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Â ñèëó ïðîèçâîëà è îðòîãîíàëüíîñòè X ′ è Y ′ çàêëþ÷àåì, ÷òî
⟨
X ′, Zh

⟩
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî Zh = λξ è íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü Zh = ξ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ls îäíîìåðíî s = 1 è îïðåäåëÿåòñÿ ïîëåì ãåîäåçè÷åñêîãî

ïîòîêà Z̃ = ξh. Â òàêîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå (2)2 ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

1

2
R(X ′, ξ)Y ′ − 1

2

⟨
R(X ′, ξ)Y ′, ξ

⟩
ξ +

1

4
R(R(ξ, Y ′)ξ,X)ξ = −c

⟨
X, ξ

⟩
Y ′.

Ïîëàãàÿ X = ξ ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó K2

4 Y
′ = cY ′, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî c =

K2/4. Åñëè æå X = X ′ ⊥ ξ, òî ïîëó÷àåì òîæäåñòâî.

Îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå (1)1 ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

R(X, Y )ξ +
1

4
R(ξ, R(X, ξ)ξ)Y − 1

4
R(ξ, R(Y, ξ)ξ)X +

1

2
R(ξ, R(X, Y )ξ)ξ =

K2

4

(⟨
Y, ξ

⟩
X −

⟨
X, ξ

⟩
Y
)
.

Çàìåòèì, ÷òîR(X, ξ)ξ = K
(
X−

⟨
X, ξ

⟩
ξ
)
= KX ′, àK

(⟨
Y, ξ

⟩
X−

⟨
X, ξ

⟩
Y
)
=

R(X, Y )ξ. Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî óïðîñòèòü

R(X, Y )ξ +
K

4
R(ξ,X ′)Y − K

4
R(ξ, Y ′)X − K

2
R(X,Y )ξ =

K

4
R(X, Y )ξ.

Äëÿ âåêòîðîâ âèäà X = X ′ è Y = Y ′ ñ î÷åâèäíîñòüþ ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

0 = 0. Ïîëàãàÿ X = X ′ è Y = ξ ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

K(1 − K) = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî K = 1. Òàêèì îáðàçîì, Mn ëîêàëüíî

èçîìåòðè÷íî åäèíè÷íîé ñôåðå Sn, à Ls îäíîìåðíî è îãèáàåò ñëîè õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû íà T1S
n.

Â êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîäåðæàùèå ñòðóêòóðíîå âåê-

òîðíîå ïîëå, íàçûâàþòñÿ êîíòàêòíûìè. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà Òåîðå-

ìû 2.2, ñèëüíî ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íà T1(M
n, K) ÿâëÿåòñÿ êîíòàêò-

íûì. Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè êîíòàêòíîãî ñèëüíî ñôåðè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ îáùåãî ðèìàíîâà

ìíîãîîáðàçèÿ. Îòâåò îòðèöàòåëüíûé [102].
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Òåîðåìà 2.3 Íà åäèíè÷íîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðà-

çèÿ íå ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû íå ñóùåñòâóåò êîíòàêòíîãî ñèëü-

íî ñôåðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ls èñêîìîå ñèëüíî ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå òà-

êîå, ÷òî Ls ⊃ ξh. Â òî÷êå (q, ξ) ∈ T1M âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.2). Ïóñòü Ỹ ∈ Ls è Yh = π∗(Ỹ ), Yv = K(Ỹ ). Ïîëàãàÿ â

(2)2 óñëîâèé ñèëüíîé ñôåðè÷íîñòè X = Zh = ξ è äîìíîæàÿ óðàâíåíèå íà Y ′

íàõîäèì 1
4 |R(Y

′, ξ)ξ|2 = c. Òàê êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð R(·, ξ, ξ) : ξ⊥ → ξ⊥

(îïåðàòîð ßêîáè) ñèììåòðè÷åí, òî îí äèàãîíàëèçóåì, òî åñòü ñóùåñòâóåò îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (e1, . . . , en−1) ⊂ ξ⊥ òàêîé, ÷òî R(eα, ξ)ξ = Kαeα, ãäå

Kα � ñåêöèîííûå êðèâèçíû ïî ïëîùàäêàì eα ∧ ξ. Çíà÷èò K2
α = 4c è â ñèëó

ïðîèçâîëà âûáîðà ξ ýòî îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî ñåêöèîííîé êðèâèçíû ìíîãî-

îáðàçèÿ.

Âåðòèêàëüíûå ñèëüíî-ñôåðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ íà T1M . Ðåçóëü-

òàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà âåðíû, åñëè èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåò-

ñÿ âåðòèêàëüíûì. Îäíàêî Òåîðåìà 2.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðòèêàëüíûå ñèëüíî

ñôåðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü. Âñå âåðòèêàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå â ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñôåðè÷åñêèì. Ìîæåò ëè

ìåíüøåå ðàñïðåäåëåíèå áûòü ñèëüíî ñôåðè÷åñêèì?

Òåîðåìà 2.4 Åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T1M
n ðèìàíîâà ìíîãîîá-

ðàçèÿ Mn ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû íå

äîïóñêàåò âåðòèêàëüíîãî ñèëüíî ñôåðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû (1.6) ìîæíî

âûïèñàòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðàñïðåäå-
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ëåíèÿ â òåðìèíàõ êîìáèíàöèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ âåêòîðîâ X̄ è Ȳ . Îíè èìåþò

ñëåäóþùèé ñìûñë: â êàæäîé òî÷êå q ∈ M äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòî-

ðà ξ ∈ TqM
n ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî Ls

q ⊂ ξ⊥ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà Z(ξ) ∈ Ls
q âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

(1) X̄ = Xh, Ȳ = Y h:

1
2

(
(∇XR)(ξ, Z(ξ))Y − (∇YR)(ξ, Z(ξ))X

)
= 0;

R(X,Y )Z(ξ)−
⟨
R(X, Y )Z(ξ), ξ

⟩
ξ+

1
4R(R(ξ, Z(ξ))Y,X)ξ − 1

4R(R(ξ, Z(ξ))X, Y )ξ = 0;

(2) X̄ = Xh, Ȳ = Y tg = (Y ′)v:

−1

2
R(Y ′, Z(ξ))X − 1

4
R(ξ, Y )R(ξ, Z(ξ))X = c

⟨
Y ′, Z(ξ)

⟩
X;

(3) X̄ = X tg = (X ′)v, Ȳ = Y tg = (Y ′)v:

(1− c)
(⟨
Y ′, Z(ξ)

⟩
X ′ −

⟨
X ′, Z(ξ)

⟩
Y ′) = 0.

Èç äèôôåðåíöèàëüíîãî òîæäåñòâî Áüÿíêè

0 =
⟨
(∇XR)(ξ, Z(ξ))Y − (∇YR)(ξ, Z(ξ))X),W

⟩
=
⟨
(∇WR)(X, Y )Z(ξ), ξ

⟩
,

èç ñèììåòðèé òåíçîðà êðèâèçíû ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (1)2 ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì óðàâíåíèÿ (2), â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ äîìíîæåíèåì íà ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð W . Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèÿ (3) ïðè n ≥ 3 ñëåäóåò, ÷òî c = 1.

Òåïåðü óñëîâèÿ âåðòèêàëüíîé ñèëüíîé ñôåðè÷íîñòè óïðîùàþòñÿ äî

(a) 1
2⟨R(Z(ξ), Y

′)X,W ⟩ − 1
4⟨R(ξ, Z(ξ))W,R(ξ, Y

′)X⟩+ ⟨Y ′, Z(ξ)⟩⟨X,W ⟩ = 0;

(b) 1
2⟨(∇WR)(X, Y )ξ, Z(ξ)⟩ = 0;

äëÿ ëþáûõ X, Y,W ∈ TqM è ëþáûõ X ′, Y ′,W ′ ∈ ξ⊥.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð êðèâèçíû RXY : TqM → TqM è äëÿ

óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ñäåëàåì çàìåíó 1
2RXY → R̄XY . Ïîëàãàÿ âíà÷àëå Y ′ =
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Z(ξ), à çàòåì Y ′ ⊥ Z(ξ) è ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà âåêòîðîâ â âû-

ïèñàííûõ âûøå ðàâåíñòâàõ, ìîæíî çàïèñàòü èõ â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé

ôîðìå (âñå âåêòîðû ïðåäïîëàãàþòñÿ íîðìèðîâàííûìè)

R̄2
ξZ(ξ) = −E;

R̄Y ′Z(ξ) = R̄ξZ(ξ)R̄ξY ′ Y ′ ⊥ ξ, Z(ξ);

(∇W R̄)ξZ(ξ) = 0;

(2.3)

Óñëîâèå (2.3)1 îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ êðèâèçíû R̄ξZ(ξ) îïðå-

äåëÿåò íà áàçå ñåìåéñòâî ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð, à çíà÷èò ðàçìåðíîñòü

áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ äîëæíà áûòü ÷åòíîé. Òî åñòü s = 0, åñëè n íå÷åòíî.

Ïóñòü n ≥ 3 ÷åòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z(ξ)(ξ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû (2.3). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Z(ξ)(ξ) �ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð äëÿ

ξ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.3) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

çàìåíû ξ → Z(ξ), Z(ξ) → ξ. Áîëåå òîãî, ýòè óðàâíåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíî-

ñèòåëüíî ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè ξ ∧ Z(ξ), ÷òî äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ïðîâåð-

êîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âåêòîðó ξ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð Z(ξ), òî âåêòîðó

η = cosφξ+sinφZ(ξ) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð W = − sinφξ+cosφZ(ξ). Òàêèì

îáðàçîì ïëîñêîñòü ïëîñêîñòü ξ ∧ Z(ξ) ñîñòîèò èç âçàèìíî ñîîòâåòñòâóþùèõ

âåêòîðîâ è ìû áóäåì ãîâîðèòü îá ýòîé ïëîñêîñòè êàê î ïëîñêîñòè ñîîòâåò-

ñòâèé.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè óñëîâèé (2.3) îòíîñèòåëüíî Z(ξ), ëåãêî óáåäèòüñÿ â

òîì, ÷òî åñëè âåêòîðó ξ ñîîòâåòñòâóþò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà

Z1(ξ) è Z2(ξ), òî ξ ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîñòü Z1(ξ) ∧ Z2(ξ).

Îïåðàòîð RξZ(ξ) ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèì è êîñîîðòîãîíàëüíûì

ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìàòðèöà òàêîãî îïå-

ðàòîðà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó, â êîòîðîì

êàæäûé áëîê åñòü 2× 2 ìàòðèöà âèäà

 0 1

−1 0

 .
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Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè (ξ, Z(ξ)) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðà íà ÷åòíî-

ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè n ≥ 4, òî ξ è Z(ξ) ïðèíàäëåæàò êàíîíè-

÷åñêîìó áàçèñó êîñîñèììåòðè÷íîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îïåðàòîðà R̄ξZ(ξ):

R̄ξZ(ξ)ξ = Z(ξ), R̄ξZ(ξ)Z(ξ) = −ξ.

Òàê êàê n > 4, òî íàéäåòñÿ ïàðà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ Y1, Y2, îðòî-

ãîíàëüíûõ (ξ, Z(ξ)) - ïëîñêîñòè. Èñïîëüçóÿ (2.3) è ïåðâîå òîæäåñòâî Áüÿíêè

äëÿ îïåðàòîðà êðèâèçíû, ïîëó÷èì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

R̄Y1Z(ξ)Y2 = R̄ξZ(ξ)R̄ξY1
Y2 =

R̄ξZ(ξ)(−R̄Y1Y2
ξ + R̄ξY2

Y1) = −R̄ξZ(ξ)R̄Y1Y2
ξ + R̄ξZ(ξ)R̄ξY2

Y1 =

− R̄ξZ(ξ)R̄Y1Y2
ξ + R̄Y2Z(ξ)Y1 = −R̄ξZ(ξ)R̄Y1Y2

ξ + R̄Y1Z(ξ)Y2 − R̄Y1Y2
Z(ξ).

Îòñþäà ñðàçó íàõîäèì, ÷òî R̄Y1Y2
Z(ξ) = −R̄ξZ(ξ)R̄Y1Y2

ξ, Ïîñëå óìíîæåíèÿ íà

âåêòîð ξ èìååì ⟨R̄Y1Y2
Z(ξ), ξ⟩ = −⟨R̄ξZ(ξ)R̄Y1Y2

ξ, ξ⟩ èëè

⟨R̄Y1Y2
Z(ξ), ξ⟩ = ⟨R̄ξZ(ξ)ξ, R̄Y1Y2

ξ⟩. (2.4)

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî Y îðòîãîíàëüíîãî ξ è Z(ξ), ìû èìååì R̄ξZ(ξ)Y +

R̄Z(ξ)Y ξ + R̄Y ξZ(ξ) = 0. Èñïîëüçóÿ (2.3), çàïèøåì ýòî òàê:

R̄ξZ(ξ)Y − R̄ξZ(ξ)R̄ξY ξ + R̄Y ξZ(ξ) = 0.

Ïîäåéñòâóåì íà ëåâóþ ÷àñòü îïåðàòîðîì R̄ξZ(ξ). Ïðèìåíÿÿ (2.3)1, ïîëó÷èì

−Y + R̄ξY ξ − R̄ξZ(ξ)R̄ξYZ(ξ) = 0 äëÿ Y ⊥ ξ, Z(ξ). Åùå ðàç èñïîëüçóÿ (2.3)2

îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

Y + R̄Y ξξ + R̄Y Z(ξ)Z(ξ) = 0. (2.5)

Ïîñëå óìíîæåíèÿ (2.5) íà ξ è íà Z(ξ) èìååì

⟨R̄ξZ(ξ)Z(ξ), Y ⟩ = ⟨R̄Y Z(ξ)Z(ξ), ξ⟩ = 0; (2.6)
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⟨R̄ξZ(ξ)ξ, Y ⟩ = −⟨R̄Y ξξ, Z(ξ)⟩ = 0. (2.7)

Òàê êàê Y - ïðîèçâîëüíûé, îðòîãîíàëüíûé (ξ, Z(ξ)) - ïëîñêîñòè âåêòîð, òî

R̄ξZ(ξ)Z(ξ) = λξ; R̄ξZ(ξ)ξ = −λZ(ξ). (2.8)

Ïîêàæåì, ÷òî λ = 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ (2.8) â (2.4), ïîëó÷èì ðàâåí-

ñòâî ⟨R̄Y1Y2
Z(ξ), ξ⟩ = −λ⟨R̄Y1Y2

ξ, Z(ξ)⟩ èëè (1− λ)⟨R̄ξZ(ξ)Y1, Y2⟩ = 0. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî

⟨R̄ξZ(ξ)Y1, Y2⟩ = 0 (2.9)

äëÿ ëþáûõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ Y1, Y2, îðòîãîíàëüíûõ (ξ, Z(ξ)) - ïëîñêî-

ñòè. Âåêòîð R̄ξZ(ξ)Y1 îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

• R̄ξZ(ξ)Y1 îðòîãîíàëåí Y1,

• R̄ξZ(ξ)Y1 îðòîãîíàëåí ξ â ñèëó (2.6),

• R̄ξZ(ξ)Y1 îðòîãîíàëåí Z(ξ) â ñèëó (2.7).

Ñëåäîâàòåëüíî ñîãëàñíî (2.9), ìîæíî ïîëîæèòü Y2 = R̄ξZ(ξ)Y1. Â ñèëó êîñî-

îðòîãîíàëüíîñòè îïåðàòîðà R̄ξZ(ξ), ïîëó÷èì ⟨R̄ξZ(ξ)Y1, R̄ξZ(ξ)Y1⟩ = |Y1|2 = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, â (2.8) çíà÷åíèå λ = 1.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, çàìåòèì, ÷òî ñåêöèîííàÿ êðèâèçíàM â íàïðàâëå-

íèè ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâèé ðàâíà 2. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, äîñòàòî÷íî âñïîì-

íèòü, ÷òî R̄ = 1
2R. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâî (2.5) ñ ó÷åòîì îáðàòíîé

çàìåíû R̄ = 1
2R çàïèøåòñÿ â âèäå 2Y + RY ξξ + RY Z(ξ)Z(ξ) ≡ 0. Òàê êàê

Y, ξ, Z(ξ) åäèíè÷íû è âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, òî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå òîæ-

äåñòâà íà Y äàåò òîæäåñòâî íà ñåêöèîííûå êðèâèçíû 2+KY ∧ξ+KY ∧Z(ξ) = 0,

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ.
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2.2. Ðàñïðåäåëåíèå êðèâèçíû åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ
Ïóñòü (M, g) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå è TrM åãî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

âåêòîðîâ äëèíû r = const ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè. ÅñëèM ëîêàëüíî - ñèììåòðè÷-

íî, òî äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ r > 0 êàñàòåëüíîå ðàññëî-

åíèå TrM ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû

[96]. Â ÷àñòíîñòè [93, 99], åñëè M åñòü ñòàíäàðòíàÿ ñôåðà Sn, òî êðèâèçíà

TrS
n íåîòðèöàòåëüíà äëÿ âñåõ r , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 0 < r2 ≤ 4

3 .

Âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè âûáîðîì r äîáèòüñÿ ïîëîæèòåëüíîñòè êðè-

âèçíû TrM ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû M ñòàâèëñÿ À. Áîðè-

ñåíêî â íà÷àëå 80-õ è òîãäà æå íà ýòîò âîïðîñ áûë ïîëó÷åí ïðàêòè÷åñêè

èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò, íå ïóáëèêîâàâøèéñÿ äî 2001 ãîäà. Ñòàòüÿ [52] ñîäåð-

æèò ýòîò îòâåò, íà ïóáëèêàöèþ êîòîðîãî àâòîð äàë ñâîå ðàçðåøåíèå. Íèæå

ìû ïðèâîäèì óêàçàííîå äîêàçàòåëüñòâî.

Òåîðåìà 2.5 Ïóñòü (M, g) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Åñëè dimM ̸= 2, 4, 8 òî

â êàæäîé òî÷êå q ∈ M ñóùåñòâóåò òðîéêà åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ X,Y, Z ∈

Mq òàêàÿ, ÷òî gq(X, Y ) = 0 è Rq(X, Y )Z = 0. Êàê ñëåäñòâèå, ñåêöèîííàÿ

êðèâèçíà ìåòðèêè Ñàñàêè T1M íå ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà x ∈M òàêàÿ, ÷òî

Rq(X, Y )Z ̸= 0 (2.10)

äëÿ âñåõ åäèíè÷íûõ X, Y, Z ∈ Mq òàêèõ, ÷òî gq(X,Y ) = 0 ( ÿñíî, ÷òî óñëî-

âèå åäèíè÷íîñòè ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèåì èõ íåâûðîæäåí-

íîñòè). Âûáåðåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê,

÷òîáû â ñàìîé òî÷êå êîîðäèíàòíûå âåêòîðû e1, . . . , en ñîñòàâëÿëè îðòîíîðìè-

ðîâàííûé ðåïåð. Ïîëîæèì X = e1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî Y èç îðòîãîíàëüíîãî

äîïîëíåíèÿ e1 âåêòîð Rq(e1, Y )Z îðòîãîíàëåí Z. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êîíåö



53

âåêòîðà Z ïðîáåãàåò âñþ åäèíè÷íóþ êàñàòåëüíóþ ñôåðó Sq, òî Rq(e1, Y )Z

ïîðîæäàåò íà Sq íåâûðîæäåííîå âåêòîðíîå ïîëå. Ïîëîæèì Vi = Rq(e1, ei)Z

äëÿ êàæäîãî i = 2, . . . , n. Êàæäîå èç âåêòîðíûõ ïîëåé Vi íåâûðîæäåíî â ñèëó

(2.10).

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëÿ Vi ëèíåéíî íå çàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {λi}ni=1 òàêîé,

÷òî
n∑

i=2
λiVi = 0. Òîãäà èìååì

0 =
n∑

i=2

λiVi =
n∑

i=2

λiRq(e1, ei)Z = Rq(e1,
n∑

i=2

λiei)Z

Òàê êàê íå âñå λi ðàâíû íóëþ, òî âåêòîð Y =
∑n

i=2 λiei íåíóëåâîé,

îðòîãîíàëåí e1 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Rq(e1, Y )Z = 0. Ïîñëåäíåå ïðîòè-

âîðå÷èò óñëîâèþ (2.10). Òàêèì îáðàçîì, íà ñôåðå Sq ðàçìåðíîñòè n − 1 íàì

óäàëîñü ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî èç n− 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåâûðîæäåííûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé, ÷òî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àÿõ n − 1 = 1, 3, 7, Òî åñòü ïðè

n = 2, 4, 8.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â íàïðàâëåíèè ïëîùàäêè (Xh, Y v) ñåêöèîííàÿ

êðèâèçíà ìåòðèêè Ñàñàêè ðàâíà 1
4 |R(ξ, Y )X, à çíà÷èò îáðàùàåòñÿ â íóëü íà

íåêîòîðîé ïàðå âåêòîðîâ óêàçàííîãî âèäà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èñêëþ÷èòåëüíîñòü ñëó÷àÿ dimM = 2 î÷åâèäíà. Âñå ìíîãîîáðàçèÿ ïî-

ëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) ãàóññîâîé êðèâèçíû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(2.10). È áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà òåîðåìà [92]: åñëè M2 äâóìåðíîå ðèìàíîâî

ìíîãîîáðàçèå ãàóññîâîé êðèâèçíû K, òî TrM
2 ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè èìååò

ïîëîæèòåëüíóþ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

||gradK||2 < K3(1− 3

4
r2K)

â êàæäîé òî÷êå M 2.
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Òåîðåìà 2.6 Ïóñòü (Mn, c) � ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû c. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç K̃ ñåêöèîííóþ êðèâèçíó ìåòðèêè Ñàñàêè T1(M
n, c), à ÷åðåç

K̃min è K̃max íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå åå çíà÷åíèÿ. Òîãäà

(a) ïðè n = 2

K̃min = c(1− 3c
4 ) ïðè c ∈ (−∞, 0] ∪ (1,+∞),

K̃min = c2

4 ïðè c ∈ (0, 1]);

K̃max =
c2

4 ïðè c ∈ (−∞, 0] ∪ (1,+∞),

K̃max = c(1− 3c
4 ) ïðè c ∈ (0, 1];

(b) ïðè n ≥ 3

K̃min = c(1− 3c
4 ) ïðè c ∈ (−∞, 0] ∪ (43 ,+∞),

K̃min = 0 ïðè c ∈ (0, 43);

K̃max = c+ c2(c−5)2

4(c2−4c−1) ïðè c ∈
(
−∞, 3−

√
17

2

]
,

K̃max = 1 ïðè c ∈
(
3−

√
17

2 , 23

]
,

K̃max = c+ c2

4(2c−1) ïðè c ∈
(
2
3 ,

5+
√
17

2

]
,

K̃max =
c2

4 ïðè c ∈
(
5+

√
17

2 ,+∞
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è óäà÷íî-

ãî âûáîðà áàçèñà êàñàòåëüíîãî ê (Mn, c) ïðîñòðàíñòâà ôîðìóëà (1.15) ìîæåò
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áûòü ïðèâåäåíà ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. À èìåííî, ïóñòü (q, ξ) ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà T1(M
n, c). Â êà÷åñòâå n-ãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ íàMn âûáåðåì

íàïðàâëåíèå ξ. Îñòàëüíûå n− 1 íàïðàâëåíèå âûáåðåì ïóòåì ïðîöåññà îðòî-

ãîíàëèçàöèè. Òîãäà â òî÷êå q êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà Mn áóäóò

ðàâíû δij (i, j = 1, ..., n) è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â (1.15) ñòàíåò åâêëèäî-

âûì. Êàæäûé êàñàòåëüíûé âåêòîð â T1M
n â òî÷êå (q, ξ) áóäåò çàäàâàòüñÿ

2n− 1 êîîðäèíàòîé:

X̃ = {X1, X2, ..., Xn;Xn+1, ..., X2n−1}, Ỹ = {Y 1, Y 2, ..., Y n;Y n+1, ..., Y 2n−1}

Ïðè ýòîì X1 = {X1, ...;Xn}, X2 = {Xn+1, ..., X2n−1; 0}, ξ = {0, ..., 0; 1}.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ôîðìóëà (1.15) ïðèìåò âèä [93]:

K̃X̃Ỹ =

q∑
p=1

n−1∑
q=2

[
c(Bpq)2 + c(3− c)BpqBn+pn+q + (Bn+pn+q)2

]
+

+ c
(
1− 3c

4

) n−1∑
p=1

(Bnp)2 +
c2

4

n−1∑
p=1

(Bnn+p)2 +
c2

4

n−1∑
p=1

(Bpn+p)2, (2.11)

ãäå BIJ = XIY J − XJY I , (I, J = 1, . . . , 2n − 1) � êîìïîíåíòû ïðîñòîãî

áèâåêòîðà, ñîñòàâëåííîãî èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ X̃, Ỹ

Çàìåòèì, ÷òî îðòîíîðìèðîâàííîñòü ïàðû (X̃, Ỹ ) îçíà÷àåò åäèíè÷íîñòü

áèâåêòîðà {BIJ}, ò.å.

J∑
I=1

2n−1∑
J=2

(BIJ)2 = 1 (2.12)

Åùå îäíî âûðàæåíèå äëÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè ðàññëîåíèÿ

T1(M
n, c) ïîëó÷èì, ïîëüçóÿñü âûðàæåíèåì äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû (Mn, c) :

R(X, Y )Z = c
(⟨
Y, Z

⟩
X −

⟨
X,Z

⟩
Y
)

(2.13)

Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà çàâèñèò òîëüêî îò äàí-

íîé äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, à íå îò âåêòîðîâ, åå çàäàþùèõ, òî â ïëîñêîñòè îð-
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òîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ X̃, Ỹ ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïàðó âåêòîðîâ, ÷òî⟨
X2, Y2

⟩
= 0,

⟨
X1, Y1

⟩
= 0,

⟨
X2, ξ

⟩
=
⟨
Y2, ξ

⟩
= 0 (2.14)

è ïðè ýòîì ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà íå èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðû íàøåé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì (2.14).

Ñ ó÷åòîì (2.13) è (2.14) ôîðìóëà Ëåììû (1.15) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

K̃X̃Ỹ = c|X1|2|Y1|2+c(3−c)
[⟨
X1, X2

⟩⟨
Y1, Y2

⟩
−
⟨
X1, Y2

⟩⟨
Y1, X2

⟩]
+|X2|2|Y2|2+

c2

4

[
(
⟨
Y2, X1

⟩
−
⟨
X2, Y1

⟩
)2 +

⟨
ξ,X1

⟩2|Y2|2 + ⟨ξ, Y1⟩2|X2|2
]
−

3c2

4

[⟨
Y1, ξ

⟩2|X1|2 +
⟨
X1, ξ

⟩2|Y1|2]. (2.15)

Çàìåòèì, ÷òî K̃X̃Ỹ = 1, åñëè X̃ = {0, 0; 0; 0, 1} è Ỹ = {0, 0; 0; 1, 0}.

Ïóíêò à) òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (2.11), òàê

êàê â ôîðìóëå äëÿ êðèâèçíû îòñóòñòâóåò ïåðâûé áëîê ñëàãàåìûõ è çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìóìà äèàãîíàëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íà

åäèíè÷íîé ñôåðå.

Ïóíêò á). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ. À èìåííî, ðàçî-

áüåì âñå ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäîê âåêòîðîâ X̃, Ỹ êàñàòåëüíûõ ê

T1(M
n, c) íà 5 òèïîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à) ãîðèçîíòàëüíûé òèï: X2 = 0, Y2 = 0;

á) âåðòèêàëüíûé òèï: X1 = 0, Y1 = 0;

â) êâàçèãîðèçîíòàëüíûé òèï: Y2 = 0 èëè X2 = 0;

ã) êâàçèâåðòèêàëüíûé òèï: Y1 = 0 èëè X1 = 0;

ä) îáùèé òèï: X1 ̸= 0, Y1 ̸= 0, X2 ̸= 0, Y2 ̸= 0

Íàéäåì, äàëåå, íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå K̃X̃Ỹ â íàïðàâëåíèè

êàæäîãî èç óêàçàííûõ òèïîâ ïëîùàäîê è, íàêîíåö, ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ýêñ-
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òðåìóìû ìåæäó ñîáîé, íàéäåì ãëîáàëüíûé ìèíèìóì è ìàêñèìóì ñåêöèîííîé

êðèâèçíû K̃X̃Ỹ ïî âñåì âîçìîæíûì ïëîùàäêàì.

à) ãîðèçîíòàëüíûé òèï. Òàê êàê X̃ è Ỹ íîðìèðîâàíû, òî èç (2.14)

ñëåäóåò, ÷òî

∥X̃∥2 = |X1|2 + |X2|2 = |X1|2 = 1, ∥Ỹ ∥2 = |Y1|2 + |Y2|2 = |Y1|2 = 1.

Ïîýòîìó ôîðìóëà (2.15) ïðèìåò âèä:

K̃X̃Ỹ = c− 3c2

4

(⟨
ξ,X1

⟩2
+
⟨
ξ, Y1

⟩2)
= c− 3c2

4

(
cos2 φ+ cos2 ψ

)
,

ãäå φ = (ξˆX1), ψ = (ξˆY1).

Îòñþäà íàõîäèì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ:

K̃ = c, K̃ = c− 3c2

4
(2.16)

á) âåðòèêàëüíûé òèï. Â ýòîì ñëó÷àå èç ôîðìóëû (2.15) íàõîäèì

K̃X̃Ỹ = 1 (2.17)

Ðàññìîòðåíèþ îñòàâøèõñÿ òèïîâ ïðåäïîøëåì äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî

íà ïëîùàäêàõ âåêòîðîâ ãîðèçîíòàëüíûå ïðîåêöèè êîòîðûõ íå îðòîãîíàëüíû

âåêòîðó ξ, ýêñòðåìàëüíûå êðèâèçíû èìåþò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ:

K̃ = c
(
1− 3c

4

)
, K̃ =

c2

4
.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ôîðìóëó Ëåììû (2.11) êàê ôóíêöèþ 2(2n − 1)

êîîðäèíàò âåêòîðîâ ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêè è áóäåì èñêàòü ýêñòðåìàëüíûå

çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðè óñëîâèÿõ:

φ1 ≡
2n−1∑
I=1

(XI)2 − 1 = 0, φ2 ≡
2n−1∑
I=1

(Y I)2 − 1 = 0, φ3 ≡
2n−1∑
I=1

XIY I = 0.

(2.18)

Ïóñòü Φ = K̃X̃Ỹ−λφ1−µφ2−νφ3 � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà. Ïóòåì ïðîñòîãî,

íî ãðîìîçäêîãî âû÷èñëåíèÿ íàéäåì, ÷òî, åñëè X̃0, Ỹ0 äàåò ýêñòðåìóì ôóíêöèè
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Φ, òî â òî÷êå (X̃0, Ỹ0)

2n−1∑
I=1

XI ∂Φ

∂XI
= K̃X̃Ỹ−λ = 0,

2n−1∑
I=1

XI ∂Φ

∂XI
= ν = 0,

2n−1∑
I=1

XI ∂Φ

∂Y I
= K̃X̃Ỹ−µ = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâíûé ýêñòðåìóì K̃X̃Ỹ ðàâåí ïàðàìåòðó λ èëè µ ôóíê-

öèè Ëàãðàíæà, ïðè÷åì â òî÷êå ýêñòðåìóìà ïàðàìåòð ν ðàâåí 0.

Òàê êàê ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà çàâèñèò îò ïëîùàäêè, îïðåäåëÿåìîé äàí-

íîé ïàðîé âåêòîðîâ, òî "ýêñòðåìàëüíóþ"ïàðó ìîæíî òàê ïîâåðíóòü â "ýêñòðå-

ìàëüíîé ïëîñêîñòè ÷òî êîîðäèíàòû ýòîé ïàðû âåêòîðîâ áóäóò óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèÿì (2.14):

n∑
i=1

X iY j = 0,
n−1∑
p=1

Xn+pY n+p = 0 (2.19)

Ðàññìîòðèì òåïåðü â òî÷êå ýêñòðåìóìà äâà óðàâíåíèÿ:

1
2

∂Φ
∂Xn = c (1− 3c

4 )
n−1∑
p=1

BnpY p
0 + c2

4

n−1∑
p=1

Bnn+pY n+p
0 − λXn

0 = 0,

1
2

∂Φ
∂Y n = c (1− 3c

4 )
n−1∑
p=1

Bnp(Xp
0 ) +

c2

4

n−1∑
p=1

Bnn+p(−Xn
0 )− µY n

0 = 0.

Ðàñïèøåì áèâåêòîðû ÷åðåç êîîðäèíàòû è âûïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî Xn
0 Y

n
0 .

c (1− 3c
4 )

n−1∑
p=1

(Xn
0 Y

p
0 −Xp

0Y
n
0 )Y

p
0 + c2

4

n−1∑
p=1

(Xn
0 Y

n+p
0 −Xn+p

0 Y n+p
0 )Y n+p

0 − λXn
0 = 0,

c (1− 3c
4 )

n−1∑
p=1

(Xn
0 Y

p
0 −Xp

0Y
n
0 )X

p
0 +

c2

4

n−1∑
p=1

(Xn
0 Y

n+p
0 −Xn+p

0 Y n+p
0 )Xn+p

0 + µY n
0 = 0

Xn
0

[
c (1− 3c

4
)
n−1∑
p=1

(Y p)2 +
c2

4

n−1∑
p=1

(Y n+p
0 )2 − λ

]
−

Y n
0

[
c(1− 3c

4
)
n−1∑
p=1

Xp
0Y

p
0 +

c2

4

n−1∑
p=1

Xn+p
0 Y n+p

0

]
= 0
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Xn
0

[
c (1− 3c

4
)
n−1∑
p=1

Xp
0Y

p
0 +

c2

4

n−1∑
p=1

Xn+p
0 Y n+p

0

]
−

Y n
0

[
c(1− 3c

4
)
n−1∑
p=1

(Xp
0 )

2 +
c2

4

n−1∑
p=1

(Xn+p
0 )2 − µ

]
= 0

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâàìè (2.18) è (2.19), çàïèøåì

Xn
0

[
c (1− 3c

4
)− c(1− 3c

4
)(Y n

0 )
2 − c (1− c)

n−1∑
p=1

(Y n+p
0 )2 − λ

]
+

Y n
0 c (1−

3c

4
)Xn

0 Y
n
0 = 0,

Xn
0 c (1−

3c

4
)Xn

0 Y
n
0 +

Y n
0

[
c (1− 3c

4
)− c (1− 3c

4
)(Xn

0 )
2 − c(1− c)

n−1∑
p=1

(Xn+p
0 )2 − µ

]
= 0.

Ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:

Xn
0

[
c (1− 3c

4 )− c (1− c)|(Y0)v|2 − λ
]
= 0,

Y n
0

[
c (1− 3c

4 )− c (1− c)|(X0)v|2 − µ
]
= 0.

Åñëè Xn
0 ̸= 0 èëè Y n

0 ̸= 0, òî λ = c (1 − 3c
4 ) − c (1 − c)|(Y0)v|2 èëè µ =

c (1− 3c
4 )− c (1− c)|(X0)v|2.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå êðèâèçíû K̃X̃Ỹ ëèíåéíî çàâè-

ñèò îò êâàäðàòà íîðìû âåðòèêàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà Ỹ0 èëè X̃0. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ K̃X̃Ỹ áóäóò:

K̃X̃Ỹ = c
(
1− 3c

4

)
, K̃X̃Ỹ =

c2

4
(2.20)

Ýòè ýêñòðåìóìû íàéäåíû ïðè óñëîâèè, ÷òî Xn
0 è Y n

0 îäíîâðåìåííî íå îáðà-

ùàþòñÿ â 0.

Òàêèì îáðàçîì, âñå äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå èìååò ñìûñë ïðîâîäèòü,
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åñëè Xn
0 = 0, Y n

0 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî⟨
X1, ξ

⟩
= 0,

⟨
Y1, ξ

⟩
= 0 (2.21)

â) êâàçèãîðèçîíòàëüíûé òèï (Y2 = 0). Ôîðìóëà (2.15) ñ ó÷åòîì

(2.21) ïðèìåò âèä:

K̃X̃Ỹ = c | X1 |2| Y1 |2 +
c2

4

⟨
X2, Y1

⟩2
.

Íî òàê êàê | Y1 |= ∥Ỹ ∥2 = 1, òî K̃X̃Ỹ = c | X1 |2 +c2

4 cos2 φ | X2 |2.

Ïîñêîëüêó | X1 |2 + | X2 |2= 1, òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó íà åäèíè÷íîé ñôåðå. Îòñþäà íàõîäèì

äâà ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèÿ K̃X̃Ỹ :

K̃X̃Ỹ = c, K̃X̃Ỹ =
c2

4
(2.22)

ã) êâàçèâåðòèêàëüíûé òèï (Y1 = 0). Èññëåäîâàíèå äîñëîâíî ïîâòî-

ðÿåò èññëåäîâàíèå êâàçèãîðèçîíòàëüíîãî òèïà. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì åùå äâà

ýêñòðåìóìà: K̃ = 1, K̃ = c2

4 .

ä) îáùèé òèï. Ïîêàæåì, ÷òî èññëåäîâàíèå íà ýêñòðåìóì K̃X̃Ỹ ïðè

ëþáîì n ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íà ýêñòðåìóì K̃X̃Ỹ ïðè n = 3. Äëÿ ýòîãî

åùå áîëåå ñïåöèàëèçèðóåì áàçèñ êàñàòåëüíîãî êMn ïðîñòðàíñòâà. À èìåííî,

ïóñòü

En = ξ, E1 =
X2

|X2|
, E2 =

Y2
∥Y2|

,

à E3, E4, . . . , En−1 ïðîèçâîëüíîå äîïîëíåíèå {E1, E2, En} äî îðòîíîðìèðîâàí-

íîãî áàçèñà TqM
n. Òîãäà

X2 = {Xn+1, . . . ; 0}, Y2 = {0, Y n+2, 0, . . . ; 0},

ãäå, î÷åâèäíî, Xn+1 = |X2|, Y n+2 = |Y2|, è X1 = X1E1 +X2E2 +
n−1∑
i=3

X iEi +

XnEn, Y1 = Y 1E1 + Y 2E2 +
n−1∑
i=3

Y iEi + Y nEn.
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Â ýòèõ óñëîâèÿõ
q∑

p=1

n−1∑
q=2

(Bn+p n+q)2 = (Bn+1n+2)2,
q∑

p=1

n−1∑
q=2

Bpq · Bn+p n+q =

B12 ·Bn+1n+2,
n−1∑
p=1

Bp n+p = B1n+1 +B2n+2. Ïîýòîìó ôîðìóëà (2.11) ïðèìåò

âèä:

K̃X̃Ỹ = c (B12)2 + c (3− c)B12Bn+1n+2 + (Bn+1n+2)2 +
c2

4
(B1n+1 +B2n+2)2+

c

(
1− 3c

4

)[
(Bn1)2 + (Bn2)2

]
+
c2

4

[
(Bnn+1)2 + (Bnn+2)2

]
+ c

q∑
p=1

n−1∑
q=3

(Bpq)2+

c

(
1− 3c

4

) n−1∑
p=3

(Bnp)2 +
c2

4

n−1∑
p=3

(Bnn+p)2 (2.23)

Ïóñòü K̃max îçíà÷àåò ìàêñèìóì K̃X̃Ỹ ïðè ëþáûõ X̃, Ỹ äëÿ äàííîãî K,

ò.å. ïðè ôèêñèðîâàííîì K âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

K̃max − K̃X̃Ỹ ≥ 0

äëÿ ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé ïàðû X̃, Ỹ ∈ T(q,ξ)T1M
n. Ïîñëåäíåå íåðàâåí-

ñòâî ñ ó÷åòîì ôîðìóë (2.12) è (2.23) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå:

K̃max

J∑
I=1

2n−1∑
J=2

(BIJ)2 − K̃X̃Ỹ =
{
K̃max[(B

12)2 + (B1n+1)2 + (B2n+2)2+

+ (Bn+1n+2)2 + (B1n)2 + (B2n)2 + (Bnn+1)2 + (Bnn+2)2]−

− [c(B12)2 + c(3− c)B12Bn+1n+2 + (Bn+1n+2)2 +
c2

4
(B1n+1 +B2n+2)2+

+ c
(
1− 3c

4

)
[(B1n)2 + (B2n)2] +

c2

4
[(Bnn+1)2 + (Bnn+2)2]

}
+

(K̃max −K)

q∑
p=1

n−1∑
q=3

(Bpq)2 + [K̃max − c
(
1− 3c

4

)
]
n−1∑
p=3

(Bnp)2+

(
K̃max −

c2

4

) n−1∑
p=3

(Bnn+p)2 + K̃max

∑
∗
(BIY )2 ≥ 0 (2.24)

Â ïîñëåäíåé ñóììå ∗ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî âñåì îñòàâøèìñÿ èíäåêñàì.

Ïîñêîëüêó áèâåêòîð BIJ â ýòîé ôîðìóëå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîèçâîëü-

íûì, òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè åãî ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ìîæíî îáðà-
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òèòü â íóëü (ïðè n ≥ 3) âñå ãðóïïû ñëàãàåìûõ, êðîìå êàêîé-ëèáî îäíîé. Òà-

êèì îáðàçîì K̃X̃Ỹ äîëæíà îáåñïå÷èâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü êàæäîé èç ãðóïï

ñëàãàåìûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

K̃max ≥ max

{
c, c
(
1− 3c

4

)
,
c2

4
, 0

}
(2.25)

à òàê æå K̃max äîëæíà îáåñïå÷èâàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü ãðóïïû ñëàãàåìûõ,

îòìå÷åííûõ â ôîðìóëå (2.24) ôèãóðíîé ñêîáêîé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà ãðóï-

ïà ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóåò ïÿòèìåðíîìó êàñàòåëüíîìó ê T1(M
n, c) ïîäïðî-

ñòðàíñòâó, íàòÿíóòîìó íà âåêòîðû E1, E2, En, En+1, En+2 äâà èç êîòîðûõ ãî-

ðèçîíòàëüíû (E1, E2), äâà âåðòèêàëüíûå (En+1, En+2) è En = ξ. Äðóãèìè ñëî-

âàìè, ýòà ãðóïïà ñëàãàåìûõ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó T1(M
3, c) ⊂ T1(M

n, c).

Íàéäåííûå ýêñòðåìóìû äëÿ ïëîùàäîê ãîðèçîíòàëüíîãî è êâàçèãîðèçîíòàëü-

íîãî òèïà óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (2.25). Íàøà çàäà÷à òåì ñàìûì ñâî-

äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ýêñòðåìóìîâ K̃X̃Ỹ íà T1(M
3, c) è ñðàâíåíèÿ èõ ñ óæå

íàéäåííûìè.

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ìîæíî ïðèâåñòè äëÿ ìèíèìóìà K̃X̃Ỹ . Ðàç-

ëè÷èå áóäåò ëèøü â òîì, ÷òî K̃min íà T1(M
3, c) äîëæíî áóäåò óäîâëåòâîðÿòü

äðóãîìó "àïðèîðíîìó" íåðàâåíñòâó:

K̃min ≤ min
{
c
(
1− 3c

4

)
, 0
}

(2.26)

Èòàê, ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ ýêñòðåìóìîâ K̃X̃Ỹ íà T1(M
3, c) ïðè ñëå-

äóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ:

X1 ̸= 0, X2 ̸= 0, Y1 ̸= 0, Y2 ̸= 0,⟨
X1, ξ

⟩
=
⟨
Y1, ξ

⟩
=
⟨
X2, ξ

⟩
=
⟨
Y2, ξ

⟩
=
⟨
X2, Y2

⟩
=
⟨
X1, Y1

⟩
= 0

(2.27)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå åäèíè÷íûå âåêòîðû:

X =
X1

|X1|
, Y =

Y1
|Y1|

, η =
X2

|X2|
, ζ =

Y2
|Y2|

.

Òàê êàê âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2.27) è ðàçìåðíîñòü êàñàòåëüíîãî ê M 3 ïðî-
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ñòðàíñòâà ðàâíà 3, òî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âåêòîðîâ X, Y, η, ζ, ξ ìîæåò

èìåòü äâà âàðèàíòà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îðèåíòàöèåé ðåïåðà (X,Y, ξ). Ïðè

ýòîì îðèåíòàöèÿ ðåïåðà (η, ζ, ξ) ìîæåò âñåãäà ñ÷èòàòüñÿ ïðàâîé. Òàê êàê â

ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ çíà÷åíèå K̃X̃Ỹ , âû÷èñ-

ëåííîå ïî ôîðìóëå 1.15, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ξ íà−ξ. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ

(2.27), ôîðìóëà (2.15) ïðèìåò âèä:

K̃X̃Ỹ = c|X1|2|Y1|2 + c(3− c)(ξ,X, Y )|X1||Y1||X2||Y2|+

+|X2|2|Y2|2 + c2

4

(⟨
X, ζ

⟩
|X1||Y2| −

⟨
Y, η

⟩
|X2||Y1|

)2
,

(2.28)

ãäå (ξ,X, Y ) � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ.

Âàðèàíò À: (ξ,X, Y ) = +1. Â ñèëó åäèíè÷íîñòè âåêòîðîâ X̃ è Ỹ

èìååì óñëîâèÿ: |X1|2 + |X2|2 = 1, |Y1|2 + |Y2|2 = 1. Îíè ïîçâîëÿþò ââåñòè â

ðàññìîòðåíèå ïàðàìåòðû α è β ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|X1| = cosα, |X2| = sinα, |Y2| = sin β, α, β ∈
(
0,
π

2

)
(2.29)

Íàêîíåö, ÷åðåç φ îáîçíà÷èì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè X è η. Òîãäà ôîðìóëà

(19) ïðèìåò âèä:

K̃X̃Ỹ = c cos2 α cos2 β +
1

4
c(3− c) sin 2α sin 2β + sin2 α sin2 β+

+
c2

4
sin2 φ sin2(α+ β) =

1

4

[
(c+ 1) + (c− 1) cos 2α+

+ (c− 1) cos 2β + (c+ 1) cos 2α cos 2β + c(3− c) sin 2α sin 2β+

+ c2 sin2 φ sin2(α + β)
]

(2.30)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ïî-

ñëåäíþþ ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ α, β, φ íà ýêñòðåìóì, ïðèíèìàÿ

c â êà÷åñòâå ôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè âìåñòî K̃X̃Ỹ áóäåì óïîòðåáëÿòü

ïðîñòî K̃. Çàìåòèì, ÷òî K̃ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå sin2 φ. Òàêèì îáðàçîì,
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ìàêñèìóì K̃ íóæíî èñêàòü ïðè óñëîâèè sin2 φ = 1, à ìèíèìóì ïðè sin2 φ = 0.

Âûïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà K̃:

∂K̃
∂α = 1

4

[
− 2(c− 1) sin 2α− 2(c+ 1) sin 2α cos 2β+

2c(3− c) cos 2α sin 2β + c2 sin2 φ sin 2(α+ β)
]
= 0

∂K̃
∂β = 1

4

[
− 2(c− 1) sin 2β − 2(c+ 1) cos 2α sin 2β+

2c(3− c) sin 2α cos 2β + c2 sin2 φ sin 2(α+ β)
]
= 0

∂K̃
∂φ = c2

4 sin 2φ sin2(α+ β) = 0

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî sin 2φ = 0 (sin(α + β) ̸= 0) â

ñèëó óñëîâèÿ (2.29). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî sin2 φ = 1, ëèáî sin2 φ = 0. Èç

ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé íàéäåì:

∂K̃
∂α + ∂K̃

∂β = 1
2

[
− (c− 1)(sin 2α+ sin 2β) + (c (3− c)− (c+ 1))×

(sin 2α cos 2β + sin 2β cos 2α) + c2 sin2 φ sin 2(α+ β)
]
= 0

∂K̃
∂α − ∂K̃

∂β = 1
2

[
− (c− 1)(sin 2α− sin 2β)− (c (3− c) + (c+ 1))×

(sin 2α cos 2β − sin 2β cos 2α)
]
= 0

Ïîñëå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé: sin(α + β)
[
(c− 1) cos(α− β) + (c2 cos2 φ− 2c+ 1) cos(α+ β)

]
= 0

sin(α− β)
[
(c− 1) cos(α+ β) + (−c2 + 4c+ 1) cos(α + β)

]
= 0

Ïîñêîëüêó (α, β) ∈ (0, π2 ), òî ñëåäóþò äâà âàðèàíòà:

i)

 sin(α− β) = 0

(c− 1) cos(α− β) + (c2 cos2 φ− 2c+ 1) cos(α+ β) = 0

ii)

 (c− 1) cos(α− β) + (c2 cos2 φ− 2c+ 1) cos(α + β) = 0

(−c2 + 4c+ 1) cos(α− β) + (c− 1) cos(α+ β) = 0

Âàðèàíò i). Ââèäó (2.29) èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî α = β. Òîãäà èç
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âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàéäåì

cos 2β =
c− 1

2c− 1− c2 cos2 φ
(2.31)

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè∣∣∣ c− 1

2c− 1− c2 cos2 φ

∣∣∣ ≤ 1 (2.32)

Òàê êàê α = β è sin2 2β = 1− cos2 2β, òî

K̃ = 1
4

[
c+ 1 + 2(c− 1) cos 2β + (c+ 1) cos2 2β + c(3− c) sin2 2β+

+c2 sin2 φ sin2 2β
]
= 1

4

[
c+ 1 + 2(c− 1) cos 2β − (2c− 1− c2 cos2 φ) cos2 2β+

+c2 sin2 φ
]
= 1

4

[
− c2 + 4c+ 1 + (c−1)2

2c−1−c2 cos2 φ + c2 sin2 φ
]

Îòñþäà íàõîäèì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå K̃ ïðè sin2 φ = 0:

K̃ = c
(
1− c

4

)
c < 0, c ≥ 2 (2.33)

è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå K̃ ïðè sin2 φ = 1:

K̃ = c+
c2

4(2c− 1)
c ≤ 0, c ≥ 2

3
(2.34)

Âàðèàíò ii). Áóäåì ðåøàòü ðàçäåëüíî äâå ñèñòåìû ýòîãî âàðèàíòà ïðè

sin2 φ = 0 è sin2 φ = 1. Åñëè sin2 φ = 0, òî (c− 1) cos(α− β) + (c− 1) cos(α + β) = 0,

(−c2 + 4c+ 1) cos(α− β) + (c− 1) cos(α+ β) = 0.

Ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, åñëè (c − 1)2 − (−c2 + 4c + 1)(c − 1) = 0, ò.å. ïðè

c = 0, 1, 4. Ñëó÷àè c = 0 è c = 1 òðèâèàëüíû. Ïðè c = 4 èìååì: cos(α −

β) + 3 cos(α + β) = 0. Îòñþäà íàéäåì, ÷òî 2 cosα cos β − sinα sin β = 0.

Â òî æå âðåìÿ, ïðè c = 4 è sin2 φ = 0 ôîðìóëà (2.30) ïðèìåò âèä: K̃ =

(2 cosα cos β− sinα sin β)2. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå K̃:

K̃ = 0, c = 4. (2.35)
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Åñëè sin2 φ = 1, òî (c− 1) cos(α− β)− (2c− 1) cos(α + β) = 0,

(−c2 + 4c+ 1) cos(α− β) + (c− 1) cos(α + β) = 0

Ðåøåíèå ñèñòåìû ñóùåñòâóåò, åñëè (c − 1)2 + (2c − 1)(−c2 + 4c + 1) = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó −2c (c2 − 5c+2) = 0. Ðåøåíèå c = 0

òðèâèàëüíî. Ïóñòü c óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

c2 − 5c+ 2 = 0 (2.36)

Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû åñòü ñëåäñòâèå ïåðâîãî è ïîñëå òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì:

cosα cos β =
3c− 2

c
sinα sin β.

Îòñþäà,

cos(α+ β) =
2(c− 1)

c
sinα sin β, sin2(α+ β) = 1− 4(c− 1)2

c2
sin2 α sin2 β.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå âûðàæåíèÿ â (2.30), ïîëó÷èì:

K̃ =
c2

4
+

2

c
(−2c+ 1)(c2 − 5c+ 2) sin2 α sin2 β

Òàê êàê c óäîâëåòâîðÿåò (2.36), òî îòñþäà ïîëó÷àåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå:

K̃ =
c2

4
, c =

(5±
√
17)

2
(2.37)

Âàðèàíò Â: (ξ,X, Y ) = −1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

Y è η, ôîðìóëó äëÿ K̃ ïðèâåäåì ê âèäó:

K̃ =
1

4

[
c+ 1 + (c− 1) cos 2α + (c− 1) cos 2β + (c+ 1) cos 2α cos 2β−

c(3− c) sin 2α sin 2β + c2 cos2 φ sin2(α− β)
]
. (2.38)

Çäåñü K̃ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå cos2 φ. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì K̃ íóæíî

èñêàòü ïðè cos2 φ = 1, à ìèíèìóì ïðè cos2 φ = 0, çà èñêëþ÷åíèåì âàðèàíòà
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α = β. Àíàëîãè÷íî âàðèàíòó À ñèñòåìà

∂K̃

∂α
+
∂K̃

∂β
= 0,

∂K̃

∂α
− ∂K̃

∂β
= 0

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó sin(α + β)
[
− (c− 1) cos(α− β) + (c2 − 4c− 1) cos(α + β)

]
= 0,

sin(α− β)
[
− (c2 sin2 φ− 2c+ 1) cos(α− β)− (c− 1) cos(α + β)

]
= 0.

Èìååì äâà âàðèàíòà:

i)

 sin(α− β) = 0,

−(c− 1) cos(α− β) + (c2 − 4c− 1) cos(α+ β) = 0;

ii)

 −(c− 1) cos(α− β) + (c2 − 4c− 1) cos(α+ β) = 0,

(c2 sin2 φ− 2c+ 1) cos(α− β)− (c− 1) cos(α+ β) = 0.

Âàðèàíò i). Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñ ó÷åòîì (2.29) ñëåäóåò, ÷òî

α = β, à èç âòîðîãî íàõîäèì

cos 2β =
c− 1

c2 − 4c− 1
. (2.39)

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, ïðè óñëîâèè, ÷òî∣∣∣ c− 1

c2 − 4c− 1

∣∣∣ ≤ 1 . (2.40)

Èñïîëüçóÿ (2.39), íàéäåì, ÷òî

sin2 β =
1

2

c2 − 5c

c2 − 4c− 1
. (2.41)

Ïðè α = β ôîðìóëà (2.38) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

K̃ = c cos4 β − c (3− c) sin2 β cos2 β + sin4 β =

(−c2 + 4c+ 1) sin4 β + (c2 − 5c) sin2 β + c.
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Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå çíà÷åíèå sin2 β èç (2.41), íàéäåì

K̃ = c+
c2(c− 5)2

4(c2 − 4c− 1)
(2.42)

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ (2.40) äàåò

c ≤ (3−
√
17)

2
, 0 ≤ c ≤ (3 +

√
17)

2
, c ≥ 5.

Âàðèàíò ii). Áóäåì ðåøàòü ðàçäåëüíî äâå ñèñòåìû ýòîãî âàðèàíòà ïðè cos2 φ =

1 è cos2 φ = 0. Åñëè cos2 φ = 1, òî ñèñòåìà èìååò âèä −(c− 1) cos(α− β) + (c2 − 4c− 1) cos(α+ β) = 0

(−2c+ 1) cos(α− β) + (c− 1) cos(α+ β) = 0
.

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè (c − 1)2 + (c2 − 4c − 1)(−2c + 1) = 0, ò.å., åñëè

c óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ −2c (c2 − 5c + 2) = 0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ïðèâîäèò ê ïîñëåäíåìó ìàêñèìóìó âàðèàíòà (À),

à èìåííî

K̃ =
c2

4
ïðè c =

(5±
√
17)

2
(2.43)

Åñëè cos2 φ = 1, òî ñèñòåìà èìååò âèä −(c− 1) cos(α− β) + (c2 − 4c− 1) cos(α + β) = 0,

(c− 1)2 cos(α− β) + (c− 1) cos(α + β) = 0.

Ðåøåíèå ñèñòåìû ñóùåñòâóåò, åñëè (c − 1)2 + (c − 1)2(c2 − 4c − 1) = 0, ò.å.,

åñëè c (c− 1)2(c− 4) = 0.

Ñëó÷àè c = 0 è c = 1 óæå èññëåäîâàíû ðàíåå. Ïóñòü c = 4. Òîãäà

3 cos(α−β)+cos(α+β) = 0. Îòñþäà íàéäåì, ÷òî 2 cosα cos β+sinα sin β = 0.

Â òî æå âðåìÿ, ïðè c = 4 è cosφ = 0 ôîðìóëà (29) ïðèìåò âèä:

K̃ = (2 cosα cos β + sinα sin β)2

Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå K̃ = 0 ïðè c = 4.

Ñðàâíåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîìåæóòêàõ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé
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K̃, çàäàâàåìûõ ôîðìóëàìè (2.16), (2.17), (2.20), (2.22), (2.26), (2.33), (2.34),

(2.42) äàåò ñôîðìóëèðîâàííûé â òåîðåìå ðåçóëüòàò.

Â çàêëþ÷åíèå, óêàæåì ïðèìåðû òåõ ýëåìåíòàðíûõ ïëîùàäîê, íà êîòî-

ðûõ äîñòèãàþòñÿ ýêñòðåìàëüíûå êðèâèçíû:

• K̃ = c+ c2(c−5)2

4(c2−4c−1) , åñëè

X̃ =

{√
c2 − 3c− 2

2(c2 − 4c− 1)
, 0; 0; 0,

√
c2 − 5c

2(c2 − 4c− 1)

}
,

Ỹ =

{
0,

√
c2 − 3c− 2

2(c2 − 4c− 1)
; 0;

√
c2 − 5c

2(c2 − 4c− 1)
, 0

}
;

• K̃X̃Ỹ = 1, åñëè X̃ = {0, 0; 0; 0, 1}, Ỹ = {0, 0; 0; 1, 0};

• K̃X̃Ỹ = c+ c2

4(2c−1) , åñëè

X̃ =

{√
3c− 2

2(2c− 1)
; 0; 0; 0,

√
c

2(2c− 1)

}
,

Ỹ =

{
0,

√
3c− 2

2(2c− 1)
; 0;

√
c

2(2c− 1)
, 0}
}
;

• K̃X̃Ỹ = c2

4 , åñëè X̃ = {0, 0; 1; 0, 0}, Ỹ = {0, 0; 0; 1, 0};

• K̃X̃Ỹ = c (1− 3c
4 ), åñëè X̃ = {0, 0; 1; 0, 0}, Ỹ = {0, 1; 0; 0, 0};

• K̃X̃Ỹ = 0, åñëè X̃ = {1, 0; 0; 0, 0}, Ỹ = {0, 0; 0; 0, 1};

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ìîæåò áûòü ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàíà äëÿ ðàññëîåíèÿ

âåêòîðîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû r íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êðèâèçíà Tr(M
n, c) ñâîäèòñÿ ê êðèâèçíå

T1(M
n, r2c).
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2.3. Âûâîäû

Â ðàçäåëå ðàññìîòðåíû âîïðîñû âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ñôåðè÷åñêî-

ãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì èíäåêñà äåôåêòíîñòè ðè-

ìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ îáùèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé èñ÷åðïûâàþùèé

ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â ðàçìåðíîñòè 2. Äîêàçàíî, ÷òî

• åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T1M
2 äîïóñêàåò ñèëüíî-ñôåðè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå òîëüêî è òîëüêî òîãäà, êîãäà M2 åñòü ïðîñòðàíñòâî ïî-

ñòîÿííîé êðèâèçíû K > 0. Ïðè ýòîì, ñèëüíî-ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ëèáî òðåõìåðíî è ñîâïàäàåò ñî âñåì êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì (ïðè

K = 1), ëèáî îäíîìåðíî è ñîâïàäàåò ñ âåðòèêàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

(ïðè K ̸= 1).

Ýòîò ðåçóëüòàò îáîñíîâûâàåò èññëåäîâàíèå åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëî-

åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû â ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 è èñêëþ÷èòåëü-

íîñòü ÷èñòî âåðòèêàëüíîãî ñèëüíî ñôåðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åäèíè÷íàÿ

ñôåðà Sn âûäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî åå åäèíè÷íîå ðàññëîåíèå T1S
n ñ ìåòðèêîé Ñà-

ñàêè ÿâëÿåòñÿ Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìîé ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

âåêòîðíûì ïîëåì ξh. Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà T1S
n â íàïðàâëåíèè ïëîùàäîê,

ñîäåðæàùèõ ξh, ïîñòîÿííà è ðàâíà 1/4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξh îïðåäåëÿåò îä-

íîìåðíîå ñèëüíî ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íà T1S
n. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî

âåðíî è îáðàòíîå:

• åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè íàä ïðîñòðàíñòâîì

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû äîïóñêàåò ñèëüíî ñôåðè÷åñêîå íåâåðòèêàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå èçîìåòðè÷-

íî åäèíè÷íîé ñôåðå, ðàñïðåäåëåíèå ãîðèçîíòàëüíî è ñîâïàäàåò ñ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèì ïîëåì Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû íà T1S
n.

• Âåðòèêàëüíîãî ñèëüíî ñôåðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâàõ íå-

îòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû íå ñóùåñòâóåò.
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Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà Ñàñàêèåâà ìíîãîîáðàçèÿ T1S
n ïðè n ≥ 3 íåîòðèöà-

òåëüíà è ëåæèò â ïðåäåëàõ [0, 5/4]. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

ïðè n ̸= 2, 4, 8 íåëüçÿ îæèäàòü ïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè

T1M
n. Íåîòðèöàòåëüíîñòü ñåêöèîííîé êðèâèçíû T1(M

n, c) ïðè n ≥ 3 íàáëþ-

äàåòñÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ïðè c ∈ [0, 4/3]. Áîëåå òîãî, ìû

íàõîäèì òî÷íûå ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû ìåòðèêè Ñàñàêè

T1(M
n, c) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé c.
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ÐÀÇÄÅË 3

ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÅ ËÈÍÈÈ È ÂÏÎËÍÅ ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÅ

ÏÎÄÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß Â ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÌ ÐÀÑÑËÎÅÍÈÈ

Â äàííîì ðàçäåëå ðåøàåòñÿ çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè ïðîåêöèé ãåîäå-

çè÷åñêèõ ëèíèé (åäèíè÷íîãî) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè

íàä êëàññè÷åñêèìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ôîðìàìè: ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé

êðèâèçíû (Mn, c), êîìïëåêñíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì CP n è êâàòåð-

íèîííûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì HP n. Â ñâÿçè ñ êîìïëåêñíûì ïðîåê-

òèâíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïðåäëîæåíà äåôîðìàöèÿ ìåòðèêè Ñàñàêè êàñàòåëü-

íûõ ñôåð â íàïðàâëåíèè ïîëÿ Õîïôà íà íèõ è èññëåäîâàíî âëèÿíèå òàêîé

äåôîðìàöèè íà ñâîéñòâà ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ. Ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè â ðàñ-

ñëîåíèè îïèñûâàþòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè âäîëü êðèâûõ íà áàçå. Â ñâÿçè ñ

ýòèì, â ðàçäåëå ðàññìîòðåíû çàäà÷è ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé â (åäèíè÷-

íîì) êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, ïîðîæäåííûõ âåêòîðíûì ïîëåì âäîëü ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ â áàçå. Â ÷àñòíîñòè, èùóòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé òàêîãî òèïà. Ðàçäåë ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû,

ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó è îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ [101], [103], [109], [110],

[113], [118].

3.1. Ãåîäåçè÷åñêèå â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè íàä ïðîñòðàí-

ñòâåííûìè ôîðìàìè

Ñàòî K. [68] è Ñàñàêè Ñ. [67] äîêàçàëè ÷òî ïðîåêöèÿ íà áàçó ëþáîé

íåâåðòèêàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé íà êàñàòåëüíîì èëè êàñàòåëüíîì ñôåðè÷åñêîì

ðàññëîåíèè âåùåñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû Mn(c) � êðèâàÿ ñ ïîñòî-
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ÿííûìè êðèâèçíàìè k1 è k2 è íóëåâûìè êðèâèçíàìè k3, . . . , kn−1. Íàäü Ï. [60]

ñóùåñòâåííî îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò. Îí ðàññìàòðèâàë ñëó÷àé îáùåãî ëî-

êàëüíî ñèììåòðè÷íîãî áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ è äîêàçàë ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå

êðèâèçíû ïðîåêöèè ëþáîé (íåâåðòèêàëüíîé) ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè íà êàñà-

òåëüíîì ñôåðè÷åñêîì ðàññëîåíèè ñôåðû ïîñòîÿííû. Îäíàêî áûëî áû èíòå-

ðåñíî íàéòè áîëåå ÿñíîå îïèñàíèå ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðè-

÷åñêîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ

ðàíãà 1. Â ýòîé ãëàâå ìû ðåøàåì ýòó çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ êàñàòåëüíîãî (ñôåðè-

÷åñêîãî) ðàññëîåíèå ïî÷òè âñåõ êëàññè÷åñêèé ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ, à èìåííî ñôåðû, êîìïëåêñíîãî è êâàòåðíèîííîãî ïðîåêòèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ è èõ íåêîìïàêòíûé äâîéñòâåííûõ ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ, èñïîëü-

çóÿ ðåêóððåíòíûå ñâîéñòâà ñòåïåíåé îïåðàòîðà êðèâèçíû ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò äàòü òàêæå åäèíîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé, äî-

êàçàííûõ â [67], [68] è [101]

Ïóñòü (u1, . . . , un; ξ1, . . . , ξn) � åñòåñòâåííûå èíäóöèðîâàííûå êîîðäèíà-

òû íà TMn. Îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàòû, êàæäàÿ êðèâàÿ

Γ íà TMn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

Γ(σ) =
{
u1(σ) . . . , un(σ); ξ1(σ), . . . , ξn(σ)

}
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà äëèí äóãè σ è ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê âåê-

òîðíîå ïîëå ξ(σ) = ξ1(σ)∂/∂u1 + · · · + ξn(σ)∂/∂un âäîëü ïðîåêöèè êðèâîé

γ = π ◦ Γ = (u1(σ), . . . , un(σ)). Åñëè ξ - åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, òî Γ

ëåæèò â T1M
n è ïðåäñòàâëÿåò ïðîèçâîëüíóþ êðèâóþ â T1M

n.

Ëèíåéíûé ýëåìåíò ìåòðèêè Ñàñàêè íà TM è T1M èìååò âèä

dσ2 = ds2 + |Dξ|2, (3.1)

ãäå ds2 � ëèíåéíûé ýëåìåíò áàçû, à Dξ � êîâàðèàíòíûé äèôôåðåíöèàë (åäè-

íè÷íîãî) âåêòîðà ξ. Îáîçíà÷èì (′) êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü γ îòíî-

ñèòåëüíî ïàðàìåòðà σ. Òîãäà Γ - ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà TMn èëè T1M
n åñëè
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γ è ξ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåìå óðàâíåíèé

TMn :


γ′′ = R ξ′ ξ γ

′,

ξ′′ = 0;
T1M

n :


γ′′ = R ξ′ ξ γ

′,

ξ′′ = −ρ2ξ,
(3.2)

ãäå ρ2 = | ξ′ |2 è R ξ′ ξ - îïåðàòîð êðèâèçíû Mn ïîñòðîåííûé íà áèâåêòîðå

ξ′ ∧ ξ.

Èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî ρ = const â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s

íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð γ. Òîãäà èç (3.1) ñëåäóåò, ÷òî

ds

dσ
=
√
1− ρ2, (3.3)

òàê ÷òî 0 ≤ ρ ≤ 1. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó, íàáîð ãåîäåçè÷åñêèõ

TMn è T1M
n ìîæåò áûòü ðàçáèò íà 3 êëàññà, à èìåííî,

• ãîðèçîíòàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå (ρ = 0), ïîðîæäåííûå ïàðàëëåëüíûìè

(åäèíè÷íûìè) âåêòîðíûìè ïîëÿìè âäîëü ãåîäåçè÷åñêèõ íà áàçîâîì ìíî-

ãîîáðàçèè;

• âåðòèêàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå (ρ = 1) ïðåäñòàâëåííûå ãåîäåçè÷åñêèìè íà

îòäåëüíîì ñëîå;

• íàêëîííûå ãåîäåçè÷åñêèå, ñîîòâåòñòâóþùèå 0 < ρ < 1.

Â äàëüíåéøåì ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ïðîåêöèé íàêëîííûõ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Ëåììà 3.1 Ïóñòü (Mn, g) ëîêàëüíî ñèììåòðè÷íîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå

è RXY åãî îïåðàòîð êðèâèçíû Ïóñòü γ = π ◦ Γ � ïðîåêöèÿ ãåîäåçè÷åñêîé

ëèíèè TMn èëè T1M
n íà áàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíûõ γ

ïîðÿäêà p ìû èìååì

γ(p) = Rp−1
ξ′ ξ γ

′ = R ξ′ ξγ
(p−1)

è êàê ñëåäñòâèå âñå ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû γ ïîñòîÿííû.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ïàðàëëåëèçìà òåíçîðà êðèâèçíû Mn è óðàâíåíèÿ

(3.2). Êðîìå òîãî, èç î÷åâèäíîãî òîæäåñòâà
⟨
γ(p), γ(p−1)

⟩
≡ 0 äëÿ âñåõ p > 1,

ìû çàêëþ÷àåì ÷òî |γ(p)| = const äëÿ âñåõ p > 1 è ïîýòîìó, ïî èíäóêöèè, âñå

ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû γ ïîñòîÿííû.

Ïóñòü (Mn(c), g) � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû c. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç (M 2n(c); J ; g) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòó-

ðîé J ïîñòîÿííîé ãîëîìîðôíîé êðèâèçíû c è (M 4n(c); J1, J2, J3; g) ðèìàíîâî

ìíîãîîáðàçèå ñ êâàòåðíèîííîé ñòðóêòóðîé (J1, J2, J3) ïîñòîÿííîé êâàòåðíè-

îííîé êðèâèçíû c. Äëÿ êðàòêîñòè, îáîçíà÷èì M(c) îäíó èç ýòèõ ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ ôîðì, îòâå÷àþùóþ ñòàíäàðòíîé ìåòðèêå è áóäåì îáðàùàòüñÿ ê

M(c) ïðîñòî êàê ê ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû c. Ðåçóëü-

òàò ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü M(c) � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôîðìà ïîñòîÿííîé êðèâèç-

íû c ̸= 0. Ïóñòü Γ � íå âåðòèêàëüíàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà êàñàòåëüíîì

èëè êàñàòåëüíîì ñôåðè÷åñêîì ðàññëîåíèè íàä M(c). Ïóñòü γ = π ◦Γ � ïðî-

åêöèÿ Γ íà M(c). Òîãäà ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû êðèâîé γ ïîñòîÿííû è

(a) k3 = · · · = kn−1 = 0 äëÿ âåùåñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû;

(b) k6 = · · · = k2n−1 = 0 äëÿ êîìïëåêñíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû;

(c) k10 = · · · = k4n−1 = 0 äëÿ êâàòåðíèîííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû.

Êàê çàìåòèë À. À. Áîðèñåíêî, ðåçóëüòàò Òåîðåìû 3.2 ìîæåò áûòü âûðà-

æåííûé â áîëåå ÿñíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ: ñïðîåêòèðîâàííàÿ êðèâàÿ

γ = π◦Γ ëåæèò íà âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîì S3 èëè H3, íà âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîì

CP 3 èëè CH3 è íà âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîì QP 3 èëè QH3 äëÿ âåùåñòâåííîé,

êîìïëåêñíîé è êâàòåðíèîííîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû ñîîòâåòñòâåííî.

Ýòè óòâåðæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (3.6), (3.10) è (3.14).
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Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2 áàçèðóåòñÿ íà ðåêóððåíòíîì ñâîéñòâå ñòå-

ïåíåé îïåðàòîðà êðèâèçíû ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ, äîêàçàííûõ â [109].

Ïóñòü RXY - îïåðàòîð êðèâèçíû M(c). Îïðåäåëèì ñòåïåíü îïåðàòîðà êðè-

âèçíû Rp
XY ðåêóððåíòíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: Rp

XYZ = Rp−1
XY (RXYZ) p > 1.

Îñíîâíîé èíñòðóìåíò äëÿ íàøèõ ðàññìîòðåíèé çàëîæåí â öåïè ëåìì.

Ëåììà 3.3 Ïóñòü RXY îïåðàòîð êðèâèçíû âåùåñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåí-

íîé ôîðìû (Mn(c), g). Òîãäà äëÿ ëþáûõ X è Y

Rp
XY =


(−b2c2)s−1RXY äëÿ p=2s-1

(−b2c2)s−1R2
XY äëÿ p=2s,

s ≥ 1

ãäå b = |X ∧ Y | = const - íîðìà áèâåêòîðà X ∧ Y .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð êðèâèçíû RXY âåùåñòâåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé

ôîðìû (Mn(c), g) èìååò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

RXYZ = c
(⟨
Y, Z

⟩
X −

⟨
X,Z

⟩
Y
)
.

Òîãäà

R2
XYZ = c

(⟨
Y,RXYZ

⟩
X −

⟨
X,RXYZ

⟩
Y
)
=

c2
(⟨
Y,
⟨
Y, Z

⟩
X −

⟨
X,Z

⟩
Y
⟩
X −

⟨
X,
⟨
Y, Z

⟩
X −

⟨
X,Z

⟩
Y
⟩
Y
)
=

c2
(⟨
Y, Z

⟩⟨
X, Y

⟩
X −

⟨
X,Z

⟩
|Y |2X −

⟨
Y, Z

⟩
|X|2Y +

⟨
X,Z

⟩⟨
X, Y

⟩
Y
)
=

c2
(⟨
Y, Z

⟩(⟨
X, Y

⟩
X − |X|2Y

)
+
⟨
X,Z

⟩(⟨
X, Y

⟩
Y − |Y |2X

))
=

c
(⟨
Y, Z

⟩
RXYX +

⟨
X,Z

⟩
RY XY

)
.
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Ïîýòîìó,

R3
XYZ = c

[⟨
Y,RXYZ

⟩
RXYX +

⟨
X,RXYZ

⟩
RY XY

]
=

c3
[(⟨

Y, Z
⟩⟨
X,Y

⟩
−
⟨
X,Z

⟩
|Y |2

)(⟨
X, Y

⟩
X − |X|2Y

)
+(⟨

Y, Z
⟩
|X|2 −

⟨
X,Z

⟩⟨
X, Y

⟩)(⟨
X,Y

⟩
Y − |Y |2X

)]
=

c3
[
−
⟨
Y, Z

⟩
X
(
|X|2|Y |2 −

⟨
X,Y

⟩2)
+
⟨
X,Z

⟩
Y
(
|X|2|Y |2 −

⟨
X, Y

⟩2)]
=

− c2b2RXYZ,

ãäå, î÷åâèäíî, b2 = |X|2|Y |2 −
⟨
X, Y

⟩2
- êâàäðàò íîðìû X ∧ Y . Òåïåðü ìû

ìîæåì íàéòè äðóãèå ñòåïåíè äëÿ RXY èíäóêòèâíî.

Ëåììà 3.4 Ïóñòü RXY � îïåðàòîð êðèâèçíû íåïëîñêîé êîìïëåêñíîé ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ôîðìû (Mn(c); J ; g). Îáîçíà÷èì b = |X ∧ Y | íîðìó áèâåê-

òîðà X ∧ Y è m =
⟨
X, JY

⟩
. Òîãäà äëÿ ëþáûõ X è Y

Rp
XY =


Lin (JR2

XY , RXY , J ) äëÿ p=2s-1

Lin (R2
XY , JRXY , E ) äëÿ p=2s,

s ≥ 2

ãäå E - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, è Lin îçíà÷àåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ìíîãî÷ëå-

íàìè îò 1
c , b, m.

Ëåììà 3.5 Ïóñòü RXY � îïåðàòîð êðèâèçíû íåïëîñêîé êâàòåðíèîííîé ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ôîðìû (Mn(c); J1, J2, J3; g). Îáîçíà÷èì b = |X ∧ Y | íîðìó

áèâåêòîðà X ∧Y . Ïîëîæèì m1 =
⟨
X, J1Y

⟩
, m2 =

⟨
X, J2Y

⟩
, m3 =

⟨
X, J3Y

⟩
,
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m2 = m2
1 +m2

2 +m2
3, J = m1J1 +m2J2 +m3J3. Òîãäà äëÿ ëþáûõ X è Y

Rp
XY =


Lin (JR4

XY , R
3
XY , JR2

XY , RXY ,J ) äëÿ p=2s-1

Lin (R4
XY , JR3

XY , R
2
XY , JRXY , E ) äëÿ p=2s,

s ≥ 3

ãäå E - òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð è Lin îçíà÷àåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ìíîãî÷ëå-

íàìè îò 1
c , b, m.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåìì 3.4 è 3.5 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû 3.3

è èñïîëüçóåò èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà êðèâèçíû êîìïëåêñíîé è

êâàòåðíèîííîé ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì. Òåõíè÷åñêàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà

Ëåìì 3.4 è 3.5 ïðèíàäëåæèò ñîàâòîðó ðàáîòû [109], ïîýòîìó çäåñü ìû èõ

îïóñêàåì.

Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.2. Ñëó÷àé (a). Îáîçíà÷èì e1, . . . , en−1

ðåïåð Ôðåíå γ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ôðåíå äëÿ êðèâîé ñ ïîñòîÿííûìè ãåîäå-

çè÷åñêèìè êðèâèçíàìè è ñ ó÷åòîì (3.3), ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî

γ(2s−1) = (1− ρ2)s−1/2k1k2 . . . k2s−2 e2s−1 + Lin
{
e1, e3, . . . , e2s−3

}
,

γ(2s) = (1− ρ2)sk1k2 . . . k2s−1 e2s + Lin
{
e2, e4, . . . , e2s−2

} (3.4)

äëÿ âñåõ s ≥ 1 (ñ ôîðìàëüíîé ïîäñòàíîâêîé k0 ≡ 1). Ïîëàãàÿ s = 1, 2 â

÷åòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìû âèäèì, ÷òî

γ(2) = (1− ρ2)k1 e2

γ(4) = (1− ρ2)2k1k2k3 e4 + Lin (e2).
(3.5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.1, Ëåììó 3.3 è Ëåììó 3.1 ñíîâà, ìû

ïîëó÷àåì

γ(4) = R3
ξ′ ξγ

′ = −b2c2R ξ′ ξγ
′ = −b2c2γ(2). (3.6)
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Ïîäñòàíîâêà èç (3.5) äàåò (1 − ρ2)2k1k2k3 e4 + Lin (e2) = 0 è ïîýòîìó k3 = 0,

÷òî è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî b2 ïîñòîÿííî âäîëü γ, òàê êàê(
b2
)′
=
(
|ξ′ ∧ ξ|2

)
=
(
ρ2 | ξ |2 −

⟨
ξ′, ξ

⟩2)′
= 2ρ2

⟨
ξ′, ξ

⟩
− 2
⟨
ξ′, ξ

⟩
ρ2 ≡ 0.

Ñëó÷àé (b). Îáîçíà÷èì e1, . . . , e2n−1 ðåïåð Ôðåíå γ. Ïîäîáíî ñëó÷àþ

(a), ôîðìóëû Ôðåíå äàþò

γ(2s−1) = (1− ρ2)s−1/2k1k2 . . . k2s−2 e2s−1 + Lin
{
e1, e3, . . . , e2s−3

}
,

γ(2s) = (1− ρ2)sk1k2 . . . k2s−1 e2s + Lin
{
e2, e4, . . . , e2s−2

} (3.7)

äëÿ âñåõ s ≥ 1. Ïîëàãàÿ s = 1, 2, 3, 4 â íå÷åòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìû ïîëó÷àåì

γ′ = (1− ρ2)1/2e1,

γ(3) = (1− ρ2)3/2k1k2 e3 + Lin (e1),

γ(5) = (1− ρ2)5/2k1 . . . k4 e5 + Lin (e1, e3),

γ(7) = (1− ρ2)7/2k1 . . . k6 e7 + Lin (e1, e3, e5).

(3.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ Ëåììó 3.1, Ëåììó 3.4 è ñíîâà Ëåììó 3.1, ìû

ïîëó÷àåì
γ(5) = R4

ξ′ ξγ
′ = Lin (R2

ξ′ ξ, JR ξ′ ξ, E)γ
′ = Lin (γ(3), Jγ(2), γ′),

γ(7) = R6
ξ′ ξγ

′ = Lin (R2
ξ′ ξ, JR ξ′ ξ, E)γ

′ = Lin (γ(3), Jγ(2), γ′),
(3.9)

Èñêëþ÷àÿ Jγ(2) èç (3.9), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

γ(7) = Lin (γ(5), γ(3), γ′). (3.10)

Ïîäñòàíîâêà èç (3.8) âëå÷åò (1 − ρ2)7/2k1 . . . k6 e7 + Lin (e1, e3, e5) = 0 è ìû

çàêëþ÷àåì, ÷òî k6 = 0, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé - êîíñòàíòû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî Ëåììå 3.4 êîýôôèöèåíòû - ìíîãî÷ëåíû îòíîñèòåëüíî 1/c,

b = |ξ′ ∧ ξ| è m =
⟨
ξ′, Jξ

⟩
. Çíà÷åíèå b ïîñòîÿííî âäîëü γ ïî òåìè æå ïðè÷è-
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íàìè, ÷òî è ñëó÷àå (a). Âåëè÷èíà m ïîñòîÿííà âäîëü γ òàê êàê

m′ =
⟨
ξ′, Jξ

⟩′
=
⟨
ξ′′, Jξ

⟩
+
⟨
ξ′, Jξ′

⟩
≡ 0.

Ñëó÷àé (c). Îáîçíà÷èì e1, . . . , e4n−1 ðåïåð Ôðåíå γ. Êàê è âûøå, ôîð-

ìóëû Ôðåíå äàþò

γ(2s−1) = (1− ρ2)s−1/2k1k2 . . . k2s−2 e2s−1 + Lin
{
e1, e3, . . . , e2s−3

}
,

γ(2s) = (1− ρ2)sk1k2 . . . k2s−1 e2s + Lin
{
e2, e4, . . . , e2s−2

} (3.11)

äëÿ âñåõ s ≥ 1. Ïîëàãàÿ s = 1, 2, 3, 4, 5, 6 â íå÷åòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìû ïîëó-

÷àåì

γ′ = (1− ρ2)1/2e1,

γ(3) = (1− ρ2)3/2k1k2 e3 + Lin (e1),

γ(5) = (1− ρ2)5/2k1 . . . k4 e5 + Lin (e1, e3),

γ(7) = (1− ρ2)7/2k1 . . . k6 e7 + Lin (e1, e3, e5),

γ(9) = (1− ρ2)9/2k1 . . . k8 e9 + Lin (e1, e3, e5, e7),

γ(11) = (1− ρ2)11/2k1 . . . k10 e11 + Lin (e1, e3, e5, e7, e9).

(3.12)

Ïðèìåíÿÿ ñíîâà Ëåììó 3.1, Ëåììó 3.5 è çàòåì Ëåììó 3.1, ïîëó÷àåì

γ(7) = R6
ξ′ ξγ

′ = Lin (R4
ξ′ ξ,JR3

ξ′ ξ, R
2
ξ′ ξ,JR ξ′ ξ, E)γ

′ =

Lin (γ(5),J γ(4), γ(3),J γ(2), γ′),

γ(9) = R8
ξ′ ξγ

′ = Lin (R4
ξ′ ξ,JR3

ξ′ ξ, R
2
ξ′ ξ,JR ξ′ ξ, E)γ

′ =

Lin (γ(5),J γ(4), γ(3),J γ(2), γ′),

γ(11) = R10
ξ′ ξγ

′ = Lin (R4
ξ′ ξ,JR3

ξ′ ξ, R
2
ξ′ ξ,JR ξ′ ξ, E)γ

′ =

Lin (γ(5),J γ(4), γ(3),J γ(2), γ′).

(3.13)

Èñêëþ÷àÿ J γ(2) è J γ(4) èç (3.13), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

γ(11) = Lin (γ(9), γ(7), γ(5), γ(3), γ′). (3.14)
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Ïîäñòàíîâêà èç (3.12) âëå÷åò (1−ρ2)11/2k1 . . . k10 e11+Lin (e1, e3, e5, e7, e9) = 0

è ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî k10 = 0, ÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé - êîíñòàíòû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî Ëåììå 3.5 êîýôôèöèåíòû � ìíîãî÷ëåíû îò 1/c, b = |ξ′∧ ξ|

è m =
√
m2

1 +m2
2 +m2

3. Çíà÷åíèå b ïîñòîÿííî âäîëü γ ïî òåìè æå ñàìûìè

ïðè÷èíàìè, ÷òî è â ñëó÷àå(a). Çíà÷åíèÿ m1,m2,m3 âåñü ïîñòîÿííû âäîëü γ

òàê êàê m′
i =

⟨
ξ′, Jiξ

⟩′
=
⟨
ξ′′, Jiξ

⟩
+
⟨
ξ′, Jiξ

′⟩ ≡ 0 äëÿ i = 1, 2, 3.

3.2. Ãåîäåçè÷åñêèå â ðàññëîåíèè ñôåð Áåðæå

Ìåòðèêà Ñàñàêè ñëàáî íàñëåäóåò ñâîéñòâà áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìåòðèêà Ñàñàêè îáëàäàåò òîëüêî ñâîéñòâàìè îáùåé ðè-

ìàíîâîé ìåòðèêè. Âèäèìî ïîýòîìó â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ïîïûòêè

äåôîðìèðîâàòü ìåòðèêó Ñàñàêè ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ åå "æåñòêîñòè" . Èñ-

ïîëüçóÿ ïîíÿòèå åñòåñòâåííîãî ïîäíÿòèÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêè ìíîãîîáðàçèÿ

äî ìåòðèêè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, M.T.K. Àááàññè è M. Ñàðèõ [1] ïðåäëî-

æèëè î÷åíü îáùóþ èäåþ äåôîðìàöèè ìåòðèêè Ñàñàêè íà êàñàòåëüíîì è ñôå-

ðè÷åñêîì êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèÿõ. Ýòà äåôîðìèðîâàííàÿ ìåòðèêà âêëþ÷à-

åò â ñåáÿ êàê ìåòðèêó Ñàñàêè, òàê è ìåòðèêó ×èãåðà-Ãðîìîëëà [26], [70], à

òàê æå ðÿä äðóãèõ ìåòðèê [57], [58], [61]. Ñâîéñòâà ýòèõ ìåòðèê èçó÷àëèñü â

ðàáîòàõ [2], [3], [4], [6], [57], [58], [62]. Ïðåäëîæåííûå äåôîðìàöèè èñïîëüçóþò

äåôîðìàöèþ ìåòðèêè â íàïðàâëåíèè "òî÷êè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ".

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäëàãàåì äðóãîé åñòåñòâåííûé ñïîñîá ïîñëîé-

íîé äåôîðìàöèè ìåòðèêè Ñàñàêè â ïðèñóòñòâèè íà ìíîãîîáðàçèè ïî÷òè êîì-

ïëåêñíîé ñòðóêòóðû J . Åñëè áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå (M, g) èìååò ðàçìåðíîñòü

2n è ñíàáæåíî ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé J , òî íà êàæäîé êàñàòåëüíîé

ñôåðå S2n−1
x â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxM îïðåäåëåíî âåêòîðíîå ïîëå

Õîïôà Jξ, ãäå ξ åñòü åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ýòîé ñôå-

ðå. Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíóþ ìåòðè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ Áåðæå íà êàæäîé êàñà-

òåëüíîé ñôåðå, ìû ïîëó÷èì ñôåðè÷åñêîå ðàññëîåíèå íàä M ñ ìåòðè÷åñêèìè
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ñôåðàìè Áåðæå â êà÷åñòâå ñëîåâ. Ñ áîëåå øèðîêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìû ïîëó÷à-

åì äåôîðìàöèþ ìåòðèêè Ñàñàêè íà âçðåçàííîì ðàññëîåíèè TM0 := TM\M

â íàïðàâëåíèè Jξ òàêóþ, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýòîé äåôîðìàöèè íà ðàññëîåíèå

åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ äàñò îïèñàííóþ âûøå êîíñòðóêöèþ. Îïèøåì òî÷íóþ

êîíñòðóêöèþ.

Ìåòðèêà Ñàñàêè ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà ñêàëÿðíûì ïðîèç-

âåäåíèåì êîìáèíàöèé ëèôòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ M íà TM êàê⟨⟨
Xh, Y h

⟩⟩
=
⟨
X,Y

⟩
,
⟨⟨
Xh, Y v

⟩⟩
= 0,

⟨⟨
Xv, Y v

⟩⟩
=
⟨
X, Y

⟩
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿM ýðìèòîâî ìíî-

ãîîáðàçèå (M 2n, g, J). Îïðåäåëèì äåôîðìàöèþ Ìåòðèêè Ñàñàêè âäîëü Jξ íà-

ïðàâëåíèÿ â êàæäîì ñëîå âèäà⟨⟨
Xh, Y h

⟩⟩
=
⟨
X,Y

⟩
,⟨⟨

Xh, Y v
⟩⟩

= 0,⟨⟨
Xv, Y v

⟩⟩
=
⟨
X, Y

⟩
+ δ2

⟨
X, Jξ

⟩⟨
Y, Jξ

⟩
,

(3.15)

ãäå J - ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà M , è δ - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ãåî-

ìåòðè÷åñêè ýòà äåôîðìàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ìû èñêàæàåì êàæäóþ êàñàòåëüíóþ

ñôåðó S2n−1 ⊂ TqM âäîëü ñëîåâ ñòàíäàðòíîãî Õîïôîâñêîãî ðàññëîåíèÿ S2n−1

â êàæäîé òî÷êå q ∈ M . Ìû áóäåì íàçûâàòü êàñàòåëüíîå (ñôåðè÷åñêîå) ðàñ-

ñëîåíèå ñ ìåòðèêîé (3.15) êàñàòåëüíûì (ñôåðè÷åñêèì) Áåðæå ðàññëîåíèåì.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî M ýðìèòîâî ëîêàëüíî ñèììåò-

ðè÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå M ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíî Êýëåðîâûì, òî

åñòü ∇J = 0, è ëîêàëüíî ñèììåòðè÷íûì êàê ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå [90].

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû Äîìáðîâñêîãî (Ëåììà 1.1) äëÿ ñêîáîê ëèôòîâ

âåêòîðíûõ ïîëåé íåçàâèñèìû îò âûáîðå ìåòðèêè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ â íåèçìåííîé ôîðìå. ×òî

êàñàåòñÿ ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè (3.15), òî îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë Äîìáðîâñêîãî è ôîðìóëû Êîøóëÿ (1.8). Ïîäðîáíûå
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âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû â [118].

Ëåììà 3.6 Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè (3.15) ïîëíîñòüþ îïðåäåëå-

íà â êàæäîé òî÷êå (q, ξ) ∈ TM ôîðìóëàìè

∇̃XhY h =
(
∇XY

)h − 1
2

(
R(X, Y )ξ

)v
,

∇̃XhY v = 1
2

(
R(ξ, Y )X + δ2 ⟨Y, Jξ⟩R(ξ, Jξ)X

)h
+
(
∇XY

)v
,

∇̃XvY h = 1
2

(
R(ξ,X)Y + δ2 ⟨X, Jξ⟩R(ξ, Jξ)Y

)h
∇̃XvY v = δ2

(
⟨X, Jξ⟩ JY + ⟨Y, Jξ⟩ JX−

δ2

1+δ2|ξ|2
(
⟨Y, ξ⟩ ⟨X, Jξ⟩+ ⟨X, ξ⟩ ⟨Y, Jξ⟩

)
Jξ
)v
,

ãäå ∇ - ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà íà M , è R - åå òåíçîð êðèâèçíû.

Ðàññìîòðèì êðèâóþ Γ íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ñ ìåòðèêîé (3.15).

Ãåîìåòðè÷åñêè, Γ = {x(σ), ξ(σ)}, ãäå x(σ) - êðèâàÿ íà M è ξ(σ) - âåêòîðíîå

ïîëå âäîëü ýòîé êðèâîé. Ïóñòü σ � ïàðàìåòð äëèíû äóãè íà Γ. Òîãäà Γ′ =(
dx
dσ

)h
+ (∇ dx

dσ
ξ)v. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ x′ = dx

dσ è ξ′ = ∇ dx
dσ
ξ. Òîãäà ìû ìîæåì

çàïèñàòü Γ′ = (x′)h + (ξ′)v. Èñïîëüçóÿ Ëåììó 3.6 ìû ìîæåì ëåãêî ïîëó÷èòü

äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé ìåòðèêè (3.15).

Ëåììà 3.7 Ïóñòü (M 2n, g, J) ýðìèòîâî ëîêàëüíî ñèììåòðè÷íîå ìíîãîîá-

ðàçèå è TM åãî Áåðæå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Êðèâàÿ Γ = {x(σ), ξ(σ)}

ãåîäåçè÷åñêàÿ íà TM , åñëè x(σ) è ξ(σ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

x′′ +R(ξ, ξ′)x′ = 0

ξ′′ + 2δ2
⟨
ξ′, Jξ

⟩(
Jξ′ − δ2

1+δ2|ξ|2
⟨
ξ′, ξ

⟩
Jξ
)
= 0,

(3.16)
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ãäå R(ξ, ξ′) = R(ξ, ξ′) + δ2
⟨
ξ′, Jξ

⟩
R(ξ, Jξ) è R - îïåðàòîð êðèâèçíû M .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñôåðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T1M . Åäèíè÷-

íàÿ íîðìàëü ê T1M êàê è äî äåôîðìàöèè åñòü ξv. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü

óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ T1M , äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü |ξ| = 1 â (3.16) è

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.16) ïðîïîðöèîíàëüíà ξ.

Ëåììà 3.8 Ïóñòü (M 2n, g, J) � ýðìèòîâî ëîêàëüíî ñèììåòðè÷íîå ìíîãî-

îáðàçèå è T1M åãî êàñàòåëüíîå ñôåðè÷åñêîå Áåðæå ðàññëîåíèå. Ïîëîæèì

c = |ξ′|, µ =
⟨
ξ′, Jξ

⟩
. Êðèâàÿ Γ = {x(σ), ξ(σ)} ãåîäåçè÷åñêàÿ íà T1M åñëè è

òîëüêî åñëè

(a) c = const, µ = const;

(b) x(σ) è ξ(σ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

x′′ +R(ξ, ξ′)x′ = 0

ξ′′ + c2ξ + 2δ2µ(Jξ′ + µξ) = 0.

(3.17)

ãäå R(ξ, ξ′) = R(ξ, ξ′) + δ2µR(ξ, Jξ) è R - îïåðàòîð êðèâèçíû áàçîâîãî

ìíîãîîáðàçèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì |ξ| = 1 â (3.16) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ξ′′ + 2δ2
⟨
ξ′, Jξ

⟩
Jξ′ = ρξ, (3.18)

ãäå ρ - íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëîæèì c = |ξ′|. Òîãäà c = const, òàê êàê èç

(3.18) ìû âèäèì ÷òî
⟨
ξ′′, ξ′

⟩
= 0. Ïîëîæèì µ =

⟨
ξ′, Jξ

⟩
. Òîãäà µ = const òàê

êàê µ′ =
⟨
ξ′′, Jξ

⟩
= 0 ïî òåì æå ïðè÷èíàì. Óìíîæàÿ (3.18) íà ξ, ìû íàõîäèì,

÷òî −ρ = c2 + 2δ2µ2 = const.
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Òåîðåìà 3.9 Ïóñòü γ = π ◦ Γ � ïðîåêöèÿ êðèâîé Γ íà êàñàòåëüíîì ñôåðè-

÷åñêîå Áåðæå ðàññëîåíèè íàä ýðìèòîâûì ëîêàëüíî ñèììåòðè÷íûì ìíîãî-

îáðàçèåì M . Òîãäà âñå ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû γ ïîñòîÿííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî òåíçîð R(ξ, ξ′) ïàðàëëåëåí âäîëü

γ äëÿ ñëó÷àÿ T1M . Èñïîëüçóÿ (3.17) ìû ïîëó÷àåì

R′(ξ, ξ′) = R(ξ, ξ′′) + δ2µR(ξ′, Jξ) + δ2µR(ξ, Jξ′) =

−2δ2µR(ξ, Jξ′)− δ2µR(Jξ′, ξ) + δ2µR(ξ, Jξ′) = 0.

Çäåñü ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè ôàêò ÷òî R(JX, JY ) = R(X,Y ). Ñëåäîâàòåëü-

íî, åñëè Γ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêîé íà T1M , òî âäîëü êàæäîé êðèâîé γ = π ◦Γ

x(p+1)(σ) = −R(ξ, ξ′) x(p)(σ) p ≥ 1, (3.19)

èëè, ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ,

x(p+1)(σ) = (−1)pRp(ξ, ξ′)x′(σ) p ≥ 1. (3.20)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîâîëüíî î÷åâèäíî ÷òî
⟨
R(ξ, ξ′)X,Y

⟩
= −

⟨
R(ξ, ξ′)Y,X

⟩
.

Ýòîò ôàêò è (3.19) âëå÷åò

|x(p)(σ)| = const äëÿ âñåõ p ≥ 1 (3.21)

Äåéñòâèòåëüíî,

d
dσ |x

(p)(σ)| 2 = 2
⟨
x(p+1)(σ), x(p)(σ)

⟩
= −2

⟨
R(ξ, ξ′) x(p)(σ), x(p)(σ)

⟩
= 0.

Îáîçíà÷èì s åñòåñòâåííûé ïàðàìåòð íà γ. Òîãäà x′σ = x′s
ds
dσ è ïîýòîìó

1 = ∥Γ′∥2 =
∣∣∣ds
dσ

∣∣∣2 + |ξ′|2 + δ2
⟨
ξ′, Jξ

⟩2
=
∣∣∣ds
dσ

∣∣∣2 + c2 + δ2µ2.

Èç ýòîãî ìû ïîëó÷àåì

ds

dσ
=
√
1− c2 − δ2µ2 =

√
1− λ2, (3.22)
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ãäå ìû ïîëàãàåì λ2 = c2 + δ2µ2 = const.

Îáîçíà÷èì ν1, . . . , ν2n−1 ðåïåð Ôðåíå âäîëü γ è k1, . . . , k2n−1 ãåîäåçè÷å-

ñêèå êðèâèçíû γ. Òîãäà, èìåÿ â âèäó (3.22), ìû èìååì

x′ =
√
1− λ2 ν1, x′′ = (1− λ2)k1ν2.

Òåïåðü (3.21) âëå÷åò k1 = const. Òàê ÷òî äàëåå ìû èìååì

x(3) = (1− λ2)3/2 k1(−k1ν1 + k2ν3)

è (3.21) âëå÷åò ñíîâà k2 = const. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ìû çàêàí÷èâàåì äîêà-

çàòåëüñòâî.

Êàê áûëî äîêàçàíî â [101], äëÿ ñëó÷àÿ T1CP
n è TCP n ñ ìåòðèêîé Ñàñà-

êè, êðèâèçíû γ = π ◦Γ � íóëè, íà÷èíàÿ ñ k6. Äîâîëüíî çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ýòî

ñâîéñòâî, âñå åùå èìåþò ñèëó äëÿ ñëó÷àÿ êàñàòåëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî Áåðæå

ðàññëîåíèÿ íàä CP n.

Òåîðåìà 3.10 Ïóñòü Γ � ãåîäåçè÷åñêàÿ êàñàòåëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî Áåðæå

ðàññëîåíèÿ íàä êîìïëåêñíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì CP n. Òîãäà ãåî-

äåçè÷åñêèå êðèâèçíû γ = π ◦ Γ âñå ïîñòîÿííû è k6 = · · · = k2n−1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñëó÷àÿ CP n ìû èìååì

R(X, Y )Z =
m

4

(⟨
Y, Z

⟩
X−

⟨
X,Z

⟩
Y+

⟨
JY, Z

⟩
JX−

⟨
JX,Z

⟩
JY+2

⟨
X, JY

⟩
JZ
)
.

Ïîýòîìó, R(ξ, Jξ) = −2J è äëÿ ñëó÷àÿ êàñàòåëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî Áåðæå

ðàññëîåíèÿ R(ξ, ξ′) = R(ξ, ξ′) − 2δ2J. Òàê êàê R è J êîììóòèðóþò, òî åñòü

RJ = JR, îïåðàòîðûR è J òàêæå êîììóòèðóþò. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò ìîæåò

îòíîñèòåëüíî ëåãêî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ ñòåïåíåé îïåðàòîðà R âäîëü γ.

Äåéñòâèòåëüíî, â [109] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñòåïåíè îïåðàòîðà êðèâèçíû CP n
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óäîâëåòâîðÿþò îòíîøåíèÿì

R2q = Lin (R2, JR,E), R2q+1 = Lin (JR2, R, J),

ãäå Lin îçíà÷àåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðîâ è E îçíà-

÷àåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Lin (R, J) · Lin (R, J) = Lin (R2, JR,E)

Lin (R2, JR,E) · Lin (R, J) = Lin (JR2, R, J)

Lin (JR2, R, J) · Lin (R, J) = Lin (R2, JR,E).

Ïîýòîìó, äëÿ îïåðàòîðà R ìû òàêæå èìååì

R2q = Lin (R2, JR,E), R2q+1 = Lin (JR2, R, J). (3.23)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, RJ = JR è R = R− 2δ2J . Ïîýòîìó,

R2 = Lin (R2, JR, E) JR = Lin (JR, E) JR2 = Lin (JR,R, J).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýòî, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (3.23) êàê

R2q = Lin (R2, JR, E), R2q+1 = Lin (JR2,R, J). (3.24)

Èñïîëüçóÿ òåïåðü (3.19), (3.20) è (3.24), ìû ïîëó÷àåì

x(2q) = Lin (Jx′′′, x′′, Jx′), x(2q+1) = Lin (x′′′, Jx′′, x′) (3.25)

äëÿ q ≥ 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôîðìóë Ôðåíå äàþò

x′ =
√
1− λ2 ν1 x′′ = (1− λ2)k1ν2, x′′′ = (1− λ2)3/2(−k21ν1 + k1k2ν3)

è âîîáùå,

x(2q) = Lin (ν2, . . . , ν2q−2) + (1− λ2)q k1 . . . k2q−1 ν2q

x(2q+1) = Lin (ν1, . . . , ν2q−1) + (1− λ2)q+1/2 k1 . . . k2q ν2q+1

(3.26)
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Òàêèì îáðàçîì, (3.25) ïðèíèìàåò âèä

x(2q) = Lin (Jν1, Jν3, ν2), x(2q+1) = Lin (ν1, ν3, Jν2).

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû, äëÿ âñåõ q ≥ 2 ìû èìååì

Lin (Jν1, Jν3, ν2) = Lin (ν2, . . . , ν2q−2) + (1− λ2)q k1 . . . k2q−1 ν2q,

Lin (ν1, ν3, Jν2) = Lin (ν1, . . . , ν2q−1) + (1− λ2)q+1/2 k1 . . . k2q ν2q+1.

Ïîëàãàÿ q = 2 è q = 3, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûøå, ìû ïîëó÷àåì Lin (ν1, ν3, Jν2) = (1− λ2)5/2 k1 . . . k4 ν5,

Lin (ν1, ν3, ν5, Jν2) = (1− λ2)7/2 k1 . . . k6 ν7

è ïîýòîìó âîîáùå Lin (ν1, ν3, ν5) = k1 . . . k6 ν7. Òàê êàê ν1, . . . , ν7 ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû, ìû çàêëþ÷àåì ÷òî k6 = 0.

Äëÿ ñëó÷àÿ ãåîäåçè÷åñêèõ êàñàòåëüíîãî (íå ñôåðè÷åñêîãî) Áåðæå ðàññëîåíèÿ

ïðîåêöèè ãåîäåçè÷åñêèõ íà áàçîâîå ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå

íå áóäóò èìåòü ïîñòîÿííûõ êðèâèçí, òàê êàê òåíçîð R íå ïàðàëëåëåí âäîëü

ýòèõ ïðîåêöèé è àíàëîã äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3.9 íå èìååò ìåñòà. À èìåí-

íî, âäîëü ïðîåêöèè ãåîäåçè÷åñêîé íà áàçó

R′(ξ, ξ′) =
2δ6
⟨
ξ′, Jξ

⟩⟨
ξ′, ξ

⟩(
1− |ξ|2

)
1 + δ2|ξ|2

R(ξ, Jξ).

3.3. Ïîäíÿòèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé â êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

Â îòëè÷èå îò åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ðåçóëüòàòîâ (êàê â ëîêàëü-

íîì, òàê è â ãëîáàëüíîì àñïåêòå) ïî ãåîìåòðèè îáùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ êàê ïîäìíîãîîáðàçèÿ â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèå ïîëó÷åíî ìà-

ëî. Èçâåñòíî [54], ÷òî, åñëè ξ - íóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå, òî ξ(Mn) âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â TMn. Âàëü÷àê [77] ðàññìàòðèâàë ñëó÷àé, êîãäà
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ξ � íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïîëå íà Mn è äîêàçàë, ÷òî, åñëè ξ � ïàðàëëåëüíîå

âåêòîðíîå ïîëå íà Mn, òî ξ(Mn) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â TMn. Êðîìå òîãî,

åñëè ξ èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó, òî ξ(Mn) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â TMn, åñëè

è òîëüêî åñëè ξ � ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íàMn. Ïîñëåäíåå óñëîâèå äî-

âîëüíî îáðåìåíèòåëüíî, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå Mn

äîëæíî áûòü ìåòðè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì Mn−1 × IR1. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à

äëÿ åñòåñòâåííî-äåôîðìèðîâàííîé ìåòðèêè [1] ðàññìàòðèâàëàñü â [30].

Çàìåòèì, ÷òî ξ(Mn) èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ñðåäè ïîäìíîãî-

îáðàçèé â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, òðàíñâåðñàëüíûõ ê ñëîÿì. Â ýòîì ðàçäåëå,

ìû èçó÷àåì ïîäìíîãîîáðàçèÿ N l ⊂ TMn ñ l ≤ n, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òðàíñ-

âåðñàëüíûìè ê ñëîÿì. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ëþáîå òðàíñâåðñàëüíîå ïîäìíîãî-

îáðàçèå N l ⊂ TMn ìîæåò áûòü ïîíÿòî ëîêàëüíî êàê îáðàç ïîäìíîãîîáðàçèÿ

F l ⊂ Mn ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ, îïðåäåëåííîãî âäîëü

F l. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì öåïü âêëþ÷åíèé:

ξ(F l) ⊂ ξ(Mn) ⊂ TMn.

Ìû èíòåðåñóåìñÿ ïðåæäå âñåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿìè ýòîãî êëàññà, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè. Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì, êîãäà ξ îïðåäå-

ëåíî íà âñåì Mn èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, íà îáëàñòè Dn ⊂Mn êàê â [77], ξ(F l)

ìîæåò áûòü âïîëíå ãåîäåçè÷íî â TMn, â òî âðåìÿ êàê ξ(Mn) � íåò. Íàøè ðàñ-

ñìîòðåíèÿ âêëþ÷àþò òàêæå ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðíîå ïîëå îïðåäåëåíî òîëüêî

íà F l, ò.å. òàê, ÷òîáû ξ îïðåäåëÿëî "ïðÿìîå" âëîæåíèå ξ : F l → TMn.

Äëÿ l = 1 ìû ïîëó÷àåì íè÷òî èíîå, êàê âåêòîðíîå ïîëå âäîëü êðèâîé

â Mn, êîòîðîå ïîðîæäàåò ãåîäåçè÷åñêóþ â TMn. Ñàñàêè Ñ. [65] îïèñàë ãåî-

äåçè÷åñêèå ëèíèè â TMn â òåðìèíàõ âåêòîðíûõ ïîëåé âäîëü êðèâûõ â Mn è

íàøåë äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà êðèâóþ è ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîð-

íîå ïîëå. Êðîìå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà Mn èìååò ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó, Ñàòî

[68] ÿâíî îïèñàë êðèâûå è âåêòîðíûå ïîëÿ.

Î÷åâèäíî, íàø ïîäõîä çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó âû-
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øåóïîìÿíóòûìè ðàññìîòðåíèÿìè äëÿ l = 1 è l = n.

Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà ξ(F l), îáåñïå÷èâàþùèå âïîëíå

ãåîäåçè÷íîñòü, êîòîðûå ìû äàåì â Ïðåäëîæåíèè 3.15, èìåþò áîëåå ÿñíûé

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ èìååò ïîñòîÿííóþ äëè-

íó âäîëü F l (Òåîðåìà 3.20) èëè ÷òî ξ � íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü

F l (Òåîðåìà 3.21). Ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 3.21 ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñëîåíèé íà

ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïîçâîëÿåò ïðîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó

ξ(Mn) (Ñëåäñòâèå 3.22).

Ïðèìåíåíèå ê ñëó÷àþ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû

ïîêàçûâàåò íå æåñòêîñòü âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ñâîéñòâà ξ(F l), l < n â ñðàâ-

íåíèè ñî ñëó÷àåì l = n. Âñþäó â ðàçäåëå ìû ïîëàãàåì, ÷òî

• Mn � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé ḡ, F l � ïîäìíîãîîáðàçèå Mn ñ

èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé g, TMn - êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèåMn ñ ìåòðè-

êîé Ñàñàêè g̃;

• ∇̄, ∇, ∇̃ - ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà îòíîñèòåëüíî ḡ, g, g̃ ñîîòâåòñòâåííî;

• äèàïàçîí èíäåêñîâ: a, b, c = 1 . . . n; i, j, k = 1 . . . l.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèíÿòûõ â ðàçäåëå îáîçíà÷åíèÿõ ìåòðèêà Ñàñàêè g̃ íà

TMn îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì: åñëè X̃, Ỹ - êàñà-

òåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà TMn, òî

g̃(X̃, Ỹ ) = ḡ(π∗X̃, π∗Ỹ ) + ḡ(KX̃,KỸ ) (3.27)

ãäå π∗ : TTMn → TMn - äèôôåðåíöèàë ïðîåêöèè π : TMn → Mn è K :

TTMn → TMn ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñâÿçíîñòè .

Ïóñòü {x1, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn} � åñòåñòâåííàÿ èíäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò â TMn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F l ⊂ Mn � ïîäìíîãîîáðàçèå, çàäàííîå

ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå xa = xa(u1, . . . , ul). Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå íà Mn,

îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîì îêðåñòíîñòè (èëè òîëüêî íà) ïîäìíîãîîáðàçèå F l.

Òîãäà îãðàíè÷åíèå ξ íà ïîäìíîãîîáðàçèå F l, êîòîðîå ìû íàçûâàåì âåêòîð-
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íûì ïîëåì íà Mn âäîëü F l, ïîðîæäàåò ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(F l) ⊂ TMn ñ

ëîêàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì âèäà

ξ(F l) :

 xa = xa(u1, . . . , ul),

ξa = ξa(x1(u1, . . . , ul), . . . , xn(u1, . . . , ul)).
(3.28)

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèå (3.28) êàê íà ïîä-

ìíîãîîáðàçèå, ïîðîæäåííîå âåêòîðíûì ïîëåì íà Mn âäîëü F l. Ñëåäóþùåå

ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ξ(F l).

Ïðåäëîæåíèå 3.11 Âåêòîðíîå ïîëå X̃ íà TMn êàñàòåëüíî ê ξ(F l) âäîëü

ξ(F l) åñëè è òîëüêî åñëè åãî ãîðèçîíòàëüíî-âåðòèêàëüíîå ðàçëîæåíèå èìå-

åò âèä

X̃ = Xh + (∇̄X ξ)
v, (3.29)

ãäå X - êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà F l, ∇̄X ξ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ξ â íàïðàâëåíèè X îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà èç Mn è ëèôòû

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ëèôòû íà TMn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ẽi âåêòîðû êîîðäèíàòíîãî ðåïåðà ξ(F l).

Òîãäà ẽi =
{

∂x1

∂ui , . . . ,
∂xn

∂ui ;
∂ξ1

∂ui , . . . ,
∂ξn

∂ui

}
. Íàéäåì ïðîåêöèè

π∗ẽi =
∂xa

∂ui
∂

∂xa
=

∂

∂ui
,

Kẽi =
(
∂ξa

∂ui
+ Γ̄a

bc ξ
b ∂x

c

∂ui

)
∂

∂xa
=

(
∂ξa

∂xc
∂xc

∂ui
+ Γ̄a

bc ξ
b ∂x

c

∂ui

)
∂

∂xa

=
∂xc

∂ui
(
∂ξa

∂xc
+ Γ̄a

bc ξ
b )

∂

∂xa
= ∇̄iξ,

ãäå Γ̄a
bc - ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ìåòðèêè ḡ âçÿòûé âäîëü F l è ∇̄i îçíà÷àåò

êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà Mn îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè
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Ëåâè-×èâèòà ḡ âäîëü i -é êîîðäèíàòíîé êðèâîé ïîäìíîãîîáðàçèÿ F l ⊂ Mn.

Â èòîãå, ìû èìååì ẽi =
(

∂
∂ui

)h
+ (∇̄iξ)

v. Ïóñòü X̃ � âåêòîðíîå ïîëå íà TMn

êàñàòåëüíîå ê ξ(F l) âäîëü ξ(F l). Òîãäà ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå èìååò ìåñòî

X̃ = X̃ iẽi. Ïîëîæèì X = X̃ i∂/∂ui. Âåêòîðíîå ïîëå X êàñàòåëüíî ê F l è ðàç-

ëîæåíèå X̃ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê X̃ = Xh+(∇̄X ξ)
v, ÷òî çàêàí÷èâàåò

äîêàçàòåëüñòâî.

×òîáû îïèñàòü íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ξ(F l), íàì íåîáõîäèìî îäíî âñïî-

ìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå. Ïóñòü ξ � äàííîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîäìíîãîîáðàçèè

F l ⊂ Mn. Òîãäà ∇̄ îïðåäåëÿåò ïîòî÷å÷íî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ∇̄ξ : TqF l →

TqM
n, X → ∇̄Xξ, äëÿ êàæäîãî x ∈ Mn. Åãî ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèå,

îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî

ìåòðèêàìè g è ḡ, ïîðîæäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå (∇̄ξ)t : TqM
n → TqF

l

îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

g ((∇̄ξ)tW,X) = ḡ (∇̄Xξ,W ) äëÿ âñåõ W ∈ TqM
n è X ∈ TqF

l. (3.30)

Ìû íàçûâàåì îòîáðàæåíèå (∇̄ξ)t : TqMn → TqF
l ñîïðÿæåííîé ïðîèçâîäíîé.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü

Ïðåäëîæåíèå 3.12 Ïóñòü η è Z íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå âåêòîðíûå ïî-

ëÿ íà F l ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ëèôòû ηh, ηv − ((∇̄ξ)tη)h, Zv − ((∇̄ξ)tZ)h

â òî÷êè ξ(F l) ïîðîæäàþò íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå ξ(F l) â TMn.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü X̃ = Xh+(∇̄Xξ)
v � âåêòîðíîå ïîëå íà ξ(F l). Ïóñòü η

è Z � âåêòîðíûå ïîëÿ íà F l, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè
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ê F l ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.27), (3.29) è (3.30), ìû èìååì

g̃(X̃, ηh) = ḡ (X, η) = 0,

g̃(X̃, ηv − [(∇̄ξ)tη]h) = −ḡ (X, (∇̄ξ)tη) + ḡ (∇̄Xξ, η)

= −ḡ (∇̄Xξ, η) + ḡ (∇̄Xξ, η) = 0,

g̃(X̃, Zv − [(∇̄ξ)tZ]h) = −ḡ (X, (∇̄ξ)tZ) + ḡ (∇̄Xξ, Z)

= −ḡ (∇̄Xξ, Z) + ḡ (∇̄Xξ, Z) = 0

Ïóñòü η1, . . . , ηp (p = 1, . . . , n − l) � íîðìàëüíûé ðåïåð F l, à f1, . . . , fl

êàñàòåëüíûé ðåïåð â êàæäîé òî÷êå x ∈ F l. Ðàññìîòðèì âåêòîðíûå ïîëÿ

Nα = ηhα, Pα = ηvα − ((∇̄ξ)tηα)h, Fi = f vi − ((∇̄ξ)tei)h,

ãäå α = 1, . . . , n − l; i = 1, . . . , n. Ïîêàæåì, ÷òî îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

λαNα + µαPα + νiFi = {λαηα − µα(∇̄ξ)tηα − νi(∇̄ξ)tei}h + {µαηα + νifi}v = 0.

Ââèäó òîãî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòû ëèíåéíî íåçàâè-

ñèìû, ìû âèäèì, ÷òî µαηα+ν
ifi = 0, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî åñëè µα = 0, νi = 0.

Òîãäà, èç ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ âûøå ìû âèäèì, ÷òî λα = 0. Ïî-

ýòîìó Nα, Pα è Fi ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ÷òî è çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ F l ⊂ Mn ïî-

ðîæäàþò ïîäìíîãîîáðàçèÿ â TMn êîòîðûå òðàíñâåðñàëüíû ê ñëîÿì TMn.

Ìû ïîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî âåðíî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà 3.13 Ïóñòü N l âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå â êàñàòåëüíîì ðàññëî-

åíèè ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ Mn, òðàíñâåðñàëüíîå ê ñëîÿì â îêðåñòíîñòè

òî÷êè Q ∈ N l, òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäìíîãîîáðàçèå F l â Mn ñîäåðæàùåå
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q = π(Q), òàêîå ÷òî N l ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì îáðàçîì F l îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ, çàäàííîãî â òî÷êàõ F l.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüN l ïîäìíîãîîáðàçèå â TMn, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîÿì

è ïóñòü xa = xa(u1, . . . , u
l); ξa = ξa(u1, . . . , ul) åãî ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçà-

öèÿ â èíäóöèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõ. Áàçèñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè N l ñîñòàâ-

ëÿþò âåêòîðû ∂̃i =
∂xa

∂ui
∂

∂xa +
∂ξa

∂ui
∂
∂ξa . Â ñèëó òðàíñâåðñàëüíîñòè âåðòèêàëüíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ, ðàçìåðíîñòü îáðàçà îãðàíè÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëà ïðîåêöèè

ðàññëîåíèÿ íà êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü N l ëîêàëüíî ïîñòîÿííà è ðàâíà l. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû

∂i = π∗(∂̃i) =
∂xa

∂ui
∂

∂xa

ëèíåéíî íå çàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè xa = xa(u1, . . . , ul) ïàðàìåò-

ðèçóþò íåêîòîðîå ëîêàëüíî âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå F l ⊂ Mn. Íå îãðà-

íè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìèíîð ìàòðèöû ßêîáè(
∂xk

∂ui

)
i, k = 1, . . . , l

ëîêàëüíî íåâûðîæäåí. Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîì îòîáðàæåíèè, ñóùåñòâóåò

ëîêàëüíîå îáðàòíîå ul = ul(x1, . . . , xl), à "ñëîåâûå" ïàðàìåòðû èìåþò âèä

ξa = ξa(x1, . . . , xl). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî N l ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì F l ïîä äåéñòâèåì

íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ, çàäàííîãî â òî÷êàõ F l.

Â ÷àñòíîñòè, ãîðèçîíòàëüíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â TMn ïîðîæäàþòñÿ, êàê ýòî

âèäíî èç (3.29), âåêòîðíûìè ïîëÿìè, ïàðàëëåëüíûìè âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ

F l îòíîñèòåëüíî ñâÿçíîñòè â Mn. Òàêèå âåêòîðíûå ïîëÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü

áåç îãðàíè÷åíèÿ íà ãåîìåòðèþ Mn, ÷òî ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåíèé

Âàëü÷àêà [77]

Î÷åâèäíî, ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(F l) çàâèñÿò îò

ïîäìíîãîîáðàçèÿ F l è âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ. Åñëè íå íàëàãàòü íèêàêèõ îãðàíè-
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÷åíèé íà íèõ, ãåîìåòðèÿ ξ(F l) ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì îáùåé. Îäíàêî, ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ξ(F l) â áîëåå èëè ìåíåå ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ. Äëÿ ýòîãî ìû ââåäåì ïîíÿòèå ξ-ñâÿçíîñòè íà ðèìà-

íîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn.

Îïðåäåëåíèå 3.14 Ïóñòü Mn ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ðèìàíîâîé ñâÿç-

íîñòüþ ∇̄ è òåíçîðîì êðèâèçíû R̄. Ïóñòü ξ � ôèêñèðîâàííîå ãëàäêîå âåê-

òîðíîå ïîëå íà Mn. Îáîçíà÷èì X(Mn) íàáîð âñåõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé

íà Mn. Îòîáðàæåíèå
∗
∇: X(Mn)×X(Mn) → X(Mn) îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

∗
∇X̄ Ȳ = ∇̄X̄ Ȳ +

1

2

[
R̄(ξ, ∇̄X̄ξ)Ȳ + R̄(ξ, ∇̄Ȳ ξ)X̄

]
(3.31)

ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ áåç êðó÷åíèÿ íà Mn. Íàçîâåì åå ξ - ñâÿç-

íîñòüþ.

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè ξ - ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, èëè ìíîãîîáðàçèå Mn

ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, òî ξ-ñâÿçíîñòü ñîâïàäàåò ñî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà Mn.

Ïðåäëîæåíèå 3.15 Ïóñòü F l � ïîäìíîãîîáðàçèå â ðèìàíîâîì ìíîãîîáðà-

çèè Mn. Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå íà Mn âäîëü F l. Òîãäà ξ(F l) âïîëíå

ãåîäåçè÷íî â TMn åñëè è òîëüêî åñëè

(a) F l âïîëíå ãåîäåçè÷íî îòíîñèòåëüíî ξ-ñâÿçíîñòè (3.31);

(b) äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y íà F l

∇̄X∇̄Y ξ = ∇̄ ∗
∇XY

ξ +
1

2
R̄(X,Y )ξ.



96

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëåíèåì âïîëíå ãåî-

äåçè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ôîðìóëàìè Êîâàëüñêîãî (1.9) è ðåçóëüòàòîì

Ïðåäëîæåíèÿ 3.12.

Äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà l = 1 è l = n, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ

[65] è èçâåñòíûå óñëîâèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ξ(Mn), íàéäåííûå â [77]. Â

÷àñòíîñòè

Ñëåäñòâèå 3.16 Åñëè F l =Mn, òî ξ(Mn) âïîëíå ãåîäåçè÷íî â TMn åñëè è

òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X̄, Ȳ íà Mn

∇̄X̄∇̄Ȳ ξ = ∇̄ ∗
∇X̄ Ȳ

ξ +
1

2
R̄(X̄, Ȳ )ξ.

Ðåçóëüòàò Ñëåäñòâèÿ 3.16 ìîæåò áûòü âûðàæåí â áîëåå ãåîìåòðè÷åñêèõ

òåðìèíàõ. Îïðåäåëèì "îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà" Aξ äëÿ ïîëÿ ξ

AξȲ = −∇̄Ȳ ξ, äëÿ âñåõ Ȳ ∈ X(Mn). (3.32)

Ââåäåì ñèììåòðè÷íîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Γξ : X(M
n)×X(Mn) → X(Mn)

Γξ(X̄, Ȳ ) =
1

2

[
R̄(AξX̄, ξ, )Ȳ + R̄(AξX̄, ξ)X̄

]
, (3.33)

äëÿ âñåõ X̄, Ȳ ∈ X(Mn). Òîãäà îïðåäåëåíèå ξ-ñâÿçíîñòè ïðèìåò âèä, ïîäîá-

íûé ðàçëîæåíèþ Ãàóññà

∗
∇X̄ Ȳ = ∇̄X̄ Ȳ + Γξ(X̄, Ȳ ). (3.34)

Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (1, 1) òåíçîðíîãî ïîëÿ Aξ çàäàåòñÿ êàê

(∇̄X̄Aξ)Ȳ = −∇̄X̄∇̄Ȳ ξ + ∇̄∇̄X̄ Ȳ ξ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèÿ òèïà Êîäàööè

R̄(X̄, Ȳ )ξ = (∇̄ȲAξ)X̄ − (∇̄X̄Aξ)Ȳ .
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Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ

∇̄ ∗
∇X̄ Ȳ

ξ +
1

2
R̄(X̄, Ȳ )ξ − ∇̄X̄∇̄Ȳ ξ = −Aξ(Γξ(X̄, Ȳ ) +

1

2

[
(∇̄X̄Aξ)Ȳ + (∇̄ȲAξ)X̄

]
.

Îïðåäåëèì ñèììåòðè÷íîå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Ωξ : X(Mn) × X(Mn) →

X(Mn) ôîðìóëîé

Ωξ(X̄, Ȳ ) = −Aξ(Γξ(X̄, Ȳ )) +
1

2

[
(∇̄X̄Aξ)Ȳ + (∇̄ȲAξ)X̄

]
.

Òîãäà Ñëåäñòâèå 3.16 ìîæåò áûòü ïîâòîðíî ñôîðìóëèðîâàíî êàê

Ñëåäñòâèå 3.17 Åñëè ξ - ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðà-

çèè Mn, òî ξ(Mn) âïîëíå ãåîäåçè÷íî â TMn åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé X̄, Ȳ íà Mn

Ωξ(X̄, Ȳ ) = −Aξ(Γξ(X̄, Ȳ )) +
1

2

[
(∇̄X̄Aξ)Ȳ + (∇̄ȲAξ)X̄

]
= 0, (3.35)

ãäå Γξ è Aξ îïðåäåëåíû (3.33) è (3.32) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 3.18 Ïðåäëîæåíèå 3.15 ìîæåò òàêæå áûòü ïîâòîðíî ñôîðìóëè-

ðîâàíî â ýòèõ òåðìèíàõ: ïóñòü F l � ïîäìíîãîîáðàçèå â ðèìàíîâîì ìíîãî-

îáðàçèè Mn è ξ � âåêòîðíîå ïîëå íà Mn âäîëü F l. Òîãäà ξ(F l) âïîëíå ãåî-

äåçè÷íî â TMn, åñëè è òîëüêî åñëè F l - âïîëíå ãåîäåçè÷íî îòíîñèòåëüíî

ξ-ñâÿçíîñòè (3.31) è Ωξ îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè F l.

Êàê ïîêàçàíî â [107], äëÿ ñëó÷àÿ åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ,

Õîïôîâñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà íå÷åòíî ìåðíûõ ñôåðàõ ïîðîæäàþò âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â T1S
n. Õîïôîâñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþò-

ñÿ ïîëÿìè Êèëëèíãà íà ñôåðàõ. Îäíàêî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò,
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÷òî äëÿ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû âåêòîð-

íûå ïîëÿ Êèëëèíãà íå ïîðîæäàþò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 3.19 Íåíóëåâîå Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå íà ïðîñòðàíñòâå íå-

íóëåâîé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (Mn, c) íèêîãäà íå ïîðîæäàåò âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â TMn. Áîëåå òîãî, ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëîæèòåëü-

íîé ñåêöèîííîé êðèâèçíîé íå äîïóñêàþò íåíóëåâîãî Êèëëèíãîâà âåêòîðíîãî

ïîëÿ ñî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ñâîéñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ � Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå íà ïðîñòðàíñòâåMn

ïîñòîÿííîé êðèâèçíû c. Òîãäà Aξ - êîñîñèììåòðè÷íîé ëèíåéíûé îïåðàòîð, òî

åñòü.

ḡ(AξX̄, Ȳ ) + ḡ(X̄, AξȲ ) = 0, (3.36)

è êðîìå òîãî,

(∇̄X̄Aξ)Ȳ = R̄(ξ, X̄)Ȳ (3.37)

äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X̄, Ȳ íà Mn ([90]). Òàê êàê Mn èìååò íåíóëåâóþ

ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó, óðàâíåíèå (3.35) ìîæåò áûòü óïðîùåíî, à èìåííî,

(∇̄X̄Aξ)Ȳ + (∇̄ȲAξ)X̄ = c
[
2ḡ(X̄, Ȳ ) ξ − ḡ(ξ, X̄)Ȳ − ḡ(ξ, Ȳ )X̄

]
,

R̄(AξX̄, ξ, )Ȳ + R̄(AξX̄, ξ)X̄ = c
[
ḡ(ξ, X̄)AξȲ + ḡ(ξ, Ȳ )AξX̄

]
.

Òàê ÷òî ξ âïîëíå ãåîäåçè÷íî åñëè

ḡ(ξ, X̄)Ȳ + ḡ(ξ, Ȳ )X̄ + Aξ(ḡ(ξ, X̄)AξȲ + ḡ(ξ, Ȳ )AξX̄) = 2ḡ(X̄, Ȳ ) ξ,

èëè

ḡ(ξ, X̄)
[
Ȳ + Aξ(AξȲ )

]
+ ḡ(ξ, Ȳ )

[
X̄ + Aξ(AξX̄)

]
= 2ḡ(X̄, Ȳ ) ξ,
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äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X̄, Ȳ íà Mn. Âûáèðàÿ X̄, Ȳ òàê, ÷òî X̄q ̸= 0 è

X̄q = Ȳq ⊥ ξq, ìû ïîëó÷àåì 2 |X̄q|2ξq = 0. Ïîýòîìó, ξ = 0 äëÿ âñåõ q ∈Mn.

Ïóñòü ξ � íåíóëåâîå Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå íà ìíîãîîáðàçèè ñ ïî-

ëîæèòåëüíîé (íåïîñòîÿííîé) ñåêöèîííîé êðèâèçíîé. Èç (3.36) ñëåäóåò, ÷òî

Aξξ ⊥ ξ. Åñëè Aξξ = 0, òî, ïîñëå ïîäñòàíîâêè Y = ξ â (3.36), ìû çàêëþ÷à-

åì, ÷òî ξ èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó è ïîýòîìó ìîæåò áûòü âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêèì òîëüêî åñëè ýòî ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå [77]. Â ýòîì ñëó÷àå,Mn =

Mn−1×E1 è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïðåäïîëîæèì ÷òî Aξξ ̸= 0. Òîãäà

ξ∧Aξξ � íåíóëåâîå ïîëå áèâåêòîðà. Ïîëàãàÿ Ȳ = X̄ â (3.35) è èñïîëüçóÿ (3.37),

ìû èìååì Aξ

[
R̄(ξ, AξX̄)X̄

]
+ R̄(ξ, X̄)X̄ = 0. Áåðÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ

ξ è ïðèìåíÿÿ (3.36), ìû ïîëó÷àåì −ḡ(R̄(ξ, AξX̄)X̄, Aξξ) +Kξ∧X̄ |ξ ∧ X̄|2 = 0.

Íàêîíåö, ïîëàãàÿ X̄ = Aξξ, ìû èìååì Kξ∧X̄ = 0 è ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ñëåäóþùàÿ Òåîðåìà ïîäîáíà äîêàçàííîé Ï. Âàëü÷àêîì [77], íî íå èìååò òà-

êèõ æåñòêèõ ïîñëåäñòâèé äëÿ ñòðóêòóðû Mn.

Òåîðåìà 3.20 Ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå ïîñòîÿííîé äëèíû âäîëü ïîäìíî-

ãîîáðàçèå F l ⊂ Mn. Òîãäà ξ(F l) � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

TMn, åñëè è òîëüêî åñëè F l âïîëíå ãåîäåçè÷íî â Mn è ξ � ïàðàëëåëüíîå

âåêòîðíîå ïîëå íà Mn âäîëü F l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå | ξ | = const âëå÷åò ḡ (∇̄Xξ, ξ) = 0 äëÿ ëþáîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ X êàñàòåëüíîãî ê F l. Òàê êàê ξ(F l), ïî ïðåäïîëîæåíèþ,

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì, òî èç âòîðîãî óñëîâèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 3.15

ñëåäóåò, ÷òî ḡ (∇̄X∇̄Y ξ, ξ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî ḡ (∇̄Xξ, ∇̄Y ξ) = 0 äëÿ ëþ-

áûõ X,Y ∈ TqF
l, x ∈ F l. Ïîëàãàÿ X = Y , ìû âèäèì, ÷òî ∇̄Xξ = 0, òî

åñòü ξ ïàðàëëåëåí âäîëü F l â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå è âòîðîå óñëîâèå

Ïðåäëîæåíèÿ 3.15 âûïîëíåíî. Êðîìå òîãî, óñëîâèå ∇̄Xξ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ξ-

ñâÿçíîñòü (3.31) ñîâïàäàåò ñî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòàMn, òàê ÷òî F l âïîëíå
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ãåîäåçè÷íî â Mn ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.15.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F l âïîëíå ãåîäåçè÷íî â Mn è ∇̄Xξ = 0 äëÿ ëþ-

áîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X íà F l, òîãäà îáà óñëîâèÿ Ïðåäëîæåíèÿ

3.15 óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñ î÷åâèäíîñòüþ.

Íàêëàäûâàÿ áîëüøå îãðàíè÷åíèé íà âåêòîðíîå ïîëå, ìû ìîæåì ïîëó-

÷èòü áîëåå ãåîìåòðè÷íûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.21 Ïóñòü ξ � íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîäìíîãîîáðàçèè

F l ⊂ Mn, ïàðàëëåëüíîå â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèå. Òîãäà ξ(F l) âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêîå â TMn, åñëè è òîëüêî åñëè F l âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðà-

çèå â Mn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ξ - íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ê F l è ïàðàëëåëüíîå â

íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè, òî ∇̄Xξ = −AξX äëÿ êàæäîãî âåêòîðíîãî ïîëÿX íà

F l, ãäå Aξ - îïåðàòîð ôîðìû F l îòíîñèòåëüíî ξ, è ñëåäîâàòåëüíî ḡ (∇̄Xξ, ξ) =

0. Ýòî îçíà÷àåò ÷òî |ξ|=const âäîëü F l.

Ïóñòü ξ(F l) � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â TMn. Òîãäà èç (b) Ïðåäëîæåíèÿ

3.15 ìû âèäèì ýòî ḡ (∇̄X∇̄Y ξ, ξ) = 0, ÷òî âëå÷åò |∇̄Xξ| = 0 äëÿ êàæäîãî X

êàñàòåëüíîãî ê F l. Â ýòîò ñëó÷àé, âäîëü F l ξ-ñâÿçíîñòü (3.31) ñîâïàäàåò ñî

ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà Mn è (a) Ïðåäëîæåíèÿ 3.15 âëå÷åò âïîëíå ãåîäåçè-

÷åñêîå ñâîéñòâî F l.

Íàîáîðîò, åñëè ξ - íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïà-

ðàëëåëüíûì â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè F l, è F l âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå, òîãäà

∇̄Xξ = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X êàñàòåëüíîãî ê F l. Î÷åâèäíî, îáà

óñëîâèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 3.15 âûïîëíåíû.

Ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 3.21 ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñëîåíûõ ðèìàíîâûõ ìíî-

ãîîáðàçèé ïîçâîëÿåò ïðîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ξ(Mn). Ìíîãîîá-
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ðàçèå Mn, ÿâëÿåòñÿ ν-ñëîåíûì, åñëè îíî äîïóñêàåò ñåìåéñòâî F ñâÿçíûõ

ν-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé {Fα;α ∈}, íàçûâàåìûõ ëèñòàìè, òàê ÷òî (i)

Mn =
∪
α∈

Fα; (ii) Fα ∩ Fβ = ∅ äëÿ α ̸= β; (iii) ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå êî-

îðäèíàòíûìè êàðòàìè U ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêîå, ÷òî â êàæäîé ëîêàëüíîé

êàðòå U ∈ U ëèñòû ìîãóò áûòü âûðàæåíû ëîêàëüíî êàê ïîäìíîãîîáðàçèÿ

óðîâíÿ, òî åñòü uν+1 = cν+1, . . . , u
n = cn.

Ñåìåéñòâî F íàçûâàþò ν-ñëîåíèåì è ãèïåðñëîåíèåì äëÿ ν = n − 1.

Ãèïåðñëîåíèå, ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìûì åñëèMn äîïóñêàåò

âåêòîðíîå ïîëå ξ òðàíñâåðñàëüíîå ê ëèñòàì. Êðîìå òîãî, îòíîñèòåëüíî ðè-

ìàíîâîé ìåòðèêè íà Mn, ýòî âåêòîðíîå ïîëå ìîæåò áûòü âûáðàíî êàê ïîëå

åäèíè÷íûõ íîðìàëåé äëÿ êàæäîãî ëèñòà.

Ïîäìíîãîîáðàçèå F k+ν ⊂ Mn íàçûâàþò ν-ëèíåé÷àòûì , åñëè F k+ν äî-

ïóñêàåò ν-ñëîåíèå
{
Fα; α ∈ A

}
òàêîå, ÷òî êàæäûé ëèñò Fα ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêèì â Mn. Ëèñòû Fα íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè [64].

Ñëåäñòâèå 3.22 Ïóñòü Mn � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêîå òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìîå ãèïåðñëîåíèå F . Ïóñòü ξ � ïî-

ëå íîðìàëåé ñëîåíèÿ, èìåþùåå ïîñòîÿííóþ äëèíó. Òîãäà ξ(Mn) ÿâëÿåòñÿ

(n− 1) ëèíåé÷àòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â TMn ñ îáðàçóþùèìè ξ(Fα).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fα ëèñòû ãèïåðñëîåíèÿ è ξ � âåêòîðíîå ïîëåì ïî-

ñòîÿííîé äëèíû íà Mn, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì íîðìàëåé âäîëü êàæäîãî

ëèñòà. Ïî Òåîðåìå 3.21, ξ(Fα) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â TM
n äëÿ êàæäîãî α.

Òàê êàê ξ : Mn → ξ(Mn) � ãîìåîìîðôèçì, ξ(Fα) ∩ ξ(Fβ) = ∅ äëÿ α ̸= β è

ξ(Mn) =
∪
α∈
ξ(Fα). Íàêîíåö, åñëè Fα çàäàåòñÿ un = cn â ïðåäåëàõ ëîêàëüíîé

êàðòû U òîãäà èç (3.28) ñëåäóåò, ÷òî ξ(Fα) çàäàåòñÿ òåìè æå ñàìûå ðàâåíñòâà-

ìè â ïðåäåëàõ ëîêàëüíîé êàðòû ξ(U). Òàêèì îáðàçîì, ξ(F) =
{
ξ(Fα);α ∈ A

}
îáðàçóåò ãèïåðñëîåíèå íà ξ(Mn) ñî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ëèñòàìè â TMn.
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Åñëè îáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî èìååò ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó c ̸= 0, è

ξ - íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïîäìíîãîîáðàçèè F l ⊂ Mn, òîãäà íåîá-

õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íà ξ, îáåñïå÷èâàþùåå âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü

ïîäìíîãîîáðàçèÿ â TMn ïðèíèìàåò äîâîëüíî ïðîñòîé âèä.

Òåîðåìà 3.23 Ïóñòü F l � ïîäìíîãîîáðàçèå ïðîñòðàíñòâà Mn(c) ïîñòîÿí-

íîé êðèâèçíû c ̸= 0. Ïóñòü ξ � íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà F l. Òîãäà ξ(F l)

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â TMn, åñëè è òîëüêî åñëè F l âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â

Mn(c) è ξ ïàðàëëåëüíî â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òåíçîð êðèâèçíû Mn(c) èìååò âèä

R̄(X̄, Ȳ )Z̄ = c (ḡ (Ȳ , Z̄)X̄ − ḡ (X̄, Z̄)Ȳ ). (3.38)

Åñëè ξ - íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà F l òîãäà ∇̄Xξ = −AξX + ∇⊥
Xξ. Òàê

êàê AξX êàñàòåëåí, è ∇⊥
Xξ íîðìàëåí ê F

l, èç (3.38) ìû íàõîäèì

R̄(ξ, ∇̄Xξ)Y = −c g (AξX, Y ) ξ

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Y íà F l. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ Ïðåäëîæå-

íèÿ 3.15 îçíà÷àþò, ÷òî
∇̄XY − c g (AξX, Y )ξ êàñàòåëüíî ê F l,

∇̄∇̄XY−c g (AξX,Y )ξξ = ∇̄X∇̄Y ξ.

(3.39)

Óìíîæàÿ (3.39)1 ñíà÷àëà íà ξ, à çàòåì íà íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå η, îð-

òîãîíàëüíîå ξ, ìû èìååì
g (AξX,Y )(1− c |ξ|2) = 0,

g (AηX,Y ) = 0.

Åñëè ξ èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó |ξ|2 = 1
c (c > 0), òîãäà ïî Òåîðåìå 3.20, F l

- âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â Mn, â èíîì ñëó÷àå F l âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñðàçó
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æå. Òàê ÷òî F l âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå è ïîýòîìó ∇̄Xξ = ∇⊥
Xξ, ∇̄XY = ∇XY .

Óñëîâèå (3.39)2 òåïåðü ïðèíèìàåò âèä

∇⊥
∇XY ξ = ∇⊥

X∇⊥
Y ξ. (3.40)

Ïîëîæèì Y = ∇VZ, ãäå V è Z - ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ êàñà-

òåëüíûå ê F l. Òîãäà èç (3.40), ìû ïîëó÷àåì∇⊥
∇X∇V Z

ξ = ∇⊥
X∇⊥

∇V Z
ξ. Ïðèìåíÿÿ

(3.40) ê ∇⊥
∇V Z

ξ â ïðàâîé ÷àñòè âûøåóïîìÿíóòîãî óðàâíåíèÿ, ìû âèäèì ÷òî

∇⊥
∇V Z

ξ = ∇⊥
V∇⊥

Zξ è ïîýòîìó,

∇⊥
∇X∇V Z

ξ = ∇⊥
X∇⊥

V∇⊥
Zξ. (3.41)

Ìåíÿÿ ìåñòàìè X è V , ìû ïîëó÷àåì

∇⊥
∇V ∇XZξ = ∇⊥

V∇⊥
X∇⊥

Zξ. (3.42)

Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ ñíîâà (3.40) ê ñêîáêå [X, V ] è Z, ìû ïîëó÷àåì

∇⊥
∇[X,V ]Z

ξ = ∇⊥
[X,V ]∇⊥

Zξ. (3.43)

Îáúåäèíÿÿ (3.41), (3.42) è (3.43), ìû ïîëó÷àåì ∇⊥
R(X,V )Zξ = R⊥(X, V )∇⊥

Zξ,

ãäå R - òåíçîð êðèâèçíû F l, è R⊥ - òåíçîð êðèâèçíû íîðìàëüíîé ñâÿçíî-

ñòè. Òàê êàê F l - âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå è Mn(c) èìååò ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó,

R⊥(X,Y )η ≡ 0 äëÿ ëþáîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ η è, êðîìå òîãî,

R(X, Y )Z = c (g (Y, Z)X−g (X,Z)Y ). Òàê ÷òî ìû èìååì c∇⊥
g (Y,Z)X−g (X,Z)Y ξ =

0. Ïîëàãàÿ X îðòîãîíàëüíûì ê Y è Y = Z ìû ïîëó÷àåì ∇⊥
Xξ = 0 äëÿ ëþáîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ X íà F l, ÷òî çàêàí÷èâàåò íåîáõîäèìóþ ÷àñòü äîêàçàòåëü-

ñòâà. Äîñòàòî÷íàÿ ÷àñòü òðèâèàëüíà.

Òåîðåìà 3.23 îñîáåííî ÿñíî ïîêàçûâàåò ðàçëè÷èå ìåæäó íàøè ðàññìîò-

ðåíèÿìè è ðåçóëüòàòîì Âàëü÷àêà [77], òàê êàê íàëè÷èå íà ìíîãîîáðàçèè ïà-

ðàëëåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ åãî â ïðÿìîå ìåòðè-

÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå.
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3.4. Êëàññèôèêàöèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé

â TM 2

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé ïîäìíîãîîáðàçèé â

TMn, òðàíñâåðñàëüíûõ ñëîÿì è èìåþùèì ðàçìåðíîñòü ðàçìåðíîñòè l < n

è íàøëè íåêîòîðûå ïðèìåðû âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ ýòîãî

òèïà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå îáùóþ ïðîáëåìó îïèñàíèÿ

âñåõ âîçìîæíûõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â êàñàòåëüíîì ðàñ-

ñëîåíèè ðèìàíîâûõ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñî çíàêîïîñòîÿííîé íåíóëåâîé

êðèâèçíîé. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû ýòà ïðîáëåìà áû-

ëà ñôîðìóëèðîâàíà À.Áîðèñåíêî â ðàçäåëå çàäà÷ ðàáîòû [99].

Ëîêàëüíîå îïèñàíèå äâóìåðíûõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé

â TM 2 ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 3.24 Ïóñòü M 2 � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå çíàêî-ïîñòîÿííîé êðè-

âèçíû K ̸= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F̃ 2 ⊂ TM 2 - âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå. Òîãäà ëîêàëüíî F̃ 2 - îäíî èç ñëåäóþùèõ ïîäìíîãîîáðàçèé:

(a) îòäåëüíûé ñëîé TqM
2;

(b) åñëè K = const, òî ýòî áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå, âëîæåííîå â TM 2 íóëå-

âûì ñå÷åíèåì.

(c) ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ïîñòðîåííàÿ íà ãåîäåçè÷åñêîé γ â M 2 ñ îáðà-

çóþùèìè, ïîðîæäåííûìè ïàðàëëåëüíûì âäîëü γ åäèíè÷íûì âåêòîðíûì

ïîëåì;

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüF̃ 2 � ïîäìíîãîîáðàçèåì â TM 2. Ïóñòü (x1, x2; ξ1, ξ2)

� ëîêàëüíàÿ êàðòà íà TM 2. Òîãäà ëîêàëüíî F̃ 2 ìîæíî çàäàòü îòîáðàæåíèåì
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âèäà

f :


x1 = x1(u1, u2),

x2 = x2(u1, u2),

ξ1 = ξ1(u1, u2),

ξ2 = ξ1(u1, u2),

ãäå u1, u2 - ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû íà F̃ 2. ßêîáèåâà ìàòðèöà f∗ îòîáðàæåíèÿ

f èìååò âèä

f∗ =



∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2

∂ξ1

∂u1
∂ξ1

∂u2

∂ξ2

∂u1
∂ξ2

∂u2


.

Òàê êàê rank f∗ = 2, ìû èìååì òðè ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòè

äîñòèãíóòü ðàíãà, à èìåííî

(i) det

 ∂ξ1

∂u1
∂ξ1

∂u2

∂ξ2

∂u1
∂ξ2

∂u2

 ̸= 0; (ii) det

 ∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2

 ̸= 0;

(iii) det

 ∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

∂ξ1

∂u1
∂ξ1

∂u2

 ̸= 0;

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ýòè âîçìîæíîñòè òàê, ÷òî (ii)

èñêëþ÷àåò (i), è (iii) èñêëþ÷àåò (i) è (ii), îãðàíè÷èâàÿ ðàññìîòðåíèÿ äî ìåíü-

øåé îêðåñòíîñòè èëè äàæå äî îòêðûòîãî è ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà

Íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ Ñëó÷àé (i). Â ýòîì ñëó÷àå ëîêàëüíóþ

ïàðàìåòðèçàöèþ F̃ 2 ìîæíî çàäàòü êàê

f :


x1 = x1(u1, u2),

x2 = x2(u1, u2),

ξ1 = u1,

ξ2 = u2.
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ìû èñêëþ÷àåì ñëó÷àé (ii) èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó-

÷àÿ (iii), ìû äîëæíî ïðåäïîëîæèòü

det

 ∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

∂ξ1

∂u1
∂ξ1

∂u2

 = det

 ∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

1 0

 = −∂x
1

∂u2
= 0.

det

 ∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

∂ξ2

∂u1
∂ξ2

∂u2

 = det

 ∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

0 1

 =
∂x1

∂u1
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî x1 = const. Òåì æå ñàìûì ñïîñîáîì, ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî x2 = const. Ïîýòîìó, ïîäìíîãîîáðàçèå ýòîãî âèäà íå íè÷òî

èíîå, êàê ñëîé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì, ÷òî äàåò

óòâåðæäåíèå (a) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.

Ñëó÷àé (ii). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ëîêàëüíî ïàðàìåòðèçîâàòü ïîäìíî-

ãîîáðàçèå êàê

f :


x1 = u1,

x2 = u1,

ξ1 = ξ1(u1, u2),

ξ2 = ξ2(u1, u2),

è ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïîäìíîãîîáðàçèå F̃ 2 êàê îáðàç âåêòîðíîãî ïîëÿ

ξ(u1, u2) íà áàçîâîì ìíîãîîáðàçèè. Îáîçíà÷èì F̃ 2 â ýòîì ñëó÷àå ÷åðåç ξ(M 2).

Äëÿ ñëó÷àÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, çàäàííîãî íà âñåì ìíîãîîáðàçèè, ôîðìóëà

(3.35) ïðèìåò âèä

−Aξ(Γξ(X,Y )) +
1

2

[
(∇XAξ)Y + (∇YAξ)X

]
= 0. (3.44)

Åñòåñòâåííî ïåðåïèñàòü ýòî óðàâíåíèå ïîëàãàÿ ξ = ρ e, ãäå ρ = |ξ| è e �

åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå. Êàê ðåçóëüòàò, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ξ(Mn) âïîëíå

ãåîäåçè÷íî â TMn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ



107

X âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

Hessρ(X,X)− ρ2
(
R(e,∇Xe)X

)
(ρ)− ρ |∇Xe|2 = 0,

ρ3∇R(e,∇Xe)Xe− 2X(ρ)∇Xe− ρ(∇X∇Xe−∇∇XXe+ |∇Xe|2 e) = 0,

(3.45)

ãäå Hessρ(X,X) - ãåññèàí ôóíêöèè ρ.

Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (3.44) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

∇X∇Xξ −∇∇XXξ = ∇R(ξ,∇Xξ)Xξ, (3.46)

ãäå X - ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå. Ïîëàãàÿ ξ = ρ e, ãäå e - åäèíè÷íîå

âåêòîðíîå ïîëå, ìû èìååì

∇X∇X(ρ e)−∇∇XX(ρ e) = ∇X(X(ρ)e+ ρ∇Xe)− (∇XX)(ρ)e−

ρ∇∇XXe =
(
X(X(ρ))− (∇XX)(ρ)

)
e+ 2X(ρ)∇Xe+ ρ (∇X∇Xe−∇∇XXe)

è

∇R(ξ,∇Xξ)Xξ = ρ2
(
R(e,∇Xe)X

)
(ρ) e+ ρ3∇R(e,∇Xe)Xe.

Åñëè ìû çàìåòèì, ÷òî X(X(ρ)) − (∇XX)(ρ)
def
= Hessρ(X,X) è äëÿ åäèíè÷-

íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ e ìû èìååì
⟨
∇X∇Xe−∇∇XXe, e

⟩
= −|∇Xe|2, òîãäà ìû

ìîæåì ðàçëîæèòü óðàâíåíèå (3.46) íà e è e⊥ êîìïîíåíòû, ÷òî äàåò óðàâíåíèÿ

(3.45).

Èç ðàçìåðíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò. ÷òî äëÿ äàííîãî åäèíè÷íîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ e âñåãäà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî âåêòîðíîå

ïîëå e0 òàêîå, ÷òî ∇e0e = 0. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 2 èç óðàâíåíèé (3.45)

ñëåäóåò, ÷òî ëèáî M 2 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, ëèáî e0 � ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå

ïîëå è ρ ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ïàðàìåòðà íà êàæäîé e0 ãåîäå-

çè÷åñêîé ëèíèè. Êðîìå òîãî, ïîëå ξ îáðàçóåò ïîñòîÿííûé óãîë ñ êàæäîé e0

ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèåé. Äåéñòâèòåëüíî, èç (3.45)1 ñëåäóåò, ÷òî Hessρ(e0, e0) =

0 â êàæäîé òî÷êå M 2. Èç (3.45)2 ìû âèäèì, ÷òî r(e0, e0)e = 0, ÷òî äàåò

∇e0∇e0e−∇∇e0
e0e = −∇∇e0

e0e = 0. Åñëè ∇e0e0 ̸= 0, òî ïîëå e ïàðàëëåëüíî íà
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M 2, à çíà÷èò M 2 � ïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå. Åñëè æå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî M 2 íå

ïëîñêî, òî e0 ñ íåîáõîäèìîñòüþ ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå. Òàê êàê â ýòîì

ñëó÷àå Hessρ(e0, e0) = e0(e0(ρ)) = 0, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ρ ëèíåéíà îòíîñè-

òåëüíî åñòåñòâåííîãî ïàðàìåòðà íà êàæäîé e0 ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè. ×òî êàñà-

åòñÿ óãëîâîé ôóíêöèè
⟨
e0, e

⟩
, ìû èìååì e0

⟨
e0, e

⟩
=
⟨
∇e0e0, e

⟩
+
⟨
e0,∇e0e

⟩
= 0.

Êàê ñëåäñòâèå, ìîæíî ïðèíÿòü èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ e0 â êà-

÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ è ïîñòðîèòü ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êî-

îðäèíàò (u, v) òàêóþ, ÷òî e ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì âäîëü u-ãåîäåçè÷åñêèõ.

Ïóñòü

ds2 = du2 + b2(u, v) dv2 (3.47)

áóäåò ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîéM 2 îòíîñèòåëüíî ýòîé êîîðäèíàòíîé

ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì ∂1 è ∂2 ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.

Òîãäà ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü óäîâëåòâîðåíû: ∇∂1e = 0, ∂21(ρ) =

0. Ââåäåì åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ e1 = ∂1, e2 = 1
b∂2. Òîãäà ñëåäóþùèå

ïðàâèëà êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èìåþò ìåñòî

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = 0,

∇e2e1 = −k e2 ∇e2e2 = k e1,
(3.48)

ãäå k - ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà v-êðèâûõ. Çàìåòèì, ÷òî k = −∂1b
b . Îòíîñè-

òåëüíî âûáðàííîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, ïîëå ξ ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê

ξ = ρ (cosω e1 + sinω e2), (3.49)

ãäå ω = ω(u, v) - óãëîâàÿ ôóíêöèÿ, òî åñòü, e = cosω e1 + sinω e2. Ââåäåì

åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ν = − sinω e1 + cosω e2. Òîãäà ìû ìîæåì ëåãêî

íàéòè ∇e1e = ∂1ω ν, ∇e2e = (e2(ω) − k) ν. Òàê êàê e ïàðàëëåëåí âäîëü u-

êðèâûõ, ìû çàêëþ÷àåì ÷òî ∂1ω = 0, òàê ÷òî ω = ω(v).
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Òåïåðü ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: íà ðèìàíîâîì ñ 2

ìíîãîîáðàçèÿìè ñ ìåòðèêîé (3.47), íàéòè âåêòîðíîå ïîëå âèäà (3.49), ãäå

∂21ρ = 0 è ω = ω(v), (3.50)

óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (3.46). Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñëåäóþ-

ùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

∇e2∇e2ξ − (k + cK)∇e1ξ = 0,

∇e1∇e2ξ +∇e2∇e1ξ + (k + cK)∇e2ξ = 0,
(3.51)

èëè â ñêàëÿðíîì âèäå
e2(e2(ρ))− (k + cK) e1(ρ) = ρλ2,

e2(c) = 0,
2e1(e2(ρ)) + cK e2(ρ) = 0,

e1(c) + c (k + cK) = 0

(3.52)

ãäå λ :=
⟨
∇e2e, ν

⟩
= e2(ω)−k, c := ρ2λ = ±| ξ∧∇e2ξ| èK - ãàóññîâà êðèâèçíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ∇e1ξ = e1(ρ) e, ∇e2ξ = e2(ρ) e+ ρλν. Ïðèíèìàÿ âî âíè-

ìàíèå (3.48) è (3.50), ìû èìååì

∇e1∇e1ξ −∇∇e1
e1ξ = e1(e1(ρ)) e = ∂21ρ e = 0,

∇e1∇e2ξ −∇∇e1
e2ξ = ∇e1∇e2ξ,

∇e2∇e1ξ −∇∇e2
e1ξ = ∇e2∇e1ξ + k∇e2ξ,

∇e2∇e2ξ −∇∇e2
e2ξ = ∇e2∇e2ξ − k∇e1ξ.

×òî êàñàåòñÿ ïðàâîé ÷àñòè (3.46), ìû èìååì

R(ξ,∇e1ξ)e1 = 0, R(ξ,∇e1ξ)e2 = 0,

R(ξ,∇e2ξ)e1 = ρ2λR(e, ν)e1 = −ρ2λK e2,

R(ξ,∇e2ξ)e2 = ρ2λR(e, ν)e2 = ρ2λK e1.
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Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ X = e1 â (3.46), ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâî. Ïîëàãàÿ X = e2,

ìû èìååì

∇e2∇e2ξ − k∇e1ξ = ρ2λK∇e1ξ.

Ïîëàãàÿ X = e1+e2, ìû ïîëó÷àåì ∇e1∇e2ξ+∇e2∇e1ξ+k∇e2ξ = −ρ2λK∇e2ξ.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,÷òî

| ξ ∧∇e2ξ|2 = |ξ|2 |∇e2ξ|2 −
⟨
ξ,∇e2ξ

⟩2
= ρ2(e2(ρ)

2 + ρ2λ2)− (e2(ρ)ρ)
2 = ρ4λ2.

Òàê ÷òî, åñëè ìû ïîëîæèì c = ρ2λ, òî î÷åâèäíî ïðèõîäèì ê (3.51).

Áîëåå òîãî, ïðîäîëæàÿ âû÷èñëåíèÿ, ìû âèäèì

∇e2∇e2ξ =
[
e2(e2(ρ))− ρλ2

]
e+

[
e2(ρ)λ+ e2(ρλ)

]
ν =[

e2(e2(ρ))− ρλ2
]
e+ 1

ρe2(c) ν,

∇e1∇e2ξ +∇e2∇e1ξ =
[
e2(e1(ρ)) + e1(e2(ρ))

]
e+

[
e1(ρ)λ+ e1(ρλ)

]
ν =[

e2(e1(ρ)) + e1(e2(ρ))
]
e+ 1

ρe1(c)ν.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî e1(e2(ρ)) − e2(e1(ρ)) = k e2(ρ), óðàâíåíèÿ (3.51)

ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû êàê[
e2(e2(ρ))− ρλ2

]
e+ 1

ρe2(c) ν − (k + cK)e1(ρ) e = 0[
2 e1(e2(ρ))− k e2(ρ)

]
e+ 1

ρe1(c) ν + (k + cK)
[
e2(ρ) e+ ρλ ν

]
= 0

è ïîñëå î÷åâèäíûõ óïðîùåíèé ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (3.52).

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû íå èñïîëüçîâàëè ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü M 2 ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé êðè-

âèçíû K ̸= 0. Òîãäà ôóíêöèÿ b â (3.47) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

−∂11b
b

= K.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíî â 3 âèäàõ:

(a) b(u, v) = A(v) cos(u/r + θ(v)) èëè b(u, v) = A(v) sin(u/r + θ(v)) äëÿ K =
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1/r2 > 0;

(b) b(u, v) = A(v) cosh(u/r + θ(v)) èëè b(u, v) = A(v) sinh(u/r + θ(v)) äëÿ

K = −1/r2 < 0;

(c) b(u, v) = A(v)eu/r äëÿ K = −1/r2 < 0;

Î÷åâèäíî, ìû ìîæåì ïîëîæèòü A(v) ≡ 1 (ïóòåì èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà v) â

êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ. Óðàâíåíèÿ (3.52)2 îçíà÷àþò, ÷òî c íå çàâèñèò îò

v. Òàê êàê K ïîñòîÿííà, èç óðàâíåíèÿ (3.52)4 ñëåäóåò e2(k) = 0. Åñëè ìû

çàìåòèì, ÷òî k = −∂1b
b , òî ìîæíî ëåãêî íàéòè θ(v) = const äëÿ ñëó÷àåâ (a) è

(b). Ïîñëå èçìåíåíèÿ u-ïàðàìåòðà, ôóíêöèÿ b ïðèíèìàåò îäèí èç âèäîâ

(a) b(u, v) = cos(u/r) èëè b(u, v) = sin(u/r) äëÿ K = 1/r2 > 0;

(b) b(u, v) = cosh(u/r) èëè b(u, v) = sinh(u/r) äëÿ K = −1/r2 < 0;

(c) b(u, v) = eu/r äëÿ K = −1/r2 < 0;

Èç óðàâíåíèÿ (3.52)4 ìû íàõîäèì

cK = −e1(c)
c

− k = −e1(c)
c

+
e1(b)

b
= e1(ln b/c).

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà ÷òî e2(ρ) ̸= 0. Óìíîæàÿ (3.52)3 íà e2(ρ)), ìû ìîæåì

ëåãêî ðàçðåøèòü ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî e2(ρ) â âèäå e2(ρ)
2 b/c = h(v)2

èëè ∂2ρ = h(v)
√
c b.

Òàê êàê ρ ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî u-ïàðàìåòðà, ñêàæåì ρ = a1(v)u +

a2(v), òîãäà ∂2ρ = a′1u + a′2 è ïîýòîìó
√
cb òàêæå ëèíååí îòíîñèòåëüíî u, à

èìåííî
√
cb = m1(v)u+m2(v) =

a′1
h u+

a′2
h . Íî ôóíêöèè c è b íå çàâèñÿò îò v.

Ïîýòîìó m1 è m2 - êîíñòàíòû, òàê ÷òî a1 = m1

∫
h(v) dv, a2 = m2

∫
h(v) dv.

Òàêèì îáðàçîì
√
cb = m1u+m2.

Òåïåðü ôóíêöèÿ c ïðèíèìàåò âèä c(u) = (m1u+m2)
2

b è ïîýòîìó e1(c) =

2m1(m1u+m2)
b − (m1u+m2)

2∂1b
b2 . Ïîäñòàíîâêà â (3.52)4 äàåò

2m1(m1u+m2)

b
− 2(m1u+m2)

2∂1b

b2
+

(m1u+m2)
4

b2
K = 0
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èëè

(m1u+m2)

b2

[
2m1b− 2(m1u+m2)∂1b+ (m1u+m2)

3K
]
= 0.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ - àëãåáðàè÷åñêîå è íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî íóëåì

åñëè K ̸= 0. Ïîýòîìó m1 = m2 = 0 è ñëåäîâàòåëüíî ρ2λ := c = 0. Íî ýòî

òîæäåñòâî ïîäðàçóìåâàåò λ = 0 èëè ρ = 0. Åñëè λ = 0 òîãäà e - ïàðàëëåëüíîå

åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå è ïîýòîìó, M2 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, è ìû ïðèõîäèì

ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîýòîìó ρ = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî e2(ρ) = 0. Òîãäà ρ = a1u + a2, ãäå a1, a2 -

êîíñòàíòû, è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

−(k + cK)∂1ρ = ρλ2, ∂2 c = 0, ∂1c+ c(k + cK) = 0. (3.53)

Åñëè ∂1ρ = 0 òîãäà íåìåäëåííî ρ = 0 èëè λ = 0. Òîæäåñòâî λ = 0

ïîäðàçóìåâàåò K = 0 êàê è âûøå. Ïîýòîìó, ρ = 0.

Ïðåäïîëîæèì ∂1ρ ̸= 0 èëè, ýêâèâàëåíòíî, a1 ̸= 0. Òîãäà èç (3.53)1 ìû

ïîëó÷àåì

(k + cK) = −ρλ
2

a1
(3.54)

Òàê êàê c = ρ2λ, èç (3.53)2 ìû âèäèì ÷òî ∂2λ = 0 èëè ∂2
[
∂2ω+∂1b

b

]
= 0.

Òàê êàê b íå çàâèñèò îò v, ìû èìååì ∂22ω = 0 èëè ýêâèâàëåíòíî ∂2ω =

α = const. Òàêèì îáðàçîì, λ = α+∂1b
b . Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè ∂1c äâó-

ìÿ ñïîñîáàìè. Ñíà÷àëà èç (3.53)3 èñïîëüçóÿ (3.54) è èìåÿ â âèäó, ÷òî c =

ρ2λ íàõîäèì ∂1c = cρλ
2

a1
= ρ3λ3

a1
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåäñòâåííî ∂1c =

2ρ∂1ρλ+ ρ2∂1λ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∂1λ = kλ−K è ñëåäîâàòåëüíî ìû ïîëó÷à-

åì ∂1c = 2a1ρλ+ρ
2(kλ−K). Óðàâíèâàÿ, ìû èìååì 2a1ρλ+ρ

2(kλ−K)−ρ3λ3

a1
= 0

èëè ρ
a1

[
2a21λ+ a1ρ(kλ−K)− ρ2λ3

]
= 0. Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ - àëãåáðàè÷å-

ñêîå è íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî íóëåì äëÿ K ̸= 0. Åñëè ρ ̸= 0, òî ìû

ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå (b)

äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.
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Ñëó÷àé (iii). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ïîäìíîãîîáðàçèå

F̃ 2 êàê

f :


x1 = u1,

x2 = x2(u1, u2),

ξ1 = u2,

ξ2 = ξ2(u1, u2).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ìû èñêëþ÷àåì ñëó÷àé (i) â ðàññìîòðåíèÿõ ñëó÷àÿ

(iii), ìû äîëæíû ïîëîæèòü

det

 ∂x1

∂u1
∂x1

∂u2

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2

 = det

 1 0

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2

 =
∂x2

∂u2
= 0.

Ïîýòîìó, x2(u1, u2) íå çàâèñèò îò u2, è ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèíèìàåò

âèä

f :


x1 = u1,

x2 = x2(u1),

ξ1 = u2,

ξ2 = ξ2(u1, u2).

Çàìåòèì, ÷òî π(F̃ 2) = (u1, x2(u1) - ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ íà M 2. Åñëè ìû îáî-

çíà÷àåì ýòó ïðîåêöèþ γ(s), ïàðàìåòðèçîâàâ åå ïàðàìåòðîì äëèíû äóãè è

ïîëîæèì u2 := t, ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ F̃ 2 ïðèíèìàåò âèä

γ(s) :


x1 = x1(s),

x2 = x2(s),
ξ(t, s) :


ξ1 = t,

ξ2 = ξ2(t, s)
(3.55)

Ìû ìîæåì ïîíèìàòü ýòîò âèä ïîäìíîãîîáðàçèé â TM 2 êàê îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ðåãóëÿðíîé êðèâîé íà áàçîâîì

ìíîãîîáðàçèè. Ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ ýòîãî òèïà êàê ëèíåé-

÷àòûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â TM 2.

Ôèêñèðóÿ s = s0, ìû âèäèì, ÷òî F̃ 2 ïåðåñåêàåò ñëîé â òî÷êå x1(s0), x
2(s0)

ïî êðèâîé ξ(t, s0). Åñëè F̃
2, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêèì, òî ýòà êðèâàÿ - ïðÿìàÿ ëèíèÿ íà ñëîå. Ïîýòîìó, ñåìåéñòâî ξ(t, s) äîëæíî
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èìåòü âèä

ξ(t, s) :


ξ1 = t,

ξ2 = α(s)t+ β(s).

Ââåäåì äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ, çàäàííûõ âäîëü γ(s)

a = ∂1 + α(s)∂2, b = β(s)∂2. (3.56)

Òîãäà ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ξ(t, s) êàê ξ(t, s) = a(s) t + b(s). Îáîçíà÷èì

τ è ν âåêòîðû ðåïåðà Ôðåíå êðèâîé γ(s). Îáîçíà÷èì òàêæå ( ′) êîâàðèàíò-

íóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà äëèíû äóãè íà

γ(s). Òîãäà τ ′ = k ν, ν ′ = −k τ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂̃1 è ∂̃2 ñîîòâåòñòâåí-

íî s è t êîîðäèíàòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà F̃ 2. Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå äàåò

∂̃1 = τh + (ξ′)v, ∂̃2 = av. Îäíî èç åäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé ìîæåò áûòü íàéäåíî ñðàçó æå, à èìåííî Ñ1 = ν h. Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ

íà F 2, îáåñïå÷èâàþùèå åå âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ Ñ1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1.9), íàõîäèì

∇̃∂̃1
Ñ1 = ∇̃τ h+(ξ′)vν

h = −kτ h − 1

2

[
R(τ, ν)ξ

]v
+

1

2

[
R(ξ, ξ′)ν

]h
Ïîýòîìó,

⟨⟨
∇̃∂̃1

Ñ1, ∂̃2
⟩⟩

= −1
2

⟨
R(τ, ν)ξ, a

⟩
= −1

2

⟨
R(τ, ν)b, a

⟩
= 0. Òàê êàêM 2,

êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, íå èìååò íóëåé êðèâèçíû â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, òî

çíà÷èò b∧a = 0. Èç (3.56) ìû çàêëþ÷àåì b = 0. Òàêèì îáðàçîì, ξ(t, s) = a(s) t.

Êðîìå òîãî,

⟨⟨
∇̃∂̃1

Ñ1, ∂̃1
⟩⟩

= −k − 1

2

⟨
R(τ, ν)ξ, ξ′

⟩
+

1

2

⟨
R(ξ, ξ′)ν, τ

⟩
=

− k +
⟨
R(ξ, ξ′)ν, τ

⟩
= −k + t2

⟨
R(a, a′)ν, τ

⟩
= 0

òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà t. Ïîýòîìó, k = 0 è a ∧ a′ = 0. Òàêèì

îáðàçîì, γ(s) � ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà M 2. Êðîìå òîãî, (a ∧ a′ = 0) ∼

(a′ = λa). Ïîëîæèì a = ρ(s) e(s), ãäå ρ = |a(s)|. Òîãäà (a′ = λa) ∼ (ρ′ e +

ρ e′ = λρ e), ÷òî îçíà÷àåò ÷òî e′ = 0. Èç ýòîãî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ξ(t, s) =
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tρ(s) e(s), ãäå ρ(s) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, è e(s) - åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

ïîëå, ïàðàëëåëüíîå âäîëü γ(s). Ïîýòîìó ∂̃1 = τh+tρ ′ ev, ∂̃2 = ρ ev è ìû ìîæåì

íàéòè äðóãîå åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå Ñ2 = (e⊥)v, ãäå e⊥(s) �

åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, òàêæå ïàðàëëåëüíîå âäîëü γ(s) è îðòîãîíàëüíîå

ê e(s). Äëÿ ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ìû èìååì

∇̃∂̃1
Ñ2 = ∇̃τ h+(ξ′)v(e

⊥)v = [(e⊥)′]v + 1
2

[
R(ξ, e⊥)τ

]h
= 1

2tρ
[
R(e, e⊥)τ

]h
,

∇̃∂̃2
Ñ2 = 0

Î÷åâèäíî,
⟨⟨
∇̃∂̃i

Ñ2, ∂̃k
⟩⟩

= 0 äëÿ âñåõ i, k = 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîäìíîãîîá-

ðàçèå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå. Ýòèì äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå (c) òåîðåìû.

Ëèíåé÷àòûå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóþò è â îá-

ùåì ñëó÷àå [113].

Ïðåäëîæåíèå 3.25 Ïóñòü Mn � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Ðàññìîòðèì öè-

ëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü F̃ 2 ⊂ TMn âèäà
{
γ(s), t ρ(s) e(s)

}
, ãäå γ(s) ãåîäå-

çè÷åñêàÿ â Mn, e(s) - åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, ïàðàëëåëüíîå âäîëü γ è ρ(s)

- ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà F̃ 2 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì

â TMn è âíóòðåííå ïëîñêèì.

Ëîêàëüíîå îïèñàíèå òðåõìåðíûõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðà-

çèé â TM 2 äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.26 Ïóñòü M 2 � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé

K. Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå F̃ 3 ⊂ TM 2 ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ

ëèáî

a) 3 ïëîñêîñòüþ â TM 2 = E4, åñëè K ≡ 0, èëè
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b) îãðàíè÷åíèåì êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà ãåîäåçè÷åñêóþ γ ∈M2 òàêóþ,

÷òî K|γ = 0, åñëè K ̸≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F̃ 3 � ïîäìíîãîîáðàçèå â TM 2, çàäàííîå â ëî-

êàëüíîé êàðòå (x1, x2; ξ1, ξ2). Òîãäà ëîêàëüíî F̃ 3 ìîæíî çàäàòü îòîáðàæåíèåì

f âèäà

f(u1, u2, u3) =
(
x1(u1, u2, u3), x2(u1, u2, u3), ξ1(u1, u2, u3), ξ2(u1, u2, u3)

)
,

ãäå u1, u2, u3 - ëîêàëüíûå ïàðàìåòðû íà F̃ 3. ßêîáèåâà ìàòðèöà f∗ îòîáðàæåíèÿ

f èìååò âèä

f∗ =



∂x1

∂u1
∂x1

∂u2
∂x1

∂u3

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3

∂ξ1

∂u1
∂ξ1

∂u2
∂ξ1

∂u3

∂ξ2

∂u1
∂ξ2

∂u2
∂ξ2

∂u3


.

Òàê êàê rank f∗ = 3, ìû èìååì äâå ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòè

äîñòè÷ü ðàíãà, à èìåííî

(a) det


∂x1

∂u1
∂x1

∂u2
∂x1

∂u3

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3

∂ξ1

∂u1
∂ξ1

∂u2
∂ξ1

∂u3

 ̸= 0; (b) det


∂x1

∂u1
∂x1

∂u2
∂x1

∂u3

∂ξ1

∂u1
∂ξ1

∂u2
∂ξ1

∂u3

∂ξ2

∂u1
∂ξ2

∂u2
∂ξ2

∂u3

 ̸= 0.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ýòè âîçìîæíîñòè òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òî (b) èñêëþ÷àåò (a).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (a). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ëîêàëüíî ïàðà-

ìåòðèçîâàòü ïîäìíîãîîáðàçèå F 3 êàê

x1 = u1, x2 = u2, ξ1 = u3, ξ2 = ξ2(u1, u2, u3).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé, ïîäìíîãîîáðàçèå F̃ 3 âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â TM 2.

Ïîýòîìó, îíî ïåðåñåêàåò êàæäûé ñëîé TM 2 ïî âåðòèêàëüíûì ãåîäåçè÷åñêèì,

òî åñòü ïðÿìûì ëèíèÿì. Ïîëîæèì u0 = (u10, u
2
0). Òîãäà ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâ-
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íåíèå F̃ 3 ∩ Tu0
M2 îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ñëîÿ áóäåò èìåòü âèä

ξ1 = u3, ξ2 = ξ2(u10, u
2
0, u

3).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî óðàâíåíèå äîëæíî áûòü óðàâíåíèåì ïðÿìîé ëèíèè è

ñëåäîâàòåëüíî

ξ1 = u3, ξ2 = α(u10, u
2
0)u

3 + β(u10, u
2
0),

ãäå α(u) = α(u1, u2) è β(u) = β(u1, u2) íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè íà M 2. Ñ

ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, åñëè ïîëîæèòü u3 = t ïîäìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü ëî-

êàëüíî ïðåäñòàâëåíî êàê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ âåêòîð-

íûõ ïîëåé ξt íà M
2 âèäà

ξt(u) = t ∂1 +
(
α(u)t+ β(u)

)
∂2

îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîãî ðåïåðà ∂1 = ∂/∂u1, ∂2 = ∂/∂u2. Ââåäåì âåêòîð-

íûå ïîëÿ

a(u) = ∂1 + α(u) ∂2, b(u) = β(u) ∂2. (3.57)

Òîãäà ξt ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê ξt(u) = t a(u) + b(u). Åñòåñòâåííî îáîçíà-

÷èòü ÷åðåç ξt(M
2) ïîäìíîãîîáðàçèå F̃ 3 ⊂ TM 2 ýòîãî òèïà.

Îáîçíà÷èì ∂̃i (i = 1, . . . , 3) êîîðäèíàòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ξt(M
2). Òîãäà

∂̃1 =
{
1, 0, 0, t ∂1α + ∂1β

}
, ∂̃2 =

{
0, 1, 0, t ∂2α+ ∂2β

}
, ∂̃3 =

{
0, 0, 1, α

}
.

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè ïîëÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

∂̃1 = ∂h1 + t(∇∂1 a)
v + (∇∂1 b)

v, ∂̃2 = ∂h2 + t(∇∂2 a)
v + (∇∂2 b)

v, ∂̃3 = av.

Îáîçíà÷èì Ñ íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ξt(M
2). Òîãäà Ñ = (a⊥)v + Zh

t , ãäå⟨
a⊥, a

⟩
= 0 è ïîëå Zt = Z1

t ∂1 +Z2
t ∂2 ìîæåò áûòü ëåãêî íàéäåíî èç óðàâíåíèé⟨⟨

∂̃i, Ñ
⟩⟩

=
⟨
Zt, ∂i

⟩
+ t
⟨
∇∂i a, a

⊥⟩+ ⟨∇∂i b, a
⊥⟩ = 0 (i = 1, 2)



118

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êîâàëüñêîãî (1.9), ìîæíî íàéòè

∇̃∂̃i
av = ∇̃∂h

i +t(∇∂i
a)v+(∇∂i

b)va
v =

(∇∂ia)
v +

1

2

[
R(ξt, a)∂i

]h
= (∇∂ia)

v +
1

2

[
R(b, a)∂i

]h
.

Åñëè ïîäìíîãîîáðàçèå ξt(M
2) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå, òî ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ

äîëæíû áûòü óäîâëåòâîðåíû òîæäåñòâåííî⟨⟨
∇̃∂̃i

∂̃3, Ñ
⟩⟩

=
⟨
∇∂ia, a

⊥⟩+ 1

2

⟨
R(b, a)∂i, Zt

⟩
= 0

îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà t. ×òîáû óïðîñòèòü äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ, ïðåä-

ïîëîæèì ÷òî êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà íàM 2 - îðòîãîíàëüíà, òàê ÷òî
⟨
∂1, ∂2

⟩
=

0 è

R(b, a)∂2 = g11K |b ∧ a|∂1, R(b, a)∂1 = −g22K |b ∧ a|∂2,

ãäå K - ãàóññîâà êðèâèçíà M 2 è g11, g22, - êîíòðàâàðèàíòíûå ìåòðè÷åñêèå

êîýôôèöèåíòû. Òîãäà ìû èìååì⟨
R(b, a)∂1, Zt

⟩
= −g22K |b∧a|

⟨
Zt, ∂2

⟩
= g22K |b∧a|

(
t
⟨
∇∂2 a, a

⊥⟩+⟨∇∂2 b, a
⊥⟩),

⟨
R(b, a)∂2, Zt

⟩
= g11K |b∧a|

⟨
Zt, ∂1

⟩
= −g11K |b∧a|

(
t
⟨
∇∂1 a, a

⊥⟩+⟨∇∂1 b, a
⊥⟩).

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó
g22K|b ∧ a|

⟨
∇∂2a, a

⊥⟩t+ ⟨∇∂1a, a
⊥⟩+ g22K|b ∧ a|

⟨
∇∂2b, a

⊥⟩ = 0,

g11K|b ∧ a|
⟨
∇∂1a, a

⊥⟩t− ⟨∇∂2a, a
⊥⟩+ g11K|b ∧ a|

⟨
∇∂1b, a

⊥⟩ = 0,

êîòîðàÿ äîëæåí áûòü óäîâëåòâîðåíà òîæäåñòâåííî îòíîñèòåëüíî t. Êàê ñëåä-

ñòâèå, ìû èìååì 3 ñëó÷àÿ:

(i) K = 0,


⟨
∇∂1 a, a

⊥⟩ = 0,⟨
∇∂2 a, a

⊥⟩ = 0
;
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(ii) K ̸= 0, |b ∧ a| = 0,


⟨
∇∂1 a, a

⊥⟩ = 0,⟨
∇∂2 a, a

⊥⟩ = 0
;

(iii) K ̸= 0, |b ∧ a| ̸= 0,


⟨
∇∂1 a, a

⊥⟩ = 0,⟨
∇∂2 a, a

⊥⟩ = 0
,


⟨
∇∂1 b, a

⊥⟩ = 0,⟨
∇∂2 b, a

⊥⟩ = 0
;

Ñëó÷àé (i). Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, è

ìû ìîæåì âûáðàòü äåêàðòîâó êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó, òàê ÷òîáû êîâàðèàíò-

íîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ñòàëî îáû÷íûì, è ìû èìååì

∇∂i a =
{
0, ∂iα

}
(i = 1, 2), a⊥ =

{
− α, 1

}
.

Èç
⟨
∇∂i a,

⊥ ⟩ = 0 ñëåäóåò, ÷òî α = const, òî åñòü a - ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå

ïîëå. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå

∂̃1 =
{
1, 0, 0, ∂1β

}
= ∂h1 + (∂1 b)

v, ∂̃2 =
{
0, 1, 0, ∂2β

}
= ∂h1 + (∂1 b)

v,

∂̃3 =
{
0, 0, 1, α

}
, Ñ =

{
− ∂1β,−∂2β,−α, 1

}
.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè ∇̃∂̃i
∂̃k = (∇∂i∂kb)

v =
{
0, 0, 0, ∂ikβ

}
è óñëîâèå âïîëíå

ãåîäåçè÷íîñòè
⟨⟨
∇̃∂̃i

∂̃k, Ñ
⟩⟩

= 0 âëå÷åò ∂ikβ = 0. Òàêèì îáðàçîì, β = m1u
1+

m2u
2 + m0, ãäå m1,m2,m0 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Êàê ñëåäñòâèå, ïîä-

ìíîãîîáðàçèå ξt(M
2) ïîëó÷àåò ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âèäà

x1 = u1, x2 = u2, ξ1 = t, ξ2 = αt+m1u
1 +m2u

2 +m0

è ìû èìååì îáû÷íóþ ãèïåðïëîñêîñòü â TM 2 = E4.

Ñëó÷àé (ii). Ñ ó÷åòîì (3.57), óñëîâèå b ∧ a = 0 âëå÷åò b = 0. Óñëî-

âèÿ
⟨
∇∂1 a, a

⊥⟩ = 0,
⟨
∇∂2 a, a

⊥⟩ = 0 îçíà÷àþò, ÷òî ∇∂1 = λ1(u) a, ∇∂2 =

λ2(u) a. Êàê ñëåäñòâèå, ìû èìååì ξt = t a, à çíà÷èò

∂̃1 = ∂h1 + t(∇∂1 a)
v = ∂h1 + tλ1 a

v, ∂̃2 = ∂h2 + t(∇∂2 a)
v = ∂h2 + tλ2 a

v,



120

∂̃3 = av, Ñ = (a⊥)v.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Êîâàëüñêîãî (1.9),

∇̃∂̃i
∂̃k = ∇̃∂h

i +tλi av

(
∂hk + tλk a

v
)
=

∇̃∂h
i
∂hk + tλi∇̃av∂

h
k + ∇̃∂h

i
(tλka

v) + t2λiλk∇̃ava
v =

(∇∂i∂k)
h − 1

2

[
R(∂i, ∂k)ξt

]v
+ tλi

1

2

[
R(ξt, a)∂k

]h
+ t∂i(λk)a

v + tλk(∇∂ia)
v+

tλk
1

2

[
R(ξt, a)∂i

]h
= (∇∂i∂k)

h − t
1

2

[
R(∂i, ∂k)a

]v
+ t∂i(λk)a

v + tλkλi a
v.

Î÷åâèäíî, äëÿ i ̸= k⟨⟨
∇̃∂̃i

∂̃k, Ñ
⟩⟩

= −t1
2

⟨
R(∂i, ∂k)a, a

⊥⟩ ̸= 0,

òàê êàê M 2 ÿâëÿåòñÿ íåïëîñêèì è a ̸= 0. Ïðîòèâîðå÷èå

Ñëó÷àé (iii). Óñëîâèÿ âëåêóò ∇ia = λi(u) a, ∇ib = µi(u) a (i = 1, 2)

è ìû èìååì

ξt = t a+ b,

∂̃1 = ∂h1 + (tλ1 + µ1) a
v, ∂̃2 = ∂h1 + (tλ2 + µ2) a

v, ∂̃3 = av,

Ñ = (a⊥)v.

Âû÷èñëåíèÿ êàê âûøå âåäóò ê òîæäåñòâó

⟨⟨
∇̃∂̃i

∂̃k, Ñ
⟩⟩

= −1

2

⟨
R(∂i, ∂k)ξt, a

⊥⟩ =
− t

1

2

⟨
R(∂i, ∂k)a, a

⊥⟩− 1

2

⟨
R(∂i, ∂k)b, a

⊥⟩ = 0

÷òî ìîæåò áûòü âåðíî åñëè è òîëüêî åñëè⟨
R(∂i, ∂k)a, a

⊥⟩ = 0,
⟨
R(∂i, ∂k)b, a

⊥⟩ = 0.

Ïåðâîå óñëîâèå ïðîòèâîðå÷èò K ̸= 0.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé (b). Â ýòîì ñëó÷àå ïîäìíîãîîáðàçèå F̃ 3 ìîæåò

ëîêàëüíî ïàðàìåòðèçîâàíî êàê x1 = u1, x2 = x2(u1, u2, u3) ξ1 = u2, ξ2 = u3.

Òàê êàê ìû èñêëþ÷àåì ñëó÷àé (a), ìû äîëæíû ïðåäïîëîæèòü

det


∂x1

∂u1
∂x1

∂u2
∂x1

∂u3

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3

∂ξ1

∂u1
∂ξ1

∂u2
∂ξ1

∂u3

 = det


1 0 0

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3

0 1 0

 = −∂x
2

∂u3
= 0;

det


∂x1

∂u1
∂x1

∂u2
∂x1

∂u3

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3

∂ξ2

∂u1
∂ξ2

∂u2
∂ξ2

∂u3

 = det


1 0 0

∂x2

∂u1
∂x2

∂u2
∂x2

∂u3

0 0 1

 =
∂x2

∂u2
= 0;

Ïîýòîìó, â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì ïîäìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå ìîæíî ïàðà-

ìåòðèçîâàòü êàê x1 = x1(s), x2 = x2(s), ξ1 = u2, ξ2 = u3, ãäå s - åñòå-

ñòâåííûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðíîé êðèâîé γ(s) =
{
x1(s), x2(s)

}
íà M 2. Ãåîìåò-

ðè÷åñêè, ïîäìíîãîîáðàçèå ýòîãî êëàññà íå íè÷òî èíîå, íî îãðàíè÷åíèå TM 2

íà êðèâóþ γ(s). Îáîçíà÷èì τ è ν ðåïåð Ôðåíå γ(s). Ëåãêî ïðîâåðèòü ýòî

∂̃1 = τ h, ∂̃2 = ∂v1 , ∂̃3 = ∂v2 , Ñ = ν h. Ïî ôîðìóëàì Êîâàëüñêîãî (1.9),

äëÿ i = 1, 2 ìû ïîëó÷àåì⟨⟨
∇̃∂̃1+i

Ñ , ∂̃1
⟩⟩

=
⟨⟨
∇̃∂v

i
νh, τh

⟩⟩
=

1

2

⟨
R(ξ, ∂i)ν, τ

⟩
=

1

2

⟨
R(τ, ν)∂i, ξ

⟩
= 0

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ξ. Î÷åâèäíî, M 2 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì âäîëü γ(s).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.27 ÏóñòüM2 � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñî çíàêîïîñòîÿííîé êðè-

âèçíîé. Òîãäà TM 2 íå äîïóñêàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî 3-ïîäìíîãîîáðàçèÿ.
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3.5. Âûâîäû

Â ðàçäåëå ðåøåíà çàäà÷è ñ îïèñàíèÿ ïðîåêöèé ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé â

ðàññëîåíèÿõ íàä ïðîñòðàíñòâåííûìè ôîðìàìè. Äîêàçàíî, ÷òî íåâåðòèêàëü-

íàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ íà êàñàòåëüíîì èëè êàñàòåëüíîì ñôåðè÷åñêîì ðàñ-

ñëîåíèè íàä Mn(c) ïðîåêòèðóåòñÿ â êðèâóþ ñ ïîñòîÿííûìè êðèâèçíàìè, ëå-

æàùóþ íà ñîîòâåòñòâóþùåì âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîì ïîäìíîãîîáðàçèè M3(c).

Ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè Áåðæå-äåôîðìàöèè ìåòðèêè Ñàñàêè äëÿ êà-

ñàòåëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ è íå ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ êàñàòåëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ áåç íóëåâîãî ñå÷åíèÿ.

Âåêòîðíûå ïîëÿ ïîðîæäàþò ïîäìíîãîîáðàçèÿ, òðàíñâåðñàëüíûå ñëîÿì.

Âåðíî è îáðàòíîå: âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîþ, ïî-

ðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì âåêòîðíûì ïîëåì âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ â áàçå. Â

íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ òàêîãî òèïà ìîãóò áûòü âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêèìè. Íàïðèìåð, ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â áàçå. Ïîëå íîðìàëåé òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìî-

ãî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ãèïåðñëîåíèÿ ðàññëàèâàåò êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèè

åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íà âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ëèñòû. Äëÿ ðàçìåðíîñòè áàçû

n = 2 ìîæíî äàòü îïèñàíèå âñåõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â

êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé Ãàóññîâîé êðèâèçíû.
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ÐÀÇÄÅË 4

ÃÅÎÌÅÒÐÈß ÅÄÈÍÈ×ÍÎÃÎ ÂÅÊÒÎÐÍÎÃÎ ÏÎËß

Â äàííîì ðàçäåëå ñîäåðæèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ãåîìåò-

ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ êàê ñå÷åíèÿ åäè-

íè÷íîãî ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè. Â ÷àñòíîñòè, ðåøàþòñÿ

çàäà÷è õàðàêòåðèçàöèè ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ ñå÷åíèÿ ñ âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêèì ñâîéñòâîì. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå âåê-

òîðíûå ïîëÿ: ïîëå Õîïôà íà ñôåðàõ, Êèëëèíãîâû ïîëÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

âåêòîðíûå ïîëÿ êîíòàêòíûõ è Ñàñàêèåâûõ ñòðóêòóð, íîðìàëüíûå âåêòîðíûå

ïîëÿ ãèïåðñëîåíèé, èíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ãðóïïàõ Ëè. Ïðîâî-

äèòñÿ àíàëèç ôîðìóëû âòîðîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà äëÿ ïîäìíî-

ãîîáðàçèé, ïîðîæäåííûõ ñå÷åíèÿìè, è èññëåäóåòñÿ âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè

ïîäìíîãîîáðàçèé òàêîãî òèïà â åäèíè÷íîì êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè. Ðàçäåë

ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó è îïóáëèêîâàííûå â ðàáîòàõ

[105], [106], [107], [108], [111], [112], [114], [115], [116], [117], [120].

4.1. Ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà è Âåéíãàðòåíà äëÿ ξ(M) ⊂ T1M

Ïóñòü (M, g) ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè (n+1) ñ ìåòðèêîé g.

Îáîçíà÷èì
⟨
·, ·
⟩
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíî g è ∇ ñâÿçíîñòü Ëåâè-

×èâèòà íàM . Íàïîìíèì, ÷òî ìåòðèêà Ñàñàêè íà TM îïðåäåëåíà ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì (1.7).

Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå ãëàäêîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà (M, g). Äëÿ

èçó÷åíèÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M ,

íàì íåîáõîäèìî çíàòü ñòðóêòóðó êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèé ýòî-
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ãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tξ(M) êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ξ(M) ⊂

T1M . Òîãäà Tξ(M) = ξ∗(TM), ãäå ξ∗ � äèôôåðåíöèàë ñå÷åíèÿ ξ :M → T1M .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ξ∗X = Xh + (∇Xξ)
v (4.1)

äëÿ ëþáîãî X ∈ TM . Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(M) àëãåáðó Ëè ãëàäêèõ âåêòîð-

íûõ ïîëåé íà M . Èçâåñòíî, ÷òî ξv ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì íîðìàëüíûì âåê-

òîðíûì ïîëåì íà T1M ⊂ TM . Òîãäà äëÿ ëþáîãî X ∈ X(M) âåêòîðíîå ïî-

ëå X tg = Xv −
⟨
X, ξ

⟩
ξv, ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì íà T1M

è íàçûâàåòñÿ òàíãåíöèàëüíûì ëèôòîì X [16]. Àíàëîãîì ëåììû Êîâàëü-

ñêîãî äëÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ ëèôòîâ âåêòîðíûõ ïîëåé ñ áàçû íà

ðàññëîåíèå åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ Ëåììà 1.5 [16]. Îïåðàòîð Íîìèäçó

Aξ : X(M) → Xξ⊥(M) äëÿ çàäàííîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé AξX = −∇Xξ [90]. Åãî ñîïðÿæåííûé At
ξ îïðåäåëÿåòñÿ

ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ⟨
At

ξX,Y
⟩
=
⟨
X,AξY

⟩
. (4.2)

Çàìåòèì, ÷òî ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêîé Ñàñàêè T1M íà ïîäìíîãî-

îáðàçèè ξ(M), èìååò âèä

g̃(ξ∗X, ξ∗Y )
∣∣
(u,ξ(u))

= g(X, Y ) + g(AξX,AξY ).

Â âûðàæåíèè ÷åðåç îïåðàòîð Íîìèäçó ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êàñàòåëüíîå

ξ∗ : X(M) → Tξ(M) è íîðìàëüíîå ñ : X(M) → T⊥ξ(M) îòîáðàæåíèÿ ïî

ôîðìóëàì

X̃ = ξ∗X = Xh − (AξX)tg, ñ(Y ) = (At
ξY )h + Y tg, (4.3)

ãäå X è Y � êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà M .

Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ϕ : (M, g) → (N, h)

íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì íàä îáëàñòüþG ⊂M ñ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé,
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åñëè ϕ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè

1

2

∫
G

|dϕ|2 dVg

Âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé îòîáðàæåíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

Bϕ(X,Y ) = ∇ϕ
ϕ∗X

(ϕ∗Y )− ϕ∗(∇g
XY ),

ãäå ∇ϕ è ∇g � èíäóöèðîâàííàÿ ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà íà ϕ(M) è ∇g � ñâÿç-

íîñòü Ëåâè-×èâèòà íà M . Ñëåä âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû îòîáðà-

æåíèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ïîëåì íàïðÿæåííîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ, òî åñòü τ(ϕ) =

trace(Bϕ). Â ïðèìåíåíèè ê îòîáðàæåíèþ ξ : M → T1M , ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

Ëåììû 1.5, íåòðóäíî âû÷èñëèòü

∇̃ξ∗Xξ∗Y =
(
∇XY+

1

2
(R(ξ,∇Xξ)Y+R(ξ,∇Y ξ)X)

)h
+
(
∇X∇Y ξ−

1

2
R(X,Y )ξ

)tg
.

Òàê êàê R(X, Y )ξ = (∇YAξ)X − (∇XAξ)Y , òî

∇̃ξ∗Xξ∗Y =
(
∇XY +

1

2
(R(ξ,∇Xξ)Y +R(ξ,∇Y )X)

)h
−(

Aξ(∇XY ) +
1

2
((∇XAξ)Y + (∇YAξ)X)

)tg
.

Íàêîíåö,

ξ∗(∇XY ) =
(
∇XY

)h − (Aξ(∇XY )
)tg
,

à ïîýòîìó

Bξ(X,Y ) =
1

2

(
R(AξX, ξ)Y +R(AξY, ξ)X

)h
− 1

2

(
(∇XAξ)Y + (∇YAξ)X

)tg
.

Ïîëîæèì hBξ(X,Y ) = π∗(Bξ(X,Y ) è vBξ(X, Y ) = K(Bξ(X, Y )). Òîãäà

τ(ξ) = (trace(hBξ))
h − (trace(vBξ))

tg

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå ξ çàäàåò ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ξ : M → T1M
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

trace(hBξ)
h = 0, trace(vBξ)

tg = 0.

Çàìåòèì, ÷òî −trace(vBξ) := ∆̄ξ èçâåñòåí êàê ãðóáûé ëàïëàñèàí ïîëÿ [87], à

åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì, åñëè ∆̄ξ = λξ. Ãàðìî-

íè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè âàðèàöèîííîé çàäà÷è äëÿ

ôóíêöèîíàëà
∫
|∇ξ|2dV , ðàññìàòðèâàâøåéñÿ â [78]. Âåëè÷èíà

∫
|∇ξ|2dV íà-

çûâàåòñÿ òîòàëüíûì êðó÷åíèåì (total bending) èëè ôóíêöèîíàëîì ýíåðãèè

ïîëÿ è èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [13], [78], [79], [80], [81], [82]. Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

çàäàåò ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ξ : M → T1M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà îíî ãàðìîíè÷åñêîå è trace(hBξ) = 0. Ñâîéñòâà ãàðìîíè÷íîñòè âåêòîðíîãî

ïîëÿ è ãàðìîíè÷íîñòè çàäàâàåìîãî èì îòîáðàæåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáî-

òàõ [5], [7], [17], [23], [24], [28], [38], [40], [53], [75], [74]. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â ðàáîòå

[114] áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ ãðóáîãî ãåññèàíà ïîëÿ è òåíçîðà ãàðìîíè÷íîñòè

Hessξ(X,Y ) = 1
2

(
(∇XAξ)Y + (∇YAξ)X

)
,

Γξ(X, Y ) = 1
2

(
R(AξX, ξ)Y +R(AξY, ξ)X

)
.

(4.4)

Â âûðàæåíèè ÷åðåç ýòè òåíçîðû, Bξ(X,Y ) =
(
Γξ(X, Y )

)h
−
(
Hessξ(X,Y )

)tg
.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 4.1 Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∇̄, Ω̃, Ã è ∇̃⊥ èíäóöèðîâàííóþ ñâÿçíîñòü,

âòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ôîðìó, îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà è êîâàðèàíòíóþ

ïðîèçâîäíóþ â íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M). Òîãäà

∇̄ξ∗Xξ∗Y = ξ∗
(
∇XY + Γξ(X, Y )

)
+
(
Aξ(Γξ(X, Y ))−Hessξ(X, Y )

)tgy
Tξ(M)

,

Ω̃(ξ∗X, ξ∗Y ) =
(
Aξ(Γξ(X,Y ))−Hessξ(X, Y )

)tgy
T⊥ξ(M)

,
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Ãñ(Z)(ξ∗X) =

−
(
(∇XA

t
ξ)Z +

1

2
R(ξ, Z)X − 1

2
R(ξ, AξX)At

ξZ +
1

2
At

ξ

(
R(X,At

ξZ)ξ
))hy

Tξ(M)
,

∇̃⊥
ξ∗X

ñ(Z) = ñ
(
∇XZ +

1

2
R(At

ξZ,X)ξ
)
+(

(∇XA
t
ξ)Z +

1

2
R(ξ, Z)X − 1

2
R(ξ, AξX)At

ξZ +
1

2
At

ξ

(
R(X,At

ξZ)ξ
))hy

T⊥ξ(M)
,

ãäå
y îçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîåêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, èñïîëüçóåì ôîðìóëû Ëåììû 1.5 è

âèä ðåïåðà (4.3). Ïîëó÷èì

∇̃ξ∗Xξ∗Y =
(
∇XY +

1

2
R(AξX, ξ)Y +

1

2
R(AξY, ξ)X

)h
−(

∇X(AξY ) +
1

2
R(X,Y )ξ

)tg
.

Âûäåëÿÿ êàñàòåëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, íàõîäèì

∇̃ξ∗Xξ∗Y = ξ∗
(
∇XY + Γξ(X, Y )

)
+(

Aξ(∇XY ) + Aξ(Γξ(X, Y ))−∇X(AξY )− 1

2
R(X, Y )ξ

)tg
=

ξ∗
(
∇XY + Γξ(X, Y )

)
+
(
Aξ(Γξ(X, Y ))− (∇XAξ)Y − 1

2
R(X,Y )ξ

)tg
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî R(X,Y )ξ = (∇YAξ)X − (∇XAξ)Y , à ïîýòîìó

∇̃ξ∗Xξ∗Y = ξ∗
(
∇XY + Γξ(X, Y )

)
+
(
Aξ(Γξ(X, Y ))−Hessξ(X, Y )

)tg
.

Âåêòîðíîå ïîëå
(
Aξ(Γξ(X,Y ))−Hessξ(X,Y )

)tg
òðàíñâåðñàëüíî ξ(M), à ïî-

ýòîìó åãî ïðîåêöèÿ íà íîðìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ξ(M) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé

âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé, à ïðîåêöèÿ íà êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàí-
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ñòâî îïðåäåëÿåò äîáàâêó ê äåôîðìàöèè ñâÿçíîñòè íà ξ(M). Òàêèì îáðàçîì,

∇̄ξ∗Xξ∗Y = ξ∗
(
∇XY + Γξ(X, Y )

)
+(
Aξ(Γξ(X,Y ))−Hessξ(X,Y )

)tgy
Tξ(M)

,

Ω̃(ξ∗X, ξ∗Y ) =
(
Aξ(Γξ(X,Y ))−Hessξ(X, Y )

)tgy
T⊥ξ(M)

.

Äëÿ ïîëÿ íîðìàëåé ñ(Z) àíàëîãè÷íî íàõîäèì

∇̃ξ∗X ñ(Z) =
(
∇X(A

t
ξZ) +

1

2
R(ξ, Z)X − 1

2
R(ξ, AξX)At

ξZ
)h

+(
∇XZ − 1

2
R(X,At

ξZ)ξ
)tg
.

Âûäåëèì òðàíñâåðñàëüíóþ è íîðìàëüíóþ ñîñòàâëÿþùèå, äîáàâëÿÿ è âû÷èòàÿ

â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè âåêòîð
(
At

ξ

(
∇XZ − 1

2R(X,A
t
ξZ)ξ

))h
. Ïîëó÷èì

∇̃ξ∗X ñ(Z) =(
∇X(A

t
ξZ) +

1

2
R(ξ, Z)X − 1

2
R(ξ, AξX)At

ξZ − At
ξ

(
∇XZ − 1

2
R(X,At

ξZ)ξ
))h

+(
At

ξ

(
∇XZ − 1

2
R(X,At

ξZ)ξ
))h

+
(
∇XZ − 1

2
R(X,At

ξZ)ξ
)tg

=(
(∇XA

t
ξ)Z +

1

2
R(ξ, Z)X − 1

2
R(ξ, AξX)At

ξZ +
1

2
At

ξ

(
R(X,At

ξZ)ξ
))h

+

ñ
(
∇XZ +

1

2
R(At

ξZ,X)ξ
)
.

Ïðîåêöèÿ òðàíñâåðñàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íà êàñàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

îïðåäåëÿåò îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà, à åå ïðîåêöèÿ íà íîðìàëüíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî îïðåäåëÿåò äîáàâêó ê êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â íîðìàëüíîé ñâÿçíî-

ñòè ξ(M), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ Ëåììû 4.1 ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ôóí-

äàìåíòàëüíîé ôîðìû äëÿ ξ(M) ⊂ T1M .
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Ëåììà 4.2 Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé íîðìàëè ñ(Z) èìååò âèä

Ω̃ñ(Z)(ξ∗X, ξ∗Y ) =
⟨
Hessξ(X,Y )− Aξ(Γξ(X,Y )), Z ′⟩,

ãäå Z ′ = Z −
⟨
Z, ξ

⟩
ξ.

Óñëîâèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè äëÿ ξ(M) ⊂ T1M ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä.

Ëåììà 4.3 Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn

ïîðîæäàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(Mn) ⊂ T1M
n òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

Hessξ(X, Y )− AξΓξ(X, Y )−
⟨
AξX,AξY

⟩
ξ = 0 (4.5)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y ∈ X(Mn).

Â ðàáîòå [32] áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå äâå ôîðìû

ν(Z) = trace(X → (∇XA
t
ξ)Z), ν̃(Z) = trace(X → R(AξX, ξ)Z).

Ðàâåíñòâî ν(Z) = 0 äëÿ Z ∈ X̃ξ⊥ ýêâèâàëåíòíî ãàðìîíè÷íîñòè ïîëÿ ξ, à äî-

ïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ν̃(Z) = 0 äëÿ âñåõ Z ∈ X̃(M) îçíà÷àåò ãàðìîíè÷íîñòü

îòîáðàæåíèÿ ξ → T1M . Â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ ýòè ôîðìû ðàññìàòðèâàëèñü

äëÿ íàõîæäåíèÿ ãàðìîíè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé, çàäàþùèõ ãàðìîíè÷åñêîå

îòîáðàæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ îòìå÷àëàñü ìèíèìàëüíîñòü òàêèõ ïîëåé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ âåêòîðíûõ â ðàáîòå [34] áûëà ïðåäëîæåíà

íåêîòîðàÿ òðóäíî âû÷èñëèìàÿ ôîðìà, îáðàùåíèå â íóëü êîòîðîé îçíà÷àåò

ìèíèìàëüíîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ. Òàêîé êðèòåðèé ìèíèìàëüíîñòè èñïîëüçî-

âàëñÿ â ðàáîòàõ [20], [31], [37], [38] . Íàøè âû÷èñëåíèÿ â Ëåììå 4.1 ïîêà-
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çûâàþò, ÷òî íà ñàìîì äåëå äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

äîñòàòî÷íî ôîðì ν è ν̃, òàê êàê ìîæíî âûðàçèòü ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ ξ(M) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé íîðìàëè Ñ = (At
ξZ)

h+(Z)tg äëÿ

Z ∈ X̃ξ⊥(M) ÷åðåç ýòè äâå ôîðìû â ñëåäóþùåì âèäå:

nH̃(Ñ) = ν(Z) + ν̃(At
ξZ).

Äåéñòâèòåëüíî,

nH̃(Ñ) = trace(X̃ → ÃÑX̃) =

trace
(
X → (∇XA

t
ξ)Z+

1

2
R(ξ, Z)X− 1

2
R(ξ, AξX)At

ξZ+
1

2
At

ξ

(
R(X,At

ξZ)ξ
))

=

ν(Z) +
1

2
ν̃(At

ξZ) +
1

2
trace(X → At

ξ

(
R(X,At

ξZ)ξ
)
).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî⟨
At

ξ

(
R(X,At

ξZ)ξ
)
, X
⟩
=
⟨
R(X,At

ξZ)ξ, AξX
⟩
=
⟨
R(AξX, ξ)A

t
ξZ,X

⟩
,

à çíà÷èò trace(X → At
ξ

(
R(X,At

ξZ)ξ
)
= ν̃(At

ξZ). Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

nH̃((ξ∗Z)
⊥) = ν(Z) + ν̃(At

ξZ). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

ν̃(Z) = −g(trace(Γξ), Z).

×òîáû ïîñòðîèòü åñòåñòâåííûå êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå îðòîíîðìè-

ðîâàííûå ðåïåðû äëÿ ξ(M), ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

îïåðàòîðà ôîðìû Aξ, îñíîâàííîå íà ñëåäóþùåì ëèíåéíîì ðåçóëüòàòå àëãåá-

ðû ([91], Òåîðåìà 7.3.5).

Òåîðåìà 4.4 Ìàòðèöà A ∈Mm,n ðàíãà k ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

A = FΣE∗,

ãäå F ∈Mm è E ∈Mn - óíèòàðíûå ìàòðèöû.

Ìàòðèöà Σ = [σij] ∈ Mm,n - òàêàÿ, ÷òî σij = 0, i ̸= j, σ11 ≥ σ22 ≥
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· · · ≥ σkk > σk+1,k+1 = · · · = σqq = 0, q = min{m,n}. Âåëè÷èíû {σii} ≡ {λi}

ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè êâàäðàòíûìè êîðíÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé ìàòðèöû AAt è ñëåäîâàòåëüíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Ñòîëáöû ìàò-

ðèöû F - ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû AAt, è ñòîëáöû ìàòðèöû E -

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû AtA. Êðîìå òîãî, Atfi = λiei è Aei = λifi

äëÿ i = 1, . . . , k. Åñëè ìàòðèöà A âåùåñòâåííà, òî F,Σ è E ìîãóò áûòü

âûáðàíû âåùåñòâåííûìè.

Ñòîëáöû ìàòðèö F è E íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ëåâûìè è ïðàâûìè

ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A. Çíà÷åíèÿ λi íàçûâàþò ñèíãóëÿðíûìè

çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A.

Ïîëîæèì A = Aξ è ïðèìåíèì Òåîðåìó 4.4. Òàê êàê At
ξξ = 0 äëÿ ëþáîãî

åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ, ñóùåñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûå ëîêàëüíûå

ðåïåðû e0, e1, . . . , en è f0 = ξ, f1, . . . , fn íà M òàêèå, ÷òî

Aξ e0 = 0, Aξ eα = λαfα, At
ξ f0 = 0, At

ξ fα = λαeα, α = 1, . . . , n,

ãäå λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λn ≥ 0 - äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè.

Åñòåñòâåííî íàçâàòü ôóíêöèè λi (i = 1, . . . , n) ñèíãóëÿðíûìè ãëàâíû-

ìè êðèâèçíàìè ïîëÿ ξ îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà. Çà-

ìåòèì, ÷òî, åñëè íåîáõîäèìî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü îðèåíòèðîâàííûå ñèíãó-

ëÿðíûå çíà÷åíèÿ, çàôèêñèðîâàâ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà.

Ïîëàãàÿ λ0 = 0, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ íà ñèíãóëÿðíûõ ðåïåðàõ

â îáúåäèíåííîì âèäå

Aξ ei = λifi, At
ξ fi = λiei, i = 0, 1, . . . , n,

λ0 = 0, λ1, . . . , λn ≥ 0.

(4.6)

Ïðèìåíåíèå ôîðìóë (4.3) ê âåêòîðàì ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà ïîçâîëÿåò ïîñòðî-
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èòü îðòîíîðìèðîâàííîå îñíàùåíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M), à èìåííî,

ẽi =
1√

1 + λ2i
(ehi − λif

v
i ), i = 0, 1, . . . , n,

ñσ| =
1√

1 + λ2σ

(
λσe

h
σ + f vσ

)
, σ = 1, . . . , n

(4.7)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûå ðåïåðû â êàñàòåëüíîì è â íîðìàëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâàõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M), ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 4.5 Êîìïîíåíòû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ξ(M) ⊂ T1M

îòíîñèòåëüíî ðåïåðîâ (4.7) èìåþò âèä

Ω̃σ|00 =
1√

1 + λ2σ

[
−
⟨
(∇e0Aξ)e0, fσ

⟩]
,

Ω̃σ|α0 =
1

2

1√
1 + λ2σ

1√
1 + λ2α

[
−
⟨
(∇eαAξ)e0 + (∇e0Aξ)eα, fσ

⟩
+

λσλα
⟨
R(eσ, e0)ξ, fα

⟩]
,

Ω̃σ|αβ =
1

2

1√
1 + λ2σ

1√
1 + λ2α

1√
1 + λ2β

[
−
⟨
(∇eαAξ)eβ + (∇eβAξ)eα, fσ

⟩
+

λαλσ
⟨
R(eσ, eβ)ξ, fα

⟩
+ λβλσ

⟨
R(eσ, eα)ξ, fβ

⟩]
,

ãäå σ, α, β = 1, . . . , n

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðÿìîì ïðèìåíåíèè Ëåììû 4.2 ê âåêòîðàì, ïîðîæ-

äàþùèì ðåïåðû (4.7), à èìåííî

X =
1√

1 + λi
ei, Y =

1√
1 + λk

ek, Z =
1√

1 + λσ
fσ,

ïðèìåíåíèè ôîðìóë (4.6), à êàê æå ñèììåòðèé òåíçîðà êðèâèçíû.
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Îïåðàòîð Íîìèäçó óäîâëåòâîðÿåò íåãîëîíîìíîìó óðàâíåíèþ Êîäàööè

R(X, Y )ξ = (∇YAξ)X − (∇XAξ)Y. (4.8)

Ïîýòîìó îïåðàòîð Íîìèäçó Aξ ìîæíî íàçûâàòü òàê æå íåãîëîíîìíûì îïå-

ðàòîðîì Âåéíãàðòåíà. Òàê êàê ðåïåðû (4.3) îðòîíîðìèðîâàíû, òî äëÿ êîì-

ïîíåíò âåêòîðà ñðåäíåé êðèâèçíû ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M ïîëó÷àåì

(n+ 1)Hσ| =
1√

1 + λ2σ

{
−
⟨
(∇e0Aξ)e0, fσ

⟩
+

n∑
α=1

−
⟨
(∇eαAξ)eα, fσ

⟩
+ λσλα

⟨
R(eσ, eα)ξ, fα

⟩
1 + λ2α

}
. (4.9)

Ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü ôîðìóëó (4.9). ×òîáû ñäåëàòü ýòî, ìû ââî-

äèì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Ei|jk =
⟨
∇eiej, ek

⟩
, Fi|jk =

⟨
∇eifj, fk

⟩
,

ãäå f0 ïîëàãàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì. Î÷åâèäíî, Ei|jk = −Ei|kj è Fi|jk = −Fi|kj.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

−
⟨
(∇eiAξ)ej, fk

⟩
= ei(λj)δjk + λjFi|jk − λkEi|jk.

Ïîýòîìó,

−
⟨
(∇ejAξ)ej, fi

⟩
= ej(λj)δij + λjFj|ji − λiEj|ji,

−
⟨
(∇eiAξ)ej, fj

⟩
= ei(λj),

−
⟨
(∇eiAξ)ej, fi

⟩
= ei(λj)δij + λjFi|jiλiEi|ji

Èç (4.8) ñëåäóåò, ÷òî
⟨
R(ei, ej)ξ, fj

⟩
= ei(λj)+

⟨
(∇ejAξ)ej, fi

⟩
+(λi+λj)(Ej|ji−

Fj|ji).Ïîýòîìó−
⟨
(∇ejAξ)ej, fi

⟩
= ei(λj)+(λi+λj)(Ej|ji−Fj|ji)−

⟨
R(ei, ej)ξ, fj

⟩
.

Íàêîíåö, ââîäÿ ìàòðèöó Gi|j ñ êîìïîíåíòàìè Gi|j = Ei|ij −Fi|ij ìû ìîæåì ïå-
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ðåïèñàòü ôîðìóëó ñðåäíåé êðèâèçíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

(n+ 1)Hσ| =
1√

1 + λ2σ

n∑
i=0

eσ(λi)− (λi + λσ)Gi|σ + (λiλσ − 1)
⟨
R(eσ, ei)ξ, fi

⟩
1 + λ2i

,

(4.10)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ λ0 = 0 è f0 = 0.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äâóìåðíîãî ðèìàíîâà

ìíîãîîáðàçèÿ âûðàæåíèå (4.9) äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ξ(M) ⊂ T1M èìååò âèä

H =
1

2
√
1 + λ2

(
−
⟨
∇e0e0, e1

⟩
λ+

e1(λ)

1 + λ2

)
. (4.11)

Ïóñòü ξ � äàííîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå. Îáîçíà÷èì e0 åäèíè÷íîå

âåêòîðíîå ïîëå òàêîå, ÷òî ∇e0ξ = 0. Îáîçíà÷èì e1 åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå,

îðòîãîíàëüíîå ê e0, òàêîå ÷òî ∇e1ξ = λη, ãäå η - åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå,

îðòîãîíàëüíîå ê ξ. Ïîëîæèì

∇ξ ξ = k η, ∇η η = κ ξ.

Ôóíêöèè k è κ åñòü îðèåíòèðîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû èíòåãðàëüíûõ

êðèâûõ ïîëåé ξ è η ñîîòâåòñòâåííî. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî λ2 = k2 + κ2.

Îáîçíà÷èì îðèåíòèðîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ

ïîëåé e0 è e1 ÷åðåç µ è σ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

∇e0 e0 = µ e1, ∇e1 e1 = σ e0.

Îðèåíòàöèè ðåïåðîâ (ξ, η) è (e0, e1) íåçàâèñèìû. Ïîëîæèì s = 1, åñëè îðèåí-

òàöèè êîãåðåíòíû è s = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äàåò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ î ñâÿçè ìåæäó

ñèíãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà (∇ξ) = −Aξ, ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàê-

òåðèñòèêàìè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà è ãàóññîâîé êðèâèç-
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íîé ìíîãîîáðàçèÿ.

Ëåììà 4.6 Ïóñòü ξ � äàííîå ãëàäêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íàM 2. Îáî-

çíà÷èì e0 åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà M
2 òàêîå ÷òî ∇e0ξ = 0. Ïóñòü η è

e1 � åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà M
2 òàêèå, ÷òî (ξ, η) è (e0, e1) îáðàçóþò

äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ ðåïåðà íà M 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ îðèåíòèðîâàí-

íîå ñèíãóëÿðíîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà (∇ξ). Òîãäà ìû èìååì ∇e1ξ = λη, è

âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(a) åñëè k =
⟨
∇ξξ, η

⟩
� îðèåíòèðîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ξ-êðèâîé

è κ =
⟨
∇ηη, ξ

⟩
� îðèåíòèðîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà η-êðèâîé, òî

λ2 = k2 + κ2;

(b) åñëè K - ãàóññîâà êðèâèçíà M2, òî

(−1)sK = e0(λ)− λσ,

ãäå σ =
⟨
∇e1e1, e0

⟩
- îðèåíòèðîâàííàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà e1-êðèâîé

è

s =


1 åñëè ðåïåðû (ξ, η) è (e0, e1) îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàíû,

0 åñëè ðåïåðû (ξ, η) è (e0, e1) îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâîïîëîæíî

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Åñëè (ξ, η) - îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð íà M 2, òî

∇ξ ξ = k η, ∇ξ η = −k ξ,

∇η ξ = −κ η, ∇η η = κ ξ.
(4.12)

Ãåîìåòðè÷åñêè, ôóíêöèè k è κ - îðèåíòèðîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû

ξ-è η-êðèâûõ ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì æå ñïîñîáîì ìû ïîëó÷àåì

∇e0e0 = µ e1, ∇e0e1 = −µ e0,

∇e1e0 = −σ e1, ∇e1e1 = σ e0,
(4.13)

ãäå µ è σ - îðèåíòèðîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû e0-è e1-êðèâûõ ñîîòâåò-

ñòâåííî.

Ïóñòü ω � óãëîâàÿ ôóíêöèÿ ìåæäó ξ è e0. Òîãäà ìû èìååì äâà âîçìîæ-

íûõ ðàçëîæåíèÿ:

Or(+)

 e0 = cosω ξ + sinω η,

e1 = − sinω ξ + cosω η,
Or(�)

 e0 = cosω ξ + sinω η,

e1 = sinω ξ − cosω η.

Â ñëó÷àå Or(+) ìû èìååì

∇e0 ξ = (k cosω − κ sinω) η, ∇e1 ξ = −(k sinω + κ cosω) η,

è áëàãîäàðÿ âûáîðó e0 è e1 ìû âèäèì, ÷òî k cosω − κ sinω = 0,

k sinω + κ cosω = −λ.

Òàê ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ Or(+) k = −λ sinω, κ = −λ cosω.

Òàêèì æå ñïîñîáîì, äëÿ ñëó÷àÿ Or(−) k = λ sinω, κ = λ cosω. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ λ2 = k2 + κ2.
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(b) Ââèäó âûáîðà ðåïåðîâ,

⟨
R(e0, e1)ξ, η

⟩
=
⟨
∇e0∇e1ξ −∇e1∇e0ξ −∇∇e0

e1−∇e1
e0ξ, η

⟩
=⟨

∇e0(λ η)−∇−µ e0+σ e1 ξ, η
⟩
= e0(λ)− λσ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

⟨
R(e0, e1)ξ, η

⟩
=

 −K â ñëó÷àå Or(+),

+K â ñëó÷àå Or(−).
(4.14)

Ïîëîæèì s = 1 äëÿ ñëó÷àÿ Or(+) è s = 0 äëÿ ñëó÷àÿ Or(−). Òîãäà ìû

ïîëó÷àåì (−1)sK = e0(λ)− λσ, ÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ðåçóëüòàò Ëåììû 4.5 ìîæåò òàêæå áûòü óïðîùåí ñëåäóþùèì ñïîñîáîì.

Ëåììà 4.7 Ïóñòü M � 2-ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ãàóññîâîé êðèâèç-

íû K. Â òåðìèíàõ Ëåììû 4.6 âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ

ôîðìàõ:

(i)

Ω̃ =


−µ λ√

1 + λ2
(−1)s+1K

2
+

e0(λ)

1 + λ2

(−1)s+1K

2
+

e0(λ)

1 + λ2
e1

(
λ√

1 + λ2

)
 ,

(ii)

Ω̃ =


−µ λ√

1 + λ2
1

2

(
σ λ+

1− λ2

1 + λ2
e0(λ)

)
1

2

(
σ λ+

1− λ2

1 + λ2
e0(λ)

)
e1

(
λ√

1 + λ2

)
 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé òî÷êå (p, ξ) ∈ ξ(M) âåêòîðû

ẽ0 = eh0 , ẽ1 =
1√

1 + λ2
(eh1 + ληv)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ξ(M) è

ñ =
1√

1 + λ2

(
− λeh1 + ηv

)
,

ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé íîðìàëüþ äëÿ ξ(M) ⊂ T1M .

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî â 2-ìåðíîì ñëó÷àå êîìïîíåíòû Ω ïðè-

íèìàþò âèä

Ω̃00 =
1√

1 + λ2

⟨
− (∇e0Aξ)e0, η

⟩
, Ω̃11 =

1

(1 + λ2)3/2
⟨
− (∇e1Aξ)e1, η

⟩
,

Ω̃01 =
1

2

1

1 + λ2

[
−
⟨
(∇e1Aξ)e0 + (∇e0Aξ)e1, η

⟩
+ λ2

⟨
R(e1, e0)ξ, η

⟩]
.

Èìåÿ â âèäó (4.13) è (4.14), ìû íàõîäèì

Ω̃00 = −µ λ√
1 + λ2

, Ω̃11 =
e1(λ)

(1 + λ2)3/2
= e1

(
λ√

1 + λ2

)
,

Ω̃01 =
1

2(1 + λ2)
(e0(λ) + λσ − λ2(−1)sK) =


(−1)s+1K

2
+

e0(λ)

1 + λ2

1

2

(
σ λ+

1− λ2

1 + λ2
e0(λ)

) ,

ãäå Ëåììà 4.6 (b) áûëà ïðèìåíåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ëåììà 4.8 Ïóñòü ξ è η � åäèíè÷íûå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðíûå

ïîëÿ íà 2-ìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Îáîçíà÷èì k è κ ãåîäåçè÷åñêèå

êðèâèçíû èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëÿ ξ è η, ñîîòâåòñòâåííî. Ñðåäíÿÿ êðè-
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âèçíà H âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ äàåòñÿ ôîðìóëîé

H =
1

2

[
ξ

(
k√

1 + k2 + κ2

)
− η

(
κ√

1 + k2 + κ2

)]
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (4.9) ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïîñëå çàìåíû ξ → −ξ

ñðåäíÿÿ êðèâèçíà H òîëüêî èçìåíÿåò åå çíàê. Ïîýòîìó, ìû ìîæåì âûáðàòü

íàïðàâëåíèå ξ òàê, ÷òî îíî áóäåò ïîëåì ãëàâíûõ íîðìàëåé η - êðèâûõ. Ïî

òåì æå ïðè÷èíàì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü η êàê ïîëå ãëàâíûõ íîðìàëåé ξ -

êðèâûõ. Îáîçíà÷èì ω óãîë ìåæäó ξ è ïîëåì e0 ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà. Òîãäà

e0 = cosωξ + sinωη. Òàê êàê ∇e0ξ = 0, ìû èìååì cosω∇ξξ + sinω∇ηξ = 0.

Ôîðìóëû Ôðåíå äàþò ∇ξξ = kη, ∇ηξ = −κη. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì

k cosω − κ sinω = 0. (4.15)

Îáîçíà÷èì e1 è f1 äðóãèå âåêòîðû ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî èçìåíåíèå íàïðàâëåíèé ýòèõ âåêòîðîâ èíäóöèðóåò èçìåíåíèå çíàêà H.

Ïîýòîìó, ìû ìîæåì âñåãäà ïîëàãàòü f1 = η è e1 = ± sinωξ ∓ cosωη, ÷òîáû

óäîâëåòâîðèòü óðàâíåíèþ ∇e1ξ = λf1 ñ λ ≥ 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âñå

ýòî, ïîëîæèì

e0 = cosωξ + sinωη, e1 = sinωξ − cosωη.

Òîãäà ìû èìååì ∇e0ξ = cosω∇ξξ + sinω∇ηξ = 0, ∇e1ξ = sinω∇ξξ −

cosω∇ηξ = λη. Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìû ïîëó÷àåì ∇ξξ = λ sinω η, ∇ηξ =

−λ cosω η. Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ ôîðìóëàìè Ôðåíå, ìû çàêëþ÷àåì ÷òî k = λ sinω,

κ = λ cosω. Ïîýòîìó,

λ2 = k2 + κ2, sinω =
k

λ
, cosω =

κ

λ
(4.16)

×òîáû èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (4.11), ìû äîëæíû íàéòè e1(λ) è
⟨
∇e0e0, e1

⟩
.

Òåïåðü, èìåÿ â âèäó (4.15), ìû èìååì e1(λ) = k
λξ(λ) −

κ
λη(λ) è ∇e0e0 =

−
(
ξ(sinω) − η(cosω)

)
e1. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ (4.16), ìû ïîëó÷àåì âûðàæå-

íèå −
⟨
∇e0e0, e1

⟩
= ξ

(
k
λ

)
− η

(
κ
λ

)
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â (4.11), ìû
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ïîëó÷àåì

H =
1

2

1√
1 + λ2

[(
ξ
(k
λ

)
− η
(κ
λ

))
λ+

1

1 + λ2

(
k

λ
ξ(λ)− κ

λ
η(λ)

)]
=

1

2

1

(1 + λ2)3/2
[(
(1 + λ2) ξ(k)− kλ ξ(λ)

)
−
(
(1 + λ2) η(κ)− κλ η(λ)

)]
=

1

2

[
ξ

(
k√

1 + λ2

)
− η

(
κ√

1 + λ2

)]
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.16), ìû ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáîâàëîñü.

Åñëè ξ � ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå, òî äëÿ íåãî k = 0 è ôîðìóëà

äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû òàêîãî ïîëÿ óïðîùàåòñÿ äîH = 1
2η
(

κ√
1+κ2

)
. Òðåáîâàíèå

ìèíèìàëüíîñòè ïîëÿ âëå÷åò ïîñòîÿíñòâî êðèâèçíû åãî îðòîãîíàëüíûõ òðàåê-

òîðèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëå ξ ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíûì, òî êàæäàÿ îêðóæíîñòü

Ãàóññà îòíîñèòåëüíî äàííîé òî÷êè èìååò ïîñòîÿííóþ ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèç-

íó, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Äàðáó. Åñëè æå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êàæ-

äîå ðàäèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå áûëî ìèíèìàëüíûì, òî êàæäàÿ îêðóæíîñòü

Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Äàðáó, à çíà÷èò äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå èìå-

åò ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðèâèçíó (ñì. [88]). Ìèíèìàëüíîñòü ãåîäåçè÷åñêîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå íà ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 4.9 Åäèíè÷íîå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íà äâóìåðíîì ðè-

ìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M 2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà M 2 íåñåò ìåòðèêó âðàùåíèÿ è ξ åñòü ïîëå êàñàòåëüíûõ ìåðèäèàíîâ

ýòîé ìåòðèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíè÷íîå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå ξ îïðåäåëÿåò ëî-

êàëüíîå ãåîäåçè÷åñêîå ñëîåíèå íàM 2. Ïðèíÿâ èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ

â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíîãî ñåìåéñòâà ïîëóãåîäåçè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
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çàïèøåì ìåòðèêó M 2 â âèäå

ds2 = du2 + g2(u, v)dv2.

Äëÿ ïîëÿ ξ = {1, 0} ñèíãóëÿðíûé ðåïåð ïðèìåò âèä e0 = ξ = ∂u è e1 = f1 =

{0, 1/g} = (1/g)∂v. Òîãäà ∇e1ξ = (∂ug/g) e1, òî åñòü λ = ∂ug/g. Èç ôîðìóëû

(4.11) ñëåäóåò, ÷òî ξ ìèíèìàëüíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e1(λ) = 0, òî

åñòü, êîãäà ∂ug
g = C1(u), à çíà÷èò g(u, v) = C2(v)e

∫
C1(u) du. Ïîñëå î÷åâèäíîé

çàìåíû ïàðàìåòðà ìû ïðèõîäèì ê ìåòðèêå âðàùåíèÿ.

Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ìèíèìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íå îáÿçà-

íû áûòü ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè. Ðàññìîòðèì ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M

ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ ds2 = du2 + e2g(u)dv2. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå ξ,

êîòîðîå ïàðàëëåëüíî âäîëü êàæäîé u - ãåîäåçè÷åñêîé. Äëÿ íåãî ñèíãóëÿð-

íûé ðåïåð ñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíûì, òî åñòü â îáîçíà÷åíèÿõ Ëåììû 4.11

e0 = ∂u, e1 = e−g∂v è òàê êàê ñàìî ïîëå e0 � ãåîäåçè÷åñêîå, òî ñðåäíÿÿ

êðèâèçíà ïîëÿ ξ ïðèìåò âèä H = 1
2
√
1+λ2

e1(λ)
1+λ2 . Ïðè ýòîì ñàìî ïîëå èìå-

åò âèä ξ = cosω(v)e0 + sinω(v)e1. Ïîëîæèì η = − sinωe0 + cosωe1. Òîãäà

λ =
⟨
∇e1ξ, η

⟩
= (e1(ω)− κ), ãäå κ = g′ � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ïàðàëëåëåé.

Çàìåòèì, ÷òî e1(κ) = 0, à ïîýòîìó e1(λ) = e1(e1(ω)) = e−2g∂2vω. Ñëåäîâàòåëü-

íî, äëÿ òàêîãî ïîëÿ

H =
e−2gωvv

2
(
1 + (e−gωv + g′)2

)3/2 .
Êàê ñëåäñòâèå, íà 2-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ åäèíè÷íîå

âåêòîðíîå ïîëå ξ, ïàðàëëåëüíîå âäîëü u - ãåîäåçè÷åñêèõ, ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åñëè åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ

âäîëü ïàðàëëåëåé íå âûøå ëèíåéíîé. Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðíîå ïîëå, îáðàçó-

þùåå ïîñòîÿííûé óãîë ñ êàæäûì ìåðèäèàíîì ìèíèìàëüíî.
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Ïîëó÷åííàÿ íàìè ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ïðèìåðû åäèíè÷íûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü

Ëîáà÷åâñêîãî L2 ñ ìåòðèêîé ds2 = du2 + e2udv2. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íîå âåê-

òîðíîå ïîëå íà L2, óãëîâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî u - ãåîäåçè÷åñêèõ

åñòü ëèíåéíà, òî åñòü ω = au+b (a, b = const). Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå âåêòîðíîå

ïîëå èìååò ïîñòîÿííóþ ñðåäíþþ êðèâèçíó

H =
a

2
√
2 + a2

.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïîëå ξ = cosωX1 + sinωX2 ãäå ω = au+ b

è X1 = {1, 0}, X2 = {0, e−u}. Èìååì ∇X1
X1 = 0, ∇X1

X2 = 0, ∇X2
X1 =

X2, ∇X2
X2 = −X1. Òåïåðü ìû îïðåäåëÿåì ñèíãóëÿðíûé ðåïåð äëÿ ξ. ×òî-

áû ñäåëàòü ýòî, ìû ââåäåì âåêòîðíîå ïîëå η = − sinωX1 + cosωX2. Òîãäà

∇X1
ξ = ∂ω

∂uη = aη, ∇X2
ξ = η. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ e0 =

1√
1+a2

(X1−aX2), e1 =

1√
1+a2

(aX1 + X2), ìû èìååì ∇e0ξ = 0, ∇e1ξ =
√
1 + a2 η. Ñëåäîâàòåëüíî,

f1 = η è λ =
√
1 + a2 = const. Êðîìå òîãî, ∇e0e0 = − a√

1+a2
e1. Ïîäñòàâëÿÿ

ýòî â (4.11), ìû èìååì H = a
2
√
2+a2

.

Ïîñòðîåííûé ïðèìåð èìååò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà Ëîáà-

÷åâñêîãî ðàçìåðíîñòè (n + 1). Ðàññìîòðèì (n + 1) - ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

Ëîáà÷åâñêîãî, ñ îðèñôåðè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (u, v1, . . . , vn). Òîãäà

ds2 = du2 + e2u[(dv1)2 + · · ·+ (dvn)2].

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ

X0 = {1, 0, . . . , 0}, X1 = {0, e−u, . . . , 0}, . . . , Xn = {0, 0, . . . , e−u}. (4.17)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ∇X0
X0 = 0, ∇X0

Xα = 0, ∇XαX0 = Xα, ∇XαXα =

−X0. Îïðåäåëèì åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ = cos θX0 + sin θ cosuX1 + sin θ sinuX2, (4.18)

ãäå θ ∈ [0, π/2] ïîñòîÿííàÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 4.10 Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìó-

ëîé (4.18) îòíîñèòåëüíî ðåïåðà (4.17) íà ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî ðàç-

ìåðíîñòè (n+1) ñ ìåòðèêîé ds2 = du2+ e2u[(dv1)2+ · · ·+(dvn)2], ÿâëÿåòñÿ

ïîëåì ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû. À èìåííî, ìû èìååì

H1| =
n− 2

n+ 1

√
2 sin θ cos θ

1 + cos2 θ
, H2| =

n
√
2 sin θ

2(n+ 1)
, Hσ| = 0 σ ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî.Îòíîñèòåëüíî ðåïåðà {X0, X1, . . . , Xn}, ìàòðèöà (∇ξ) èìå-

åò âèä 

0 − sin θ cosu − sin θ sinu 0 . . . 0

− sin θ sinu cos θ 0 0 . . . 0

sin θ cosu 0 cos θ 0 . . . 0

0 0 0 cos θ . . . 0
...

...
... 0 . . . 0

0 0 0 0 . . . cos θ


.

Ìàòðèöà (∇ξ)t(∇ξ) èìååò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå A 0

0 B

 ,
ãäå A åñòü 3× 3 ìàòðèöà âèäà

sin2 θ − sin θ cos θ sinu sin θ cos θ cosu

− sin θ cos θ sinu cos2 θ + sin2 θ cos2 u sin2 θ sinu cosu

sin θ cos θ cosu sin2θ sinu cosu cos2 θ + sin2 θ sin2(u)


è B - äèàãîíàëüíàÿ (n− 2)× (n− 2) ìàòðèöà âèäà

cos2 θ . . . 0
... . . . ...

0 . . . cos2 θ

 .
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (∇ξ)t(∇ξ) ðàâíû

λ20 = 0, λ21 = λ22 = 1, λ3 = · · · = λ2n = cos2θ.

Òåïåðü ëåãêî íàéòè âåêòîðû ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà. Ìû èìååì

e0 = cos θX0 + sin θ sinuX1 − sin θ cosuX2,

e1 = cos uX1 + sinuX2,

e2 = sin θX0 − cos θ sinuX1 + cos θ cosuX2,

e3 = X3, . . . , en = Xn

è

f1 = − sin θX0 + cos θ cosuX1 + cos θ sinuX2,

f2 = − sinuX1 + cosuX2,

f3 = e3, . . . , fn = en.

Òàê ÷òî, ìû èìååì

∇e0ξ = 0, ∇e1ξ = f1, ∇e2ξ = f2,

∇e3ξ = cos θf3, . . . ∇enξ = cos θfn

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû äëÿ ìàòðèöûGi|j â ôîðìóëå

(4.10): 

0 sin θ cos θ − sin θ 0 . . . 0

− cos θ 0 − sin θ 0 . . . 0

− cos θ − sin θ cos θ 0 0 . . . 0

− cos θ − sin θ − sin θ 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...

− cos θ − sin θ − sin θ 0 . . . 0


.
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Ïîñêîëüêó âñå λi - êîíñòàíòû, ìû èìååì

H1| =
1

(n+ 1)
√
1 + λ21

n∑
i=0

−(λ1 + λi)Gi|1 + (λi − λ1)
⟨
R(e1, ei)ξ, fi

⟩
1 + λ2i

=

1

(n+ 1)
√
2

[
2∑

i=0

(−Gi|1) +
n∑

i=3

−(1 + λi)Gi|1 + (λi − 1)
⟨
ξ, e1

⟩
1 + cos2 θ

]
=

1

(n+ 1)
√
2

[
0 + (n− 2)

(1 + cos θ) sin θ + (cos θ − 1) sin θ

1 + cos2 θ

]
=

n− 2

n+ 1

√
2 sin θ cos θ

1 + cos2 θ
.

Àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì

H2| =
1

(n+ 1)
√
1 + λ22

n∑
i=0

−(λ2 + λi)Gi|2 + (λi − λ2)
⟨
R(e2, ei)ξ, fi

⟩
1 + λ22

=

1

(n+ 1)
√
2

[
2∑

i=0

(−Gi|2) +
n∑

i=3

−(1 + λi)Gi|2 + (λi − 1)
⟨
ξ, e2

⟩
1 + cos2 θ

]
=

√
2

2(n+ 1)

[
2 sin θ + (n− 2)

(1 + cos θ) sin θ + (cos θ − 1) sin θ cos θ

1 + cos2 θ

]
=

√
2

2(n+ 1)

[
2 sin θ + (n− 2)

sin θ + sin θ cos2 θ

1 + cos2 θ

]
=
n
√
2 sin θ

2(n+ 1)
.

è Hσ| = 0 äëÿ âñåõ σ ≥ 3.

Ïîäîáíîå, íî áîëåå ñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò

ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû íà ïðîñòðàíñòâå

Ëîáà÷åâñêîãî. À èìåííî, ïóñòü ξ � âåêòîðíîå ïîëå âèäà

ξ = cos θX0 + sin θ cos auX1 + sin θ sin auX2, (4.19)

ãäå a è θ - êîíñòàíòû, è ðåïåð X0, X1, . . . , Xn âûáðàí êàê âûøå. Òîãäà ñëåäó-

þùåå óòâåðæäåíèå âåðíî.
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Ïðåäëîæåíèå 4.11 Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå âèäà (4.19) îòíîñèòåëüíî

ðåïåðà (4.17) íà ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî ðàçìåðíîñòè (n+1) ñ ìåòðèêîé

ds2 = du2 + e2u[(dv1)2 + · · ·+ (dvn)2],

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ïîñòîÿííîé ñðåäíåé êðèâèçíû. À èìåííî, ìû èìååì

H1| =

√
2 sin θ cos θ

n+ 1

(
1− a2

1 + cos2 θ + a2 sin2 θ
+

n− 2

1 + cos2 θ

)
,

H2| =
an sin θ

(n+ 1)
√
1 + cos2 θ + a2 sin2 θ

,

Hσ| = 0 σ ≥ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ íà ôàêòå, ÷òî ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ (∇ξ) ÿâëÿ-

þòñÿ ñëåäóþùèìè êîíñòàíòàìè:

λ1 = 1, λ2 =
√
cos2 θ + a2 sin2 θ, λ3 = . . . = λn = cos θ.

Íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ãèïåðñëîåíèÿ. ÏóñòüMn+1 äîïóñêàåò ðè-

ìàíîâî òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìîå ãèïåðñëîåíèå. Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå

íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ñëîåíèÿ. Òîãäà êîìïîíåíòû âåêòîðà ñðåäíåé êðè-

âèçíû ξ(M) èìåþò âèä

Hσ| =
1

(n+ 1)
√
1 + k2σ

n∑
α=1

{
−eσ(kα) + (1− kαkσ)

⟨
R(ξ, eα)eα, eσ

⟩
1 + k2α

}
ãäå eα ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ è kα � ãëàâíûå êðèâèçíû ñëîåâ.

Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ, ñèíãóëÿðíûé ðåïåð ïðîñò. Òàê êàê ξ � ãåîäåçè-

÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå, ìû èìååì e0 = ξ, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå � ãëàâíûå

íàïðàâëåíèÿ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ñëîåâ. Åñëè ìû îáîçíà÷èì ñî-
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îòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð ôîðìû Aξ, òî

∇eαξ = −Aξeα = −kαeα

Òàê ÷òî, ïðåíåáðåãàÿ óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîñòè λα (ôàêòè÷åñêè, ìû íèêîãäà

íå èñïîëüçîâàëè ýòî óñëîâèå â äîêàçàòåëüñòâå ôîðìóëû (4.10)), ìû ìîæåì

ïîëîæèòü fα = eα è λα = kα. Ïîýòîìó, â (4.10) ìû ïîëó÷àåì Gi|j = 0, è

ðåçóëüòàò ñëåäóåò íåìåäëåííî. Ìû òàê æå ìîæåì ïîäòâåðäèòü ñëåäóþùåå:

Êàæäîå ðàäèàëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïðîñòðàíñòâå ïî-

ñòîÿííîé êðèâèçíû ìèíèìàëüíî [20].

Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå âåêòîðíîå ïîëå ξ åñòü ïîëå íîðìàëåé ëîêàëüíîãî

ñëîåíèÿ íà ãåîäåçè÷åñêèå Ãàóññîâû ñôåðû. Â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííîé êðè-

âèçíû âñå ãëàâíûå êðèâèçíû ýòèõ ñôåð ïîñòîÿííû (âäîëü ñôåð). Ïîýòîìó

eσ(kα) = 0. Èç ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû ñëåäóåò, ÷òî
⟨
R(ξ, eα)eα, eσ

⟩
= 0. Ñëå-

äîâàòåëüíî, Hσ = 0.

Ñèëüíî íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå. Ñëåäóÿ [37], åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

ïîëå ξ íàçûâàåòñÿ ñèëüíî íîðìàëüíûì, åñëè
⟨
(∇XAξ)Y, Z

⟩
= 0 äëÿ âñåõ

X,Y, Z ∈ ξ⊥. Äðóãèìè ñëîâàìè, (∇XAξ)Y = λ(X,Y ) ξ äëÿ X,Y ∈ ξ⊥. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî

λ(X,Y ) =
⟨
(∇XAξ)Y, ξ

⟩
=
⟨
∇∇XY ξ −∇X∇Y ξ, ξ

⟩
=
⟨
∇Xξ,∇Y ξ

⟩
.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ñèëüíîé íîðìàëüíîñòè ìîæíî âûðàçèòü óðàâíåíèåì

(∇XAξ)Y =
⟨
AξX,AξY

⟩
ξ (4.20)

äëÿ âñåõ X,Y ∈ ξ⊥. Èç (4.8) ñëåäóåò, ÷òî R(X, Y )ξ = 0 äëÿ âñåõ X,Y ∈ ξ⊥.

Ïîñëåäíåå óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì íîðìàëüíîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ

[37]. Óñëîâèå ñèëüíîé íîðìàëüíîñòè ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âòîðóþ ôóíäà-

ìåíòàëüíóþ ôîðìó ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ T1M
n. Îðòîíîðìèðîâàííûé

ðåïåð e1, e2, . . . , en íàçîâåì àäàïòèðîâàííûì ê ïîëþ ξ åñëè ìû âûáåðåì
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e1 = ξ è e2, . . . , en ∈ ξ⊥.

Ëåììà 4.12 Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå ñèëüíî íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà

ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn. Îòíîñèòåëüíî àäàïòèðîâàííîãî ðåïåðà âñå

ìàòðè÷íûå êîìïîíåíòû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ξ(Mn) ⊂ T1(M
n)

îäíîâðåìåííî ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

Ω̃Ñ =



∗ ∗ . . . ∗

∗ 0 . . . 0

...
...

...

∗ 0 . . . 0


.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü Nσ = eσ (σ = 2, . . . , n). Òîãäà

óñëîâèå (4.20) âëå÷åò

R(X, Y )ξ = 0, Hessξ(X,Y ) =
⟨
AξX,AξY

⟩
ξ, Γξ(X, Y ) = λ ξ

äëÿ âñåõ X, Y ∈ ξ⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîñèòåëüíî àäàïòèðîâàííîãî ðåïåðà

Ω̃σ(ξ∗eα, ξ∗eβ) = 0 (α, β = 2, . . . , n)

äëÿ âñåõ σ = 2, . . . , n. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñëåä-

ñòâèåì Ëåììû 4.12 .

Ëåììà 4.13 Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå ñèëüíî íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç k � ãåîäåçè÷åñêóþ êðèâèçíó åãî èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé,

à ÷åðåç ν � ïîëå ãëàâíûõ íîðìàëåé ýòèõ òðàåêòîðèé. Ïîëå ξ ìèíèìàëüíî
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òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

k[ξ, ν] + ξ(k)ν − kAξR(ν, ξ)ξ + k2ξ = 0

ãäå [ξ, ν] = ∇ξν −∇νξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì

Hessξ(ξ, ξ) = ∇∇ξξ −∇ξ∇ξξ = k∇νξ −∇ξ(kν) = k[ν, ξ]− ξ(k)ν,

Γξ(ξ, ξ) = R(∇ξξ, ξ)ξ = kR(ν, ξ)ξ

è ìû ïîëó÷àåì

Ω̃σ(ξ∗e1, ξ∗e1) =
⟨
k[ξ, ν] + ξ(k)ν − kAξR(ν, ξ)ξ, eσ

⟩
.

×òîáû áûòü ìèíèìàëüíûì, ïîëå ξ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ k[ξ, ν] +

ξ(k)ν − kAξR(ν, ξ)ξ = λ ξ. Óìíîæàÿ íà ξ, λ = k
⟨
[ξ, ν], ξ

⟩
= k

⟨
∇ξν, ξ

⟩
= −k2,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò èç [37]:

Åñëè íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóåò åäèíè÷íîå ñèëüíî íîðìàëü-

íîå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå, òî îíî ìèíèìàëüíî.

Áîëüøèíñòâî ïðèìåðîâ ìèíèìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé èç [37] îñíîâàíî

íà ýòîé òåîðåìå.

Êðèâèçíà ξ(M2) ⊂ T1M
2. Èñïîëüçóÿ (4.11) è óðàâíåíèå Ãàóññà, è ôîð-

ìóëó ñåêöèîííîé êðèâèçíû (1.15), ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ

ãàóññîâîé êðèâèçíû ξ(M 2).

Ëåììà 4.14 Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà 2-ìåðíîì ðèìàíîâîì

ìíîãîîáðàçèè M . Â òåðìèíàõ Ëåììû 4.7, ãàóññîâà êðèâèçíà Kξ ãèïåðïî-
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âåðõíîñòè ξ(M) ∈ T1M çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Kξ =
K2

4
+
K(1−K)

1 + λ2
+(−1)s+1 λ

1 + λ2
e0(K)+

1

2
µe1

(
1

1 + λ2

)
−
(
(−1)s+1K

2
+

e0(λ)

1 + λ2

)2

,

ãäå K � ãàóññîâà êðèâèçíà M .

Ìîæåò ëè åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå èìåòü ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó? ×à-

ñòè÷íûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.15 Ïóñòü M 2 � ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû

K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ � åäèíè÷íîå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå íà M 2.

Òîãäà ξ(M 2) èìååò ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðèâèçíó â îäíîì èç ñëåäóþùèõ

ñëó÷àåâ:

(a) K = −c2 < 0 è ξ � íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå äëÿ ñåìåéñòâà îðèöèêëîâ

íà ãèïåðáîëè÷åñêîé 2- ïëîñêîñòè L2. Â ýòîì ñëó÷àå Kξ = −c2 è ïîýòîìó

ξ(L2) ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî L2;

(b) K = 0 è ξ - ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà M 2. Â ýòîì ñëó÷àå Kξ = 0

è ξ(M 2) òàêæå ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî M 2;

(c) K = 1 è ξ - ëþáîå (ëîêàëüíîå) ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå íà ñòàí-

äàðòíîé ñôåðå S2. Â ýòîì ñëó÷àå Kξ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ξ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì, ìû ìîæåì ïîëî-

æèòü e0 = ξ, e1 = η, s = 1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.12) è (4.13), ìû âèäèì,

÷òî λ = −κ = −σ. Ëåììà 4.6 (b) äàåò −K = −e0(σ) + σ2. Òàê ÷òî ðåçóëüòàò
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Ëåììû 4.14 ïðèíèìàåò âèä

Kξ =
K2

4
+
K(1−K)

1 + σ2
−
(
K

2

e0(σ)

1 + σ2

)2

=
K2

4
+
K(1−K)

1 + σ2
−
(
K

2

K + σ2

1 + σ2

)2

=

K(1−K)

1 + σ2
+
K(K + σ2)

1 + σ2

(
K + σ2

1 + σ2

)2

= K −
(
K + σ2

1 + σ2

)2

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Kξ ïîñòîÿííà. Òîãäà íóæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå

ñëó÷àè:

(a) σ = const ̸= 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îðòîãîíàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ

ξ ñîñòîÿò èç êðèâûõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Îòíîñèòåëüíî ýòîé åñòåñòâåííîé

êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, ìåòðèêàM 2 ïðèíèìàåò âèä ds2 = du2+ f 2 dv2. Ïîëî-

æèì σ = −c. Òîãäà ôóíêöèÿ f äîëæíà óäîâëåòâîðèòü óðàâíåíèþ

fu
f

= c

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî f(u, v) = A(v)ecu. Ïîñëå çàìåíû ïàðàìåòðà v, ìû

ïîëó÷àåì ìåòðèêó âèäà

ds2 = du2 + e2cu dv2.

Ïîýòîìó ìíîãîîáðàçèåM 2 ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íî ê ãèïåðáîëè÷åñêîé 2- ïëîñ-

êîñòè L2 êðèâèçíû −c2, è ïîëå ξ - ãåîäåçè÷åñêîå ïîëå (âíóòðåííèõ èëè âíåø-

íèõ) íîðìàëåé ê ñåìåéñòâó îðèöèêëîâ.

(b) σ = 0. Òîãäà î÷åâèäíî ξ � ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, è ïîýòîìó

ìíîãîîáðàçèå M 2 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-åâêëèäîâîì, ÷òî âëå÷åò Kξ=0.

(c) σ íå ïîñòîÿííà. Òîãäà Kξ ïîñòîÿííà òîëüêî åñëè K = 1. Òàê ÷òî

M 2 ñîäåðæèòñÿ â ñòàíäàðòíîé ñôåðå S2 è êðèâèçíà ξ(S2) íå çàâèñèò îò σ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå ξ � ëþáîå (ëîêàëüíîå) ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå.

Î÷åâèäíî, Kξ = 0 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé (a) Òåîðåìû 4.15 èìååò èíòåðåñíîå îáîáùåíèå ñëåäóþùåãî âèäà.
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Òåîðåìà 4.16 Ïóñòü L2 � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ 2-ïëîñêîñòü êðèâèçíû −c2. Òî-

ãäà T1L
2 äîïóñêàåò ãèïåðñëîåíèå ñ ëèñòàìè ïîñòîÿííîé âíóòðåííåé êðè-

âèçíû −c2 è ïîñòîÿííîé âíåøíåé êðèâèçíû −c2

4 . Ëèñòû ïîðîæäåíû åäè-

íè÷íûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè, ñîñòàâëÿþùèìè ïîñòîÿííûé óãîë ñ ïó÷êîì

ïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà L2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì L2 ñ ìåòðèêîé ds2 = du2 + e2cu dv2 è ñåìåé-

ñòâîì âåêòîðíûõ ïîëåé ξω = cosωX1 + sinωX2 (ω = const), ãäå X1 ={
1, 0
}
, X2 =

{
0, e−cu

}
ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Òàê êàê

∇X1
ξω = 0, ìû ìîæåì ïîëîæèòü e0 = X1, e1 = X2 è ïîýòîìó ìû èìååì

σ = −c, λ = c. Òîãäà, ïîëàãàÿ K = −c2 è λ = c â Ëåììå 4.46, ìû ïîëó÷àåì

Kξ = −c2. Âíåøíÿÿ êðèâèçíà ξ(L2) òàêæå ïîñòîÿííà òàê êàê detΩ = −1
4c

2.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì òî÷êó P∞ íà ìíèìîé ãðàíèöå L2 â áåñêîíå÷íîñòè,

è ïðîâåäåì ïó÷îê ïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ èç P∞ â êàæäóþ òî÷êó L2.

Çàäàäèì ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèé ξω(L
2) äëÿ ýòîãî ïó÷êà. Î÷åâèäíî, ÷å-

ðåç êàæäóþ òî÷êó (p, ζ) ∈ T1L
2 ïðîõîäèò òîëüêî îäíî ïîäìíîãîîáðàçèå ýòîãî

ñåìåéñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî ïîäìíîãîîáðàçèè ξω îáðàçóåò ãèïåðñëî-

åíèå íà T1L
2 ïîñòîÿííîé âíóòðåííåé êðèâèçíû −c2 è ïîñòîÿííîé âíåøíåé

êðèâèçíû −c2

4 .

Ãåîìåòðè÷åñêè, ξω(L
2) � ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé

ω = const â T1L
2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (u, v, ω) � åñòåñòâåííàÿ ëîêàëüíàÿ

êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà íà T1L
2. Òîãäà ìåòðèêà T1L

2 èìååò âèä

ds2 = du2 + 2e2udv2 + 2 dvd ω + dω2.

Îòíîñèòåëüíî ýòèõ êîîðäèíàò, êîîðäèíàòíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ω = const

íå íè÷òî èíîå, êàê ξω(L
2) è èíäóöèðóåìàÿ ìåòðèêà ds2 = du2 + 2e2cudv2.

Î÷åâèäíî, åå ãàóññîâà êðèâèçíà ïîñòîÿííà è ðàâíà −c2.



153

4.2. Ïîëÿ Êèëëèíãà. Âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü ïîëÿ Ñàñàêèåâîé

ñòðóêòóðû

Èç (4.20) ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå ñèëüíî íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âñåãäà

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Åñëè ξ - åäèíè÷íîå Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå, îáðàò-

íîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî. Äëÿ Êèëëèíãîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ìîæíî

ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðåçóëüòàò Ëåììû 4.5.

Ëåììà 4.17 Ïóñòü ξ � Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå íà ðèìàíîâîì ìíîãîîá-

ðàçèè Mn+1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rankAξ = 2m. Îáîçíà÷èì eα (α = 1, . . . , n)

ñèíãóëÿðíûé ðåïåð äëÿ ïîëÿ ξ óäîâëåòâîðÿþùèé (4.22) è (4.23). Åñëè ξ

(ñèëüíî) íîðìàëüíî, òî íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè âòîðîé ôóíäàìåíòàëü-

íîé ôîðìû ξ(M) ⊂ T1M ÿâëÿþòñÿ

Ω̃σ|m+σ 0 = −Ω̃m+σ|σ0 =
1

2

Kσ(1−Kσ)

1 +Kσ
σ = 1, . . . ,m,

ãäå Kα � êðèâèçíû â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè Mn+1 âäîëü ïëîñêîñòè ξ ∧ eα.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M � (n + 1) ìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå,

äîïóñêàþùåå Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå ξ. Òîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð Aξ

êîñîñèììåòðè÷íûé⟨
AξX, Y

⟩
= −

⟨
X,AξY

⟩
è çíà÷èò At

ξ = −Aξ (4.21)

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà.

Ïîëå ξ îáÿçàòåëüíî ãåîäåçè÷åñêîå è î÷åâèäíîAξξ = 0. Äëÿ ñèíãóëÿðíûõ

ðåïåðîâ ìû èìååì e0 = f0 = ξ è eα, fα ∈ ξ⊥ äëÿ âñåõ α = 1, . . . , n. Áîëåå òîãî,

ïîëîæèì 2m = rankAξ. Ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð

e0 = ξ, e1, . . . , em, em+1, . . . , e2m, e2m+1, . . . , n
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òàêîé ÷òî

Aξ eα = λαem+α, Aξ em+α = −λαeα äëÿ α = 1, . . . ,m

Aξe0 = 0, Aξeα = 0 äëÿ α = 2m+ 1, . . . , n.

(4.22)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà (4.6), ìû âèäèì, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü

fα = em+α, fm+α = −eα äëÿ α = 1, . . . ,m

f0 = e0, fα = eα äëÿ α = 2m+ 1, . . . , n.

(4.23)

Òàê êàê ξ � Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå, òî

At
ξAξX = R(X, ξ)ξ (4.24)

è ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû äëÿ Êèëëèíãîâà âåêòîðíîãî

ïîëÿ ýòî ïîëÿ ßêîáè âäîëü ξ-ãåîäåçè÷åñêèõ. Ïóñòü e1, . . . , en � îðòîíîðìèðî-

âàííûé ðåïåðîì ïîëåé ßêîáè. Òîãäà

R(eα, ξ)ξ = Kαeα α = 1, . . . , n,

ãäå Kα - êðèâèçíû â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè M âäîëü ξ ∧ eα ïëîñêîñòè. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ñèíãóëÿðíûõ âåêòîðîâ

At
ξAξeα = λ2αeα.

Òàêèì îáðàçîì Kα = λ2α ≥ 0. Ëþáîå Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå ξ óäîâëå-

òâîðÿåò

−(∇XAξ)Y = R(X, ξ)Y. (4.25)

Ïîýòîìó, Ω̃σ|00 =
⟨
− (∇e0Aξ)e0, fσ

⟩
= 0. Òåïåðü èç ñîîòíîøåíèÿ

λα
⟨
eσ, fα

⟩
=
⟨
eσ, Aξeα

⟩
= −

⟨
Aξeσ, eα

⟩
= −λσ

⟨
fσ, eα

⟩
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ìû íàõîäèì λαλσ
⟨
eσ, fα

⟩
= −λ2σ

⟨
fσ, eα

⟩
è ïîýòîìó ïîëàãàÿ äëÿ êðàòêîñòè

Λσα0 :=
1√

(1+λ2
σ)(1+λ2

α)
ìû íàõîäèì

Ω̃σ|α0 =
1

2
Λσα0

{
−
⟨
(∇eαAξ)e0 + (∇e0Aξ)eα, fσ

⟩
+ λσλα

⟨
R(eσ, e0)ξ, fα

⟩}
=

1

2
Λσα0

{⟨
R(eα, ξ)ξ, fσ

⟩
+ λσλα

⟨
R(eσ, ξ)ξ, fα

⟩}
=

1

2
Λσα0

{
λ2α
⟨
eα, fσ

⟩
+ λ3σλα

⟨
eσ, fα

⟩}
=

1

2
Λσα0

{
λ2α
⟨
eα, fσ

⟩
− λ4σ

⟨
eα, fσ

⟩}
=

1

2

λ2α − λ4σ√
(1 + λ2σ)(1 + λ2α)

⟨
eα, fσ

⟩
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.23), ìû ïîëó÷àåì

Ω̃σ|m+σ 0 = −Ω̃m+σ|σ0 =
1

2

Kσ(1−Kσ)

1 +Kσ
σ = 1, . . . ,m. (4.26)

Òàê êàê ξ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìàëüíûì, òî (∇eαAξ)eβ = λξ, R(eα, eβ)ξ = 0 äëÿ

âñåõ α, β = 1, . . . , n. Ïîýòîìó äëÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò ìû èìååì Ω̃σ|αβ = 0.

Èñïîëüçóÿ Ëåììó 4.17 ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 4.18 Ïóñòü M 2m+1 � ìíîãîîáðàçèå Ñàñàêè è ξ � õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêîå âåêòîðíîå ïîëåì. Òîãäà ξ(M 2m+1) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

â T1M
2m+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òåíçîð êðèâèçíû Ñàñàêèåâà

ìíîãîîáðàçèÿ ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîëåì ξ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

R(X, Y ) ξ =
⟨
ξ, Y

⟩
X −

⟨
ξ,X

⟩
Y. (4.27)

äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y íà M , à îïåðàòîð Aξ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(∇XAξ)Y =
⟨
X,Y

⟩
ξ −

⟨
ξ, Y

⟩
X = R(ξ,X)Y. (4.28)
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Ïðè ýòîì ñàìî ïîëå ÿâëÿåòñÿ Êèëëèíãîâûì. Ñâîéñòâî (4.27) îçíà÷àåò, ÷òî

êðèâèçíà â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèèM âäîëü ïëîñêîñòè, âêëþ÷àþùèå õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå ξ ðàâíû 1, è ξ - íîðìàëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîð-

íîå ïîëå, â òî âðåìÿ êàê (4.28) îçíà÷àåò, ÷òî ξ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî íîðìàëüíûì.

Òàê ÷òî, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü Ëåììó 4.17 è íåìåäëåííî ïîëó÷àåì Ωσ|αβ ≡ 0.

Äëÿ 3-õ ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è Êèëëèíãîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ èìååò

ìåñòî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.19 Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå íà 3-ìåðíîì

ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M3. Åñëè ξ(M 3) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â T1M
3, òî

M 3 ÿâëÿåòñÿ èëè Ñàñàêèåâûì è ξ � åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå

èëè M 3 = M 2 × E1 ìåòðè÷åñêè, è ξ - åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå åâêëèäîâà

ôàêòîðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, (4.26) âåðíî äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî Êèë-

ëèíãîâà âåêòîðíîãî ïîëÿ. Åñëè ξ(M3) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå, òî ñóùåñòâó-

þò ðåïåð ßêîáè e1, e2 â ξ
⊥ òàêîé ÷òî êðèâèçíû â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè,

Kξ∧e1 = Kξ∧e2 = K è K óäîâëåòâîðÿåò K(1 − K) = 0. Òàê êàê e1 è e2 �

ïîëÿ ßêîáè âäîëü ξ-ãåîäåçè÷åñêèõ,
⟨
R(e1, ξ)ξ, e2

⟩
= 0 è ïîýòîìó, äëÿ ëþáî-

ãî åäèíè÷íîãî X â ξ⊥ î÷åâèäíî Kξ∧X ≡ K. Òàêèì îáðàçîì, âñå êðèâèçíû â

äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè âäîëü 2-ïëîñêîñòåé, ñîäåðæàùèõ ξ, ðàâíû èëè 0 èëè

1. Ïåðâûé ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî ξ - ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà M 3. Òàê

÷òî M 3 = M 2 × E1 ìåòðè÷åñêè è ξ - åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå åâêëèäîâà

ôàêòîðà. Âòîðîé ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî M 3 - K-êîíòàêòíîå, ÷òî îçíà÷àåò â

ðàçìåðíîñòè 3, ÷òî M 3 Ñàñàêèåâî, è ξ - õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå.
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Ïîëå Õîïôà, îáîçíà÷èì åãî ξ, íà íå÷åòíîìåðíîé ñôåðå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûì

âåêòîðíûì ïîëåì Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû íà íåé. Ïî Òåîðåìå 4.18, ξ(S2n+1)

âïîëíå ãåîäåçè÷íî â T1S
2n+1. Ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå åäèíè÷íûå âåêòîðíûå

ïîëÿ íà ñôåðàõ, îáëàäàþùèå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ñâîéñòâîì?

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð Aξ ñèììåòðè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïîëå ξ ãîëîíîìíî è êîñîñèììåòðè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëå ξ Êèë-

ëèíãîâî. Îáà ýòèõ êëàññà ïðèíàäëåæàò êëàññó êîâàðèàíòíî íîðìàëüíûõ åäè-

íè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Îïðåäåëåíèå 4.20 Ðåãóëÿðíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ðèìàíîâîì

ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíî íîðìàëüíûì, åñëè îïåðàòîð Aξ :

TM → ξ⊥, îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé AξX = −∇Xξ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

At
ξAξ = AξA

t
ξ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà.

Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ãîëîíîìíîãî è Êèëëèíãîâà âåêòîðíûõ ïîëåé âñå-

ãäà ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè. Êàæäîå êîâàðèàíòíî íîðìàëüíîå åäè-

íè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå òàê æå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.

Ëåììà 4.21 Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè êîâàðèàíòíî íîðìàëüíîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ � êîâàðèàíòíî íîðìàëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

ïîëå íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn+1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν1 ïîëå ãëàâíûõ

íîðìàëåé åãî èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé. Òîãäà ∇ξξ = −kν1, ãäå k � ãåîäåçè-

÷åñêàÿ êðèâèçíà òðàåêòîðèé ïîëÿ ξ. Äîïîëíèì ïàðó (ξ, ν1) äî îðòîíîðìèðî-

âàííîãî ðåïåðà (ξ, ν1, . . . νn) íà ìíîãîîáðàçèè M
n+1. Òîãäà

∇ξξ = −kν1, ∇ναξ = −aβανβ,
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ãäå α, β = 1, . . . , n. Îòíîñèòåëüíî ðåïåðà (ξ, ν1, . . . νn) ìû èìååì

−Aξ =


0 k 0 . . . 0

0 a11 a12 . . . a1n
...
...

...
...

...

0 an1 an2 . . . ann

 , −At
ξ =


0 0 0 . . . 0

k a11 a21 . . . an1
...
...

...
...

...

0 a1n a2n . . . ann

 .

Ñëåäîâàòåëüíî,

AξA
t
ξ =


k2 ka11 . . . kan1

ka11 ∗ . . . ∗
...

...
...

...

kan1 ∗ . . . ∗

 , At
ξAξ =


0 0 . . . 0

0 ∗ . . . ∗
...

...
...

...

0 ∗ . . . ∗


è, êàê ðåçóëüòàò, k = 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü óòâåðæäåíèå, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëÿ Õîïôà

â êëàññå êîâàðèàíòíî íîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðàõ.

Òåîðåìà 4.22 Ïóñòü ξ � êîâàðèàíòíî íîðìàëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïî-

ëå íà îòêðûòîì ñâÿçíîì ïîäìíîæåñòâå åäèíè÷íîé ñôåðû Sn+1. Ïîäìíîãî-

îáðàçèå ξ(Sn+1) ⊂ T1S
n+1 âïîëíå ãåîäåçè÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

n = 2m è ïîëå ξ åñòü îãðàíè÷åíèå ïîëÿ Õîïôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áàçîâûì ìíîãîîáðàçèåì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ïî-

ñòîÿííîé êðèâèçíû, óðàâíåíèå (4.5) ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíî. À

èìåííî, åäèíè÷íîå (ëîêàëüíîå) âåêòîðíîå ïîëå ξ íà ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿí-

íîé êðèâèçíû (Mn+1, c) ïîðîæäàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå
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ξ(Mn+1) ⊂ T1M
n+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(∇XAξ)Y =
c

2

[
(Lξ g)(X,Y )Aξξ +

⟨
ξ,X

⟩
(A2

ξY + Y )+⟨
ξ, Y

⟩
(A2

ξX −X)
]
+
⟨
AξX,AξY

⟩
ξ, (4.29)

ãäå (Lξ g)(X,Y ) =
⟨
∇Xξ, Y

⟩
+
⟨
X,∇Y ξ

⟩
� ïðîèçâîäíàÿ Ëè ìåòðè÷åñêîãî

òåíçîðà â íàïðàâëåíèè ξ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà êðèâèçíû

(∇YAξ)X − (∇XAξ)Y = R(X,Y )ξ = c
(⟨
ξ, Y

⟩
X −

⟨
ξ,X

⟩
Y
)
.

Çíà÷èò,

Hessξ(X,Y ) = (∇XAξ)Y +
c

2

[⟨
ξ, Y

⟩
X −

⟨
ξ,X

⟩
Y
]
.

Äëÿ Γξ(X,Y ) èìååì

− Γξ(X,Y ) =
c

2

[⟨
∇Xξ, Y

⟩
ξ −

⟨
ξ, Y

⟩
∇Xξ +

⟨
∇Y ξ,X

⟩
ξ −

⟨
ξ,X

⟩
∇Y ξ

]
=

c

2
(Lξ g)(X, Y ) ξ +

c

2

[⟨
ξ, Y

⟩
AξX +

⟨
ξ,X

⟩
AξY

]
.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî

(∇XAξ)Y =

c

2

[
(Lξ g)(X,Y )Aξξ+

⟨
ξ,X

⟩
(A2

ξY +Y )+
⟨
ξ, Y

⟩
(A2

ξX −X)
]
+
⟨
AξX,AξY

⟩
ξ.

Åñëè ξ êîâàðèàíòíî íîðìàëüíî íà åäèíè÷íîé ñôåðå, òî c = 1, Aξξ =

−∇ξξ = 0 è óðàâíåíèå (4.29) ïðèíèìàåò âèä

(∇XAξ)Y =
1

2

[⟨
ξ,X

⟩
(A2

ξY +Y )+
⟨
ξ, Y

⟩
(A2

ξX−X)
]
+
⟨
AξX,AξY

⟩
ξ. (4.30)

Ïîëàãàÿ X = Y = ξ ìû ïîëó÷àåì òîæäåñòâî. Ïîëîæèì Y = ξ è âîçüìåì

ïðîèçâîëüíûéX ⊥ ξ. Òîãäà 2(∇XAξ)ξ+X = A2
ξX. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðÿìîå

âû÷èñëåíèå äàåò (∇XAξ)ξ = −(∇X∇ξξ−∇∇Xξξ) = A2
ξX. Çíà÷èò A

2
ξ

∣∣
ξ⊥

= −E.

Ñëåäîâàòåëüíî, n = 2m. Òàê êàê Aξ âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé îïåðàòîð,
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ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð òàêîé, ÷òî

Aξ =



0

0 1

−1 0
. . .

0 1

−1 0


ñ íóëåâûìè îñòàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, Aξ+A

t
ξ = 0 è ξ åñòü åäè-

íè÷íîå Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå. Ïîòîê, ïîðîæäàåìûé ïîëåì ξ ñîõðàíÿåò

ìåòðèêó. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ îïðåäåëÿåò ëîêàëüíîå ãåîäåçè÷åñêîå ýêâèäèñòàíò-

íîå ñëîåíèå íà ñôåðå. Êàê ïîêàçàíî â [36] è [42], ïîëå ξ ïðîäîëæàåòñÿ äî

ãëîáàëüíî îïðåäåëåííîãî è ñîâïàäàåò ñ ïîëåì Õîïôà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü X, Y ⊥ ξ, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå (∇XAξ)Y =⟨
AξX,AξY

⟩
ξ.Ïîëå Õîïôà Êèëëèíãîâî, à çíà÷èò [37] (∇XAξ)Y = R(ξ,X)Y =⟨

X, Y
⟩
ξ. À òàê êàê ξ åñòü ïîëå Õîïôà, òî

⟨
AξX,AξY

⟩
=
⟨
X, Y

⟩
. Òî åñòü ìû

ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó è íå ïîëó÷àåì íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Íàêîíåö, ïîëàãàÿ X = ξ è Y ∈ ξ⊥, ñ ó÷åòîì ãåîäåçè÷íîñòè ïîëÿ, ïîëó-

÷àåì 0 = 1
2(A

2
ξY + Y ), ÷òî òàê æå âûïîëíÿåòñÿ ââèäó Êèëëèíãîâîñòè ïîëÿ.

Â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â Òåîðåìå 4.18

Åñëè ïîëå óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ñëàáîìó óñëîâèþ ãåîäåçè÷íîñòè, òî ðå-

çóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íå íàñòîëüêî îïðåäåëåííûì. Ïîäìíîãîîáðàçèå N êîíòàêò-

íîãî ìåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ (M̃, ξ̃, η̃, φ̃, g̃) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì,

åñëè φ̃(TpN) ⊂ TpN è àíòè-èíâàðèàíòíûì, åñëè φ̃(TpN) ⊂ (TpN)⊥ äëÿ âñåõ

p ∈ N . Åñëè N � èíâàðèàíòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåê-

òîðíîå ïîëå ξ̃ êàñàòåëüíî ê N â êàæäîé òî÷êå èç N . Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî,

ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì [22].
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Îïðåäåëåíèå 4.23 Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîá-

ðàçèè (Mn, g) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì (àíòè-èíâàðèàíòíûì) åñëè ïîä-

ìíîãîîáðàçèå ξ(Mn) ⊂ (T1M
n, gcm) èíâàðèàíòíî (àíòè-èíâàðèàíòíî).

Èç îïðåäåëåíèÿ ξ- êàñàòåëüíîãî ëèôòà (4.3) ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíûå

òðàåêòîðèè èíâàðèàíòíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-

÷åñêèìè ëèíèÿìè. Â ðàáîòå [22] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.24 Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íà (Mn, g) èíâàðèàíòíî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà (ξ̃ = ξ , η̃ = g(·, ξ) , φ̃ = Aξ) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîí-

òàêòíîé ñòðóêòóðîé íà Mn. Â ÷àñòíîñòè, ξ ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì âåê-

òîðíûì ïîëåì íà Mn è n = 2m+ 1.

Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 4.25 Åäèíè÷íîå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íà Sn+1 ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 2m è ξ ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî íîðìàëüíûì èíâàðèàíòíûì åäèíè÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàêAξξ = 0, òî óðàâíåíèå (4.29) ïðèíèìàåò âèä (4.30).

Ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó Òåîðåìû 4.22, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

íà ïîëå ξ:

A2
ξX = −X, (∇XAξ)Y =

⟨
AξX,AξY

⟩
ξ (4.31)

äëÿ âñåõX,Y ∈ ξ⊥. Èç (4.31)1 ñëåäóåò, ÷òî n = 2m. Ñðàâíèâàÿ (4.31)2 ñ (4.20),

ìû âèäèì, ÷òî ξ ñèëüíî íîðìàëüíîå. Ðàññìîòðèì òåïåðü (1, 1) òåíçîðíîå ïîëå

φ = Aξ = −∇ξ è 1-ôîðìó η = g(·, ξ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.31)1 è
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Aξξ = 0, ìû âèäèì, ÷òî

φ2X = −X + η(X)ξ, φξ = 0, η(φX) = 0, η(X) = 1

äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X íà ñôåðå. Ñëåäîâàòåëüíî, òðîéêà(
φ̃ = Aξ, ξ̃ = ξ, η̃ = g(·, ξ)

)
îáðàçóåò ïî÷òè êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó ñ ïîëåì ξ â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîãî. Ïî òåîðåìå 4.24, ïîëå ξ èíâàðèàíòíî.

Îáðàòíî, ïóñòü ξ ñèëüíî íîðìàëüíîå è èíâàðèàíòíîå íà Sn+1. Òîãäà, ïî

òåîðåìå 4.24, ξ ãåîäåçè÷åñêîå è n = 2m. Îñòàòîê äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â

ïðÿìîé ïðîâåðêå ôîðìóëû (4.30).

Î êðèâèçíå ïîëÿ Õîïôà. Â ìåòðè÷åñêîé êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè, ñå÷åíèÿ,

ñîäåðæàùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå, íàçûâàþò ξ-ñå÷åíèÿìè, â òî

âðåìÿ êàê ñå÷åíèÿ òèïà X ∧ φX äëÿ X ∈ ξ⊥ íàçûâàþò φ-ñå÷åíèÿìè.

Ôîðìóëû (4.3) îïðåäåëÿþò ξ-êàñàòåëüíûé ëèôò Xτ è ξ-íîðìàëüíûé

ëèôò Zν ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X,Z ∈ X(M), à èìåííî,

Xτ = ξ∗(X) = Xh − (AξX)tg, Zν = ñ(Z) = (At
ξZ)

h + Ztg. (4.32)

Äëÿ ëþáîãî X ∈ ξ⊥ ìû íàçûâàåì 2- ïëîñêîñòè âèäà Xτ ∧ (ξ)τ êàê ξ- êàñà-

òåëüíûé ëèôò ξ-ñå÷åíèÿ è 2-ïëîñêîñòè âèäà Xτ ∧ (AξX)τ , êàê ξ-êàñàòåëüíûé

ëèôò φ-ñå÷åíèÿ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî.

Òåîðåìà 4.26 Ïóñòü ξ ïîëå Õîïôà íà åäèíè÷íîé ñôåðå S2m+1. Îòíîñèòåëü-

íî èíäóöèðîâàííîé ñòðóêòóðû, ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(S2m+1) ÿâëÿåòñÿ Ñàñàêè-

åâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìîé φ- êðèâèçíû 5/4.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëå Õîïôà äàåò ïðèìåð âëîæåíèÿ Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàí-
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ñòâåííîé ôîðìû φ-êðèâèçíû 1 â Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå òàêîãî, ÷òî îáðàç

ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé, âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîé Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé

ôîðìîé φ-êðèâèçíû 5/4 îòíîñèòåëüíî èíäóöèðîâàííîé ñòðóêòóðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ξ åäèíè÷íîå ïîëå Õîïôà íà S2m+1, òî ξ ÿâëÿ-

åòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì ñòàíäàðòíîé êîíòàêòíîé ìåòðè-

÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ φ - îïåðàòîðîì ðàâíûì Aξ íà åäèíè÷íîé ñôåðå S2m+1.

Ïî òåîðåìå 4.24, ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(S2m+1) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìíî-

ãîîáðàçèåì â T1S
2m+1. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ(S2m+1) òàê æå Ñàñàêèåâî îòíîñè-

òåëüíî èíäóöèðîâàííîé ñòðóêòóðû [83]. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå

èíäóöèðîâàííîé ñòðóêòóðû ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïî-

ëåì îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü ñ ξh. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ξh = ξτ ,

òàê êàê ïîëå ξ � ãåîäåçè÷åñêîå. Åñëè X ∧ φX � φ-ñå÷åíèå íà ñôåðå, òî ïîä-

íÿòîå ñå÷åíèå Xτ ∧ (φX)τ ÿâëÿåòñÿ φ- ñå÷åíèåì èíäóöèðîâàííîé ñòðóêòó-

ðû íà ξ(S2m+1). Òàêèì îáðàçîì, åñëè êðèâèçíà ξ(S2m+1) ïî ïëîùàäêàì âèäà

Xτ ∧ (AξX)τ ïîñòîÿííà, òî ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ξ(S2m+1) åñòü Ñàñà-

êèåâà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôîðìà.

Ïî Òåîðåìå 4.25 ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(S2m+1) âïîëíå ãåîäåçè÷íî. Â ñèëó

ýòîãî, êðèâèçíà â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè ξ(Sn+1), ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà

êðèâèçíîé T1S
n+1 âäîëü ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ξ(Sn+1).

Ïóñòü X è Y � åäèíè÷íûå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà

Sn+1. Òîãäà Xτ = Xh− (AξX)tg è Y τ = Y h− (AξY )tg îáðàçóþò áàçèñ ýëåìåí-

òàðíûõ 2- ïëîñêîñòåé, êàñàòåëüíûõ ê ξ(Sn+1). Ýòîò áàçèñ íå îðòîíîðìèðîâàí,

òàê êàê

∥Xτ∥2 = |X|2 + |AξX|2 = 2−
⟨
ξ,X

⟩2
, ∥Y τ∥2 = |Y |2 + |AξY |2 = 2−

⟨
ξ, Y

⟩2
,⟨⟨

Xτ , Y τ
⟩⟩

=
⟨
X,Y

⟩
+
⟨
AξX,AξY

⟩
= −

⟨
ξ,X

⟩⟨
ξ, Y

⟩
.

Ïîýòîìó, íîðìà áèâåêòîðàXτ∧Y τ ðàâíà ∥Xτ∧Y τ∥ = 4−2
⟨
ξ,X

⟩2−2
⟨
ξ, Y

⟩2
.

Ïîëàãàÿ X1 = X, Y1 = Y, X2 = AξX, Y2 = AξY è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (1.15),
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ïîñëå ðóòèííûõ âû÷èñëåíèé [107] ìû íàõîäèì

K̃(Xτ , Y τ) =
1− 3

4

[ ⟨
ξ,X

⟩2
+
⟨
ξ, Y

⟩2 ]
+

3

2

⟨
AξX, Y

⟩2
2−

[ ⟨
ξ,X

⟩2
+
⟨
ξ, Y

⟩2 ] . (4.33)

×òîáû ïîëó÷èòü ïðîèçâîëüíîå φ-ñå÷åíèå íà ξ(S2m+1), ñëåäóåò âçÿòü X ∈ ξ⊥

è Y = AξX. Ñ î÷åâèäíîñòüþ, â ýòîì ñëó÷àå K̃(Xτ , Y τ) = 5
4 , ÷òî è çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ôîðìóëû (1.15) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óò-

âåðæäåíèå

Òåîðåìà 4.27 Êðèâèçíà â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè ξ(S2m+1) äëÿ Õîïôîâñêî-

ãî âåêòîðíîãî ïîëÿ èçìåíÿåòñÿ ìåæäó 1
4 è

5
4. Êðèâèçíà ìèíèìàëüíà äëÿ ξ-

êàñàòåëüíîãî ëèôòà ξ-ñå÷åíèÿ è ìàêñèìàëüíà äëÿ ξ- êàñàòåëüíîãî ëèôòà

φ- ñå÷åíèÿ

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êðèâèçíà ìèíèìàëüíà, åñëè X = ξ (èëè Y = ξ)

è ðàâíà 1/4. Åñëè æå X,Y ∈ ξ⊥, òî êðèâèçíà ìàêñèìàëüíà è ðàâíà 5/4.

Êàê ïîêàçàíî â [100], êðèâèçíà T1S
n+1 èçìåíÿåòñÿ ìåæäó 0 è 5/4. Òåîðåìà

4.27 ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñëà ìàêñèìàëüíîé êðèâèçíû. Ìèíèìàëü-

íàÿ êðèâèçíà, ãåîìåòðè÷åñêè, ýòî ξ-êðèâèçíà â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè åñòå-

ñòâåííîé ñòðóêòóðû Ñàñàêè íà T1S
n+1 (êîòîðàÿ, êàê èçâåñòíî, ðàâíÿåòñÿ 1/4

ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè).

4.3. Êëàññè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëÿ Õîïôà.

Ïóñòü Mn � êîìïàêòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå

Rm. Îáîçíà÷èì∇⊥ êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ â ñâÿçíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ. Ïóñòü ei (i = 1, . . . , n) � îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð íà Mn è η �

ïîëå íîðìàëüíîé âàðèàöèè âäîëü Mn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ki(η) i-þ ãëàâíóþ
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íîðìàëüíóþ êðèâèçíó Mn îòíîñèòåëüíî η è K(ei, η) êðèâèçíà â äâóìåðíîì

íàïðàâëåíèè Rm âäîëü ïëîñêîñòè ei ∧ η. Òîãäà âòîðàÿ âàðèàöèÿ îáúåìà Mn

îòíîñèòåëüíî η çàäàåòñÿ ôîðìóëîé [85]

δ2V ol(η) =

∫
Mn

{
n∑

i=1

⟨
∇⊥

ei
η,∇⊥

ei
η
⟩
−

|η|2
(
−
∑

i,j; i̸=j

ki(η)kj(η) +
n∑

i=1

K(ei, η)
)}

dV. (4.34)

Ìû íàçûâàåì ìèíèìàëüíîå (âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå) âåêòîðíîå ïîëå êëàñ-

ñè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè δ2V ol(η) > 0 äëÿ ëþáîé íîðìàëüíîé âàðèàöèè.

×òîáû ïðèìåíÿòü ôîðìóëó (4.34) ê íàøåìó ñëó÷àþ, ìû äîëæíû íàéòè íîð-

ìàëüíóþ ñâÿçíîñòü ðàññëîåíèÿ äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(S2m+1) ⊂ T1S
2m+1.

Êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå îñíàùåíèÿ äëÿ ξ(S2m+1) ⊂ T1S
2m+1 âûáåðåì ñî-

ãëàñíî (4.32).

Ëåììà 4.28 Ïóñòü ∇̃⊥ îçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ â íîðìàëü-

íîì ðàññëîåíèè ξ(M). Åñëè ξ - Õîïôîâñêîå âåêòîðíîå ïîëå íà åäèíè÷íîé

ñôåðå Sn+1 (n = 2m) òîãäà

∇̃⊥
XτZν =

(
∇XZ)

ν − 1

2

⟨
ξ,X

⟩(
AξZ

)ν
= −

⟨
ξ,X

⟩
Zh + 2

(
∇XZ

)tg
, (4.35)

äëÿ âñåõ X,Z ∈ X(Sn+1),
⟨
Z, ξ

⟩
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ Ëåììîé 4.1. Äðó-

ãîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäúÿâëåíî â [107]. Òàê êàê ïîëå Õîïôà ÿâëÿåòñÿ ãåî-

äåçè÷åñêèì Êèëëèíãîâûì ïîëåì êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà åäè-

íè÷íîé ñôåðå, òî

Aξξ = 0, At
ξ = −Aξ, (∇XAξ)Z = R(ξ,X)Z =

⟨
X,Z

⟩
ξ, A2

ξZ = −Z +
⟨
Z, ξ

⟩
ξ.

(4.36)
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Ïîêàæåì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èñêîìîé ïðîèçâîäíîé íóëåâàÿ.

Ïîìíÿ, ÷òî
⟨
Z, ξ

⟩
= 0, âûïîëíèì íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ:

(∇XA
t
ξ)Z = −(∇XAξ)Z = −

⟨
X,Z

⟩
ξ,

1

2
R(ξ, Z)X =

1

2

⟨
X,Z

⟩
ξ − 1

2

⟨
ξ,X

⟩
Z,

− 1

2
R(ξ, AξX)At

ξZ =

1

2
R(ξ, AξX)AξZ =

1

2

(⟨
AξX,AξZ

⟩
ξ −

⟨
ξ, AξZ

⟩
AξX

)
=

1

2

⟨
X,Z

⟩
ξ,

1

2
At

ξ

(
R(X,At

ξZ)ξ
)
=

1

2
Aξ

(
R(X,AξZ)ξ

)
=

1

2

(⟨
AξZ, ξ

⟩
X −

⟨
ξ,X

⟩
AξZ

)
= −1

2

⟨
ξ,X

⟩
A2

ξZ =
1

2

⟨
ξ,X

⟩
Z.

Ñóììà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé íóëåâàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∇̃⊥
XτZν =

(
∇XZ +

1

2
R(At

ξZ,X)ξ)
)ν

=
(
∇XZ

)ν − 1

2

⟨
ξ,X

⟩
(AξZ)

ν.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî ðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî äëÿ X, Y ∈ X(Sn+1) è

ïîëÿ Õîïôà ξ ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

⟨⟨
Xν, Y ν

⟩⟩
=
⟨
At

ξX,A
t
ξY
⟩
+
⟨
X −

⟨
ξ,X

⟩
ξ, Y −

⟨
ξ, Y

⟩
ξ
⟩
=

−
⟨
A2

ξX,Y
⟩
+
⟨
X, Y

⟩
−
⟨
X, ξ

⟩⟨
Y, ξ
⟩
=
⟨
X−

⟨
X, ξ

⟩
ξ, Y

⟩
+
⟨
X, Y

⟩
−
⟨
X, ξ

⟩⟨
Y, ξ
⟩
=

2
⟨
X, Y

⟩
− 2
⟨
X, ξ

⟩⟨
Y, ξ
⟩
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè
⟨
Y, ξ
⟩
= 0, òî

⟨⟨
Xν, Y ν

⟩⟩
= 2

⟨
X,Y

⟩
. Ïîýòîìó äëÿ òàêîãî

Y èìååì,

⟨⟨
∇̃⊥

XτZν, Y ν
⟩⟩

= 2
⟨
∇XZ−

1

2

⟨
X, ξ

⟩
AξZ, Y

⟩
= 2
⟨
∇XZ, Y

⟩
−
⟨
X, ξ

⟩⟨
AξZ, Y

⟩
=

−
⟨
X, ξ

⟩⟨
Z,At

ξY
⟩
+2
⟨
∇XZ, Y

⟩
=
⟨⟨

−
⟨
X, ξ

⟩
Zh+2(∇XZ)

tg, (AξY )h+Y tg
⟩⟩
.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà Y , ìû ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Sn+1) äëÿ ïî-
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ëÿ Õîïôà îïðåäåëÿåòñÿ ξ-êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàéäåííîé ïðîèçâîä-

íîé. Ïîñêîëüêó îíà îêàçàëàñü íóëåâîé, òî ìû ïîëó÷àåì åùå îäíî äîêàçà-

òåëüñòâî âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Sn+1) ⊂ T1S
n+1 äëÿ ïîëÿ

Õîïôà.

Ïóñòü ξ � äàííîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà Mn+1. Òîãäà âåêòîðíîå

ïîëå η̃ = (η)ν ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê ïîëå âàðèàöèè îáúåìà äëÿ ïîäìíî-

ãîîáðàçèÿ ξ(Mn+1), ãäå η - ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïîëå èç ξ⊥. Äëÿ ñëó÷àÿ

Õîïôîâñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà Sn+1 (n = 2m), ìû ìîæåì âûáðàòü

ẽi =
1

||(ei)τ ||
(ei)

τ =


eh0 äëÿ i = 0 ,

1√
2

(
ehα + f tgα

)
äëÿ α = 1, . . . , n,

(4.37)

ãäå e0, e
1, . . . , en, f0, f1, . . . , fn îáðàçóþò ñèíãóëÿðíûå áàçèñû äëÿ îïåðàòîðà

Aξ, â êà÷åñòâå îðòîíîðìèðîâàííîãî êàñàòåëüíîãî ðåïåðà íà ξ(S
n+1). Òàê êàê

ξ(Sn+1) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, ôîðìóëà (4.34) ïîëó÷àåò âèä

δ2V ol(η̃) =

∫
Sn+1

{
n∑

i=0

∥∇⊥
ẽi
η̃ ∥ − ∥η̃ ∥2

n∑
i=0

K̃(ẽi, η̃)

}
dV, (4.38)

ãäå ∇̄⊥
ẽi
çàäàíî ôîðìóëîé (4.35) è K̃ çàäàíî ôîðìóëîé (1.15).

Ëåììà 4.29 Ïóñòü ξ � Õîïôîâñêîå âåêòîðíûì ïîëå íà Sn+1 (n = 2m).

Ïóñòü η ∈ ξ⊥ ïîðîæäàåò íîðìàëüíóþ âàðèàöèþ îáúåìà η̃ = (η)ν äëÿ ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ ξ(Sn+1) ⊂ T1(S
n+1). Ïóñòü e0 = ξ, e1, . . . , en � ïðàâûé ñèíãó-

ëÿðíûé ðåïåð äëÿ îïåðàòîðà Aξ. Òîãäà, ôîðìóëà (4.34) ìîæåò áûòü óïðî-

ùåíà ê âèäó

δ2V ol(η̃) =

∫
Sn+1

{
4|∇e0η |

2 + 2
n∑

α=1

|∇eαη |
2 − 2n− 1

2
|η |2

}
dV, (4.39)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ∇̃⊥ ñâÿçíîñòü â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè äëÿ

ξ(Sn+1). Äîêàæåì, ñíà÷àëà, ÷òî

n∑
i=0

∥∇̃⊥
ẽi
η̃ ∥ = 4|∇e0η |

2 + 2
n∑

α=1

|∇eαη |
2 − |η |2.

Ïðèìåíÿÿ (4.35) è ó÷èòûâàÿ (4.37), ìû íàõîäèì

∇̃⊥
ẽ0
η̃ = −(η)h + 2(∇e0η)

tg, ∇̃⊥
ẽα
η̃ =

√
2 (∇eαη)

tg.

Ïîýòîìó

n∑
i=0

∥∇̃⊥
ẽi
η̃ ∥ = |η |2 + 4 |∇e0η |2 + 2

n∑
α=1

(
|∇eαη |2 −

⟨
∇eαη , ξ

⟩2)
=

|η |2 + 4 |∇e0η |2 + 2
n∑

α=1

(
|∇eαη |2 −

⟨
η ,∇eαξ

⟩2)
=

|η |2 + 4 |∇e0η |2 + 2
n∑

α=1

|∇eαη |2 − 2
n∑

α=1

⟨
η , fα

⟩2
=

|η |2 + 4 |∇e0η |2 + 2
n∑

α=1

|∇eαη |2 − 2 |η |2 = 4 |∇e0η |2 + 2
n∑

α=1

|∇eαη |2 − |η |2

è äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî

∥η̃ ∥2
n∑

i=0

K̃(ẽi, η̃ ) =
1

2
|η |2 + (n− 2) |η |2.

Êðèâèçíà â äâóìåðíîì íàïðàâëåíèè T1M
n çàäàåòñÿ (1.15) â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî X̃ è Ỹ ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè. ×òîáû íàéòè |η̃ |2K̃(ẽi, η̃ ), ìû

ìîæåì èñïîëüçîâàòü (1.15), ïîëàãàÿ Ỹ = η̃ è èìåÿ â âèäó, ÷òî η̃ èìååò ïðîèç-

âîëüíóþ äëèíó.

Òåïåðü ïîëîæèì ζ = Aξη è çàòåì η̃ = ζh + ηtg. Î÷åâèäíî,⟨
η, ζ
⟩
= 0,

⟨
η, ξ
⟩
=
⟨
ζ, ξ
⟩
= 0, |η | = |ζ|. (4.40)
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Ïîëîæèì X̃ = ẽ0 = eh0 è Ỹ = ζh + ηtg. Òîãäà

∥η̃ ∥2K̃(ẽ0, η̃ ) =
⟨
R(e0, ζ)ζ, e0

⟩
− 3

4

∣∣R(e0, ζ)ξ ∣∣2 + 1

4

∣∣R(ξ, η)e0 ∣∣2 =
|ζ|2 − 3

4
|ζ|2 + 1

4
|η |2 = 1

2
|η |2.

×òîáû íàéòè K̃(ẽα, η̃ ) äëÿ α = 1, . . . , n, ìû ïîëàãàåì X̃ = 1√
2
(ehα + f tgα ) è

ïîýòîìó

X1 =
1√
2
eα, X2 =

1√
2
fα, Y1 = ζ, Y2 = η

â ïðèìåíåíèè (1.15). Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì

∥η̃ ∥2K̃(ẽα, η̃) =
1

2

⟨
R(eα, ζ)ζ, eα

⟩
−3

8

∣∣R(eα, ζ)ξ ∣∣2+1

8

∣∣R(ξ, η)eα+R(ξ, fα)ζ∣∣2+
1

2
|η |2 − 1

2

⟨
fα, η

⟩2
+

3

2

⟨
R(eα, ζ)η, fα

⟩
− 1

2

⟨
R(ξ, fα)eα, R(ξ, η)ζ

⟩
.

Òåïåðü ïîëîæèì ηα =
⟨
η, fα

⟩
. Òîãäà ζα =

⟨
ζ, eα

⟩
= −

⟨
η, fα

⟩
= −ηα. Ó÷èòû-

âàÿ (4.40), ìû ïîëó÷àåì

∥η̃ ∥2K̃(ẽα, η̃) =
1

2
|η |2 − 1

2
(η α)2 +

1

8

∣∣⟨eα, η ⟩+ ⟨fα, ζ ⟩∣∣2 + 1

2
|η |2−

1

2
(η α)2 − 3

2

⟨
eα, η

⟩⟨
fα, ζ

⟩
= |η |2 − (η α)2 −

⟨
η, eα

⟩2
.

Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî
∑n

α=1(η
α)2 =

∑n
α=1

⟨
η, eα

⟩2
= |η |2. Ñëåäîâàòåëüíî

ìû èìååì ∥η̃ ∥2
(
K̃(ẽ0, η̃) +

∑n
α=0 K̃(ẽα, η̃)

)
= 1

2 |η |
2+(n− 2) |η |2. Îáúåäèíÿÿ

ðåçóëüòàòû, ìû ïîëó÷àåì òî, ÷òî òðåáîâàëîñü.

Òåîðåìà 4.30 Âåêòîðíîå ïîëå Õîïôà íà åäèíè÷íîé 3- ñôåðå óñòîé÷èâî îò-

íîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ âàðèàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâà ïðàâûõ (è ëåâûõ) ñèí-

ãóëÿðíûõ ðåïåðîâ äëÿ Õîïôîâñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñîâïàäàþò ñ ξ⊥, ìû

ìîæåì âûáðàòü äðóãèå äâà Õîïôîâñêèõ âåêòîðíûõ ïîëÿ íà S3 â êà÷åñòâå e1
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è e2. Òîãäà

∇e1e1 = 0, ∇e1e2 = −e0,

∇e2e1 = e0, ∇e2e2 = 0.
(4.41)

Ïîëîæèì η = η1e1 + η2e2. Ïîëîæèì |grad η α|2 =
(
e1(η

α)
)2

+
(
e2(η

α)
)2

(α =

1, 2). Òîãäà, èñïîëüçóÿ (4.41) ìû íàõîäèì

2∑
α=1

|∇eαη |
2 =

n∑
α=1

| grad η α|2 + |η |2.

Ïîýòîìó,

δ2V ol(η̃) =

∫
Sn+1

{
4|∇e0η |

2 + 2
n∑

α=1

|grad η α|2 + 1

2
|η |2

}
dV > 0

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ξ(S3) óñòîé÷èâî.

Òåîðåìà 4.31 Âåêòîðíîå ïîëå Õîïôà íà åäèíè÷íîé ñôåðå ðàçìåðíîñòè n =

2m+ 1 > 3 íåóñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì âåêòîðû ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà òàê, ÷òî e0 = ξ, â

òî âðåìÿ êàê äðóãèå e1, . . . , e2m ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè ëèôòàìè âåêòî-

ðîâ îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà qk íà CP
m îòíîñèòåëüíî Õîïôîâñêîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ S2m+1 S1

−→ CPm. Òîãäà ∇qkqj = 0 è Jq2k = q2k+1 (k, j = 1, . . . ,m)

äëÿ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû CP n (ñì. [45]). Òîãäà âäîëü ñëîÿ, òî åñòü âäîëü

èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ e0 = ξ, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òàáëèöà íåíóëåâûõ

êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ [45, 43].

∇e0e2k = e2k−1, ∇e0e2k−1 = −e2k,

∇e2ke0 = e2k−1, ∇e2k−1
e0 = −e2k

∇e2k−1
e2k = e0, ∇e2ke2k−1 = −e0,

ãäå k = 1, . . . ,m.
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Ïóñòü η = η 2k−1e2k−1 + η 2ke2k áóäåò ïîëåì âàðèàöèè. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ, ìû íàõîäèì

∇e0 η =
(
e0(η

2k−1) + η 2k
)
e2k−1 +

(
e0(η

2k)− η 2k−1
)
e2k−1

∇e2t−1
η = e2t−1(η

2k−1) e2k−1 + e2t−1(η
2k) e2k + δst η

2k e0

∇e2t η = e2t(η
2k−1) e2k−1 + e2t(η

2k) e2k − δkt η
2k−1 e0,

ãäå δkt - ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïîëîæèì |grad η σ|2 =
∑n

α=1

[
eα(η

σ)
]2
. Òîãäà

n∑
α=1

|∇eαη |2 =
n∑

σ=1

|grad η σ|2 + |η |2

è

|∇e0η |2 =
m∑
k=1

[(
e0(η

2k)− η 2k−1
)2

+
(
e0(η

2k−1) + η 2k
)2]

.

×òîáû äîêàçàòü íåóñòîé÷èâîñòü, ìû äîëæíû íàéòè ïîëå âàðèàöèè η îáåñïå-

÷èâàþùåå îòðèöàòåëüíîñòü äëÿ âòîðîé âàðèàöèè îáúåìà. Ïîýòîìó, âûáåðåì

η = cos te2k−1 + sin te2k, ãäå t - ïàðàìåòð äëèíû äóãè íà e0-êðèâûõ. Òîãäà

∇e0η = 0, grad η σ = 0 è äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëå (4.39)

ìû èìååì 5−2n
2 |η |2 < 0 äëÿ n > 2, ÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Êàê ñëåäñòâèå, íà ñôåðàõ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé ãëîáàëüíî ìèíèìàëüíûé îáú-

åì èìåþò âåêòîðíûå ïîëÿ "ñåâåð-þã" [11]. Âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè è óñòîé-

÷èâîñòè â äðóãèõ ïîñòàíîâêàõ ðàññìàòðèâàëèñü â [43], [14] è [46].

4.4. Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå íîðìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ãè-

ïåðñëîåíèÿ

Ïóñòü Mn+1 � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå òðàíñâåðñàëüíî

îðèåíòèðóåìîå ðèìàíîâî ãèïåðñëîåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå AξX = −∇Xξ ÿâëÿ-

åòñÿ îïåðàòîðîì Âåéíãàðòåíà ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèñòà. Çàìåòèì, òàê æå ÷òî

Aξ ξ = 0.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç∇F èíäóöèðîâàííóþ ñâÿçíîñòü íà êàæäîì ëèñòå. Îáî-

çíà÷èìBξ(X, Y ) âòîðûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû ëèñòîâ, òî åñòüBξ(X,Y ) =⟨
AξX,Y

⟩
F
ãäå

⟨
·, ·
⟩
F
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíî èíäóöèðóåìîé

ìåòðèêè íà êàæäîì ëèñòå è X, Y êàñàòåëüíû ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ëèñòó.

Ïóñòü eα (α = 1, . . . , n) � îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð, ñîñòîÿùèé èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà ôîðìû, òî åñòü Aξ eα = kα eα, ãäå kα - ãëàâ-

íûå êðèâèçíû ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèñòà. Òàê êàê Aξ ñèììåòðè÷åí, â íàøèõ

îáîçíà÷åíèÿõ ìû èìååì

f0 = e0 = ξ, fα = sign(kα)eα, λα = |kα| (α = 1, . . . , n),

ãäå fα - âåêòîðû ëåâîãî ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà, è λα - ñîîòâåòñòâóþùèå ñèíãó-

ëÿðíûå çíà÷åíèÿ. Ìû ìîæåì óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ åñëè ìû ïîëîæèì

f0 = e0 = ξ, fα = eα, λα = kα (α = 1, . . . , n), (4.42)

ðàçðåøàÿ λα áûòü íå îáÿçàòåëüíî ïîëîæèòåëüíûì. Òîãäà îñíàùåíèå äëÿ

ξ(M) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëó÷àåò âèä

ẽ0 = ξh, ẽα =
1√

1 + k2α
(ehα − kα e

v
α), ñα| =

1√
1 + k2α

(kαe
h
α + evα). (4.43)

Òåïåðü, ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñëåäóþùåå óïðîùåíèå [108].

Ëåììà 4.32 Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ðèìàíîâà òðàíñâåðñàëü-

íî îðèåíòèðóåìîãî ãèïåðñëîåíèÿ íà äàííîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn+1.

Îáîçíà÷èì X,Y, Z âåêòîðíûå ïîëÿ êàñàòåëüíûå ê ëèñòàì. Òîãäà

⟨
(∇XAξ)Y, Z

⟩
=
⟨
(∇XAξ)Z, Y

⟩
= (∇F

XBξ)(Y, Z),

⟨
(∇XAξ)ξ, Z

⟩
=
⟨
AξX,AξZ

⟩
F

⟨
(∇ξAξ)X,Z

⟩
=
⟨
AξX,AξZ

⟩
F
+
⟨
R(X, ξ)ξ, Z

⟩
.
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ îòíîñèòåëüíî ñâÿçåé

ìåæäó âíåøíåé ãåîìåòðèåé ëèñòîâ ãèïåðñëîåíèÿ è âíåøíåé ãåîìåòðèåé ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ ξ(M).

Ëåììà 4.33 Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ðèìàíîâà

òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìîãî (ëîêàëüíîãî) ãèïåðñëîåíèÿ íà äàííîì ðèìà-

íîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn+1. Êîìïîíåíòû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû

ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ∈ T1M îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî îðòîíîðìèðîâàí-

íîãî ðåïåðà çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

Ω̃σ| 00 = 0

Ω̃σ|α0 =
1
2Λσα0

{[
(k2σ − 1)Kσ − 2k2σ

]
δσα−

(1− kαkσ)(1− δσα)
⟨
R(eα, ξ)ξ, eσ

⟩}

Ω̃σ|αβ = 1
2Λσαβ

{
− 2 (∇F

eσ
Bξ)(eα, eβ)+

(1− kσkα)
⟨
R(ξ, eα)eβ, eσ

⟩
+ (1− kσkβ)

⟨
R(ξ, eβ)eα, eσ

⟩}
,

ãäå Kσ - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà ßêîáè R(·, ξ)ξ è δσα,

- ñèìâîë Êðîíåêêåðà.

Çàìåòèì, ÷òî Ëåììà 4.33 ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ñëó÷àþ ëîêàëüíîãî ñëîå-

íèÿ òèïà ñåìåéñòâà ñôåð, òðóáîê è ò.ä. Êàê íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ìû

âèäèì ÷òî åñëè ëèñòû ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè èëè âïîëíå îìáè-

ëè÷åñêèìè, òî ξ(M) - ìèíèìàëüíîå ïîäìíîãîîáðàçèå, íî â îáùåì ñëó÷àå íå

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a) Òàê êàê ξ - ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå, ìû
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ìîæåì ïîëîæèòü e0 = ξ, è ïîýòîìó
⟨
(∇e0Aξ)e0, eσ

⟩
= 0. Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 4.5,

ìû ïîëó÷àåì Ω̃σ| 00 = 0.

(b) Èç Ëåììû 4.5

Ω̃σ|α0 =
1

2
Λσα0

{
−
⟨
(∇eαAξ)e0ξ, fσ

⟩
−
⟨
(∇e0Aξ)eα, fσ

⟩
+ λσλα

⟨
R(eσ, e0)ξ, fα

⟩}
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.42) è ïðèìåíÿÿ Ëåììó 4.32, ìû ïîëó÷àåì⟨
(∇eαAξ)e0, fσ

⟩
=
⟨
(∇ξAξ)ξ, eσ

⟩
= kαkσ

⟨
eα, eσ

⟩
= k2σδσα⟨

(∇e0Aξ)eα, fσ
⟩
=
⟨
(∇ξAξ)eα, eσ

⟩
= k2σδσα +

⟨
R(eσ, ξ)ξ, eα

⟩
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëàãàÿ Kα =
⟨
R(eα, ξ)ξ, eα

⟩
, ìû èìååì⟨

R(eσ, ξ)ξ, eα
⟩
= Kσδσα + (1− δσα)

⟨
R(eσ, ξ)ξ, eα

⟩
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâîê, ìû ïîëó÷àåì

Ω̃σ|α0 =
1

2
Λσα0

{[
(k2σ − 1)Kσ − 2k2σ

]
δσα − (1− kαkσ)(1− δσα)

⟨
R(eα, ξ)ξ, eσ

⟩}
(c) Èç Ëåìì 4.5 è (4.42)

Ω̃σ|αβ =
1

2
Λσαβ

{
−
⟨
(∇eαAξ)eβ, eσ

⟩
−
⟨
(∇eβAξ)eαξ, eσ

⟩
+

kσ
[
kα
⟨
R(eσ, eβ)ξ, eα

⟩
+ kβ

⟨
R(eσ, eα)ξ, eβ

⟩] }
.

Ëåììà 4.32 è óðàâíåíèÿ Êîäàööè äàþò⟨
(∇eαAξ)eβ, eσ

⟩
= (∇F

eα
Bξ)(eβ, eσ),

⟨
(∇eβAξ)eα, eσ

⟩
= (∇F

eβ
Bξ)(eα, eσ),⟨

R(eσ, eβ)ξ, eα
⟩
= −(∇F

eσ
Bξ)(eβ, eα) +

⟨
(∇eβAξ)eα, eσ

⟩
,⟨

R(eσ, eα)ξ, eβ
⟩
= −(∇F

eσ
Bξ)(eα, eβ) +

⟨
(∇eαAξ)eβ, eσ

⟩
.

Òàê ÷òî ìû èìååì

⟨
(∇eαAξ)eβ, eσ

⟩
+
⟨
(∇eβAξ)eα, eσ

⟩
=

2(∇F
eσ
Bξ)(eα, eβ) +

⟨
R(eσ, eα)ξ, eβ

⟩
+
⟨
R(eσ, eβ)ξ, eα

⟩
.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâîê, ìû ïîëó÷àåì

Ω̃σ|αβ =
1

2
Λσαβ

{
− 2(∇F

eσ
Bξ)(eα, eβ)+

(1− kσkα)
⟨
R(ξ, eα)eβ, eσ

⟩
+ (1− kσkβ)

⟨
R(ξ, eβ)eα, eσ

⟩}
,

÷òî çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Òåïåðü ìû ìîæåì îõàðàêòåðèçîâàòü âïîëíå îìáèëè÷åñêèå ñëîåíèÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 4.34 Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ðèìàíîâà

òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìîãî âïîëíå îìáèëè÷åñêîãî (ëîêàëüíîãî) ãèïåð-

ñëîåíèÿ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà ξ(M) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå â

T1M åñëè è òîëüêî åñëè

Kσ =
2 k2

k2 − 1
, (4.44)

ãäå k = k(s) âåëè÷èíà îìáèëè÷íîñòè ëèñòà è Kσ ñîáñòâåííûå ÷èñëà íîð-

ìàëüíîãî îïåðàòîðà ßêîáè R(·, ξ)ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò Ëåììû 4.33 îçíà÷àåò ÷òî âíåøíÿÿ ãåîìåòðèÿ

ãîëîíîìíûõ, òî åñòü ñ èíòåãðèðóåìûì ðàñïðåäåëåíèåì ξ⊥, ãåîäåçè÷åñêèå âåê-

òîðíûå ïîëÿ çàâèñÿò îò âíåøíåé ãåîìåòðèè ëèñòîâ è íîðìàëüíîãî îïåðàòî-

ðà ßêîáè Rξ = R(·, ξ)ξ. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå F ⊂ M êðèâèçíî-

àäàïòèðîâàíî [9], åñëè äëÿ êàæäîãî íîðìàëüíîãî ê F âåêòîðà ξ â òî÷êå

p ∈ F âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

Rξ(TpF ) ⊂ TpF, Aξ ◦Rξ = Rξ ◦ Aξ,

ãäå Aξ - îïåðàòîð ôîðìû F . Ïåðâîå óñëîâèå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ãèïåðïî-
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âåðõíîñòè. Âòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ TpF ñîñòîÿùèé èç îáùèõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ Rξ è Aξ. Êàæäîå âïîëíå îìáèëè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðà-

çèå ÿâëÿåòñÿ êðèâèçíî-àäàïòèðîâàííûì è èìååò ïàðàëëåëüíóþ âòîðóþ ôóí-

äàìåíòàëüíóþ ôîðìó. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâûå êîìïîíåí-

òû âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû äëÿ ξ(M) ∈ T1M èìåþò âèä

Ω̃σ|σ0 =
1

2

1

1 + k2

[
(k2 − 1)Kσ − 2k2

]
,

ãäå k � âåëè÷èíà îìáèëè÷íîñòè ëèñòà ãèïåðñëîåíèÿ è Kσ- ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ íîðìàëüíîãî îïåðàòîðà ßêîáè R(·, ξ)ξ.

Çàìåòèì, ÷òî Kσ = Kξ∧eσ , ãäå Kξ∧eσ îçíà÷àåò êðèâèçíó â äâóìåðíîì íà-

ïðàâëåíèè âäîëü ïëîñêîñòè ξ ∧ eσ è eσ � ñîáñòâåííûå âåêòîðû íîðìàëüíîãî

îïåðàòîðà ßêîáè. Ïîäîáíîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ âïîëíå ãåî-

äåçè÷åñêîãî ñâîéñòâà â ñëó÷àå êðèâèçíî-àäàïòèðîâàííîãî ñëîåíèÿ (äàæå ëî-

êàëüíîãî), à èìåííî

Kσ =
2 k2σ
k2σ − 1

.

Ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè Mn+1 ëîêàëüíî ñèììåòðè÷íîå, è ëèñòû

îäíîðîäíû. Â ýòîì ñëó÷àå Kσ ïîñòîÿííû âäîëü ξ-ãåîäåçè÷åñêîé â òî âðåìÿ

êàê kσ � ôóíêöèè åå åñòåñòâåííîãî ïàðàìåòðà. Òèïè÷íûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ

ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ ñôåð èëè òðóáîê âîêðóã

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ ìèíèìàëüíû

[20], íî íå ìîãóò áûòü âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè.

Êàê ïðÿìîå ïðèìåíåíèå Ëåììû 4.33 ê ñëó÷àþ 2-ìåðíûõ ðèìàíîâûõ

ìíîãîîáðàçèé, ìû èìååì âîçìîæíîñòü ïîëíîñòüþ îïèñàòü âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêèå åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ïðèíàäëåæàâøèå ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó,

è ñàìè áàçîâûå ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 4.35 Ïóñòü ξ � (ëîêàëüíîå) åäèíè÷íîå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå

ïîëå íà 2-ìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà ξ � âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêîå âåêòîðíîå ïîëå åñëè è òîëüêî åñëè ëîêàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ìåòðèêè

M îòíîñèòåëüíî ( ξ, ξ⊥) � îðòîãîíàëüíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ïðèíè-

ìàåò âèä

ds2 =
(t2 − 1)2

t4(t2 + 1)2
dt2 +

a2t2

(t2 + 1)2
dv2, (4.45)

ãäå t � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ξ⊥-êðèâûõ, ξ � íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïîëå

∂t è a � ïàðàìåòð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ - (ëîêàëüíîå) ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

ïîëå íà 2-ìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M ãàóññîâîé êðèâèçíû K. Ðå-

çóëüòàò Ëåììû 4.33 ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ìàòðèöó âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé

ôîðìû ξ(M) ∈ T1M ê âèäó

Ω =


0

1

2

(k2 − 1)K − 2k2

1 + k2

1

2

(k2 − 1)K − 2k2

1 + k2
− e1(k)

(1 + k2)3/2

 ,

ãäå k - ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé åäèíè÷íîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ e1 = ξ⊥. Òàê êàê ξ ãåîäåçè÷åñêîå è çíà÷èò ìèíèìàëüíîå, òî ïî Òåî-

ðåìå 4.9 ïîëå ξ îãèáàåò ìåðèäèàíû ìåòðèêè âðàùåíèÿ ds2 = du2 + f 2(u) dv2.

Êðèâûå u = const (ïàðàëëåëè) äàþò íàì âïîëíå îìáèëè÷åñêîå ñëîåíèå íà

M 2. Âåëè÷èíà îìáèëè÷íîñòè � ýòî ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ïàðàëëåëåé, âåê-

òîðíîå ïîëå ξ = ∂u � ýòî åäèíè÷íîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîãî ïîëÿ ìåðèäèàíîâ,

ãàóññîâà êðèâèçíà K ìíîãîîáðàçèÿ M 2 â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò òîëüêî îò u �

åñòåñòâåííîãî ïàðàìåòðà íà ìåðèäèàíàõ � è K = k′(u)−k2(u). ×òîáû óäîâëå-
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òâîðèòü óñëîâèÿì âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè, ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà k äîëæíà

áûòü ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

k′ =
k2 (k2 + 1)

k2 − 1
.

Íåÿâíîå ðåøåíèå u = 2arctan k +
1

k
+ u0. Îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ k = k(u), ñó-

ùåñòâóåò íà èíòåðâàëàõ ãäå K(u) ̸= 1. ×òîáû ïðèâåñòè ÿâíîå ðåøåíèå, ìû

ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì k êàê ïàðàìåòð, ñêàæåì t. Òàê êàê

k = −f−1f ′u, ìû ìîæåì íàïèñàòü äâà ñîîòíîøåíèÿ

f ′u
f

= −t , d t

du
=
t2(t2 + 1)

t2 − 1
. (4.46)

Äåëàÿ çàìåíó ïàðàìåòðà, ìû ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà f(t)

âèäà
f ′t
f

=
1− t2

t(1 + t2)
ñ îáùèì ðåøåíèåì f(t) =

a t

t2 + 1
, ãäå a - ïîñòîÿííàÿ èí-

òåãðèðîâàíèÿ. Èç (4.46) ìû ìîæåì òàêæå íàéòè du =
t2 − 1

t2(t2 + 1)
dt, è ïîýòîìó

ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåòðèêà ïðèíèìàåò âèä (4.45).

Ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ïîñòðîåííîé ìåòðèêè

åâêëèäîâî 3 - ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â âèäå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ äëÿ íåêî-

òîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 4.36 Ïóñòü
{
x(t), z(t)

}
� ïðîôèëüíàÿ êðèâàÿ, ïîðîæäàþùàÿ ïî-

âåðõíîñòü ñ ìåòðèêîé (4.45) ñ a = 1. Òîãäà, î÷åâèäíî, x(t) =
t

(t2 + 1)
è

(x′t)
2 + (z′t)

2 =
(t2 − 1)2

t4(t2 + 1)2
. Îòñþäà íàõîäèì z′t = ±(t2 − 1)

√
2t2 + 1

t2(t2 + 1)2
. Âûáåðåì

îäíó âåòâü, ñêàæåì ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì. Îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå âû÷èñ-

ëåíèå äàåò z(t) =
(2t2 + 1)3/2

t(t2 + 1)
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé). Òàêèì îáðàçîì,

ìû èìååì x(t) = t
(t2+1) , z(t) = (2 t2+1)3/2

t(t2+1) , ãäå t � ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ìåðè-

äèàíîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ îäíîé ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé,
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ñîîòâåòñòâóþùåé çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t = ±1.

Îòìåòèì, ÷òî K < 0 ïðè t2 ∈ (0, 1) è K > 0 äëÿ t2 ∈ (1,+∞). Òî÷êà

(0, 0, 2
√
2) � îìáèëè÷åñêàÿ â áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðèìåð íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííî 2-ìåðíûì. Ðàññìîòðèì ìåòðèêó âðàùå-

íèÿ âèäà

ds2 = du2 + f 2(u)
n∑

α=1

(dvα)2.

Òîãäà ëèñòû ãèïåðñëîåíèÿ u = const âñå âïîëíå îìáèëè÷åñêèå ñî çíà÷åíè-

åì îìáèëè÷íîñòè K = −f−1f ′u. ×òîáû âåêòîðíîå ïîëå ξ = ∂u áûëî âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêèì, ýòî çíà÷åíèå äîëæíî óäîâëåòâîðèòü òîìó æå ñàìîìó äèôôå-

ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ, à èìåííî

k′ =
k2 (k2 + 1)

k2 − 1
,

êîòîðîå èìååò òî æå ñàìîå ðåøåíèå êàê â 2-ìåðíîì ïðèìåðå.

4.5. Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà äâó-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ

Ðàññìîòðåííûå âûøå ÷àñòíûå ñëó÷àè âåêòîðíûõ ïîëåé ñî âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêèì îáðàçîì îáîñíîâûâàþò çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêà-

þùèõ åäèíè÷íûå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ. Â ïðîñòåéøåì ñëó-

÷àå äâóìåðíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ìîæíî äàòü èõ èñ÷åðïûâàþùåå

îïèñàíèå.

Îïðåäåëåíèå 4.37 Òî÷êà q ∈ Mn íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äëÿ âåêòîð-

íîãî ïîëÿ ξ åñëè ∇Xξ |q = 0 äëÿ âñåõ X ∈ TqM
n.

Åñëè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè çàïîëíÿþò îáëàñòü D ⊂ Mn, òî ëîêàëüíî Mn =

Mn−k × Ek, ãäå Ek � Åâêëèäîâ ñîìíîæèòåëü ðàçìåðíîñòè k ≥ 1. Â ñëó÷àå
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n = 2, ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ òîãäà ïëîñêèì â D. Åñëè ìíîãîîáðàçèå çíà-

êîïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû, òîãäà âñåãäà ìîæíî îãðàíè÷èâàòü íàøè

ðàññìîòðåíèÿ îáëàñòüþ áåç ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê äàííîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 4.38 Ïóñòü M2 � ðèìàíîâî àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñî çíà-

êîïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé K. Òîãäà, íà íåêîòîðîì îòêðûòîì ïîä-

ìíîæåñòâå U ⊂M 2 ñóùåñòâóåò åäèíè÷íîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå

ïîëå ξ åñëè è òîëüêî åñëè

(a) ìåòðèêà g íà U ëîêàëüíî èìååò âèä ds2 = du2 + sin2 α(u) dv2, ãäå α(u)

� ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
dα

du
= 1− a+ 1

cosα
;

(b) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ èìååò âèä

ξ = cos(av + ω0) ∂u +
sin(av + ω0)

sinα(u)
∂v,

ãäå a, ω0 = const.

Ãàóññîâà êðèâèçíà K ìåòðèêè ds2 = du2 + sin2 α(u) dv2 èìååò âèä

K =
dα

du
. (4.47)

Ïîýòîìó α(u) � ïîëíàÿ êðèâèçíà ìíîãîîáðàçèÿ âäîëü ìåðèäèàíà ìåòðèêè.

Âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì âäîëü ìåðèäèàíà è çàêðó÷èâàåòñÿ

âäîëü ïàðàëëåëåé ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ a îòíîñèòåëüíî êîîðäè-

íàòíîãî ðåïåðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ � äàííîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ðè-

ìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn. Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè, ÿäðî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà ∇Xξ : TM
n → ξ⊥ íå ïóñòî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå âåêòîð-

íîå ïîëå e0 òàêîå, ÷òî ∇e0 ξ = 0. Â ñëó÷àå n = 2, ïîëå e0 ìîæåò áûòü íàéäåíî



181

ÿâíî. Îáîçíà÷èòå η åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà M 2, êîòîðîå îðòîãîíàëüíî

ξ. Ïîëîæèì ∇ξξ = k η, ∇ηη = κ ξ, ãäå k è κ - ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû

èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ïîëåé ξ è η ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì îðòîíîðìèðî-

âàííûé ðåïåð

e0 =
κ
λ
ξ +

k

λ
η, e1 =

k

λ
ξ − κ

λ
η, λ =

√
k2 + κ2.

Ïîëÿ e0 è e1 êîððåêòíî îïðåäåëåíû íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå U ⊂M 2, ãäå

ïîëå ξ íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê, òî åñòü òî÷åê, ãäå λ = 0. Îãðàíè÷èìñÿ

ýòîé îòêðûòîé ÷àñòüþ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∇e0ξ = 0, ∇e1ξ = λη. (4.48)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω óãëîâóþ ôóíêöèÿ ìåæäó ξ è e0. Òîãäà

k = λ sinω, κ = λ cosω (4.49)

è ìû ìîæåì ïîëîæèòü

ξ = cosω e0 + sinω e1, η = sinω e0 − cosω e1. (4.50)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ è σ îðèåíòèðîâàííûå ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû èí-

òåãðàëüíûõ êðèâûõ ïîëåé e0 è e1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

∇e0 e0 = µ e1, ∇e1 e1 = σ e0.

Â ýòèõ òåðìèíàõ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé Ëåììû 4.7, à èìåííî

Ω =


−µ λ√

1 + λ2
1

2

(
σ λ+

1− λ2

1 + λ2
e0(λ)

)
1

2

(
σ λ+

1− λ2

1 + λ2
e0(λ)

)
e1

(
λ√

1 + λ2

)
 . (4.51)
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Ïîëîæèì cos(α/2) = 1√
1+λ2 . Òîãäà ìû èìååì

λ√
1 + λ2

= sin(α/2),
1− λ2

1 + λ2
= cosα,

e0(λ) =
e0(α)

2 cos2(α/2)
, e1

(
λ√

1 + λ2

)
=

1

2
cos(α/2) e1(α).

Ïîñëå ýòèõ óïðîùåíèé

Ω =
1

2


−2µ sin(α/2)

σ sinα+ e0(α) cosα

2 cos2(α/2)

σ sinα+ e0(α) cosα

2 cos2(α/2)
cos(α/2) e1(α)

 .
Ïóñòü Ω ≡ 0. Â ñèëó òðåáîâàíèÿ àíàëèòè÷íîñòè, µ sin(α/2) ≡ 0 îçíà-

÷àåò, ÷òî ëèáî µ ≡ 0, ëèáî sin(α/2) ≡ 0. Íî åñëè sin(α/2) ≡ 0, òî λ ≡ 0, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò µ ≡ 0. Ïîýòîìó, åñëè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

âåêòîðíîå ïîëå ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ e0 - ãåîäåçè-

÷åñêèå. Òàê êàê cos(α/2) ̸= 0, òî

e1(α) ≡ 0. (4.52)

Ââåäåì ëîêàëüíóþ ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó (u, v) òàê, ÷òî

∂u = e0, ∂v = f(u, v) e1,

ãäå f(u, v) - íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ëèíåéíûé ýëåìåíò M 2 ìî-

æåò áûòü çàïèñàí êàê ds2 = du2 + f 2dv2. Óñëîâèå (4.52) âëå÷åò ∂vα = 0, ÷òî

îçíà÷àåò, ÷òî α = α(u). Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäíåå óñëîâèå

σ sinα+ e0(α) cosα = 0.

Åñëè cosα ≡ 0, òî sinα ≡ 1 è ñëåäîâàòåëüíî σ ≡ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî e0

� ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà M 2 è ñëåäîâàòåëüíî K = 0 . Ïîëîæèì

e0(α) = −σ tanα. Îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ïîëóãåîäåçè÷åñêîé êîîðäèíàòíîé
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ñèñòåìû, σ = −∂uf/f è ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ

∂uf

f
= cotα ∂uα.

Ââèäó (4.52), ìû èìååì α = α(u), è óðàâíåíèå âûøå èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå

f(u, v) = C(v) sinα, ãäå C(v) ̸= 0 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñîâåðøèâ

ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàìåòðà v, ìîæíî âñåãäà ïîëàãàòü C(v) ≡ 1. Ïîýòîìó, ëè-

íåéíûé ýëåìåíò 2- ìíîãîîáðàçèÿM , êîòîðîå äîïóñêàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

âåêòîðíîå åäèíè÷íîå ïîëå, â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ íåîáõîäèìîñòüþ

èìååò âèä

ds2 = du2 + sin2 α(u) dv2. (4.53)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âåêòîðíîìó ïîëþ. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

∇e0ξ = ∇e0(cosω e0 + sinω e1) = (−e0(ω)− µ) η,

∇e1ξ = ∇e1(cosω e0 + sinω e1) = (−e1(ω) + σ) η.

Òàê êàê µ = 0 è ∇e0ξ = 0, ìû âèäèì ÷òî ∂uω = 0 è ñëåäîâàòåëüíî ω =

ω(v). Âòîðîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî −e1(ω) + σ = tan(α/2). Îòíîñèòåëüíî

âûáðàííîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, ìû èìååì σ = − cotα ∂uα è ñëåäîâàòåëüíî

∂vω = sinα (σ − tan(α/2) = − cosα ∂uα− 2 sin2(α/2)

Ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò v-ïàðàìåòðà è ïîýòîìó ∂2vvω = 0, ÷òî îçíà÷àåò

ω = av + ω0, (a, ω0 = const). Êàê ñëåäñòâèå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôóíêöèè α(u): cosα ∂uα+2 sin2(α/2) =

−a èëè ýêâèâàëåíòíî

dα

du
= 1− a+ 1

cosα
. (4.54)

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè α � ðåøåíèå (4.54), òî ãàóññîâà

êðèâèçíà ìåòðèêè (4.53) èìååò âèä (4.47). Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ, K
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çíàêîïîñòîÿííà, ñîîòíîøåíèå (4.47) ïîçâîëÿåò âûáðàòü α â êà÷åñòâå íîâîãî

ïàðàìåòðà íà u-êðèâûõ. Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà α ìû èìååì

du =
dα

K
= − cosα

a+ 1− cosα
dα

è ëèíåéíûé ýëåìåíò (4.53) ïðèíèìàåò âèä

ds2 =

(
cosα

a+ 1− cosα

)2

dα2 + sin2 α dv2. (4.55)

Åñëè ξ - åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Mn, òî

èíäóöèðóåìàÿ ìåòðèêà íà ξ(Mn) èìååò âèä

ds̃2 = gikdu
iduk +

⟨
∇iξ,∇kξ

⟩
duiduk.

Åñëè ξ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå íà M 2, òîãäà ìåòðèêà M2 èìååò

ñòàíäàðòíûé âèä (4.53) è ∇∂uξ = ∇e0ξ = 0, ∇∂vξ = sinα∇e1ξ = sinαλ η =

2 sin2(α/2) η. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì

ds̃2 = du2 + sin2 α dv2 + 4 sin4(α/2)dv2 = du2 + 4 sin2(α/2)dv2.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.47) ìû ìîæåì ëåãêî íàéòè ãàóññîâó êðèâèçíó âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M 2), à èìåííî K̃ = 1
4K(K−2 cot(α/2)K ′

α),

ãäå K(α) � ãàóññîâà êðèâèçíàM 2, çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.47) è (4.54). Â

÷àñòíîñòè, åñëè K = 1, òî K̃ = 1
4 [47].

Óðàâíåíèÿ (4.54) è (4.47) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò êëàññ ðèìàíîâûõ 2-

ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé äîïóñêàþùèõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîð-

íîå ïîëå [111].

Ïðåäëîæåíèå 4.39 Ïóñòü M 2 � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ëèíåéíûì ýëå-

ìåíòîì âèäà ds2 = du2+sin2 α(u)dv2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ãàóññîâó êðèâèçíó

M 2. Òîãäà K =
dα

du
, åñëè è òîëüêî åñëè ôóíêöèÿ α(u) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ dα
du = 1 + m

cosα (m = const).
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Ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 4.38 ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ðèìàíîâî ìíîãîîá-

ðàçèå (M 2, c) ïîñòîÿííîé êðèâèçíû c ̸= 0 äîïóñêàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, åñëè è òîëüêî åñëè c = 1. Ýòî âåêòîðíîå ïîëå

ïàðàëëåëüíî âäîëü ìåðèäèàíîâ è äâèæåòñÿ âäîëü ïàðàëëåëåé ñ åäèíè÷íîé

óãëîâîé ñêîðîñòüþ.

Â ðàáîòå [105] áûë ðàññìîòðåí îòäåëüíî ñëó÷àé äâóìåðíûõ ìíîãîîáðà-

çèé ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è, â ÷àñòíîñòè, áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,

äàþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî åäèíè÷íîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ.

Òåîðåìà 4.40 Ïóñòü M 2 � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèåì ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé

êðèâèçíû K. Åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ, ïîðîæäàþùåå âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â T1M
2 ñóùåñòâóåò åñëè è òîëüêî åñëè K = 0 èëè

K = 1. Êðîìå òîãî,

a) åñëè K = 0, òî ξ ÿâëÿåòñÿ èëè ïàðàëëåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì èëè

äâèæåòñÿ âäîëü ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñ ïîñòîÿííîé

óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ãåîìåòðè÷åñêè, ξ(M 2) åñòü ëèáî èçîìåòðè÷íîå âëî-

æåíèå M 2 â êà÷åñòâå ôàêòîðà â M2 × S1, èëè ÿâëÿåòñÿ âèíòîâûì

ïëîñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M 2 × S1;

b) åñëè K = 1, òî ξ - âåêòîðíîå ïîëå íà ñôåðå S2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïà-

ðàëëåëüíûì âäîëü ìåðèäèàíîâ è äâèæåòñÿ âäîëü ïàðàëëåëè ñ åäèíè÷íîé

óãëîâîé ñêîðîñòüþ. Ãåîìåòðè÷åñêè, ξ(M 2) - ÷àñòü âïîëíå ãåîäåçè÷åñêî-

ãî RP 2 ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íîãî ñôåðå S2 ðàäèóñà 2 â T1S
2 isom≈ RP 3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé K = 0, êîòî-

ðûé íå ïîêðûâàåòñÿ Òåîðåìîé 4.38. Ïóñòü ξ = {cosω, sinω} èñêîìîå ïîëå.

Èç Ëåììû 4.7 âèä (i) ñëåäóåò, ÷òî e0(λ) = e1(λ) = 0, òî åñòü λ = const.

Åñëè λ = 0, òî ïîëå ξ ïàðàëëåëüíîå (ω = const). Åñëè æå λ ̸= 0, òî µ = 0

è çíà÷èò ïîëå ïàðàëëåëüíî âäîëü ñåìåéñòâà ãåîäåçè÷åñêèõ. Òîãäà ìîæíî ïà-

ðàìåòðèçîâàòü ìíîãîîáðàçèå òàê, ÷òî ds2 = dx2 + dy2 è ω = ω(x). Ïóñòü

(x, y, ω) � ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû â T1M
2 isom≈ E2 × S1. Òîãäà ïåðâàÿ ôóí-

äàìåíòàëüíàÿ ôîðìà T1M
2 ïðèìåò âèä ds̃2 = dx2 + dy2 + dω2. Ôóíêöèÿ ω(x)

çàäàñò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå òîëüêî åñëè ω(x) = ax + b �

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè a = 0, òî îòíîñèòåëüíî ýòèõ êîîðäèíàò ëîêàëüíàÿ

ïàðàìåòðèçàöèÿ ξ(M 2) åñòü ω = const è ξ(M2) íå íè÷òî èíîå, êàê E2 èçî-

ìåòðè÷åñêè âëîæåííîå â E2 × S1. Åñëè a ̸= 0, òî ëîêàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

ξ(M 2) åñòü ω = ax + b è èíäóöèðóåìàÿ ìåòðèêà ds̃2 = (1 + a2) dx2 + dy2

ïëîñêàÿ. Âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âèíòîâûì â ñìûñëå, ÷òî ýòî ïîäìíîãîîáðàçèå

ïåðåñåêàåò êàæäóþ ïëîñêóþ îáðàçóþùóþ öèëèíäðà p : E2 × S1 → S1 ïîä

ïîñòîÿííûì óãëîì φ = arccos 1√
1+a2

.

Â ñëó÷àå K = 0 íåòðóäíî íàéòè èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðèíÿòü îäíó èç ñåìåéñòâà ïàðàë-

ëåëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ â êà÷åñòâå îñè Oy, à îäíó èç ñåìåéñòâà îðòîãîíàëüíûõ

òðàåêòîðèé (òàê æå ñîñòîÿùåãî èç ãåîäåçè÷åñêèõ) â êà÷åñòâå îñè Ox. Â òàêîì

ñëó÷àå ïîëå ξ = {cos(ax), sin(ax), a çíà÷èò äëÿ èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ïî-

ëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå dy
dx = tan(ax) ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäåò

ñåìåéñòâî ëèíèé y(x) = −1
a ln | cos(ax)|+ C.

Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ

ìîãóò áûòü íàéäåíû è â îáùåì ñëó÷àå. Ïóñòü γ = {u(s), v(s)} � èíòåãðàëüíàÿ

òðàåêòîðèÿ. Òàê êàê ξ = cosω e0 + sinω e1 = cosω ∂u + sinω
sinα ∂v, ìû ìîæåì

ïîëîæèòü du
ds = cosω, dv

ds =
sinω
sinα è çàòåì du

dv = cotω sinα. Òàê êàê α = α(u) è
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ω = av + ω0, ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

du

sinα
= cotω dv.

Èñïîëüçóÿ (4.54), ìû ìîæåì íàéòè du
dα = cosα

−a−1+cosα è ñäåëàòü çàìåíó ïàðàìåò-

ðà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ cosαdα
sinα(−a−1+cosα) =

cotω dv. Áåðÿ ïåðâîîáðàçíûå, ìû èìååì

tan(α/2) sin(av + ω0) = c (a+ (a+ 2) tan2(α/2))
a+1
a+2 äëÿ a ̸= 0,−2,

tan(α/2) sin(−2v + ω0) = c e
1
2 tan

2(α/2) äëÿ a = −2,

1
2 tanω0

(
1

1−cosα + ln
∣∣ tan(α/2)∣∣) = v − c äëÿ a = 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.49), tan(α/2) sinω = k è tan2(α/2) = k2 + κ2.

Îòñþäà ïîëó÷àåì âíóòðåííåå óðàâíåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

k = c
[
a+ (a+ 2)(k2 + κ2)

]a+1
a+2 ïðè a ̸= 0,−2,

k = c e
1
2 (k

2+κ2) ïðè a = −2,

k = sinω0 exp
[
2 cotω0(v − c)− 1

2
1+k2+κ2

k2+κ2

]
ïðè a = 0,

ãäå c - ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Êðîìå òîãî, â ëþáîì ñëó÷àå

ξ(k) = cosω ∂u[tan(α/2) sinω] +
sinω

sinα
∂v[tan(α/2) sinω] =

cosω sinω α′
u

2 cos2(α/2)
+
a sinω cosω tan(α/2)

sinα
=

cosω sinω

2 cos2(α/2)
(α′

u + a).

Óðàâíåíèå (4.54) äàåò

ξ(k) =
(a+ 1) cosω sinω

2 cos2(α/2)

(
1− 1

cosα

)
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a = −1, òî èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ îáðà-

çóþò ñåìåéñòâî îêðóæíîñòåé. Ìåòðèêà M 2 èìååò âèä ds2 = du2 + sin2 u dv2

è ìû èìååì äåëî ñ åäèíè÷íîé ñôåðîé, ïàðàìåòðèçîâàííîé âåêòîð-ôóíêöèåé
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r⃗ =
{
sinu cos v, sinu sin v, cosu

}
. Ýòè îêðóæíîñòè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

tan(u/2) sin v = c. (4.56)

Ïóñòü (ρ, φ) � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõî-

äèò ÷åðåç öåíòð ñôåðû òàê, ÷òî (0, 0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñåâåðíûì ïîëþñîì íà ñôåðå.

Òîãäà ïàðàìåòðû (ρ, φ) è (u, v) ñâÿçàíû ÷åðåç ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ

èç þæíîãî ïîëþñà êàê ρ = tan(u/2), φ = v. Ïîýòîìó, óðàâíåíèå (4.56)

îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ëèíèé íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè.

Ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà

åäèíè÷íîé ñôåðå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê ïðîîáðàçû ýòîãî ñåìåéñòâà ïðè

ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. ßâíîå óðàâíåíèå ýòîãî ñåìåéñòâà

r(v) =

{
2c sin v cos v

c2 + sin2 v
,
2c sin2 v

c2 + sin2 v
,−c

2 − sin2 v

c2 + sin2 v

}
ãäå c - ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà ñîîòâåòñòâóþùåé îêðóæíîñòè. Âñå ýòè îêðóæ-

íîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç þæíûé ïîëþñà (0, 0,−1) ïðè v = 0, π. Ìû ìîæåì âè-

äåòü ýòî, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå tan(u/2) = c/ sin v è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå âû-

ðàæåíèÿ äëÿ sinu è cosu ÷åðåç tan(u/2).

Åäèíè÷íàÿ ñôåðà - íå åäèíñòâåííàÿ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò

ìåòðèêó (4.55). Ïóñòü (x, y, z) � ñòàíäàðòíûå Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â E3.

Ìû ìîæåì íàéòè èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ìåòðèêè (4.55) â E3 â êëàññå

ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ. ×òîáû ñäåëàòü ýòî, ïîëîæèì

x(α) = sinα, (x′α)
2 + (z′α)

2 =

(
cosα

a+ 1− cosα

)2

è ìû ëåãêî íàõîäèì

x(α) = sinα, z(α) =

∫ α

α0

cos t

a+ 1− cos t

√
1− (a+ 1− cos t)2 d t,



189

ãäå èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ îãðàíè÷åí â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè 1 + a < cosα < 2 + a,

−2 < a < −1,
èëè

 a < cosα < 1 + a,

−1 < a < 0.

Îãðàíè÷åíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî, åñëè |a+ 1| ≥ 1, òî ìåòðèêà (4.55) íå äîïóñêàåò

èçîìåòðè÷åñêîãî âëîæåíèå â E3 â êëàññå ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ.

Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî åäèíè÷íîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ íà îáùåì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè òàê æå äîïóñêàþò êîíôîðìíîå

îïèñàíèå [138].

Òåîðåìà 4.41 Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî åäèíè÷íî-

ãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû

èíòåãðàëüíûì òðàåêòîðèÿì åäèíè÷íîãî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî âåêòîðíîãî

ïîëÿ íà öèëèíäðå êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñêàòü ïðåîáðàçîâàíèå u = u(x, y), v = v(x, y), ïðè-

âîäÿùåå ìåòðèêó âðàùåíèÿ Òåîðåìû 4.38 ê êîíôîðìíîìó âèäó. Â íîâûõ êî-

îðäèíàòàõ

ds2 =

((
∂u

∂x

)2

+ sin2 α(u)

(
∂v

∂x

)2
)
dx2+

((
∂u

∂y

)2

+ sin2 α(u)

(
∂v

∂y

)2
)
dy2+

2

(
∂u

∂x

∂u

∂y
+ sin2 α(u)

∂v

∂x

∂v

∂y

)
dxdy.

Ïîëîæèì

∂u

∂x
= sinα(u)

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= − sinα(u)

∂v

∂x
(4.57)

Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ìàòðèöà ßêîáè ïðåäïîëàãàåìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîëó÷èò âûðàæåíèå

J =

 sinα(u)∂v∂y − sinα(u)∂v∂x
∂v
∂x

∂v
∂y

 . (4.58)
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Òàê êàê

det J = sinα(u)

((
∂v

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2
)

= sinα(u)|grad (v)|2,

òî äëÿ íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ßêîáè ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü |grad (v)| ̸=

0, òàê êàê sinα(u) ̸= 0 â ñèëó âèäà ñàìîé ìåòðèêè. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû ïîëó÷àåì ds2 = sin2 α(u)|grad (v)|2
(
dx2 + dy2

)
. Óñëîâèåì

ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (4.57) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâî ∂2u
∂x∂y −

∂2u
∂y∂x = 0, êîòîðîå â

ñèëó ñèñòåìû (4.57) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∂2u

∂x∂y
− ∂2u

∂y∂x
= sinα(u)∆v.

Ñëåäîâàòåëüíî, ê êîíôîðìíîìó âèäó ïðèâîäèò ïðåîáðàçîâàíèå (4.57) â êî-

òîðîì ôóíêöèÿ v(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé ñ íåíóëåâûì

ãðàäèåíòîì. Ïîäõîäÿùåé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ v(x, y) = x, êîòîðàÿ

ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ íà ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð,

ïðè êîòîðîé ìåðèäèàíû ïåðåõîäÿò îáðàçóþùèå öèëèíäðà, à ïàðàëëåëè � â

îðòîãîíàëüíûå èì îêðóæíîñòè. Ïðè òàêîì âûáîðå ïðîåêöèè

J =

 0 − sinα(u),

1 0


è îòíîñèòåëüíî íîâûõ êîîðäèíàò âåêòîðíîå ïîëå Òåîðåìû 4.40 ïîëó÷èò êî-

îðäèíàòû

ξ̃ = Jξ =

 0 − sinα(u),

1 0

 cos(ax+ ω0)

sin(ax+ω0)
sinα

 =

 − sin(ax+ ω0)

cos(ax+ ω0)

 .

Ñäåëàâ çàìåíó ω0 → ω0 + π/2, ïðèâåäåì êîîðäèíàòû ïîëÿ ê âèäó

ξ̃ = cos(ax+ ω0)∂x + sin(ax+ ω0)∂y.

Ýòî åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà öèëèíäðå (íî íå íà ìíîãîîáðàçèè, ÷òî åñòå-

ñòâåííî â ñèëó êîíôîðìíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ). Ïðè a = 0 ìû ïîëó÷àåì ïà-

ðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, à ïðè a ̸= 0 îíî ïàðàëëåëüíî âäîëü îáðàçóþùèõ
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è çàêðó÷èâàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ âäîëü îêðóæíîñòåé (îñè

Ox ïðè ðàçâåðòûâàíèè íà ïëîñêîñòü), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ Òåîðåìîé 4.40. Äëÿ

èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ýòîãî ïîëÿ èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
= tan(ax),

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé

y(x) = −1

a
ln | cos ax|+ C.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè a = −1 ìû èìååì â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ åäè-

íè÷íóþ ñôåðó è èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ïðîåêòèðóþòñÿ

â îáðàç íà öèëèíäðå ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé y = ln | cosx|, ÷òî ïîëíîñòüþ ñî-

ãëàñóåòñÿ ñ äàííûì âûøå îïèñàíèåì ýòèõ òðàåêòîðèé, åñëè ñïðîåêòèðîâàòü

ýòè òðàåêòîðèè íå íà ïëîñêîñòü, à íà öèëèíäð.

Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãî-

îáðàçèè. Êîíñòðóêöèÿ ìåòðèêè Ñàñàêè èñïîëüçóåò ìåòðèêó áàçû è ïàðàë-

ëåëüíûé ïåðåíîñ â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêàÿ ìåòðèêà,

î÷åâèäíî, ìîæåò ñòðîèòüñÿ è äëÿ ñëó÷àÿ ïñåâäî-ðèìàíîâîé ìåòðèêè áàçû.

Ïðè ýòîì, åñëè M èìååò ñèãíàòóðó (p, q), òî TM èìååò ñèãíàòóðó (2p, 2q)

[41]. ×òî êàñàåòñÿ ðàññëîåíèÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, òî îíî ðàñïàäàåòñÿ íà

òðè ñâÿçíûõ êîìïîíåíòû: (à) ðàññëîåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ

T1M ; (á) ðàññëîåíèå âðåìåíè-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ T−1M ; (â) ðàññëîåíèå èçî-

òðîïíûõ âåêòîðîâ T0M . Ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ íà ðàññëîåíèè èçîòðîï-

íûõ âåêòîðîâ âûðîæäåíà.

Ðàññìîòðèì ïîäðàññëîåíèÿ â TM , îáðàçîâàííûå âåêòîðàìè åäèíè÷íîé

äëèíû |ξ|2 = ϵ = ±1. Ýòè ïîäðàññëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè â TM

ñ ìåòðèêîé, èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé Ñàñàêè TM è íàçûâàþòñÿ ðàññëîåíè-

åì åäèíè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ äëÿ ϵ = +1 è ðàññëîåíèåì
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åäèíè÷íûõ âðåìåíè-ïîäîáíûõ âåêòîðîâ äëÿ ϵ = −1. Äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì íà-

çûâàòü òàêèå ïîäðàññëîåíèÿ ðàññëîåíèåì ϵ-åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ è îáîçíà÷àòü

÷åðåç TϵM .

Ïóñòü òåïåðü ξ � âåêòîðíîå ïîëå íà M . Âåêòîðíîå ïîëå ξ íàçûâàåòñÿ

åäèíè÷íûì ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûì, åñëè |ξ|2 = +1 è åäèíè÷íûì âðåìå-

íè - ïîäîáíûì, åñëè |ξ|2 = −1 â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ. Äëÿ êðàòêîñòè,

áóäåì íàçûâàòü òàêîå ïîëå ϵ- åäèíè÷íûì. Ñëåäóþùàÿ ëåììà àíàëîãè÷íà ðè-

ìàíîâó ñëó÷àþ (Ëåììà 4.2) êàê ïî ñîäåðæàíèþ, òàê è ïî òåõíèêå äîêàçàòåëü-

ñòâà [117].

Ëåììà 4.42 Ïóñòü Ñ = (At
ξN)h + (N)v (N ⊥ ξ)ïðîèçâîëüíàÿ íîðìàëü ê

ïîäìíîãîîáðàçèþ ξ(M) ⊂ TϵM . Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîäìíîãî-

îáðàçèÿ ξ(M) îòíîñèòåëüíî íîðìàëè Ñ èìååò âèä

Ω̃Ñ(ξ∗X, ξ∗Y ) =
⟨
Hessξ(X, Y )− Aξ(Γξ(X, Y )), N

⟩
.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè

ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ TϵM .

Ëåììà 4.43 Ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(M) ⊂ TϵM âïîëíå ãåîäåçè÷íî òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ïîëå ξ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Hessξ(X, Y )− Aξ(Γξ(X, Y ))− ϵ
⟨
AξX,AξY

⟩
ξ = 0

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y íà M .

Íà ïñåâäîðèìàíîâîì äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M (1,1) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå

âåêòîðíûå ïîëÿ êàê è â ðèìàíîâîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü îïèñàíû ÿâíî. Çàìå-

òèì, òî ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
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Ëåììû 4.43. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ìíîãî-

îáðàçèå ïëîñêîå.

Òåîðåìà 4.44 Ïóñòü M � ïñåâäîðèìàíîâî íåïëîñêîå ìíîãîîáðàçèå ñèãíà-

òóðû (1, 1). Ïîëîæèì ϵ = ±1. Íà M ñóùåñòâóåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäè-

íè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• M äîïóñêàåò ëîêàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà ds2 = ϵ(du2− sin2α dv2),

ãäå α = α(u) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ dα
du = −1 − a−1

cosα .

Ïðè ýòîì âåêòîðíîå ïîëå ±ξ = ch(av + ω0)∂u +
sh(av + ω0)

sinα(u)
∂v çàäàåò

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â TϵM .

• M äîïóñêàåò ëîêàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ âèäà ds2 = ϵ(du2 − sh2α dv2),

ãäå α = α(u) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ dα
du = 1− a+1

chα . Ïðè

ýòîì âåêòîðíîå ïîëå ±ξ = sh(av + ω0)∂u + ch(av+ω0)
shα(u) ∂v çàäàåò âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â T−ϵM .

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî ðèìàíîâîìó ñëó÷àþ. Îäíàêî â îòëè-

÷èå îò ðèìàíîâà ñëó÷àÿ Ãàóññîâà êðèâèçíà M 1,1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

K = −ϵ αu. Ïîýòîìó â ñëó÷àå ïñåâäîðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêèå ϵ-åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ ñóùåñòâóþò êàê äëÿ K = 1, òàê è äëÿ

ñëó÷àÿ K = −1 (ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a). Ïðè ýòîì

ξ(M) ëåæèò â T+1M è T−1M , ñîîòâåòñòâåííî.
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4.6. Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà 3-õ

ìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé

Òðåõìåðíûå ãðóïïû Ëè ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé èìåþò íåòðè-

âèàëüíóþ, íî äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Åñòåñòâåííûé

êëàññ âåêòîðíûõ ïîëåé íà íèõ ñîñòàâëÿþò èíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.

Ìèíèìàëüíûå åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà òàêèõ ãðóïïàõ áûëè íàéäåíû â

ðàáîòå [73]. Â äàííîì ðàçäåëå ìû íàõîäèì âñå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå åäèíè÷-

íûå âåêòîðíûå ïîëÿ. Ïðè ýòîì ìû íå ïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [73], òàê

êàê â íåé èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå òîëüêî äëÿ ñëåäà âòîðûõ ôîðì, ÷òî íåäî-

ñòàòî÷íî äëÿ èññëåäîâàíèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè. Îäíàêî ìîæíî ïðîâåðèòü,

÷òî íàéäåííûå íàìè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå åäèíè÷íûå âåêòîð-

íûå ïîëÿ ïðèíàäëåæàò êëàññàì ìèíèìàëüíûõ, îïèñàííûõ â ðàáîòå [73].

Óíèìîäóëÿðíûå è íå óíèìîäóëÿðíûå ãðóïïû èìåþò ñóùåñòâåííî ðàç-

ëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà è ðàññìàòðèâàþòñÿ íàìè îòäåëüíî. Óðàâíå-

íèå âïîëíå ãåîäåçè÷ííîñòè (4.5) âûïèøåì çäåñü â ðàçâåðíóòîì âèäå, à èìåííî,

(∇XAξ)Y + (∇YAξ)X + AξR(ξ, AξX)Y + AξR(ξ, AξY )X−

2
⟨
AξX,AξY

⟩
ξ = 0. (4.59)

4.6.1. Óíèìîäóëÿðíûé ñëó÷àé.

Ðàññìîòðèì óíèìîäóëÿðíóþ ãðóïïó Ëè ñ ëåâî èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé⟨
,
⟩
. Ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, e2, e3 åå àëãåáðû Ëè òàêîé,

÷òî äåéñòâèÿ ñêîáêè îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè

[e2, e3] = λ1e1, [e3, e1] = λ2e2, [e1, e2] = λ3e3. (4.60)

Êîíñòàíòû λ1, λ2, λ3 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñîîò-
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âåòñòâóþùåé ãðóïïû Ëè:

çíàêè λ1, λ2, λ3 Ãðóïïà Ëè

+,+,+ SU(2) èëè SO(3)

+,+,− SL(2,R) èëè O(1, 2)

+,+, 0 E(2)

+,−, 0 E(1, 1)

+, 0, 0 Nil3 (ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà)

0, 0, 0 R⊕ R⊕ R

Îïðåäåëèì êîíñòàíòû ñâÿçíîñòè µi =
1
2(λ1 + λ2 + λ3)− λi. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ëåâî èíâàðèàíòíîãî ïîëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ξ = x1e1 + x2e2 + x3e3 ìàòðèöà

îïåðàòîðà Aξ ïðèìåò âèä

Aξ =


0 −µ2x3 µ3x2

µ1x3 0 −µ3x1
−µ1x2 µ2x1 0

 . (4.61)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîðíûå ïîëÿ Nm = em × ξ. Îáîçíà÷èì εikm ñìå-

øàííîå ïðîèçâåäåíèå
⟨
ei, ek × em

⟩
. Òîãäà â êîîðäèíàòíîì âûðàæåíèè

Nm = εikm(xiek − xkei), ∇eiξ = µi ei × ξ = µiNi. (4.62)

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.45 Ïóñòü G � òðåõìåðíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâî èí-

âàðèàíòíîé ìåòðèêîé {ei, i = 1, 2, 3} áóäåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ àë-

ãåáðû Ëè, óäîâëåòâîðÿþùèé (4.60). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ëåâî èíâàðèàíòíîãî
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åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ = x1e1 + x2e2 + x3e3 ìû èìååì

(∇eiAξ)ei = µ2i (ξ − xiei), (∇eiAξ)ek = εikmµiµmNm − µiµkxiek (i ̸= k),

R(ei, ek)ξ = −εikmσikNm,

ãäå σik = σki = µiµm + µkµm − µiµk.

Îòìåòèì, ÷òî µiµk =
1
2ρm, ãäå ρm - ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàâíàÿ êðèâèçíà

Ðè÷÷è. Òåïåðü ìû ìîæåì âûïèñàòü óðàâíåíèå (4.59) äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáè-

íàöèé áàçèñíûõ âåêòîðîâ.

Ëåììà 4.46 Ïóñòü G � òðåõìåðíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâî- èí-

âàðèàíòíîé ìåòðèêîé è {ei, i = 1, 2, 3} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ àëãåáðû

Ëè, óäîâëåòâîðÿþùèé (4.60). Òîãäà ëåâî-èíâàðèàíòíîå åäèíè÷íîå âåêòîð-

íîå ïîëå ξ = x1e1 + x2e2 + x3e3 áóäåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì åñëè è òîëüêî

åñëè äëÿ ëþáîãî i ̸= k ̸= m

(i, i) xiµi
{
xm(σikµk − µi)Nk − xk(σimµm − µi)Nm

}
= 0,

(i, k) −xixmµi(σikµi − µk)Ni + xkxmµk(σikµk − µi)Nk +
(
µiµm(1− σkm)−

µkµm(1− σim) + µi(σkmµm − µk)x
2
i − µk(σimµm − µi)x

2
k

)
Nm = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ÷èñòî âû÷èñëèòåëüíîå, îïèðàåòñÿ íà âûðàæåíèå (4.59), Ëåì-

ìó 4.45 è ïðèâåäåíî à ðàáîòå [116]. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ â Ëåììå 4.46 ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 4.47 Ïóñòü G � òðåõìåðíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé è {ei, i = 1, 2, 3} � êàíîíè÷åñêèé îðòîíîðìèðîâàí-
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íûé áàçèñ åå àëãåáðû Ëè (4.60) è ïóñòü µ1, µ2, µ3 � êîýôôèöèåíòû ðèìàíî-

âîé ñâÿçíîñòè. Ëåâî-èíâàðèàíòíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ ÿâëÿåòñÿ

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

• ξ � ïðîèçâîëüíîå ïðè µ1 = µ2 = µ3 = 0;

• ξ = ei èëè ξ = cos t ej + sin t ek ïðè µi ̸= 0, µj = µk = 0 (i ̸= j ̸= k ̸= i,

t = const);

• ξ � ãëàâíîå íàïðàâëåíèå Ðè÷÷è, îòâå÷àþùåå ãëàâíîé êðèâèçíå Ðè÷÷è,

ðàâíîé 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåïèøåì ðåçóëüòàò Ëåììû 4.46 äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìáè-

íàöèé èíäåêñîâ.

(1, 1) x1µ1
{
x3(σ12µ2 − µ1)N2 − x2(σ13µ3 − µ1)N3

}
= 0,

(2, 2) x2µ2
{
x3(σ21µ1 − µ2)N1 − x1(σ23µ3 − µ2)N3

}
= 0,

(3, 3) x3µ3
{
x2(σ31µ1 − µ3)N1 − x1(σ32µ2 − µ3)N2

}
= 0,

(1, 2) − x1x3µ1(σ12µ1 − µ2)N1 + x2x3µ2(σ12µ2 − µ1)N2 +
(
µ1µ3(1− σ23)−

µ2µ3(1− σ13) + µ1(σ23µ3 − µ2)x
2
1 − µ2(σ13µ3 − µ1)x

2
2

)
N3 = 0,

(2, 3) − x2x1µ2(σ23µ2 − µ3)N2 + x3x1µ3(σ23µ3 − µ2)N3 +
(
µ2µ1(1− σ31)−

µ3µ1(1− σ21) + µ2(σ31µ1 − µ3)x
2
2 − µ3(σ21µ1 − µ2)x

2
3

)
N1 = 0,
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(3, 1) − x3x2µ3(σ13µ3 − µ1)N3 + x1x2µ1(σ13µ1 − µ3)N1 +
(
µ3µ2(1− σ12)−

µ1µ2(1− σ32) + µ3(σ12µ2 − µ1)x
2
3 − µ1(σ32µ2 − µ3)x

2
1

)
N2 = 0.

Âåêòîðû N1, N2 è N3 ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åñòü x1N1+x2N2+x3N3 = 0,

íî ïîïàðíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû äëÿ îáùåãî ïîëÿ ξ.

Ñëó÷àé x1 ̸= 0, x2 ̸= 0, x3 ̸= 0. Ïîäñëó÷àé 1: µ1 = 0, µ2 = 0, µ3 =

0. Âñå óðàâíåíèÿ âûïîëíåíû î÷åâèäíî. Ïîýòîìó, ëþáîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå

âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì â ýòîì ñëó÷àå.

Ïîäñëó÷àé 2: µ1 = 0, µ2 ̸= 0, µ3 ̸= 0. Òîãäà èç (2,2) è (3,3) ìû âèäèì,

ýòî µ2 = 0, µ3 = 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïîäîáíûì ñïîñîáîì ìû èñêëþ÷àåì ñëó÷àè

êîãäà µ21 + µ22 + µ23 ̸= 0 è µi = 0 äëÿ i = 2; i = 3; i = 1, 2; i = 1, 3; i = 2, 3.

Ïîäñëó÷àé 3: µ1 ̸= 0, µ2 ̸= 0, µ3 ̸= 0. Òàê êàê N1, N2 è N3 ëèíåéíî

íåçàâèñèìû ïîïàðíî, èç (1,1), (2,2) è (3,3) ìû çàêëþ÷àåì: σ12µ2 − µ1 = 0,

σ12µ1 − µ2 = 0,
,

 σ13µ3 − µ1 = 0,

σ13µ1 − µ3 = 0,

 σ23µ2 − µ3 = 0,

σ23µ3 − µ2 = 0.
(4.63)

Êàê ñëåäñòâèå,

(σ12 − 1)(µ1 + µ2) = 0, (σ13 − 1)(µ1 + µ3) = 0, (σ23 − 1)(µ2 + µ3) = 0.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (4.63), îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ äàþò
µ1µ3(1− σ23)− µ2µ3(1− σ13) = 0,

µ1µ2(1− σ13)− µ1µ3(1− σ12) = 0,

µ2µ3(1− σ12)− µ1µ2(1− σ23) = 0.

Òàê êàê µi ̸= 0 (i = 1, 2, 3), ìû çàêëþ÷àåì σik = 1 (i, k = 1, 2, 3) è ïîýòîìó

ρi = 2 (i = 1, 2, 3).

Ñëó÷àé x1 ̸= 0, x2 ̸= 0, x3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå x1N1 + x2N2 = 0, íî

N1, N3 è N2, N3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû â ïàðàõ. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó äëÿ ýòîãî
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ñëó÷àÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1, 1) µ1(σ13µ3 − µ1) = 0,

(2, 2) µ2(σ23µ3 − µ2) = 0,

(3, 3) ≡ 0

(1, 2) µ1µ3(1− σ23)− µ2µ3(1− σ13) + µ1(σ23µ3 − µ2)x
2
1 − µ2(σ13µ3 − µ1)x

2
2 = 0,

(2, 3) x21µ2(σ23µ2 − µ3) + µ1µ2(1− σ31 − µ1µ3(1− σ21) + µ2(σ13µ1)− µ3)x
2
2 = 0,

(3, 1) −x22µ1(σ13µ1 − µ3 + µ2µ3(1− σ12)− µ1µ2(1− σ32)− µ1(σ23µ2 − µ3)x
2
1 = 0.

Ïîëîæèì µ1 = µ2 = 0. Òîãäà ñèñòåìà âûïîëíåíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî µ3.

Ñëó÷àé µ3 = 0 - óæå ðàññìîòðåí. Ñëó÷àé µ3 ̸= 0 äàåò {e1, e2}R.

Ïîëîæèì µ1 = 0, µ2 ̸= 0. Òîãäà σ12 = µ2µ3, σ13 = µ2µ3, σ23 = −µ2µ3.

Óðàâíåíèå (2,2) äàåò −µ22(µ23 + 1) = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëîæèì µ1 ̸= 0, µ2 = 0. Òîãäà σ12 = µ1µ3, σ13 = −µ1µ3, σ23 = µ1µ3.

Óðàâíåíèå (1,1) äàåò −µ21(µ23 + 1) = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëîæèì µ1 ̸= 0, µ2 ̸= 0. Òîãäà µ1 = σ13µ3, µ2 = σ23µ3 è ïîäñòàíîâêà â

(1,2) äàåò µ33(µ2 − µ1) = 0. Ñëó÷àé µ3 = 0 ïðîòèâîðå÷èò µ1 ̸= 0, µ2 ̸= 0. Òàê

÷òî ïîëîæèì µ1 = µ2 = µ ̸= 0. Òîãäà σ13 = σ23 = µ2 è èç (1,1) è (2,2) ìû

çàêëþ÷àåì

µµ3 − 1 = 0. (4.64)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì

σ12 = 2− µ2, σ13 = µ2, σ23 = µ2. (4.65)

Ïîäñòàíîâêà (4.64) è (4.65) â ñèñòåìó ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó. Çàìåòèì, ÷òî

µµ3 = 1 â íàøèõ ðàññìîòðåíèÿõ îçíà÷àåò, ÷òî ρ1 = ρ2 = 2.

Ñëó÷àé x1 ̸= 0, x2 = 0, x3 ̸= 0 äàåò {e1, e3}R.

Ñëó÷àé x1 = 0, x2 ̸= 0, x3 ̸= 0 äàåò {e2, e3}R.

Ñëó÷àé x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå N1 = 0 è óðàâíåíèÿõ
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(1,1), (2,2), (3,3) è (2,3) âûïîëíåíû íåçàâèñèìî îò ãåîìåòðèè ãðóïïû. Óðàâ-

íåíèÿ (1,2) è (1,3) ïðèíèìàþò âèä

(1, 2) µ1µ3(1− σ23)− µ2µ3(1− σ13) + µ1(σ23µ3 − µ2) = 0

(1, 3) µ2µ3(1− σ12)− µ1µ2(1− σ23)− µ1(σ23µ2 − µ3) = 0

Ïîñëå óïðîùåíèé, ìû ïîëó÷àåì

(1, 2) σ13(µ2µ3 − 1) = 0, (1, 3) σ12(µ2µ3 − 1) = 0.

Ñëó÷àé µ2µ3 = 1 îçíà÷àåò ρ1 = 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé σ12 = 0, σ13 = 0,

êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí ñèñòåìå µ2µ3 = 0, µ1(µ2 − µ3) = 0. Ìû èìååì 4

âîçìîæíûõ ðåøåíèÿ:

(i) µ1 = 0, µ2 = 0, µ3 = 0;

(ii) µ1 = 0, µ2 = 0, µ3 ̸= 0;

(iii) µ1 = 0, µ2 ̸= 0, µ3 = 0;

(iv) µ1 ̸= 0, µ2 = 0, µ3 = 0;

Ñëó÷àè (i),(ii) è (iii) óæå èññëåäîâàíû. Ñëó÷àé (iv) - íîâûé è äàåò ïîëå e1.

Ñëó÷àé x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0 äàåò e2.

Ñëó÷àé x1 = 0, x2 = 0, x3 = 1 äàåò e3.

Êîíêðåòèçàöèÿ ðåçóëüòàòà Òåîðåìû 4.47 äëÿ êàæäîé èç ãðóïï èçëîæåíà

â [116] è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ.

Òåîðåìà 4.48 Ïóñòü G � òðåõìåðíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé è {ei, i = 1, 2, 3} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ àë-

ãåáðû Ëè, óäîâëåòâîðÿþùèé (4.60). Êðîìå òîãî, ïîëîæèì, ÷òî λ1 ≥ λ2 ≥

λ3. Òîãäà âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ëåâî - èíâàðèàíòíûå åäèíè÷íûå âåêòîðíûå
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ïîëÿ íà G çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G

Óñëîâèÿ íà λ1, λ2, λ3 âåêòîðíîå ïîëå

SO(3) λ1 = λ2 = λ3 = 2 S

λ1 = λ2 = λ > λ3 = 2 ±e3

λ1 = λ2 = λ > 2 > λ3 = λ−
√
λ2 − 4 S ∩ {e1, e2}R

λ1 = 2 > λ2 = λ3 = λ > 0 ±e1

λ1 = λ+
√
λ2 − 4 > λ = λ2 = λ3 > 2 S ∩ {e2, e3}R

λ1 > λ2 > λ3 > 0, λ2m − (λi − λk)
2 = 4 ±em (i,k,m=1,2,3)

SL(2,R) λ23 − (λ1 − λ2)
2 = 4 ±e3

λ21 − (λ2 − λ3)
2 = 4 ±e1

E(2) λ1 = λ2 > 0, λ3 = 0 ±e3, S ∩ {e1, e2}R

λ21 − λ22 = 4, λ1 > 0, λ2 > 0, λ3 = 0 ±e1

E(1,1) λ23 − λ21 = 4, λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 < 0 ±e3

λ21 − λ23 = 4, λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 < 0 ±e1

Nil3 λ1 = 2, λ2 = 0, λ3 = 0 ±e1

R⊕R⊕R λ1 = λ2 = λ3 = 0 S

ãäå {ei, ek} îáîçíà÷àåò ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà ei è ek, à S � åäèíè÷íóþ

ñôåðó ñ öåíòðîì â åäèíèöå.
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Êàê îêàçàëîñü, íàëè÷èå íà íå ïëîñêîé ãðóïïå èíâàðèàíòíîãî âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì åñòåñòâåí-

íîé ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû, äëÿ êîòîðîé òàêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêèì.

Íà êàæäîé èç ðàññìîòðåííûõ óíèìîäóëÿðíûõ ãðóïï Ëè ðàññìîòðèì

ñòðóêòóðó (ϕ, ξ, η), çàäàííóþ êàê(
ϕ = Aξ, ξ, η =

⟨
ξ, ·

⟩)
, (4.66)

ãäå (1,1) òåíçîðíîå ïîëå Aξ çàäàíî ôîðìóëîé (4.61).

Íàïîìíèì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èç êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè [10]. Ïî÷òè êîí-

òàêòíîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ òðîéêà (ϕ, ξ, η), ñîñòîÿùàÿ

èç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ϕ, âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ è 1-ôîðìû η, ñâÿçàííûõ ñîîò-

íîøåíèÿìè

ϕ2(X) = −X + η(X)ξ, ϕξ = 0, η(ξ) = 1. (4.67)

Ñòðóêòóðà (ϕ, ξ, η) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé,

åñëè îíà ñîãëàñîâàíà ñ ìåòðèêîé, òî åñòü⟨
ϕX, ϕY

⟩
=
⟨
X, Y

⟩
− η(X)η(Y ), η(X) =

⟨
X, ξ

⟩
. (4.68)

Ïî÷òè êîíòàêòíûå ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû îáðàçóþòñÿ ÷åòâåðêàìè (ϕ, ξ, η, g).

Åñëè äëÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû (ϕ, ξ, η, g) âûïîëíåíî

óñëîâèå

dη(X,Y ) = g(X,ϕY ), (4.69)

ãäå dη(X,Y ) := Xη(Y ) − Y η(X) − η([X, Y ]), òî ñòðóêòóðà (ϕ, ξ, η, g) íàçû-

âàåòñÿ êîíòàêòíîé ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Åñëè ïðè ýòîì ξ � åäèíè÷íîå

Êèëëèíãîâî âåêòîðíîå ïîëå, òî êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàçûâà-

åòñÿ K-êîíòàêòíîé.
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Åñëè

[ϕ, ϕ](X, Y ) + 2dη(X,Y )ξ = 0, (4.70)

ãäå [ϕ, ϕ] � òåíçîð Íèåíõåéñà, òî ïî÷òè êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíîé. Íàêîíåö, êîíòàêòíàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (ϕ, ξ, η, g) íàçûâàåòñÿ

Ñàñàêèåâîé, åñëè îíà íîðìàëüíà.

Ïðåäëîæåíèå 4.49 Íà êàæäîé èç íåïëîñêèõ óíèìîäóëÿðíûõ ãðóïï ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé ëåâî-èíâàðèàíòíîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷-

íîå âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì êàíî-

íè÷åñêîé ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû.

Ýòà ñòðóêòóðà Ñàñàêèåâà, åñëè

• G = SO(3) èëè G = SU(2) è λ1 = λ2 = λ3 = 2;

• G = SL(2, R) è λ1 = λ2, λ3 = −2;

• G = Nil3.

Ýòà ñòðóêòóðà íîðìàëüíà åñëè

• G = SO(3) èëè G = SU(2), λ1 > λ2 > λ3 è

λ1 = λ2 +
1

λ2
, λ3 =

1

λ2
, λ2 > 1.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñòðóêòóðà íå ÿâëÿåòñÿ íè íîðìàëüíîé, íè ìåò-

ðè÷åñêîé.
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Íà ãðóïïå E(2) ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå èíâàðèàíò-

íîå ïîëå ëèáî ïàðàëëåëüíîå, ëèáî îðòîãîíàëüíî ïàðàëëåëüíîìó è äâèæåòñÿ

âäîëü åãî èíòåãðàëüíûõ òðàåêòîðèé ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå ëåâî - èíâà-

ðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå íà SU(2) èëè ñâÿçíîé êîìïîíåíòå SO(3) ñ ëåâî -

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé è ïóñòü {ei, i = 1, 2, 3} � êàíîíè÷åñêèé îðòîíîðìè-

ðîâàííûé, óäîâëåòâîðÿþùèé (4.60) è λ1 ≥ λ2 ≥ λ3. Ðàññìîòðèì âñå ñëó÷àè

Òåîðåìû 4.48.

• Â ñëó÷àå λ1 = λ2 = λ3 = 2 ìû èìååì µ1 = µ2 = µ3 = 1, à çíà÷èò

Aξ =


0 −x3 x2

x3 0 −x1
−x2 x1 0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå ξ Êèëëèíãîâî. Ïî òåîðåìå 4.19, ñòðóêòóðà (4.66) Ñàñà-

êèåâà.

Â ñëó÷àå λ1 = λ2 = λ > λ3 = 2 ìû èìååì µ1 = 1, µ2 = 1, µ3 = λ − 1 è

ξ = ±e3. Äëÿ ξ = + e3 ìû íàõîäèì

Aξ =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0


è âèäèì, ÷òî ñíîâà ξ Êèëëèíãîâî åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñòðóêòóðà (4.66) Ñàñàêèåâà.

Â ñëó÷àå λ1 = 2 > λ2 = λ3 = λ > 0 ìû èìååì µ1 = −1+λ, µ2 = 1, µ3 = 1

è ξ = ±e1. Äëÿ ξ = + e1 ìû íàõîäèì

Aξ =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0


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è âèäèì, ÷òî ñíîâà ξ Êèëëèíãîâî åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñòðóêòóðà (4.66) Ñàñàêèåâà.

• Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ1 = λ2 = λ > 2 > λ3 = λ −
√
λ2 − 4 è ξ =

x1e1 + x2e2. Ìû èìååì

µ1 =
1

2
(λ−

√
λ2 − 4), µ2 =

1

2
(λ−

√
λ2 − 4), µ3 =

1

2
(λ+

√
λ2 − 4).

Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè θ = 1
2(λ−

√
λ2 − 4) è θ̄ = 1

2(λ+
√
λ2 − 4). Òîãäà

µ1 = θ, µ2 = θ, µ3 = θ̄, θθ̄ = 1 (θ ̸= 1, θ̄ ̸= 1)

è â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì

Aξ =


0 0 θ̄x2

0 0 −θ̄x1
−θx2 θx1 0

 .

Òàê êàê θ ̸= θ̄, òî ïîëå ξ íå ÿâëÿåòñÿ Êèëëèíãîâûì, íî îñòàåòñÿ ãåîäåçè÷å-

ñêèì. Äåéñòâèòåëüíî,

Aξξ =


0 0 θ̄x2

0 0 −θ̄x1
−θx2 θx1 0



x1

x2

0

 =


0

0

θ(−x2x1 + x1x2)

 = 0.

Ñòðóêòóðà (4.66) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé íà SO(3). Äåéñòâèòåëüíî,

ϕ2 =


0 0 θ̄x2

0 0 −θ̄x1
−θx2 θx1 0




0 0 θ̄x2

0 0 −θ̄x1
−θx2 θx1 0

 =


−x22 x1x2 0

x1x2 −x21 0

0 0 −1

 .

Òîãäà

ϕ2Z =


−1 + x21 x1x2 0

x1x2 −1 + x22 0

0 0 −1



z1

z2

z3

 = −Z +
⟨
ξ, Z

⟩
ξ.
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Ýòà ñòðóêòóðà íå ìåòðè÷åñêàÿ. Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ ñîãëàñîâàííîñòè (4.68)

ìû èìååì

ϕZ =


θ̄x2z3

−θ̄x1z3
−θx2z1 + θx1z2

 , ϕW =


θ̄x2w3

−θ̄x1w3

−θx2w1 + θx1w2


è çíà÷èò

⟨
ϕZ, ϕW

⟩
= θ̄2z3w3 + θ2(x22z1w1 + x21z2w2 − x1x2z1w2 − x1x2z2w1) =

θ2(z1w1 + z2w2) + θ̄2x3w3 −
⟨
ξ, Z

⟩⟨
ξ,W

⟩
̸=
⟨
Z,W

⟩
−
⟨
ξ, Z

⟩⟨
ξ,W

⟩
.

Ýòà ñòðóêòóðà íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ïðîâåðèì óñëî-

âèå íîðìàëüíîñòè (4.70). Íàéäåì êðó÷åíèå Íèåíõåéñà äëÿ ϕ íà e1, e2. Èìååì,

ϕe1 = −θx2e3, ϕe2 = θx1e3, ϕe3 = θ̄x2e1 − θ̄x1e2,

[e1, e2] = 2θe3, [e1, e3] = −(θ + θ̄)e2, [e2, e3] = (θ + θ̄)e1,

ϕ2[e1, e2] = −2θe3, [ϕe1, ϕe2] = 0,

ϕ[ϕe1, e2] = −θ2x22(θ + θ̄)e3 = −θ(θ2 + 1)x22e3,

ϕ[e1, ϕe2] = −θ2(θ + θ̄)x21e3 = −θ(θ2 + 1)x21e3

è çíà÷èò

[ϕ, ϕ](e1, e2) = θ(θ2 − 1)e3 ̸= 2dη(e1, e2)ξ.

Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ñëó÷àé λ1 = λ+
√
λ2 − 4 > λ =

λ2 = λ3 > 2 ñ òåì æå ðåçóëüòàòîì.

• Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ1 > λ2 > λ3, ξ = ±ei. Èìååì,

µ1 =
1

2
(−λ1 + λ2 + λ3), µ2 =

1

2
(λ1 − λ2 + λ3), µ3 =

1

2
(λ1 + λ2 − λ3)

Ïîëîæèì ξ = e1. Óñëîâèå λ
2
1− (λ2−λ3)2 = 4 îçíà÷àåò, ÷òî µ2µ3 = 1. Ìàòðèöà
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Aξ ïðèíèìàåò âèä

Aξ =


0 0 0

0 0 −µ3
0 µ2 0

 .

Òàê êàê µ2 ̸= µ3, ïîëå ξ íå Êèëëèíãîâî, íî ãåîäåçè÷åñêîå. Ñòðóêòóðà (4.66)

ïî÷òè êîíòàêòíà. Â ñàìîì äåëå,

ϕ2 =


0 0 0

0 −µ2µ3 0

0 0 −µ3µ2

 =


0 0 0

0 −1 0

0 0 −1


è çíà÷èò ϕ2Z = −Z +

⟨
ξ, Z

⟩
ξ. Ñòðóêòóðà íîðìàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà

λ1 = λ2 +
1

λ2
, λ3 =

1

λ2
, λ2 > 1. (4.71)

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî ϕe1 = 0, ϕe2 = µ2e3, ϕe3 = −µ3e2. Òåïåðü

ïîëîæèì Z = e1,W = e2. Òîãäà

ϕ2[e1, e2] = λ3ϕ
2e3 = −λ3e3, [ϕe1, ϕe2] = 0, ϕ[ϕe1, e2] = 0,

ϕ[e1, ϕe2] = µ2ϕ[e1, e3] = −µ2λ2ϕe2 = −µ22λ2e3,

dη(e1, e2) =
1
2(
⟨
e1, ϕe2

⟩
−
⟨
ϕe1, e2

⟩
) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå íîðìàëüíîñòè èìååò âèä λ3 =

µ22λ2. Åñëè çàìåòèòü, ÷òî µ2µ3 = 1, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî óñëîâèå òàê

λ3µ3 = λ2µ2. (4.72)

Ïîëîæèì Z = e1,W = e3. Òîãäà

ϕ2[e1, e3] = −λ2ϕ2e2 = λ2e2, [ϕe1, ϕe3] = 0, ϕ[ϕe1, e3] = 0,

ϕ[e1, ϕe3] = −µ3ϕ[e1, e2] = −µ3λ3ϕe3 = µ23λ3e2,

dη(e1, e3) =
1
2(
⟨
e1, ϕe3

⟩
−
⟨
ϕe1, e3

⟩
) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå íîðìàëüíîñòè èìååò âèä λ2 =

µ23λ3, ÷òî ýêâèâàëåíòíî (4.72).

Íàêîíåö, ïîëîæèì Z = e2,W = e3. Òîãäà

ϕ2[e2, e3] = λ1ϕ
2e1 = 0, [ϕe2, ϕe3] = −µ2µ3[e3, e2] = λ1e1, ϕ[ϕe2, e3] = 0,

ϕ[e2, ϕe3] = 0, dη(e2, e3) =
1
2(
⟨
e2, ϕe3

⟩
−
⟨
ϕe2, e3

⟩
) = −1

2(µ3 + µ2) = −1
2λ1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (4.69) âûïîëíåíî. Ðàñïèøåì ðàâåíñòâî (4.72), à èìåííî,

λ3(λ1 + λ2 − λ3) = λ2(λ1 − λ2 + λ3) è ïðåîáðàçóåì åãî ê λ1(λ3 − λ2) + λ3(λ2 −

λ3) = λ2(−λ2 + λ3). Òàê êàê λ2 ̸= λ3, ìû ïîëó÷àåì λ1 = λ2 + λ3. Òîãäà

µ1 = 0, µ2 = 1
2(λ1 − λ2 + λ3) = λ3, µ3 = 1

2(λ1 + λ2 − λ3) = λ2 è óñëîâèå

µ2µ3 = 1 âëå÷åò λ2λ3 = 1. Òàê êàê λ1 > λ2 > λ3, ìû ïîëó÷àåì (4.71).

Ýòà ñòðóêòóðà íå ìåòðè÷åñêàÿ, òàê êàê⟨
ϕZ, ϕW

⟩
= µ23z3w3 + µ22z2w2 ̸=

⟨
Z,W

⟩
−
⟨
ξ, Z

⟩⟨
ξ,W

⟩
= z2w2 + z3w3.

Ïîëàãàÿ ξ = e2, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå íîðìàëüíîñòè â âèäå λ2 = λ1+λ3,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ λ1 > λ2 > λ3. Ñòðóêòóðà íå ìåòðè÷åñêàÿ.

Ïîëàãàÿ ξ = e3, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå íîðìàëüíîñòè â âèäå λ3 = λ1+λ2,

÷òî ñíîâà ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ λ1 > λ2 > λ3. Ñòðóêòóðà íå ìåòðè÷åñêàÿ.

Ïóñòü ξ ëåâî - èíâàðèàíòíîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîð-

íîå ïîëå íà SL(2, R) è λ1 ≥ λ2 > 0, λ3 < 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ3 = −
√
4 + (λ1 − λ2)2 ≤ −2 è ξ = e3. Èìååì,

ϕ = Aξ =


0 −µ2 0

µ1 0 0

0 0 0


ñ óñëîâèåì µ1µ2 = 1. Åñëè λ1 = λ2, òî λ3 = −2 è µ1 = µ2 = 1. Òîãäà ξ = e3

Êèëëèíãîâî è ñòðóêòóðà Ñàñàêèåâà. Åñëè λ1 > λ2, òî λ3 < −2 è ñòðóêòóðà
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ïî÷òè êîíòàêòíà, òàê êàê

ϕ2 =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 .

Ïîäîáíî ñëó÷àþ SO(3), ñòðóêòóðà íå ìåòðè÷åñêàÿ, à óñëîâèå íîðìàëüíîñòè

äëÿ ξ = e3 ïðèíèìàåò âèä λ3 = λ1 + λ2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîãëàøåíèþ î

çíàêàõ λi.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ1 =
√
4 + (λ2 − λ3)2 è ξ = e1. Èìååì,

ϕ = Aξ =


0 0 0

0 0 −µ3
0 µ2 0


ñ óñëîâèåì µ2µ3 = 1 (µ2 ̸= 1, µ3 ̸= 1). Ïîäîáíî SO(3) ñëó÷àé 3, óñëîâèå

íîðìàëüíîñòè ïðèíèìàåò âèä λ2 = µ23λ3 and λ3 = µ22λ2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ñîãëàøåíèþ î çíàêàõ λi.

Ïóñòü ξ ëåâî - èíâàðèàíòíîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîð-

íîå ïîëå íà E(2) è ïóñòü λ1 ≥ λ2 > 0, λ3 = 0. Ïîëîæèì λ1 = λ2 = λ > 0.

Òîãäà µ1 = 0, µ2 = 0, µ3 = λ è äëÿ ξ = e3 ìû èìååì Aξ = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ξ � ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå. Åñëè ξ = x1e1 + x2e2, òî

Aξ =


0 0 λx2

0 0 −λx1
0 0 0


Òàê êàê A2

ξ = 0, ñòðóêòóðà (4.66) íå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé. Ïîëå ξ íå

ÿâëÿåòñÿ Êèëëèíãîâûì, íî ÿâëÿåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì. Áîëåå òîãî, ìû èìååì

∇e3ξ = λ(x1e2 − x2e1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ äâèæåòñÿ âäîëü e3-ãåîäåçè÷åñêèõ

ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ λ.

Ïîëîæèì λ1 > λ2 > 0 è ξ = e1. Òîãäà µ1 =
1
2(−λ1+λ2), µ2 =

1
2(λ1−λ2),
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µ3 =
1
2(λ1 + λ2) è µ2µ3 = 1. Èìååì,

Aξ =


0 0 0

0 0 −µ3
0 µ2 0


Ñòðóêòóðà (4.66) ïî÷òè êîíòàêòíà. Ïîäîáíî SO(3) ñëó÷àé 3 ( ñ óñëîâèåì λ3 =

0 ), óñëîâèåì íîðìàëüíîñòè ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå λ2 = µ23λ3 (= 0), ÷òî

ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïóñòü ξ ëåâî - èíâàðèàíòíîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîð-

íîå ïîëå íà E(1, 1) è λ1 > 0, λ2 < 0, λ3 = 0. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé λ21−λ22 = −4,

÷òî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ µ1µ2 = 1, è ïîëîæèì ξ = e3. Òîãäà

Aξ =


0 −µ2 0

µ1 0 0

0 0 0


è ñòðóêòóðà ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè êîíòàêòíîé. Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ,

ñòðóêòóðà íå ÿâëÿåòñÿ íè ìåòðè÷åñêîé, íè íîðìàëüíîé. Òî æå ñàìîå âåðíî â

ñëó÷àå λ21 − λ22 = 4 è ξ = e1.

Ïóñòü ξ ëåâî èíâàðèàíòíîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

ïîëå íà ãðóïïå Ãåéçåíáåðãà è λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì

µ1 = −1, µ2 = 1, µ3 = 1 è ξ = e1. Òîãäà

Aξ =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 ,

÷òî îçíà÷àåò Êèëëèíãîâîñòü ïîëÿ ξ, à çíà÷èò ñòðóêòóðà Ñàñàêèåâà.
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4.6.2. Íåóíèìîäóëÿðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü e1 � åäèíè÷íûé âåêòîð, îð-

òîãîíàëüíûé ê óíèìîäóëÿðíîìó ÿäðó U è âûáåðåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

{e2, e3} â U êîòîðûé äèàãîíàëèçóåò ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü ade1
∣∣
U
. Òîãäà äåé-

ñòâèå ñêîáêè ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê

[e1, e2] = α e2 + β e3, [e1, e3] = −β e2 + δ e3, [e2, e3] = 0. (4.73)

Åñëè íåîáõîäèìî, èçìåíÿÿ e1 íà −e1, ìû ìîæåì ïîëàãàòü α + δ > 0 è, âîç-

ìîæíî ìåíÿÿ ìåñòàìè e2 è e3, ìû ìîæåì òàêæå ïîëàãàòü α ≥ δ [73].

Òîãäà ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà îïðåäåëèòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé

∇ e1 e2 e3

e1 0 β e3 −β e2

e2 −α e2 α e1 0

e3 −δ e3 0 δ e1

Äëÿ ëþáîãî ëåâî-èíâàðèàíòíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ = x1e1+x2e2+

x3e3 ìû èìååì

∇e1ξ = β e1 × ξ, ∇e2ξ = −α e3 × ξ, ∇e3ξ = δ e2 × ξ.

Ïîëîæèì Ni = ei × ξ. Òîãäà

N1 = −x3e2 + x2e3, N2 = −x2e1 + x1e2, N3 = x3e1 − x1e3. (4.74)

Òî åñòü, Aξe1 = −β N1, Aξe2 = αN2, Aξe3 = −δ N3 è ìàòðèöà Aξ ïðèìåò

âèä

Aξ =


0 −αx2 −δ x3

β x3 αx1 0

−β x2 0 δ x1

 (4.75)

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò ñëåäóþùóþ òàáëèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ëåâî

- èíâàðèàíòíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ [116].
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∇ ξ ∇e1ξ ∇e2ξ ∇e3ξ

e1 β N1 β 2(x1e1 − ξ) −β α x1e3 β δ x1e2

e2 −αN2 −β α x3e1 α 2(x2e2 − ξ) −α δ x3e2

e3 δ N3 β δ x2e1 −α δ x2e3 δ 2(x3e3 − ξ)

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïîëÿ íàõîäèì ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ îïåðàòîðà Aξ [116].

(∇eiAξ)ek e1 e2 e3

e1 −β 2(x1e1 − ξ) β δ N3 + β α x1e3 β αN2 − β δ x1e2

e2 α 2N2 + β α x3e1 β αN1 − α 2(x3e3 − ξ) α δ x3e2

e3 −δ 2N3 − β δ x2e1 α δ x2e3 β δ N1 − δ 2(x2e2 − ξ)

Ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì óðàâíåíèÿ Êîäàööè ìû ìîæåì íàéòè îïåðàòîð

êðèâèçíû íå óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî ðåïåðà, à èìåí-

íî,

R(e1, e2)ξ = α 2N2 + β (α − δ )N3,

R(e1, e3)ξ = −δ 2N3 − β (α − δ )N2,

R(e2, e3)ξ = α δ N1.

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèÿì äëÿ óíè-

ìîäóëÿðíûõ ãðóïï, ìû íàõîäèì âèä óñëîâèé (4.59) îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî

ðåïåðà [116].

Ëåììà 4.50 Ïóñòü G � íåóíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ áàçèñîì, âûáðàííûì

âûøå. Òîãäà ëåâî - èíâàðèàíòíîå ïîëå åäèíè÷íîãî âåêòîðà ξ = x1e1+x2e2+

x3e3 âïîëíå ãåîäåçè÷íî, åñëè è òîëüêî åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
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óðàâíåíèÿì:

(1, 1) β x1
{[
β [1 + α (α − δ )]x2 + α 3x3

]
N2−

[
β [1− δ (α − δ )]x3 − δ 3x2

]
N3

}
= 0,

(2, 2) α
{[
β [1 + α 2(1− x23)]− [α + β 2(α − δ )]x2x3

]]
N1+

α
[
1 + δ 2

]
x1x3N3

}
= 0,

(3, 3) δ
{[
β [1 + δ 2(1− x22)] + [δ − β 2(α − δ )]x2x3

]]
N1−

δ
[
1 + α 2

]
x1x2N2

}
= 0,

(1, 2) β x1
[
[α + β 2(α − δ )]x2 + β α 2x3

]
N1+

α
[
α [1 + α 2(1− x23)]− β [1 + α (α − δ )]x2x3

]
N2+[

α δ
[
β δ (1− x21)− δ 2x2x3 + β (α − δ )(1− x23)

]
+ β α (x23 − x21) + β δ

]
N3,

(1, 3) β x1
[
[δ − β 2(α − δ )]x3 − β δ 2x2

]
N1−[

α δ
[
αβ (1− x21) + α 2x2x3 − β (α − δ )(1− x22)

]
+ β α + β δ (x22 − x21)

]
N2+

δ
[
β [−1 + δ (α − δ )]x2x3 − δ [1 + δ 2(1− x22)]

]
N3,

(2, 3)
[
β
[
α δ (α+δ )x2x3−β (α−δ )(α (1−x23)+δ (1−x22))

]
+α δ (x22−x23)

]
N1+

α δ
[
1 + α 2

]
x1x3N2 − α δ

[
1 + δ 2

]
x1x2N3.
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Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.51 Ïóñòü G � íåóíèìîäóëÿðíîé ãðóïïà Ëè ñ áàçèñîì, óäîâëå-

òâîðÿþùèì (4.73). Ëåâî - èíâàðèàíòíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ξ âïîëíå

ãåîäåçè÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

• ëèáî β = δ = 0 è ξ = ± e3;

• ëèáî β = θ = ± 1, α δ = −1 è ± ξ = θ 1√
1+α 2 e2 +

α√
1+α 2 e3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ íå ïðèíàäëåæèò óíèìîäóëÿðíîìó ÿäðó. Òîãäà

x1 ̸= 0. Èç (4.74) ñëåäóåò, ÷òîN2 ̸= 0, N3 ̸= 0 è îíè âñåãäà ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû. Êðîìå òîãî, âåêòîðû N1 è N3 ëèíåéíî çàâèñèìû åñëè è òîëüêî åñëè

x3 = 0. Åñëè x3 ̸= 0, òî óðàâíåíèÿ (2, 2) Ëåììû 4.50 âëåêóò x3 = 0, è ìû

ïîëó÷àåì â ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëîæèì x3 = 0. Åñëè x2 ̸= 0, òî N1 è N2 - ëèíåéíî íåçàâèñèìû è (3, 3)

âëå÷åò δ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (1, 1) â âèäå β 2x1x2(1 +

α 2)N2 = 0, è ìû èìååì β = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1, 2) Ëåììû 4.50

ïðèíèìàåò âèä α 2(1 + α 2)N2 = 0 è ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîëîæèì x3 = x2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ξ = e1, N1 = 0, N2 = e2 è

N3 = −e3. Óðàâíåíèå (1, 1) Ëåììû 4.50 äàåò β = 0 è óðàâíåíèå (1, 2) Ëåììû

4.50 ïðèíèìàåò âèä α 2(1 + α 2)N2 = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü ξ íå ïðèíàäëåæèò óíèìîäóëÿðíîìó ÿäðó. Òîãäà ξ = x2e2 + x3e3.

Òàê êàê x1 = 0, ìû èìååì N1 ̸= 0 è N1 ëèíåéíî íåçàâèñèì èëè ñ N2 èëè N3.

Ïðåäïîëîæèì µ1 = 0. Òîãäà (2, 2) Ëåììû 4.50 âëå÷åò −α 2x2x3 = 0 è

ìû èìååì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

• Ñëó÷àé x3 = 0. Òîãäà N1 = ± e3, N2 = ∓ e1, N3 = 0 è óðàâíåíèÿ (1, 2)

Ëåììû 4.50 ïðèíèìàåò âèä α 2(1 + α 2)N2 = 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

• Ñëó÷àé x2 = 0. Òîãäà N1 = ∓ e2, N2 = 0, N3 = ± e1. Óðàâíåíèå (1, 3) Ëåì-
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ìû 4.50 òîãäà ïðèíèìàåò âèä −δ 2(1+ δ 2)N3 = 0 è ìû äîëæíû ïîëîæèòü

δ = 0. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè β = δ = 0, òî âñå óðàâíåíèÿ âûïîë-

íåíû. Êðîìå òîãî, ïîëå ξ = ±e3 ñòàíîâèòñÿ ïàðàëëåëüíûì âåêòîðíûì

ïîëåì, òàê êàê Aξ = 0.

Ïðåäïîëîæèì β ̸= 0, δ = 0. Òîãäà (1, 3) Ëåììû 4.50 âëå÷åò β αN2 = 0

è ìû èìååì x2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå x23 = 1 è (2, 2) Ëåììû 4.50 äàåò αβ N1 = 0.

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïðåäïîëîæèì β ̸= 0, δ ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìîé àíàëèç ñèñòåìà

ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûì. Íî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü â ýòîì ñëó÷àå èíîé

ìåòîä, îñíîâàííûé íà Ëåììå 4.5. Òàê êàê x1 = 0, ìàòðèöà (4.75) ïðèíèìàåò

âèä

Aξ =


0 −αx2 −δ x3

β x3 0 0

−β x2 0 0


Îáîçíà÷èì ẽ0, ẽ1, ẽ2; f̃1, f̃2 îðòîíîðìèðîâàííûé ñèíãóëÿðíûå ðåïåðû

Aξ. Ìàòðèöà At
ξAξ ïðèíèìàåò âèä

At
ξAξ =


β 2 0 0

0 α 2x22 α δ x2x3

0 α δ x2x3 δ 2x23

 . (4.76)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû
[
0, β 2, α 2x22 + δ 2x23

]
. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå m =√

α 2x22 + δ 2x23. Òîãäà ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ

λ0 = 0, λ1 = |β |, λ2 = m.

Ñèíãóëÿðíûé ðåïåð ẽ0, ẽ1, ẽ2 ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðè-

öû (4.76), à èìåííî

ẽ0 =
1

m

(
− δ x3 e2 + αx2 e3

)
, ẽ1 = e1, ẽ2 =

1

m

(
αx2 e2 + δ x3 e3

)
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×òîáû íàéòè f̃1 è f̃2, âû÷èñëèì Aξ ẽ1 = β
(
x3 e2 − x2 e3

)
, Aξ ẽ2 = −me1.

Îáîçíà÷èì ε = sign( β ). Òîãäà f̃1 = ε
(
x3 e2 − x2 e3

)
, f̃2 = −e1. Òåïåðü ìû

èìååì

Ω̃σ|00 = − 1√
1 + λ2σ

⟨
(∇ ẽ0Aξ) ẽ0, f̃σ

⟩
.

Åñëè ξ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì, òî ξ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

0 = (∇ ẽ0Aξ) ẽ0 = ∇ ẽ0(Aξ ẽ0)− Aξ∇ ẽ0 ẽ0 = AξA ẽ0 ẽ0

Òàê êàê (4.75) ïðèìåíèìî ê ëþáîìó ëåâî-èíâàðèàíòíîìó åäèíè÷íîìó âåêòîð-

íîìó ïîëþ, ìû ëåãêî âû÷èñëÿåì

A ẽ0 ẽ0 =
1

m2


0 α δ x3 −δ α x2

β α x2 0 0

β δ x3 0 0




0

−δ x3

αx2

 = − 1

m2
α δ (δ x23+αx

2
2) ẽ1.

Ïîýòîìó,

AξA ẽ0 ẽ0 = − 1

m2
α δ (δ x23 + αx22)Aξ ẽ1 = −εβ α δ (δ x23 + αx22) f̃1.

Òàê êàê β ̸= 0, α ̸= 0 è δ ̸= 0, ìû èìååì αx22+ δ x
2
3 = 0, x22+x

2
3 = 1. Ðåøàÿ

ñèñòåìó, ìû íàõîäèì

x22 =
−δ
α − δ

, x23 =
α

α − δ
.

Íàïîìíèì, ÷òî α + δ > 0, α ≥ δ ïî âûáîðó ðåïåðà. Ïîýòîìó, ðåøåíèå

ñóùåñòâóåò, åñëè δ < 0 è, êàê ñëåäñòâèå, α > 0. Òàêèì îáðàçîì,

ξ = ±
√

−δ
α − δ

e2 ±
√

α

α − δ
e3.

Îáîçíà÷èì θ = ± 1. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ïîëàãàòü

ξ = θ

√
−δ
α − δ

e2 +

√
α

α − δ
e3.
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Êàê ñëåäñòâèå

m =

√
α 2

−δ
α − δ

+ δ 2
α

α − δ
=

√
−α δ .

Áîëåå òîãî

α

m
x2 = θ

α√
−α δ

√
−δ
α − δ

= θ x3,

δ

m
x3 =

δ√
−α δ

√
α

α − δ
=

−
√
(−δ )2√
−α δ

√
α

α − δ
= −θ x2

è ìû èìååì

ẽ0 =
1
m

(
− δ x3 e2 + αx2 e3

)
= θ ξ,

ẽ1 = e1 = − f̃2,

ẽ2 =
1
m

(
αx2 e2 + δ x3 e3

)
= θ(x3 e2 − x2 e3) = θε f̃1.

Îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðåïåðà, ìû èìååì

Aξ ẽ0 = Aξξ = 0,

Aξ ẽ1 = |β | f̃1 = θε|β | ẽ2 = θβ ẽ2

Aξ ẽ2 = m f̃2 = −m ẽ1

(4.77)

è ìàòðèöà Aξ ïðèíèìàåò âèä

Aξ =


0 0 0

0 0 −m

0 θβ 0

 .

Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå äàåò

∇ ẽ0 ẽ1 ẽ2

ẽ0 0 −θm ẽ2 θm ẽ1

ẽ1 −β ẽ2 0 β ẽ0

ẽ2 θm ẽ1 −θm ẽ0 − (α + δ ) ẽ2 (α + δ ) ẽ1

.

Èñïîëüçóÿ òàáëèöó ïðîèçâîäíûõ è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ξ = ẽ0,

ìû íàõîäèì, ÷òî (∇ ẽiAξ) ẽk ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùåé òàáëèöåé.
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(∇ ẽiAξ) ẽk ẽ0 ẽ1 ẽ2

ẽ0 0 −m(m− θβ ) ẽ1 m(m− θβ ) ẽ2

ẽ1 −θmβ ẽ1 β 2 ẽ0 0

ẽ2 −θmβ ẽ2 −(α + δ )(θm− β ) ẽ1 m2 ẽ0 + (α + δ )(θm− β ) ẽ2

Íàêîíåö, íåîáõîäèìûå êîìïîíåíòû îïåðàòîðà êðèâèçíû ïðèíèìàþò âèä

R( ẽ0, ẽ1)ξ = m(m− 2θβ ) ẽ1, R( ẽ0, ẽ2)ξ = −m2 ẽ2,

R( ẽ1, ẽ2)ξ = −(α + δ )(θm− β ) ẽ1.

Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî f̃1 = θε ẽ2, f̃2 = − ẽ1. Òåïåðü, ìû ìîæåì íàéòè âñå

êîìïîíåíòû ìàòðèö Ω̃σ.

Ω̃1|10 =
−
⟨
(∇ ẽ1Aξ) ẽ0 + (∇ ẽ0Aξ) ẽ1, f̃1

⟩
+ λ21

⟨
R( ẽ1, ẽ0)ξ, f̃1

⟩
2(1 + λ21)

=

−
⟨
−m2 ẽ1, θε ẽ2

⟩
+ β 2

⟨
−m(m− 2θβ ) ẽ1, θε ẽ2

⟩
2(1 + β 2)

= 0.

Ω̃1|20 =
−
⟨
(∇ ẽ2Aξ) ẽ0 + (∇ ẽ0Aξ) ẽ2, f̃1

⟩
+ λ1λ2

⟨
R( ẽ1, ẽ0)ξ, f̃2

⟩
2
√
(1− λ21)(1 + λ22)

=

−
⟨
m(m− 2θβ ) ẽ2, θε ẽ2

⟩
+ |β |m

⟨
−m(m− 2θβ ) ẽ1,− ẽ1

⟩
2
√
(1 + β 2)(1 +m2)

=

m(m− 2θβ )(m|β | − θε)

2
√
(1− β 2)(1−m2)

=
εm(m− 2θβ )(mβ − θ)

2
√
(1 + β 2)(1 +m2)

.

Ω̃1|11 =
−
⟨
(∇ ẽ1Aξ) ẽ1, f̃1

⟩√
(1 + λ21)

3
=

−
⟨
β 2 ẽ0, θε ẽ1

⟩
(1 + β 2)

√
(1 + β 2)

= 0.
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Ω̃1|12 =
−
⟨
(∇ ẽ1Aξ) ẽ2 + (∇ ẽ2Aξ) ẽ1, f̃1

⟩
+ λ21

⟨
R( ẽ1, ẽ2)ξ, f̃1

⟩
2
√
(1 + λ21)

2(1 + λ22)
=

⟨
(α + δ )(θm− β ) ẽ1, θε ẽ2

⟩
+ β 2

⟨
− (α + δ )(θm− β ) ẽ1, θε ẽ2

⟩
2(1 + β 2)

√
1 +m2

= 0.

Ω̃1|22 =
−
⟨
(∇ ẽ2Aξ) ẽ2, f̃1

⟩
+ λ1λ2

⟨
R( ẽ1, ẽ2)ξ, f̃2

⟩√
(1 + λ21)(1 + λ22)

2
=

−
⟨
m2 ẽ0 + (α + δ )(θm− β ) ẽ2, θε ẽ2

⟩
+ |β |m

⟨
(α + δ )(θm− β ) ẽ1, ẽ1

⟩√
(1 + β 2) (1 +m2)

=

−θε(α + δ )(θm− β ) + |β |m(α + δ )(θm− β )√
(1 + β 2) (1 +m2)

=
ε(α + δ )(θm− β )(mβ − θ)√

(1 + β 2) (1 +m2)
.

Ïîäâåäÿ èòîã, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû Ω̃1

Ω̃1|13 =
1

2

εm(m− 2θβ )(mβ − θ)√
(1 + β 2)(1 +m2)

, Ω̃1|33 =
ε(α + δ )(θm− β )(mβ − θ)√

(1 + β 2)(1 +m2)
,

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìû íàõîäèì íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû Ω̃2, à

èìåííî,

Ω̃2|12 =
θm2(mβ − θ)

2
√
(1 + β 2)(1 +m2)

, Ω̃2|23
(α + δ )(β − θm)

2
√
(1 + β 2)

.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîëÿ ξ ìû èìååì åäèíñòâåííîå âîç-

ìîæíîå ðåøåíèå β = θm, mβ = θ. Ñëåäîâàòåëüíî, −α δ = m2 = 1, β =

θ. Åñëè β = +1, òî ïîëå èìååò âèä ± ξ = 1√
1+α 2 e2 +

α√
1+α 2 . Åñëè β = −1, òî

ïîëå èìååò âèä ± ξ = − 1√
1+α 2 e2 +

α√
1+α 2 .

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà åäèíè÷íîãî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî ïîëÿ è ãðóïïû

ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
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Ïðåäëîæåíèå 4.52 Ïóñòü íåóíèìîäóëÿðíàÿ òðåõìåðíàÿ ãðóïïà Ëè G ñ

ëåâî - èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé äîïóñêàåò ëåâî - èíâàðèàíòíîå åäèíè÷íîå

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå ξ. Òîãäà

• â ñëó÷àå β = δ = 0, ãðóïïà G = L2(−α )×R1 è ïîëå ξ = e3 - ïàðàëëåëüíîå

ïîëå åäèíè÷íîãî âåêòîðà íà G, êàñàòåëüíîå ê åâêëèäîâó ñîìíîæèòåëþ;

• â ñëó÷àå β = ±1, α δ = −1 ãðóïïà G äîïóñêàåò äâà âçàèìíî îðòîãîíàëü-

íûõ âíóòðåííå ïëîñêèõ ñëîåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé âíåøíåé êðèâèçíîé îäíî

èç êîòîðûõ ìèíèìàëüíî, à ïîëå ξ åñòü Êèëëèíãîâî ïîëå, îãèáàþùåå ëè-

íèè ïåðåñå÷åíèÿ óêàçàííûõ ñëîåíèé. Ðàñïðåäåëåíèå ξ⊥ íå èíòåãðèðóåìî,

íî âïîëíå ãåîäåçè÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé β = δ = 0. Ñêîáêè ïðèíèìàþò âèä

[e1, e2] = α e2, [e1, e3] = 0, [e2, e3] = 0

è ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðóïïà äîïóñêàåò òðè èíòåãðèðóåìûõ ðàñïðåäåëåíèÿ,

à èìåííî, e1 ∧ e2, e1 ∧ e3 è e2 ∧ e3. Åäèíñòâåííàÿ íå íóëåâàÿ êîìïîíåíòà

òåíçîðà êðèâèçíû ãðóïïû èìååò âèä R(e1, e2)e2 = −α 2e1. Òàêèì îáðàçîì,

G = L2(−α )× R1 è ïîëå ξ = e3 - ïàðàëëåëüíîå ïîëå åäèíè÷íîãî âåêòîðà íà

G, êàñàòåëüíîå ê åâêëèäîâó ñîìíîæèòåëþ.

Ñëó÷àé β = θ = ±1,m =
√
−α δ = 1. Îòíîñèòåëüíî ñèíãóëÿðíîãî

ðåïåðà,

Aξ =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0


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à çíà÷èò ξ - âñåãäà Êèëëèíãîâî åäèíè÷íîå (ãåîäåçè÷åñêîå) âåêòîðíîå ïîëå íà

G. Áîëåå òîãî, äëÿ âåêòîðîâ ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà ìû èìååì

∇ ẽ0 ẽ1 ẽ2

ẽ0 0 −θ ẽ2 θ ẽ1

ẽ1 −θ ẽ2 0 θ ẽ0

ẽ2 θ ẽ1 −θ ẽ0 − (α + δ ) ẽ2 (α + δ ) ẽ1

è ìû âèäèì ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ẽ0∧ ẽ1 è ẽ0∧ ẽ2 èíòåãðèðóåìû. Íàïîìíèì, ÷òî

ξ = ẽ0 â ýòîì ñëó÷àå. Ïîýòîìó, èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè ïîëÿ ξ ÿâëÿþòñÿ

ëèíèÿìè ïåðåñå÷åíèÿ èíòåãðàëüíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ẽ0 ∧ ẽ1 and ẽ0 ∧ ẽ2.

Îáîçíà÷èì Ω(1) è Ω(2) âòîðûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôîðìû èíòåãðàëüíûõ

ìíîãîîáðàçèé ðàñïðåäåëåíèé ẽ0∧ ẽ2 è ẽ0∧ ẽ1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìû ìîæåì

ëåãêî íàéòè

Ω(1) =

 0 θ

θ α + δ

 , Ω(2) =

 0 −θ

−θ 0


è óâèäåòü, ÷òî ẽ0 ∧ ẽ1 ïîäìíîãîîáðàçèÿ ìèíèìàëüíû. Êîìïîíåíòû òåíçîðà

êðèâèçíû íà ñèíãóëÿðíîì ðåïåðå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ:

R( ẽ0, ẽ2) ẽ0 = − ẽ2, R( ẽ0, ẽ1) ẽ0 = − ẽ1.

Îáîçíà÷èìK
(i)
int âíóòðåííþþ êðèâèçíó ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåíèé, à ÷åðåçK

(i)
G

êðèâèçíó ãðóïïû âäîëü ñëîåâ (i = 1, 2). Òîãäà K
(i)
G =

⟨
R( ẽ0, ẽi) ẽi, ẽ0

⟩
= 1.

Óðàâíåíèå Ãàóññà âëå÷åò K
(i)
int = K

(i)
G + detΩ(i) = 0. Ïîýòîìó, îáà ñëîå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííå ïëîñêèìè è èìåþò ïîñòîÿííóþ âíåøíþþ êðèâèçíó

K
(i)
ext = detΩ(i) = −1. Êðîìå òîãî, îäíî èç ñëîåíèé - ìèíèìàëüíî. Ðàñïðåäå-

ëåíèå ξ⊥ = ẽ1 ∧ ẽ2 íå èíòåãðèðóåìî (åñòåñòâåííî), íî âïîëíå ãåîäåçè÷íî, òàê

êàê ∇ ẽ1 ẽ2 +∇ ẽ2 ẽ1 ∈ ξ⊥.
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4.7. Óñòîé÷èâîñòü âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ åäèíè÷íûõ âåêòîð-

íûõ ïîëåé íà 3-õ ìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êàñàòåëüíîå ξ∗ : X(M) → Tξ(M)

è íîðìàëüíîå ν : X(M) → T⊥ξ(M) îòîáðàæåíèÿ ïî ôîðìóëàì (4.3) â âèäå

ξ∗(X) = Xh − (AξX)tg = Xh − (AξX)v, ν(Y ) = (At
ξY )h + Y tg. (4.78)

Ñóùåñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð (e1, . . . , en) ∈ X(M) è îðòîíîðìèðî-

âàííûé ðåïåð (f1, . . . , fn−1) ∈ Xξ⊥ òàêèå, ÷òî

Aξei = σifi, At
ξfi = σiei,

ãäå σi ≥ 0 � ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà Aξ. Ïî ñóùåñòâó, ei

� ýòî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà At
ξAξ, à åãî

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ åñòü êâàäðàòû ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé. Èç ñîîáðàæåíèé

ðàçìåðíîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíîå åäèíè÷íîå

âåêòîðíîå ïîëå e0 òàêîå, ÷òî Aξe0 = 0. Òîãäà

ẽα = ξ∗(eα)
|ξ∗(eα)| =

1√
1+σ2

α

(ehα − σαf
v
α), ẽn = eh0 ,

ñα = ν(fα)
|ν(fα)| =

1√
1+σ2

α

(σαe
h
α + f vα) α = 1, . . . , n− 1

(4.79)

îáðàçóþò êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé ðåïåðû äëÿ ξ(M) ⊂ T1M . Ìû áóäåì

íàçûâàòü ýòè ðåïåðû ñèíãóëÿðíûì îñíàùåíèåì äëÿ ξ(M) ⊂ T1M . Åñëè ξ

� ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå, ò.å. Aξξ = 0, òî ìû âñåãäà ìîæåì ïîëàãàòü

ẽn = ξh.

Ïóñòü ñ = ν(Z)
|ν(Z)| � åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ξ(M) è

F ⊂M � îáëàñòü ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ñ = wñ ïîëå

ëîêàëüíîé íîðìàëüíîé âàðèàöèè, ãäå w : F → R � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ,

÷òî w|∂F̄ = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ(M) ìèíèìàëüíî. Òîãäà ôîðìóëà âòîðîé

âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà â ïðèëîæåíèè ê íàøåìó ñëó÷àþ ïðèíèìàåò
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âèä

δ2(V olξ) =

∫
ξ(F )

(
||∇̃⊥Ñ ||2 − (R̃ic(Ñ) + ||S̃Ñ ||

2)
)
dV olξ,

ãäå ∇̃⊥ îçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ â íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè ξ(M),

R̃ic(Ñ) � ÷àñòè÷íàÿ êðèâèçíà Ðè÷÷è è S̃ îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà äëÿ ξ(M).

Â ñëó÷àå åñëèM êîìïàêòíî, îðèåíòèðîâàíî è âïîëíå ãåîäåçè÷íî ôîð-

ìóëà âòîðîé âàðèàöèè äëÿ ôóíêöèîíàëà îáúåìà ξ(M) óïðîùàåòñÿ, à èìåííî

δ2V olξ =

∫
ξ(M)

n∑
i=1

(
||∇̃⊥

ẽi
Ñ ||2 − w2K̃(ẽi, ñ)

)
dV olξ.

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî dV olξ =
√
det(I + At

ξAξ) dV := L1/2dV, ãäå dV � ýëå-

ìåíò îáúåìà áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ôîðìóëó

âòîðîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà â âèäå

δ2V olξ =

∫
M

n∑
i=1

(
||∇̃⊥

ẽi
Ñ ||2 − w2K̃(ẽi, ñ)

)
L1/2dV. (4.80)

Óíèìîäóëÿðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü ξ � åäèíè÷íîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå âåê-

òîðíîå ïîëå íà 3-õ ìåðíîé ãðóïïå Ëè G ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåò-

ðèêîé. Ãðóïïà G óíèìîäóëÿðíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò äèñ-

êðåòíàÿ ïîäãðóïïà Γ äåéñòâóþùàÿ íà G ëåâûìè ñäâèãàìè ñâîáîäíî è âïîëíå

ðàçðûâíî òàêàÿ, ÷òî ëåâûé ôàêòîð Γ\G êîìïàêòåí [56]. Ïðè ýòîì Γ\G åñòü

êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè êðèâèçíû, ÷òî è

G. Îïóùåííîå íà ôàêòîð åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå èìååò òå æå ñâîéñòâà

êàñàòåëüíî ìèíèìàëüíîñòè, ãàðìîíè÷íîñòè è ò.ï., ÷òî è ïîëå íà âñåé ãðóï-

ïå G [39]. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü åäèíè÷íûå ëåâî-èíâàðèàíòíûå

âåêòîðíûå ïîëÿ èìåííî íà êîìïàêòíûõ ôàêòîðàõ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàíäà â ôîðìóëå (4.80), íàì ïîòðåáóåòñÿ ðÿä

ëåìì.
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Ëåììà 4.53 Ïóñòü ξ := em âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå åäè-

íè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà (êîìïàêòíîì ôàêòîðå) óíèìîäóëÿðíîé 3-õ ìåð-

íîé ãðóïïå Ëè G ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Òîãäà êîýôôèöèåíòû íîð-

ìàëüíîé ñâÿçíîñòè ξ(G) îòíîñèòåëüíî ñèíãóëÿðíîãî îñíàùåíèÿ (4.79) èìå-

þò âèä γ̃ij|s = −1
2kijδsm ((i < j) ̸= m), ãäå kij � ñåêöèîííûå êðèâèçíû G â

íàïðàâëåíèè ei ∧ ej.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ξ = e3. Çàìåòèì, ÷òî òàê

êàê ξ ïðåäïîëàãàåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãëàâíàÿ

êðèâèçíà Ðè÷÷è ρ3 = 2 è çíà÷èò µ1µ2 =
1
2ρ3 = 1. Èç (4.61) ïîëó÷àåì

Aξ =


0 −µ2 0

µ1 0 0

0 0 0

 , At
ξ =


0 µ1 0

−µ2 0 0

0 0 0

 , At
ξAξ =


µ21 0 0

0 µ22 0

0 0 0

 .

Çíà÷èò e1 è e2 ìîãóò áûòü âçÿòû â êà÷åñòâå âåêòîðîâ ñèíãóëÿðíîãî ðåïåðà.

Òàê êàê Aξe1 = µ1e2, Aξe2 = −µ2e1, òî ìîæåì ïîëîæèòü σ1 = µ1, σ2 = µ2 è

f1 = e2, f2 = −e1. Òîãäà ñèíãóëÿðíîå îñíàùåíèå (4.79) ïðèìåò âèä

ẽ1 =
( 1√

1 + µ21
e1
)h

−
( µ1√

1 + µ21
e2
)v
,

ẽ2 =
( 1√

1 + µ22
e2
)h

+
( µ2√

1 + µ22
e1
)v
, ẽ3 = (e3)

h (4.81)

ñ1 =
( µ1√

1 + µ21
e1
)h

+
( 1√

1 + µ21
e2
)v
,

ñ2 =
( µ2√

1 + µ22
e2
)h

−
( 1√

1 + µ22
e1
)v
. (4.82)

Íàïîìíèì, ÷òî γ̃ij|s := g̃(∇̃ẽsñj, ñi) è â íàøåì ñëó÷àå íàì íåîáõîäèìî âû÷èñ-

ëèòü òîëüêî γ̃21|s. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (1.13)
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è íàéäåì

∇̃Xh
1+Xtg

2
(Y h

1 + Y tg
2 ) =(

∇X1
Y1+

1

2
R(ξ, Y2)X1+

1

2
R(ξ,X2)Y1

)h
+
(
∇X1

Y2−
1

2
R(X1, Y1)ξ−

⟨
Y2, ξ

⟩
X2

)tg
Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû ãðóïïû

e1 e2 e3

R(e1, e2)• −k12e2 k12e1 0

R(e1, e3)• −k13e3 0 k13e1

R(e2, e3)• 0 −k23e3 k23e2

ãäå kij =
1
2(ρi + ρj − ρm) (i ̸= j ̸= m ̸= i) � áàçèñíûå ñåêöèîííûå êðèâèçíû.

Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ëåãêî íàõîäèì ∇̃ẽ1ñ1 = ((∗)e3)tg = 0, ∇̃ẽ2ñ1 =

(∗)eh3 è çíà÷èò γ̃21|1 = γ̃21|2 = 0. Íàêîíåö,

∇̃ẽ3ñ1 =
1

2

k12√
1 + µ21

eh2 −
1

2

2µ3 − µ1k13√
1 + µ21

ev1

Òàê êàê µ1µ2 = 1, ìû ìîæåì óïðîñòèòü

2µ3 − µ1k13√
1 + µ21

=
2µ3 − µ1(µ1µ2 + µ2µ3 − µ1µ3)√

1 + µ21
=

2µ3 − (µ1 + µ3 − µ21µ3)√
1 + µ21

=

µ3 + µ21µ3 − µ1√
1 + µ21

=
µ2µ3 + µ1µ3 − µ2µ3

µ2
√
1 + µ21

=
k12√
1 + µ22

,

k12√
1 + µ21

=
µ2k12√
1 + µ22

.

Òàê ÷òî

∇̃ẽ3ñ1 =
1

2
k12ñ2

è çíà÷èò γ̃21|3 =
1
2k12. Äëÿ ñëó÷àåâ ξ = e1 è ξ = e2 âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû.
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×àñòè÷íàÿ êðèâèçíà Ðè÷÷è

R̃ic(Ñ) = w2
n∑

i=1

K̃(ẽi, ñ),

ãäå ẽi âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîãî êàñàòåëüíîãî ðåïåðà íà ξ(M), ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1.15). Ïîýòîìó, äëÿ âû÷èñëåíèÿ

÷àñòè÷íîé êðèâèçíû Ðè÷÷è ξ(G) íàì íåîáõîäèìî çíàòü ïðîèçâîäíûå òåíçîðà

êðèâèçíû ãðóïïû. Ìû ìîæåì íàéòè ýòè ïðîèçâîäíûå èñõîäÿ èç ôîðìóëû

(∇WR)(X, Y )Z =

∇W (R(X,Y )Z)−R(∇WX, Y )Z −R(X,∇WY )Z −R(X,Y )∇WZ.

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå.

Ëåììà 4.54 Ïóñòü (e1, e2, e3) � êàíîíè÷åñêèé ëåâî-èíâàðèàíòíûé îðòîíîð-

ìèðîâàííûé ðåïåð íà (êîìïàêòíîì ôàêòîðå) 3-õ ìåðíîé óíèìîäóëÿðíîé

ãðóïïû Ëè ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Òîãäà êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîä-

íûå òåíçîðà êðèâèçíû èìåþò âèä

(∇•R)(e1, e2)e1 (∇•R)(e1, e2)e2 (∇•R)(e1, e2)e3

e1 µ1(ρ3 − ρ2)e3 0 −µ1(ρ3 − ρ2)e1

e2 0 µ2(ρ3 − ρ1)e3 −µ2(ρ3 − ρ1)e2

e3 0 0 0
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(∇•R)(e1, e3)e1 (∇•R)(e1, e3)e2 (∇•R)(e1, e3)e3

e1 µ1(ρ3 − ρ2)e2 −µ1(ρ3 − ρ2)e1 0

e2 0 0 0

e3 0 µ3(ρ2 − ρ1)e3 −µ3(ρ2 − ρ1)e2

(∇•R)(e2, e3)e1 (∇•R)(e2, e3)e2 (∇•R)(e2, e3)e3

e1 0 0 0

e2 µ2(ρ3 − ρ1)e2 −µ2(ρ3 − ρ1)e1 0

e3 µ3(ρ2 − ρ1)e3 0 −µ3(ρ2 − ρ1)e1

ãäå ρi � ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è è µi � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè.

Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ÷àñòè÷íóþ êðèâèçíó Ðè÷÷è ξ(G).

Ëåììà 4.55 Ïóñòü ξ = em � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïî-

ëå íà (êîìïàêòíîì ôàêòîðå) 3-õ ìåðíîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû G ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Òîãäà ÷àñòè÷íàÿ êðèâèçíà Ðè÷÷è ξ(G) îòíîñè-

òåëüíî ïðîèçâîëüíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Ñ = hiñi + hjñj (i ̸=

j ̸= m ̸= i) èìååò âèä

R̃ic(Ñ) =
1

4
kij(h

2
i + h2j) +

(
1−

ρ2j
4

)
h2i +

(
1− ρ2i

4

)
h2j

ãäå kij � áàçèñíûå ñåêöèîííûå êðèâèçíû è ρi � ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì äëÿ ξ = e3, òàê êàê â äðó-

ãèõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû. Âûáåðåì íà ξ(G) êàñàòåëüíûé è íîð-

ìàëüíûé ðåïåðû â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.81) è (4.82). Òîãäà ïðîèçâîëüíîå íîð-

ìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå Ñ ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê

Ñ =

(
h1µ1√
1 + µ21

e1 +
h2µ2√
1 + µ22

e2

)h

+

(
− h2√

1 + µ22
e1 +

h1√
1 + µ21

e2

)v

.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè X̃ èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó è îðòîãîíàëåí Ỹ , òî âåëè÷èíó

|Ỹ |2K̃(X̃, Ỹ ) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå (1.15) â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî Y1 è

Y2 åñòü êîìïîíåíòû íåíîðìèðîâàííîãî âåêòîðà. Ïîìíÿ îá ýòîì, ïîëîæèì

Y1 =
h1µ1√
1 + µ21

e1 +
h2µ2√
1 + µ22

e2, Y2 = − h2√
1 + µ22

e1 +
h1√
1 + µ21

e2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ K̃( ẽ1, Ñ), ïîëîæèì

X1 =
1√

1 + µ21
e1 X2 =

−µ1√
1 + µ21

e2.

Âû÷èñëåíèÿ äàþò⟨
R(X1, Y1)Y1, X1

⟩
=

µ22k12
(1 + µ21)(1 + µ22)

h22

∣∣∣
µ1µ2=1

=
µ21µ3 + µ3 − µ1
µ1(1 + µ21)

2
h22,

||R(X1, Y1)ξ||2 = 0,

||R(ξ, Y2)X1 +R(ξ,X2)Y1||2 =
(k13 + µ1µ2k23)

2

(1 + µ21)(1 + µ22)
h22

∣∣∣
µ1µ2=1

=
4µ21

(1 + µ21)
2
h22,

⟨
R(X1, Y1)Y2, X2

⟩
= − µ1µ2k12

(1 + µ21)(1 + µ22)
h22

∣∣∣
µ1µ2=1

= −µ1(µ
2
1µ3 + µ3 − µ1)

(1 + µ21)
2

h22,

⟨
R(ξ,X2)X1, R(ξ, Y2)Y1

⟩
= 0,

∥X2∥2∥Y2∥2 −
⟨
X2, Y2

⟩2
=

µ21
(1 + µ21)(1 + µ22)

h22

∣∣∣
µ1µ2=1

=
µ41

(1 + µ21)
2
h22,

⟨
(∇X1

R)(ξ, Y2)Y1, X1

⟩
=

ρ3(ρ2 − ρ3)

2(1 + µ21)(1 + µ22)
h22

∣∣∣
ρ3=2,µ1µ2=1

=
2µ21(µ1µ3 − 1)

(1 + µ21)
2

h22,

⟨
(∇Y1

R)(ξ,X2)X1, Y1
⟩
= − µ22ρ3(ρ1 − ρ3)

2(1 + µ21)(1 + µ22)
h22

∣∣∣
ρ3=2,µ1µ2=1

=
2(µ1 − µ3)

µ1(1 + µ21)
2
h22.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (1.15), ïîëó÷àåì

|Ñ |2K̃( ẽ1, Ñ) = (1− 1

2
ρ1)h

2
2.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

|Ñ |2K̃( ẽ2, Ñ) = (1− 1

2
ρ2)h

2
1,

|Ñ |2K̃( ẽ3, Ñ) =
1

4
k212(h

2
1 + h22) +

(ρ2
2
− ρ22

4

)
h21 +

(ρ1
2
− ρ21

4

)
h22.

Ñëåäîâàòåëüíî,

R̃ic(Ñ) =
1

4
k212(h

2
1 + h22) +

(
1− ρ22

4

)
h21 +

(
1− ρ21

4

)
h22,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé.

Ëåììà 4.56 Ïóñòü ξ = em � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïî-

ëå íà (êîìïàêòíîì ôàêòîðå) 3-õ ìåðíîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû Ëè G ñ

ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Òîãäà èíòåãðàíä â ôîðìóëå âòîðîé âàðèà-

öèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà (4.80) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

W (h, h) :=
[ei(hi)2
1 + µ2i

− 2kij
λm

ei(hi)ej(hj) +
ej(hj)

2

1 + µ2j
+

ei(hj)
2

1 + µ2i
+

2kij
λm

ei(hj)ej(hi) +
ej(hi)

2

1 + µ2j
+ em(hi)

2 + em(hj)
2+

(ρ2j
4
− 1
)
h2i +

(ρ2i
4
− 1
)
h2j

]
|λm|, (4.83)

ãäå i ̸= j ̸= m ̸= i, ρi and ρj � ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è, kij � áàçèñíûå

ñåêöèîííûå êðèâèçíû G è hi � ôóíêöèè âàðèàöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåì äëÿ m = 3. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì,

÷òî ξ = em åñòü åäèíè÷íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà Ðè÷÷è, îòâå÷àþ-

ùèé ãëàâíîé êðèâèçíå Ðè÷÷è ρ3 = 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî µ1µ2 = 1 è çíà÷èò

L = det(I + At
ξAξ) = 1 + µ21 + µ22 + µ21µ

2
2 = 2 + µ21 + µ22 = (µ1 + µ2)

2 = λ23.

Ñëåäîâàòåëüíî, dV olξ îòëè÷àåòñÿ îò dV ïîñòîÿííûì ìíîæèòåëåì, à èìåí-

íî, dV olξ = |λ3|dV . Âûáåðåì êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé ðåïåðû íà ξ(G) â

ñîîòâåòñòâèè ñ (4.81) è (4.82). Ïîëîæèì Ñ = h1ñ1 + h2ñ2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

|∇̃⊥
ẽi
Ñ |2, çàìåòèì, ÷òî

∇̃⊥
ẽi
Ñ = ⟨⟨∇̃ẽiÑ , ñ1⟩⟩ ñ1 + ⟨⟨∇̃ẽiÑ , ñ2⟩⟩ ñ2 = ẽi(h1)ñ1 + ẽi(h2)ñ2+

h2⟨⟨∇̃ẽiñ2, ñ1⟩⟩ ñ1+h1⟨⟨∇̃ẽiñ1, ñ2⟩⟩ ñ2 = ẽi(h1)ñ1+ẽi(h2)ñ2+h2γ̃
1
2|iñ1+h1γ̃

2
1|iñ2

Ïî Ëåììå 4.53, èìååì

∇̃⊥
ẽ1
Ñ = ẽ1(h1)ñ1 + ẽ1(h2)ñ2, ∇̃⊥

ẽ2
Ñ = ẽ2(h1)ñ1 + ẽ2(h2)ñ2,

∇̃⊥
ẽ3
Ñ =

(
ẽ3(h1)−

1

2
k12h2

)
ñ1 +

(
ẽ3(h2) +

1

2
k12h1

)
ñ2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

3∑
i=1

||∇̃⊥
ẽi
Ñ ||2 =

3∑
i=1

(
ẽi(h1)

2+ ẽi(h2)
2
)
+k12

(
ẽ3(h2)h1− ẽ3(h1)h2

)
+
1

4
k212(h

2
1+h

2
2).

Òàê êàê hi ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íà áàçîâîì ìíîãîîáðàçèè, òî

ẽα(hσ) =
1√
1+µ2

α

eα(hσ) è ẽ3(hσ) = e3(hσ), ãäå (α, σ = 1, 2) . Çíà÷èò,

3∑
i=1

||∇̃⊥
ẽi
Ñ ||2 =

2∑
α=1

1

1 + µ2α

(
eα(h1)

2 + eα(h2)
2
)
+

e3(h1)
2 + e3(h2)

2 + k12
(
e3(h2)h1 − e3(h1)h2

)
+

1

4
k212(h

2
1 + h22).
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Òàê êàê G êîìïàêòíà, ïî òåîðåìå î äèâåðãåíöèè∫
G

div(X)dV = 0

äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X. Äëÿ X = h1h2e3, èìååì

div(h1h2e3) =
⟨
grad(h1h2), e3

⟩
= e3(h1)h2 + e3(h2)h1

è çíà÷èò ∫
G

(
e3(h2)h1 − e3(h1)h2

)
dV = 2

∫
G

e3(h2)h1dV.

Àíàëèçèðóÿ òàáëèöó Òåîðåìû 4.48 ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ (êðî-

ìå E(2) è T 3 ñ ïëîñêîé ìåòðèêîé) âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîìó ei ñîîòâåòñòâóåò

λi ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü

2

∫
G/Γ

e3(h2)h1dV =
2

λ3

∫
G

[e1, e2](h2)h1dV.

Ðàñêðîåì

h1[e1, e2](h2) = h1e1(e2(h2))− h1e2(e1(h2)) =

e1(h1e2(h2))− e1(h1)e2(h2)− e2(h1e1(h2)) + e2(h1)e1(h2).

Òàê êàê G êîìïàêòíà è áåç êðàÿ, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà ïîëó÷àåì∫
G

(
e3(h2)h1 − e3(h1)h2

)
dV =

2

λ3

∫
G

(
e2(h1)e1(h2)− e1(h1)e2(h2)

)
dV.

Çíà÷èò,∫
ξ(G)

3∑
i=1

||∇̃⊥
ẽi
Ñ ||2dV olξ =

∫
G

(e1(h1)2
1 + µ21

− 2k12
λ3

e1(h1)e2(h2) +
e2(h2)

2

1 + µ22
+

e1(h2)
2

1 + µ21
+
2k12
λ3

e1(h2)e2(h1)+
e2(h1)

2

1 + µ22
+e3(h1)

2+e3(h2)
2+

1

4
k212(h

2
1+h

2
2)
)
|λ3|dV
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàò Ëåììû 4.55, ïîëó÷àåì

δ2V olξ =

∫
G

(e1(h1)2
1 + µ21

− 2k12
λ3

e1(h1)e2(h2) +
e2(h2)

2

1 + µ22
+

e1(h2)
2

1 + µ21
+

2k12
λ3

e1(h2)e2(h1) +
e2(h1)

2

1 + µ22
+ e3(h1)

2 + e3(h2)
2+

(ρ22
4
− 1
)
h21 +

(ρ21
4
− 1
)
h22

)
|λ3|dV.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè µ1 = µ2 = µ3 = 1, òî ρ1 = ρ2 = ρ3 = 2 è

èíòåãðàíä â ôîðìóëå (4.83) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 2 ñîâïàäàåò ñ èíòå-

ãðàíäîì â ôîðìóëå âòîðîé âàðèàöèè äëÿ ïîëÿ Õîïôà íà S3(1), ïîëó÷åííîé

â [33]. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì äåëî ñ SO(3) ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèç-

íû +1, êîòîðàÿ èçîìåòðè÷íà S3(1). Ëåâî-èíâàðèàíòíûå åäèíè÷íûå ïîëÿ íà

SO(3) ñîîòâåòñòâóþò ïîëÿì Õîïôà íà S3(1). Òàê ÷òî ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå âòîðàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà îáúåìà îòíîñèòåëüíî ïîëå-

âàðèàöèé ðàâíà ïîëîâèíå êëàññè÷åñêîé âàðèàöèè ýòîãî ôóíêöèîíàëà. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïîëå Õîïôà óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê îáîèì òèïàì âàðèàöèè, ÷òî

áûëî äîêàçàíî â [33] è [107]. Èç Ëåììû 4.56 ìû çàêëþ÷àåì ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà 4.57 Ïóñòü ξ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà

(êîìïàêòíîì ôàêòîðå) 3-õ ìåðíîé óíèìîäóëÿðíîé íåïëîñêîé ãðóïïû Ëè G

ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Òîãäà ξ(Γ\G) óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â T1(Γ\G) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G åñòü ãðóïïà

SU(2) èëè ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà SO(3) ïîñòîÿííîé êðèâèçíû +1 è ξ � ïðî-

èçâîëüíîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå.



233

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ = em âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå. Òîãäà ρm =

2 è äëÿ ëåâî-èíâàðèàíòíîé óñòîé÷èâîñòè, äðóãèå êðèâèçíû Ðè÷÷è äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

|ρi| ≥ 2, |ρj| ≥ 2 èëè, ýêâèâàëåíòíî, |µmµj| ≥ 1, |µiµm| ≥ 1.

Äëÿ îáùåé óñòîé÷èâîñòè, îáà êâàäðàòè÷íûõ âûðàæåíèÿ, âêëþ÷àþùèå ïðî-

èçâîäíûå, äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíî ïîëó-îïðåäåëåíû. Ïîñëåäíåå óñëîâèå

ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

k2ij
λ2m

≤ 1

(1 + µ2i )(1 + µ2j)
.

Òàê êàê ρm = 2µiµj = 2, ìû èìååì (1+µ2i )(1+µ
2
j) = (2+µ2i+µ

2
j) = (µi+µj)

2 =

λ2m. Êàê ðåçóëüòàò, |kij| ≤ 1. Çàìåòèì, ÷òî kij = µiµm + µmµj − 1 è çíà÷èò

íåðàâåíñòâî |kij| ≤ 1 ýêâèâàëåíòíî

0 ≤ µm(µi + µj) ≤ 2 èëè 0 ≤ µm
µi

(1 + µ2i ) ≤ 2 èëè 0 ≤ µm
µi

≤ 2

1 + µ2i
.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè äîëæíû áûòü îäíîãî çíàêà. Ñëå-

äîâàòåëüíî, êëàññè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî åñëè

µmµi ≥ 1,
µm
µi

≥ 1, 0 ≤ µm
µi

≤ 2

1 + µ2i
.

Ñèñòåìà ñîâìåñòíà òîëüêî äëÿ µ1 = µ2 = µ3 = ±1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

çíàêè λi, ìû ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå µ1 = µ2 = µ3 = 1. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî áàçîâîå ìíîãîîîáðàçèå åñòü ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû +1 è ξ �

ïðîèçâîëüíîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå.

Åñëè ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

ξ(G) íå óñòîé÷èâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñêàæåì ρi < 2, òî â ñëó÷àå êîìïàêò-

íîãî ôàêòîðà ìîæíî âçÿòü hi = 0, hm = 0 è hj = const ̸= 0 è ïîëó÷èì

W (h, h) < 0 íàä âñåì êîìïàêòíûì ôàêòîðîì. Åñëè ρi ≥ 2 è ρj ≥ 2 íî

|kij| > 1, òîãäà îáà êâàäðàòè÷íûõ âûðàæåíèÿ, âêëþ÷àþùèå ïðîèçâîäíûå hi

è hj â W (h, h), íå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëó-îïðåäåëåííûìè. Âûáèðàÿ
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h3 = 0 è h1, h2 äîñòàòî÷íî ìàëûìè íî ñ ïðîèçâîäíûìè, äåëàþùèìè êâàäðà-

òè÷íûå âûðàæåíèÿ îòðèöàòåëüíûìè, ìû ïîëó÷èì îòðèöàòåëüíîñòü W (h, h)

ïî êðàéíåé ìåðå íàä íåêîòîðîé îáëàñòüþ F ⊂ Γ\G.

Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.56 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò êðèâèçíó ãðóïïû.

Åñëè ãðóïïà ïëîñêàÿ, òî êëàññè÷åñêàÿ âòîðàÿ âàðèàöèÿ äëÿ âïîëíå ãåîäåçè-

÷åñêîãî ξ(G) èìååò çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîé âèä.

Òåîðåìà 4.58 Ïóñòü ξ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà

(êîìïàêòíîì ôàêòîðå) 3-õ ìåðíîé ïëîñêîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû G ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Òîãäà

• åñëè G = E(2) è ξ åñòü ïàðàëëåëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà E(2),

òî ξ(Γ\G) � óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå;

• åñëè G = E(2) è ξ ëåæèò â èíòåãðèðóåìîì ðàñïðåäåëåíèè, îðòîãîíàëü-

íîì ïàðàëëåëüíîìó âåêòîðíîìó ïîëþ íà E(2), òî ξ(Γ\G) � íå óñòîé÷è-

âîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå;

• åñëè G = R ⊕ R ⊕ R è ξ � ïðîèçâîëüíîå åäèíè÷íîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå,

òî ξ(T 3) åñòü óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïà E(2) áóäåò ïëîñêîé, åñëè λ1 = λ2 = a > λ3 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå µ1 = 0, µ2 = 0, µ3 = a è ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0. Ïîëå ξ = e3

åñòü ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé èíòåãðèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ⊥. Â ýòîì

ñëó÷àå R̃ic(Ñ) = 0 è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ξ(G) óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G.
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×òî êàñàåòñÿ ïîëÿ ξ = cos te1+sin te2, òî âðàùåíèåì ðåïåðà â ïëîñêîñòè

e1 ∧ e2 ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî ξ = e1. Òîãäà

Aξ =


0 0 0

0 0 −a

0 0 0

 , At
ξ =


0 0 0

0 0 0

0 −a 0

 .

Êàñàòåëüíûé ðåïåð ñîñòîèò èç ẽ1 = eh1 , ẽ2 = eh2 , ẽ3 =
1√
1+a2

(eh3 +ae
v
2). Íîð-

ìàëüíûé ðåïåð íà ξ(G) ñîñòîèò èç ñ2 =
1√
1+a2

(−aeh3+ev2), ñ3 = ev3. Äëÿ ïîëÿ

íîðìàëüíîé âàðèàöèè Ñ = h2ñ2+h3ñ3, ìû èìååì R̃ic(Ñ) = a2

1+a2h
2
3. Íîðìàëü-

íàÿ ñâÿçíîñòü ξ(G) ïëîñêàÿ è çíà÷èò, âûáèðàÿ âàðèàöèþ ñ ïîñòîÿííûìè h1 è

h2, ìû ïîëó÷àåì

δ2V olξ = − a2

1 + a2
h23V ol(G).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ξ(G) � íåóñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

â T1G.

Â ñëó÷àå R⊕R⊕R, êîìïàêòíûì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèé òîð T 3.

Êàæäîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå ïîëå ïàðàëëåëüíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ(T 3) � óñòîé-

÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå.

Ðàññìàòðèâàÿ ïîëå íîðìàëüíîé âàðèàöèè ξ(G) äëÿ ξ = e3, à èìåííî,

Ñ =

(
h1µ1√
1 + µ21

e1 +
h2µ2√
1 + µ22

e2

)h

+

(
− h2√

1 + µ22
e1 +

h1√
1 + µ21

e2

)v

ìîæíî çàìåòèòü,÷òî îíî ïîðîæäàåò äâå ïîëå-âàðèàöèè ξ â ñìûñëå [33], à

èìåííî, Z1 = π∗(Ñ) è Z2 = K(Ñ). Åñëè h1 è h2 íå ïîñòîÿííû, òî ýòè âà-

ðèàöèè âûâîäÿò ξ(G) èç êëàññà ïîäìíîãîîáðàçèé â T1G, ïîðîæäåííûõ ëåâî-

èíâàðèàíòíûì åäèíè÷íûì âåêòîðíûì ïîëåì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îïðàâäû-

âàåò ââåäåíèå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 4.59 Ïóñòü ξ � ëåâî-èíâàðèàíòíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïî-

ëå íà ãðóïïå Ëè ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Ïîëå íîðìàëüíîé âàðèà-

öèè Ñ äëÿ ξ(G) ⊂ T1G íàçûâàåòñÿ ëåâî-èíâàðèàíòíûì, åñëè Z1 = π∗(Ñ)

Z2 = K(Ñ) ÿâëÿþòñÿ ëåâî-èíâàðèàíòíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà G.

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ëåâî-èíâàðèàíòíûìè âàðèàöèÿìè, òî ìû ïîëó÷èì áîëåå

øèðîêèé êëàññ êëàññè÷åñêè óñòîé÷èâûõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ëåâî- èíâàðè-

àíòíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

Òåîðåìà 4.60 Ïóñòü G � òðåõìåðíàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Ïóñòü (e1, e2, e3) � êàíîíè÷åñêèé áàçèñ åå àëãåáðû

Ëè. Ïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî λ1 ≥ λ2 ≥ λ3. Òîãäà óñòîé÷èâûå

èëè íåóñòîé÷èâûå îòíîñèòåëüíî ëåâî-èíâàðèàíòíûõ âàðèàöèé âïîëíå ãåî-

äåçè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïîðîæäåííûå ëåâî-èíâàðèàíòíûì åäèíè÷íûì

âåêòîðíûì ïîëåì ξ íà êîìïàêòíîì ôàêòîðå G áóäóò ñëåäóþùèìè.
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Ãðóïïà Ãë. êðèâ. Ðè÷÷è ξ óñò.

SO(3) ρ1 = ρ2 = ρ3 = 2 (S) (+)

ρ1 = ρ2 > ρ3 = 2 ±e3 (+)

ρ1 = ρ2 = 2 > ρ3 cos t e1 + sin t e2 (−)

ρ1 = 2 > ρ2 = ρ3 ±e1 (−)

ρ1 > ρ2 = ρ3 = 2 cos t e2 + sin t e3 (+)

ρ1 = 2 > ρ2 > ρ3 ±e1 (−)

ρ1 > ρ2 = 2 > ρ3 ±e2 (−)

ρ1 > ρ2 > ρ3 = 2 ±e3 (+)

Γ\SL(2, R) ρ3 = 2 > −2 > ρ2 > ρ1 ±e3 (−)

ρ1 = 2 > −2 > ρ2 > ρ3 ±e1 (+)

Γ\E(2) ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0, ±e3, (+)

µ1 = µ2 = 0, µ3 > 0 cos t e1 + sin t e2 (−)

ρ1 = 2 > ρ3 > ρ2 = −2 ±e1 (−)

Γ\E(1, 1) ρ3 = 2 > ρ1 = −2 > ρ2 ±e3 (+)

ρ1 = 2 > ρ2 = −2 > ρ3 ±e1 (+)

Γ \Nil3 ρ1 = 2 > ρ2 = ρ3 = −2 ±e1 (+)

T 3 ρ1 = ρ2 = ρ3 = 0, (S) (+)

µ1 = µ2 = µ3 = 0
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ãäå (S) îçíà÷àåò âåêòîðíîå ïîëå âèäà ξ = cos t cos s e1+cos t sin s e2+ sin t e3

ñ ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè t è s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ëåâî-èíâàðèàíòíûìè âàðèàöèÿ-

ìè, òî (4.83) ïðèìåò âèä

W (h, h) = (
ρ2j
4
− 1)h2i + (

ρ2i
4
− 1)h2j

è çíà÷èò åñëè min(|ρi|, |ρj|) ≥ ρm = 2 (i ̸= j ̸= m ̸= i), òî ξ = em ïîðîæäàåò

óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå. Åñëè ρi < 2 èëè ρj <

2, òî âûáèðàÿ hj ̸= 0 èëè hi ̸= 0 ìû ïîëó÷èì W (h, h) < 0, ÷òî îçíà÷àåò

íåóñòîé÷èâîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(G).

Íèæå ìû ïðîâåðÿåì âñå óíèìîäóëÿðíûå 3-õ ìåðíûå ãðóïïû Ëè ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé è ñîîòâåòñòâóþùèå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå åäèíè÷íûå

ëåâî-èíâàðèàíòíûå ïîëÿ íà ïðåäìåò ëåâî-èíâàðèàíòíîé óñòîé÷èâîñòè èëè íå

óñòîé÷èâîñòè.

• Ãðóïïà SO(3).

1. λ1 = λ2 = λ3 = 2. Çäåñü ξ åñòü ïðîèçâîëüíîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå è ξ(G)

� êëàññè÷åñêè óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

T1G ïî Òåîðåìå 4.57.

2. Ïîëîæèì λ1 = λ2 = 2 + δ, λ3 = 2. Çäåñü ξ = e3. Òàê êàê

ρ1 = 2(1 + δ) = ρ2 = 2(1 + δ) > ρ3 = 2,

òî ξ(G) åñòü ëåâî-èíâàðèàíòíî óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîä-

ìíîãîîáðàçèå â T1G.

3. Ïîëîæèì λ1 = λ2 = 2+ ε, λ3 = 2+ ε−
√
ε(ε+ 4) > 0. Ïîâîðîòîì ðåïåðà

â ïëîñêîñòè in e1 ∧ e2, ìû âñåãäà ìîæåì äîáèòüñÿ ξ = e1.

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè åñòü

µ1 = 1 +
ε−

√
ε(ε+ 4)

2
, µ2 = 1 +

ε−
√
ε(ε+ 4)

2
, µ3 = 1 +

ε+
√
ε(ε+ 4)

2
.
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Ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

ρ1 = 2, ρ2 = 2, ρ3 =
1

2

(
2 + ε−

√
ε(ε+ 4)

)2
.

Ìû èìååì ρ1 = ρ2 = 2 > ρ3 > 0 è W (h, h) = (ρ23/4− 1)h22 < 0 äëÿ h2 ̸= 0.

Çíà÷èò, ξ(G) � íåóñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

T1G.

4. Ïîëîæèì λ1 = 2, λ2 = λ3 = 2−ε, 0 < ε < 2. Çäåñü ξ = e1. Êîýôôèöèåíòû

ñâÿçíîñòè è ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

µ1 = 1− ε, µ2 = 1, µ3 = 1; ρ1 = 2, ρ2 = 2(1− ε), ρ3 = 2(1− ε).

Ìû âèäèì, ÷òî ρ1 = 2 > ρ2 = ρ3 > −2 è çíà÷èò ρ22 = ρ23 < 4. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ξ(G) � íåóñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

T1G.

5. Ïîëîæèì λ1 = ε +
√
4 + ε2, λ2 =

√
4 + ε2, λ3 =

√
4 + ε2. Â ýòîì ñëó÷àå

ξ = cos te2 + sin te3. Ïîâîðîòîì ðåïåðà, ìû ìîæåì ïîëàãàòü ξ = e3. Òîãäà

µ1 =

√
ε2 + 4− ε

2
, µ2 = µ3 =

√
ε2 + 4 + ε

2
= 1/µ1,

Ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è áóäóò

ρ1 = 2 + ε(
√
ε2 + 4 + ε) > ρ2 = ρ3 = 2

è çíà÷èò ξ(G) � ëåâî-èíâàðèàíòíî óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G

6. λ1 > λ2 > λ3 > 0, λ2m − (λi − λk)
2 = 4. Îáîçíà÷èì λ2 − λ3 = δ >

0, λ1−λ2 = ε > 0. Òîãäà λ1−λ3 = ε+ δ. Çäåñü ìû ïîëó÷àåì 3 ðàçëè÷íûõ

ñëó÷àÿ.

(i) λ21 = (λ2 − λ3)
2 + 4, ξ = e1. Òîãäà

λ1 =
√
4 + δ2, λ2 =

√
4 + δ2 − ε > 0, λ3 =

√
4 + δ2 − ε− δ > 0.
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Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

µ1 =

√
δ2 + 4− δ

2
− ε, µ2 =

√
δ2 + 4− δ

2
, µ3 =

√
δ2 + 4 + δ

2
.

Ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

ρ1 = 2 > ρ2 = 2− ε(
√
δ2 + 4 + δ) > ρ3 = 2− (ε+ δ)(

√
δ2 + 4− δ) > −2

è ìû ïîëó÷àåì íåóñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â

T1G.

(ii) λ22 = (λ1 − λ3)
2 + 4, ξ = e2. Òîãäà

λ1 =
√
4 + (ε+ δ)2+ε, λ2 =

√
4 + (ε+ δ)2, λ3 =

√
4 + (ε+ δ)2−δ > 0

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

µ1 =

√
(ε+ δ)2 + 4− (ε+ δ)

2
, µ2 =

√
(ε+ δ)2 + 4 + ε− δ

2
,

µ3 =

√
(ε+ δ)2 + 4 + ε+ δ

2
.

Ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

ρ1 = 2+ε(
√
(ε+ δ)2 + 4+ε+δ), ρ2 = 2, ρ3 = 2−δ

(√
(ε+ δ)2 + 4−(ε+δ)

)
.

Çäåñü ρ1 > ρ2 = 2 > ρ3 > −2 è ìû ïîëó÷àåì íåóñòîé÷èâîå âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G.

(iii) λ23 = (λ1 − λ2)
2 + 4, ξ = e3. Òîãäà

λ1 =
√
4 + ε2 + ε+ δ, λ2 =

√
4 + ε2 + δ, λ3 =

√
4 + ε2.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

µ1 =

√
ε2 + 4− ε

2
, µ2 =

√
ε2 + 4 + ε

2
= 1/µ1, µ3 =

√
ε2 + 4 + ε

2
+ δ.
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Ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

ρ1 = 2 + (ε+ δ)(
√
ε2 + 4 + ε) > ρ2 = 2 + δ(

√
ε2 + 4− ε) > ρ3 = 2

è ìû ïîëó÷àåì ëåâî-èíâàðèàíòíî óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G.

• Ãðóïïà SL(2, R). Çäåñü ξ = e3 èëè ξ = e1.

1. Â ñëó÷àå ξ = e3 ìû èìååì λ23 − (λ1 − λ2)
2 = 4. Ïîëîæèì λ1 − λ2 = ε > 0.

Òîãäà λ3 = −
√
4 + ε2, λ2 = a > 0, λ1 = a+ ε.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

µ1 = −
√
ε2 + 4 + ε

2
, µ2 = −

√
ε2 + 4− ε

2
= 1/µ1, µ3 = a+

√
ε2 + 4 + ε

2
.

Ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

ρ1 = −2− a(
√
ε2 + 4− ε), ρ2 = −2− (a+ ε)(

√
4 + ε2 + ε), ρ3 = 2.

Çàìåòèì, ÷òî ρ3 = 2 > ρ1 > ρ2, íî ρ2 < ρ1 < −2. Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ22 > ρ21 > 4 è çíà÷èò (ρ22/4 − 1)h23 + (ρ23/4 − 1)h22 > 0. Ïîýòîìó ξ(G)

ëåâî-èíâàðèàíòíî óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå

â T1G.

2. Â ñëó÷àå ξ = e1 ìû èìååì λ21− (λ2−λ3)
2 = 4. Ïîëîæèì λ3 = −a (a > 0),

λ2 = λ3+ε = ε−a > 0, λ1 =
√
4 + ε2. (Çàìåòèì, ÷òî λ1−λ2 =

√
ε2 + 4−ε+

a > −λ3 = a). Êðîìå òîãî, λ1 ≥ λ2. Ñëåäîâàòåëüíî,
√
ε2 + 4 ≥ ε− a > 0.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè

µ1 = −a−
√
ε2 + 4− ε

2
, µ2 =

√
ε2 + 4− ε

2
, µ3 =

√
ε2 + 4 + ε

2
= 1/µ2.

Ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

ρ1 = 2, ρ2 = −2− a(
√
ε2 + 4 + ε), ρ3 = −2 + (ε− a)(

√
ε2 + 4− ε).

Çàìåòèì, ÷òî ρ2 < −2, íî −2 < ρ3 < 2. Äåéñòâèòåëüíî, ε − a ≤
√
ε2 + 4
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è çíà÷èò

(ε− a)(
√
ε2 + 4− ε) ≤

√
ε2 + 4(

√
ε2 + 4− ε) = 4− ε(

√
ε2 + 4− ε) < 4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ξ(G) � íåóñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîá-

ðàçèå â T1G.

• Ãðóïïà E(2). Ïëîñêèé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí â Òåîðåìå 4.58. Ðàñ-

ñìîòðèì ñëó÷àé λ21 − λ22 = 4, λ1 > 0, λ2 > 0 è ξ = e1. Ïîëîæèì λ1 =
√
4 + a2, λ2 = a > 0, λ3 = 0. Òîãäà

µ1 = −
√
4 + a2 − a

2
, µ2 =

√
4 + a2 − a

2
, µ3 =

√
4 + a2 + a

2
= 1/µ2

è

ρ1 = 2, ρ2 = −2, ρ3 = −2 + a(
√
4 + a2 − a).

Òàê ÷òî èìååì

ρ1 = 2 > ρ3 > ρ2 = −2, ρ23 < 4

è çíà÷èò (ρ23/4− 1)h22 < 0 äëÿ h2 ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ(G) � íåóñòîé÷èâîå

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G.

• Ãðóïïà E(1, 1). Çäåñü ìû ñíîâà èìååì 2 ñëó÷àÿ.

1. Ðàññìîòðèì λ23 − λ21 = 4, λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 < 0. Çäåñü ξ = e3. Ïîëîæèì

λ1 = a, λ3 = −
√
a2 + 4. Òîãäà

µ1 = −a+
√
a2 + 4

2
, µ3 =

a+
√
a2 + 4

2
, µ2 =

a−
√
a2 + 4

2
= 1/µ1

è ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

ρ1 = −2, ρ3 = 2, ρ2 = −1

2
(a+

√
a2 + 4)2 = −2− a(a+

√
4 + a2).

Î÷åâèäíî, ρ3 = 2 > ρ1 = −2 > ρ2, íî ρ
2
2 > ρ21 = 4. Ñëåäîâàòåëüíî,

(ρ22/4− 1)h21 ≥ 0
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è ìû ïîëó÷àåì ëåâî-èíâàðèàíòíî óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G.

2. Ðàññìîòðèì λ21 − λ23 = 4, λ1 > 0, λ2 = 0, λ3 < 0. Çäåñü ξ = e1. Ïîëîæèì

λ1 =
√
a2 + 4, λ3 = −a < 0. Òîãäà

µ1 = −a+
√
a2 + 4

2
, µ2 =

√
a2 + 4− a

2
, µ3 =

√
a2 + 4 + a

2
= 1/µ2

è ãëàâíûå êðèâèçíû Ðè÷÷è

ρ1 = 2, ρ2 = −1

2
(a+

√
a2 + 4)2 = −2− a(a+

√
a2 + 4), ρ3 = −2.

Çàìåòèì, ÷òî ρ1 = 2 > ρ3 = −2 > ρ2, íî ρ
2
2 > ρ23 = 4. Ñëåäîâàòåëüíî,

(ρ22/4− 1)h21 ≥ 0

è ìû ïîëó÷àåì ëåâî-èíâàðèàíòíî óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå

ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G.

• Ãðóïïà Nil3. Â ýòîì ñëó÷àå λ1 = 2, λ2 = 0, λ3 = 0 è ξ = e1. Ëåãêî

ñîñ÷èòàòü

µ1 = −1, µ2 = 1, µ3 = 1 = 1/µ2,

ρ1 = 2, ρ2 = −2, ρ3 = −2

è çàìåòèòü, ÷òî ρ1 = 2 > ρ2 = ρ3 = −2. Ñëåäîâàòåëüíî, ξ(G) � ëåâî-

èíâàðèàíòíî óñòîé÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G.

• Ïëîñêèé òîð T 3 áûë ðàññìîòðåí â Òåîðåìå 4.58.

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû Òåîðåìû 4.60 êàñàòåëüíî íå óñòîé÷èâîñòè êîð-

ðåëèðóþò ñ ðåçóëüòàòàìè ïî íå óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé èç

[39], ãäå ôîðìóëà âòîðîé ïîëå-âàðèàöèè áûëà ïðèìåíåíà ïðè óñëîâèè ïîñòî-

ÿíñòâà âàðüèðóþùèõ ôóíêöèé, òî åñòü ëåâî-èíâàðèàíòíûõ âàðèàöèé â íàøåé

òåðìèíîëîãèè.
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Ïîäûòîæèâàÿ ðåçóëüòàòû Òåîðåìû 4.60, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà íåïëîñ-

êîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïå Ëè ñ ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé ξ(G) óñòîé÷è-

âîå îòíîñèòåëüíî ëåâî-èíâàðèàíòíûõ âàðèàöèé âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîä-

ìíîãîîáðàçèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ åñòü åäèíè÷íûé ñîáñòâåííûé

âåêòîð îïåðàòîðà Ðè÷÷è, îòâå÷àþùèé ìèíèìàëüíîé ïî àáñîëþòíîé âåëè-

÷èíå ãëàâíîé êðèâèçíå Ðè÷÷è ρ = 2.

Íåóíèìîäóëÿðíûé ñëó÷àé. Íå óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà íå êîìïàêòíà è íå

äîïóñêàåò êîìïàêòíîãî ôàêòîðà [56]. Ïîýòîìó ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ôîð-

ìóëó (4.80) íàä êàæäîé îáëàñòüþ F ⊂ G ñ êîìïàêòíûì çàìûêàíèåì. Ìû

ãîâîðèì, ÷òî ξ(G) íå óñòîé÷èâîå ìèíèìàëüíîå/âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäè-

íè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå, åñëè ñóùåñòâóåò îáëàñòü F ⊂ G ñ êîìïàêòíûì

çàìûêàíèåì òàêàÿ, ÷òî âòîðàÿ âàðèàöèÿ δ2V olξ(F ) < 0.

Íå óíèìîäóëÿðíûå ãðóïïû, äîïóñêàþùèå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ëåâî-

èíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ îïèñûâàþòñÿ Òåîðåìîé 4.51. Çäåñü ìû ïåðå-

ôîðìóëèðóåì ýòó òåîðåìó ñ äîïîëíåíèåì îá óñòîé÷èâîñòè èëè íå óñòîé÷èâî-

ñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 4.61 Ïóñòü G � 3-õ ìåðíàÿ íå óíèìîäóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé. Ïóñòü ξ � ëåâî-èíâàðèàíòíîå åäèíè÷íîå âåêòîð-

íîå ïîëå íà G è (e1, e2, e3) � êàíîíè÷åñêèé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð åå àë-

ãåáðû Ëè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ξ(G) ⊂ T1G âïîëíå ãåîäåçè÷íî. Òîãäà

• β = δ = 0 è ξ = e3 ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå; ξ(G) � óñòîé÷èâîå

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G;

• αδ = −1, β = ±1 è ξ èìååò âèä ξ = β√
1+α2 e2 +

α√
1+α2 e3; ξ(G) � íåóñòîé-

÷èâîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â T1G;.



245

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, åñëè β = δ = 0, òî ξ = e3

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì íîðìàëåé íåêîòîðîãî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî 2-ñëîåíèÿ íà G

è Aξ = −∇ξ = 0. Çíà÷èò, â (1.15) âñå ÷ëåíû ñ ξ îáðàùàþòñÿ â íîëü. Èç ôîð-

ìóë (4.78) ñëåäóåò, ÷òî ξ(G) ãîðèçîíòàëüíî, à ïîëå íîðìàëåé � âåðòèêàëüíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, X2 = K(X̃) = 0 and Z1 = π∗(Ñ) = 0. Èç (1.15) çàêëþ÷àåì,

÷òî R̃ic(Ñ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, W (h, h) ≥ 0 è çíà÷èò ξ(G) óñòîé÷èâî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé αδ = −1, β = ±1, ξ = β√
1+α2 e2 +

α√
1+α2 e3. Çà-

ìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ α > δ, α ≥ −δ è αδ = −1 âëåêóò α ≥ 1. Äëÿ òàêîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ

x1 = 0, x2 =
β√

1 + α2
, x3 =

α√
1 + α2

. (4.84)

Òàáëèöà êîâàðèàíòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò âèä

∇ e1 e2 e3

e1 0 β e3 −β e2

e2 −α e2 α e1 0

e3
1
α e3 0 − 1

α e1

. (4.85)

Òîãäà

Aξ =


0 −αx2 1

α x3

β x3 0 0

−β x2 0 0

 , At
ξ =


0 β x3 −β x2

−αx2 0 0

1
α x3 0 0


è

At
ξAξ =


1 0 0

0 α 2

1+α 2
−αβ
1+α 2

0 −αβ
1+α 2

1
1+α 2

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè äëÿ Aξ ÿâëÿþòñÿ 0 è 1. Ñîîòâåòñòâó-
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þùèå ñèíãóëÿðíûå ðåïåðû èìåþò âèä

s0 = ξ, s1 = e1, s2 =
−αβ√
1+α 2 e2 +

1√
1+α 2 e3;

f1 = Aξ(s1) =
βα√
1+α 2 e2 − 1√

1+α 2 e3, f2 = Aξ(s2) = e1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûå ðåïåðû

äëÿ ξ(G) ñîãëàñíî (4.79) èìåþò âèä

ẽ0 = ξh,

ẽ1 =
ξ∗(s1)
|ξ∗(s1)| =

1√
2
eh1 − 1√

2

(
αβ√
1+α 2 e2 − 1√

1+α 2 e3
)v
,

ẽ2 =
ξ∗(s2)
|ξ∗(s2)| =

1√
2

(
−αβ√
1+α 2 e2 +

1√
1+α 2 e3

)h
− 1√

2
ev1,

ñ1 =
ν(f1)
|ν(f1)| =

1√
2
eh1 +

1√
2

(
αβ√
1+α 2 e2 − 1√

1+α 2 e3
)v
,

ñ2 =
ν(f2)
|ν(f2)| =

1√
2

(
−αβ√
1+α 2 e2 +

1√
1+α 2 e3

)h
+ 1√

2
ev1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòè÷íîé êðèâèçíû Ðè÷÷è äëÿ ξ(G) ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-

ìóëû (1.15), íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü òåíçîð êðèâèçíû è åãî ïðîèçâîäíûå.

Òåíçîð êðèâèçíû G ìîæíî íàéòè èñïîëüçóÿ òàáëèöó 4.85.

e1 e2 e3

R(e1, e2)• α 2e2 − β(α − δ )e3 −α 2e1 β(α − δ )e1

R(e1, e3)• −β(α − δ )e2 + δ 2e3 β(α − δ )e1 −δ 2e1

R(e2, e3)• 0 α δ e3 −α δ e2

.

Ðóòèííîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ òåíçîðà êðèâèçíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü

òàáëèöåé

(∇•R)(e1, e2)e1 (∇•R)(e1, e2)e2 (∇•R)(e1, e2)e3

e1 2β2(α − δ )e2 + β(α 2 − δ 2)e3 −2β2(α − δ )e1 −β(α 2 − δ 2)e1

e2 0 βα (α − δ )e3 −βα (α − δ )e2

e3 0 α δ (α − δ )e3 −α δ (α − δ )e2

;
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(∇•R)(e1, e3)e1 (∇•R)(e1, e3)e2 (∇•R)(e1, e3)e3

e1 β(α 2 − δ 2)e2 − β2(α − δ )e3 −β(α 2 − δ 2)e1 2β2(α − δ )e1

e2 0 α δ (α − δ )e3 −α δ (α − δ )e2

e3 0 −βδ (α − δ )e3 βδ (α − δ )e2

;

(∇•R)(e2, e3)e1 (∇•R)(e2, e3)e2 (∇•R)(e2, e3)e3

e1 0 0 0

e2 αβ(α − δ )e2 + α δ (α − δ )e3 −αβ(α − δ )e1 −α δ (α − δ )e1

e3 α δ (α − δ )e2 − βδ (α − δ )e3 −α δ (α − δ )e1 βδ (α − δ )e1

.

Çàäàäèì ïîëå íîðìàëüíîé âàðèàöèè â âèäå Ñ = h1ñ1+h2ñ2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

K(ẽ1, Ñ), ïîëîæèì

X1 =
1√
2
e1, X2 = − 1√

2

(
αβ√
1+α 2 e2 − 1√

1+α 2 e3
)
,

Y1 = π∗(Ñ) = 1√
2

(
h1e1 + h2(− αβ√

1+α 2e2 +
1√

1+α 2e3)
)
,

Y2 = K(Ñ) = 1√
2

(
h2e1 + h1(

αβ√
1+α 2e2 − 1√

1+α 2e3)
)
.

è ïðèìåíèì (1.15). Âû÷èñëÿÿ, íàõîäèì

⟨
R(X1, Y1)Y1, X1

⟩
= −1

4

α 4 + α 2 + 1

α 2
h22, ||R(X1, Y1)ξ||2 = 0,

||R(ξ, Y2)X1 +R(ξ,X2)Y1||2 =
α 6 − α 4 + 3α 2 + 1

α 2(1 + α 2)
h22,

∥X2∥2∥Y2∥2 −
⟨
X2, Y2

⟩2
= 1

4h
2
2,⟨

R(X1, Y1)Y2, X2

⟩
=

1

4

α 4 + α 2 + 1

α 2
h22,

⟨
R(ξ,X2)X1, R(ξ, Y2)Y1

⟩
= 0,⟨

(∇X1
R)(ξ, Y2)Y1, X1

⟩
= −1

4

α 6 − α 4 + 5α 2 − 1

α 2(1 + α 2)
h22,⟨

(∇Y1
R)(ξ,X2)X1, Y1

⟩
= −1

4

α 6 + 10α 4 + 4α 2 + 7

α 2(1 + α 2)
h22.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (1.15) è àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì

K̃( ẽ1, Ñ) =
1

4

α 6 + 10α 4 + 4α 2 + 7

α 2(1 + α 2)
h22.

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì íàõîäèì

K̃( ẽ2, Ñ) =
1

4

5α 8 − α 6 + 3α 4 + 13α 2 − 8

α 2(1 + α 2)2
h21 +

α 8 + 2α 4 + 1

α 2(1 + α 2)2
h22,

K̃( ẽ0, Ñ) =
1

4

α 4 + 14α 2 − 11

(1 + α 2)2
h21 −

1

4

3α 4 + 2α 2 − 9

(1 + α 2)2
h22.

Â ðåçóëüòàòå ÷àñòè÷íàÿ êðèâèçíà Ðè÷÷è äëÿ ξ(G) ïðèíèìàåò âèä

R̃ic(Ñ) =
1

4

5α 8 + 17α 4 + 2α 2 − 8

α 2(1 + α 2)2
h21 +

1

4

5α 8 + 8α 6 + 20α 4 + 20α 2 + 11

α 2(1 + α 2)2
h22.

Íà íåóíèìîäóëÿðíîé ãðóïïå ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ëåâî - èíâàðè-

àíòíûå âàðèàöèè íà âñåé îáëàñòè F ââèäó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òåì íå ìåíåå,

ìîæíî ðàññìîòðåòü ëåâî - èíâàðèàíòíóþ âàðèàöèþ, çàäàííóþ íàä íåêîòî-

ðîé ïîäîáëàñòüþ F1 ⊂ F òàêîé, ÷òî ìåðà mes(F̄ \ F1) < ε äëÿ ñêîëü óãîäíî

ìàëîãî ε. Åñëè âòîðàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ âàðèàöèÿ íàä F1 îòðèöàòåëüíà è

îòäåëåíà îò íóëÿ, òî âûáèðàÿ F1 äîñòàòî÷íî áîëüøîé ìåðû ìû âñåãäà ìîæåì

îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà δ2V olξ(F ) < 0.

Åñëè ïîëå âàðèàöèè Ñ ëåâî - èíâàðèàíòíî, òî

2∑
i=0

||∇̃⊥
ẽi
Ñ ||2 =

( 2∑
i=0

(γ̃21i)
2
)
(h21 + h22),

ãäå γ̃21i = g̃(∇̃ẽiñ1, ñ2) åñòü êîýôôèöèåíòû íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè ξ(G) îòíî-

ñèòåëüíî âûáðàííûõ ðåïåðîâ. Âû÷èñëÿÿ, íàõîäèì

∇̃ẽ0ñ1 =
3

4

√
2√

1 + α2

(
βαe2 + e3

)h
+

√
2

1 + α2
ev1, ∇̃ẽ1ñ1 = 0,

∇̃ẽ2ñ1 =
1

2

1√
1 + α2

(
β(2α2 − 1)e2 − αe3

)h
− 1

2

α4 + α2 − 2

α(1 + α2)2
ev1.



249

Òåïåðü íå òðóäíî âû÷èñëèòü

γ̃210 =
α 2 + 2

1 + α 2
, γ̃211 = 0, γ̃212 = −1

4

√
2(3α 2 − 2)

α
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ïðåîáðàçîâàíèé, ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ ÷àñòü â èíòåãðàíäå

(4.80) ïðèíèìàåò âèä

W (h, h) = −1

8

α 8 − 14α 6 + 13α 4 − 24α 2 − 20

α 2(1 + α 2)2
h21−

1

8

α 8 + 2α 6 + 19α 4 + 12α 2 + 18

α 2(1 + α 2)2
h22.

Ìíîæèòåëü ïðè h2 âñåãäà îòðèöàòåëåí è çíà÷èò ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(G) íåóñ-

òîé÷èâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4.8. Âûâîäû

Â ðàçäåëå ïðîâåäåíî ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå ïîäìíîãîîáðàçèé åäè-

íè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ïîðîæäåííûõ åäèíè÷íûì âåêòîðíûì ïî-

ëåì íà áàçå. Ââåäåí â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîð Íîìèäçó (èëè íåãîëîíîìíûé

îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà) åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ, îïðåäåëåíû êàñàòåëü-

íîå è íîðìàëüíîå îòîáðàæåíèÿ èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê áàçå â êàñà-

òåëüíîå è íîðìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M , ââå-

äåíû ïîíÿòèÿ ãðóáîãî ãåññèàíà ïîëÿ èòåíçîðà ãàðìîíè÷íîñòè ïîëÿ ξ. Â ýòèõ

òåðìèíàõ âûïèñàíû ôóíäàìåíòàëüíûå ðàçëîæåíèÿ Ãàóññà è Âåéíãàðòåíà

äëÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ⊂ T1M , âûÿñíåíà ñòðóêòóðà âòîðîé ôóíäàìåí-

òàëüíîé ôîðìû è íàéäåíî óñëîâèå âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ

ξ(Mn) ⊂ T1M
n

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå äâóìåðíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ íàéäåíî âû-

ðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû âåêòîðíîãî ïîëÿ â ÿñíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåð-

ìèíàõ. Äîêàçàíî, ÷òî ìèíèìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà äâóìåðíûõ ìíîãîîá-

ðàçèÿõ ñóùåñòâóþò è èõ íàëè÷èå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ãåîìåòðèþ
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áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîñòðîåíû ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïîëåé ïîñòîÿííîé

ñðåäíåé êðèâèçíû. Íàèáîëåå ÿñíîå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ ξ(M) ïîëó÷åíî, åñëè ïîëå ξ åñòü ïîëå íîðìàëåé ðèìàíîâà ãè-

ïåðñëîåíèÿ.

Ñóùåñòâóþò è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ. Ïðèìåðû äîñòàâ-

ëÿþò ïîëå íîðìàëåé íåêîòîðûõ ãèïåðñëîåíèé è äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñî

ñïåöèàëüíîé ìåòðèêîé âðàùåíèÿ. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå äàíî îïèñàíèå è ñà-

ìèõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Èõ èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè êîíôîðìíî ýêâèâàëåíò-

íû èíòåãðàëüíûì òðàåêòîðèÿì âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà

ïëîñêîñòè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè îïèñàíû ÿâíî.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé, îïðåäåëÿþùàÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñâîéñòâî åäèíè÷íîãî âåêòîðíî-

ãî ïîëÿ, ñòàíîâèòñÿ ìàëî îáîçðèìîé. Â ðàçìåðíîñòè n = 3 ìû äàåì ïîëíîå

îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé, äîïóñêàþùèõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå Êèëëèíãîâî åäè-

íè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå. Íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé òàêîãî îïèñàíèÿ ïîêàçûâàåò

îñîáóþ ðîëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû

ïðè n = 3. Ñâîéñòâîì âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè îáëàäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå

âåêòîðíîå ïîëå Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ.

Â ÷àñòíîñòè, âåêòîðíîå ïîëå Õîïôà ξ íà ñôåðå S2n+1 ÿâëÿåòñÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû íà íåé, à ïîýòîìó

ξ(S2n+1) ⊂ T1S
2n+1 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Îá-

ðàòíîå âåðíî ïðè äîïîëíèòåëüíîì òðåáîâàíèè íà âåêòîðíîå ïîëå áûòü êî-

âàðèàíòíî íîðìàëüíûì. Äîêàçàíî ÷òî äëÿ ïîëÿ Õîïôà íà åäèíè÷íîé ñôå-

ðå S2m+1 ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(S2m+1) ÿâëÿåòñÿ Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé

ôîðìîé φ- êðèâèçíû 5/4. Îêàçàëîñü âîçìîæíûì âûäåëèòü âïîëíå ãåîäåçè÷å-

ñêèå âåêòîðíûå ïîëÿ â êëàññå ãåîäåçè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ñôåðàõ.

Äëÿ òåõìåðíîé óíèìîäóëÿðíîé ãðóïïû Ëè ñ ëåâî - èíâàðèàíòíîé ìåòðè-

êîé äàíî îïèñàíèå âñåõ ëåâî-èíâàðèàíòíûõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ åäèíè÷íûõ

âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ïîëå íà
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íåïëîñêîé ãðóïïå ïîðîæäàåò êàíîíè÷åñêóþ ïî÷òè êîíòàêòíóþ ñòðóêòóðó.

Åñëè ãðóïïà íå óíèìîäóëÿðíà, òî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

ïîëå òàê æå ñóùåñòâóåò è âûäåëåíû âñå òàêèå ãðóïïû è íàéäåíû âñå ñîîò-

âåòñòâóþùèå ïîëÿ. Âûÿñíåíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íåóíèìîäóëÿðíûõ

ãðóïï, äîïóñêàþùèõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå åäèíè÷íûå âåêòîð-

íûå ïîëÿ.

Ðåøåíà çàäà÷à î ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî åäè-

íè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êîìïàêòíûõ ôàêòîðàõ óíèìîäóëÿðíûõ ãðóïï

îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ âàðèàöèé. Äëÿ íåóíèìîäóëÿðíûõ çà-

äà÷à ðåøåíà â ëîêàëüíîé ïîñòàíîâêå.
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ÐÀÇÄÅË 5

ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÌÅÒÐÈÊÀ ÑÀÑÀÊÈ È ÃÅÎÌÅÒÐÈß

ÑÅ×ÅÍÈÉ ÎÁÙÈÕ ÐÀÑÑËÎÅÍÈÉ

Â äàííîì ðàçäåëå îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîã ìåòðèêè Ñàñàêè íà îáùåì âåê-

òîðíîì ðàññëîåíèè ñ ìåòðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ íàä ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì

è èçó÷åíû îñíîâíûå ñâîéñòâà òàêîãî îáîáùåíèÿ. Ïîëó÷åíû àíàëîãè ôîðìóë

Äîìáðîâñêîãî è Êîâàëüñêîãî, âû÷èñëåí òåíçîð êðèâèçíû. Îïðåäåëåíû àíàëî-

ãè îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíîñòè è îïåðàòîðà Íîìèäçó. Îïðåäåëåíà ìåòðèêà íà ñå-

÷åíèÿõ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ è âûâåäåíû óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè è âïîëíå

ãåîäåçè÷íîñòè ñå÷åíèé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìàëüíûõ è

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ñå÷åíèé åäèíè÷íûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèé. Ðàçäåë ñîäåð-

æèò ðåçóëüòàòû, ïðèíàäëåæàùèå àâòîðó è îïóáëèêîâàííûå â [119].

5.1. Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ è ñâÿçíîñòè

Îïðåäåëåíèå 5.1 Ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ òðîéêà (E , π,B),

ãäå E è B � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à π � íåïðåðûâíîå (ñþðúåêòèâ-

íîå) îòîáðàæåíèå.

Ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðàññëîåíèÿ, B � áàçîé ðàññëîå-

íèÿ, à π � ïðîåêöèåé ðàññëîåíèÿ. Ïîñêîëüêó äëÿ çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ íåîá-

õîäèìî âñåãäà óêàçûâàòü ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûõ îíî äåéñòâóåò, òî ÷àñòî

ðàññëîåíèåì íàçûâàþò ñàìî îòîáðàæåíèå è çàïèñûâàþò ðàññëîåíèå â âèäå

π : E → B.
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Äëÿ êàæäîé òî÷êè b ∈ B åå ïðîîáðàç Fb = π−1(b) íàçûâàåòñÿ ñëîåì íàä

b. Åñëè ñëîè íàä âñåìè òî÷êàìè áàçû ãîìåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé, à çíà÷èò

ãîìåîìîðôíû íåêîòîðîìó òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó F , òî òàêîå ðàññëî-

åíèå íàçûâàåòñÿ ðàññëîåíèåì ñ òèïè÷íûì ñëîåì.

Îïðåäåëåíèå 5.2 Ðàññëîåíèå (E , π,B) ñ òèïè÷íûì ñëîåì F íàçûâàåòñÿ

ëîêàëüíî-òðèâèàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uα} áàçû B

òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ íàä êàæäîé îêðåñòíîñòüþ Uα ÿâëÿåòñÿ

òðèâèàëüíûì, òî åñòü π−1(Uα) ≈ Uα ×F .

Ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ òðèâèàëèçàöèåé ðàññëîåíèÿ, à

îêðåñòíîñòü � òðèâèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 5.3 Ðàññëîåíèå (E , π,B) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ðàññëîåíè-

åì ðàíãà m íàä R, åñëè

• äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ B, ñëîé Fb = π−1(b) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì âåêòîð-

íûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R;

• ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uα} ïðîñòðàíñòâà B è íàáîð

èçîìîðôèçìîâ ðàññëîåíèé φα : Uα × Rm → π−1(Uα) = E|Uα
, ÷òî äëÿ

êàæäîé òî÷êè b ∈ Uα îãðàíè÷åíèå φα|b : b × Rm → π−1(b) ÿâëÿåòñÿ

èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ñåìåéñòâî {Uα, φα)} íàçûâàåòñÿ òðèâèàëèçóþùèì àòëàñîì âåêòîðíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 5.4 Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå s : B → E , óäîâëåòâîðÿþùåå

ñîîòíîøåíèþ π ◦ s = idB íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ

Ñå÷åíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè ïîëÿìè. Ñå÷åíèÿ

âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ìîæíî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü íà ôóíêöèè. Íóëåâîå

ñå÷åíèå s = 0 âêëàäûâàåò áàçó â ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ. Íàä êàæäîé òðè-

âèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòüþ Uα ïî èçîìîðôèçìó òðèâèàëèçàöèè îïðåäåëåíû

ëîêàëüíûå áàçèñíûå ñå÷åíèÿ s1, . . . , sm. Ïîýòîìó êàæäîå ëîêàëüíîå ñå÷åíèå V

èìååò ðàçëîæåíèå V = v1s1+ . . . v
msm. Íàáîð ôóíêöèé (v1, . . . , v

m) îäíîçíà÷-

íî îïðåäåëÿåò ëîêàëüíîå ñå÷åíèå è íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ñå-

÷åíèÿ V . Íà ïåðåñå÷åíèè òðèâèàëèçóþùèõ îêðåñòíîñòåé Uα è Uβ èìååòñÿ äâà

íàáîðà áàçèñíûõ ñå÷åíèé {s1|α, . . . , sm|α} è {s1|β, . . . , sm|β}. Â ñèëó ëèíåéíîé

íåçàâèñèìîñòè, ïåðåõîä îò áàçèñà si|α ê áàçèñó sk|β â êàæäîì ñëîå Fb îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè íåâûðîæäåííîé m ×m ìàòðèöû g(b) ∈ GL(m,R)

ïî ôîðìóëå s|β = s|αg, à çíà÷èò êîîðäèíàòû ñå÷åíèÿ V â ðàçëè÷íûõ òðè-

âèàëèçóþùèõ îêðåñòíîñòÿõ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì V i
β(b) = gik(b)V

k
α (b). Ñëå-

äîâàòåëüíî, êàæäàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà îêðåñòíîñòåé (Uα, Uβ) ñ íåïóñòûì

ïåðåñå÷åíèåì îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå φαβ : Uα ∩ Uβ → GL(m,R). Ýòî îòîá-

ðàæåíèå íåïðåðûâíî, åñëè íåïðåðûâíû âñå gik(b). Î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðå-

äåëåíû îòîáðàæåíèÿ φγα · φαβ è φ
−1
βα = φαβ.

Îïðåäåëåíèå 5.5 Ïóñòü B � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è {Uα} åãî

îòêðûòîå ïîêðûòèå. Ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé φαβ : Uα ∩

Uβ → G, îïðåäåëåííûõ äëÿ ëþáûõ èíäåêñîâ α, β, äëÿ êîòîðûõ Uα ∩ Uβ ̸= ∅

è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì φ−1
βα = φαβ íà Uα ∩ Uβ è φγα · φαβ = φγβ

íà Uα ∩ Uβ ∩ Uγ íàçûâàåòñÿ êîöèêëîì íàä G.
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Êîöèêëû íàä GL(m,R) íàçûâàþòñÿ (âåùåñòâåííûìè) ìàòðè÷íûìè êîöèê-

ëàìè. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé

ìàòðè÷íûé êîöèêë. Îí íàçûâàåòñÿ ñêëåèâàþùèì êîöèêëîì.

Âåðíî è îáðàòíîå. Äëÿ ëþáîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà B, åãî

îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ {Uα} è ìàòðè÷íîãî êîöèêëà {φαβ} íàä GL(m,R) ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âåêòîðíîå ðàññëîå-

íèå ðàíãà m ñ áàçîé B, òðèâèàëèçóþùèì ïîêðûòèåì {Uα} è ñêëåèâàþùèì

êîöèêëîì {φαβ}. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå, êâà-

òåðíèîííûå è ïðî÷èå ðàññëîåíèÿ. Èõ ñêëåèâàþùèå êîöèêëû ïîñòðîåíû íàä

GL(m,C), GL(m,H) è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå 5.6 Âåêòîðíîå ðàññëîåíèå (E , π,B) íàä ìíîãîîáðàçèåì B íà-

çûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî òðèâèàëèçóþùèé àòëàñ ñ ãëàäêèì

ìàòðè÷íûì êîöèêëîì.

Ïðîåêöèÿ π ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ íàä n-ìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîá-

ðàçèåì B ÿâëÿåòñÿ â êàæäîé òî÷êå p ∈ E ñóáìåðñèåé, à çíà÷èò âñå ñëîè ãëàä-

êîãî âåùåñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè âëîæåííûìè n-ìåðíûìè

ïîäìíîãîîáðàçèÿìè â E . Äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Fu, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

ñëîÿ TpFu ñîâïàäàåò ñ ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ π∗. Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî â TpE íà-

çûâàåòñÿ âåðòèêàëüíûì è îáîçíà÷àåòñÿ VpE . Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå

p ∈ E èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

TpE = VpE ⊕HpE ,

ãäå HpE äîïîëíèòåëüíîå (òðàíñâåðñàëüíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî âåðòèêàëüíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü ãîðèçîíòàëüíûì. Òàê êàê π :

E → B, òî åãî äèôôåðåíöèàë äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå π∗ : TpE → Tπ(p)B.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, kerπ∗ = Vp. ×òî æå êàñàåòñÿ Hp, òî π∗Hp èçîìîðôíî

Tπ(p)B â ñèëó ðàâåíñòâà ðàçìåðíîñòåé. Òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî π∗Hp =
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Tπ(p)B. Åñëè ïîëå ãîðèçîíòàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âûáðàíî, òî äëÿ ëþáîãî

âåêòîðíîãî ïîëÿ X̃ íà E èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå X̃ = X̃1+ X̃2,

ãäå X̃1 ∈ H, X̃2 ∈ V .

Íàáîð ãîðèçîíòàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îáðàçóåò n-ìåðíîå ðàñïðåäåëå-

íèå íà E . Íàïîìíèì, ÷òî n-ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà n + m-ìåðíîì ìíî-

ãîîáðàçèè E íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå D : E → TE , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå

êàæäîé òî÷êå p ∈ E íåêîòîðîå n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Dp ∈ TpE . ßñíî,

÷òî êàæäîå n-ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì n ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà E , íàçûâàåìûõ áàçèñîì ðàñïðåäåëå-

íèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè â íåì ìîæíî âûáðàòü áàçèñ,

ñîñòîÿùèé èç ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X1, . . . , Xn. Äâîéñòâåííûì îáðàçîì,

n-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàâàòü âûáîðîì m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ãëàäêèõ 1-ôîðì θ1, . . . , θm êàê èõ îáùåå ÿäðî. Òî åñòü

X̃ ∈ H ⇔ θα(X̃) = 0 (α = 1, . . . ,m).

Äâà íàáîðà ôîðì θi è θ̄i îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå, åñëè â

êàæäîé òî÷êå p ∈ E ýòè íàáîðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì θ̄α = cαβ(p)θ
β, ïðè÷åì

(det(cαβ(p)) ̸= 0.

Ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà E â òðèâèàëèçóþùåì àòëàñå èìåþò âèä

(u1, . . . , un; ξ1, . . . , ξm),

ãäå (u1, . . . , un) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû òî÷åê áàçû, à (ξ1, . . . , ξm) � êîîðäè-

íàòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ñëîÿ ïî áàçèñó ñå÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∂̃i :=
∂

∂ui
, ∂̃n+α :=

∂

∂ξα
(i = 1, . . . , n; α = 1, . . . ,m)

êîîðäèíàòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, à ÷åðåç dui, dξα äâîéñòâåííûå áàçèñíûå ôîð-

ìû. Òîãäà äëÿ íàáîðà ôîðì θα, çàäàþùåãî ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,

èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå θα = aαβdξ
β + bαi du

i. Íà ëþáîì âåðòèêàëüíîì âåê-

òîðå X̃ = X̃α∂̃n+α ðàâåíñòâî ñèñòåìà θα(X̃) = 0 èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå
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ðåøåíèå. Íî θα(X̃) = aαβX̃
β â ñèëó äâîéñòâåííîñòè áàçèñîâ è áàçèñíûõ ôîðì.

Ïîýòîìó det(aαβ) ̸= 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cβα ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå aαβ .

Òîãäà íàáîð ôîðì θ̄β = cβαθ
α îïðåäåëÿåò òîò æå íàáîð ãîðèçîíòàëüíûõ ïîä-

ïðîñòðàíñòâ è èìååò âèä θ̄β = dξβ + Gβ
i (u, ξ)du

i. ßñíî,÷òî ãîðèçîíòàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ãëàäêî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãëàäêè ôóíêöèè Gβ
i .

Îïðåäåëåíèå 5.7 Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå H íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E íà-

çûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè (E , π,B), åñëè îíî

ãîðèçîíòàëüíî è äëÿ êàæäîé òðèâèàëèçóþùåé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè

U ∈ B îíî çàäàåòñÿ íàáîðîì ôîðì

θα = dξα + Γα
βiξ

βdui, (5.1)

ãäå Γα
βi � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè íà B.

Ôóíêöèè Γα
βi íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè (ëèíåéíîé) ñâÿçíîñòè H íàä U .

Òàê êàê dui � êîîðäèíàòíûå áàçèñíûå ôîðìû íà B, òî 1-ôîðìû íà B ωα
β =

Γα
βidu

i íàçûâàþòñÿ ôîðìàìè ñâÿçíîñòè. ßñíî, ÷òî θα è ωα
i äðóã äðóãà îïðåäå-

ëÿþò îäíîçíà÷íî. Åñëè ôóíêöèè Gβ
i (u, ξ) îäíîðîäíû ïî ñëîåâîé êîîðäèíàòå,

òî åñòü Gβ
i (u, λξ) = λGβ

i (u, ξ), òî ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ Ôèíñëåðîâîé.

Îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì. Äëÿ ãëîáàëèçàöèè ñâÿç-

íîñòè íåîáõîäèìî ñîãëàñîâàòü íàáîðû ãîðèçîíòàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íàä

ïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè.

Ïðåäëîæåíèå 5.8 Ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå H íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè E ,

çàäàâàåìîå ôîðìàìè (5.1), îïðåäåëÿåò ãëîáàëüíóþ ñâÿçíîñòü â âåêòîðíîì

ðàññëîåíèè (E , π,B), åñëè íà ïåðåñå÷åíèè òðèâèàëèçóþùèõ êîîðäèíàòíûõ
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îêðåñòíîñòåé U è Ũ ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìû ñâÿçíîñòè ω è ω̃ ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì φω = ω̃φ+ dφ, ãäå φ � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ñêëåèâà-

þùåãî êîöèêëà.

Ïóñòü (E , π,B) âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 5.9 Ãëàäêàÿ ðåãóëÿðíàÿ êðèâàÿ γ : I → E , ãäå I ⊂ R íåêî-

òîðûé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ

• ãîðèçîíòàëüíîé, åñëè γ̇ ∈ Hγ(t);

• âåðòèêàëüíîé, åñëè γ̇ ∈ Vγ(t)

äëÿ ëþáîãî t ∈ I, ãäå γ̇ � êàñàòåëüíûé âåêòîð êðèâîé γ(t).

Â êîîðäèíàòàõ (u, ξ) íàä òðèâèàëèçóþùåé îêðåñòíîñòüþ óðàâíåíèå ëþáîé

êðèâîé γ(t) èìååò âèä ui = ui(t), ξα = ξα(t). Åå êàñàòåëüíûé âåêòîð â

ðàçëîæåíèè ïî åñòåñòâåííîìó êîîðäèíàòíîìó áàçèñó èìååò âèä

γ̇(t) = u̇i(t)
∂

∂ui
+ ξ̇α(t)

∂

∂ξα
.

Êðèâàÿ áóäåò âåðòèêàëüíîé, åñëè π∗γ̇ = 0, òî åñòü, ui(t) åñòü ïîñòîÿííûå

ôóíêöèè. Èíûìè ñëîâàìè, âåðòèêàëüíûå êðèâûå � ýòî êðèâûå, ëåæàùèå â

ñëîÿõ ðàññëîåíèÿ. Êðèâàÿ áóäåò ãîðèçîíòàëüíîé, åñëè

θα(γ̇) = 0 (α = 1, . . . ,m),

ãäå θα çàäàíû ôîðìóëàìè (5.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

ξ̇α + Γα
βiξ

βu̇i = 0, (5.2)
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ãäå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè îãðàíè÷åíû íà êðèâóþ u(t). Çàìåòèì, ÷òî ãîðè-

çîíòàëüíàÿ êðèâàÿ â ðàññëîåíèè äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ êðè-

âóþ íà áàçå, òàê êàê åñëè u̇i = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n, òî ξ̇α = 0 äëÿ âñåõ

α = 1, . . . ,m, a çíà÷èò êðèâàÿ γ(t) íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé.

Îïðåäåëåíèå 5.10 Äëÿ äàííîé ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé γ : I → E , êðèâàÿ

u : I → B, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé u(t) = (π ◦ γ)(t) íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé

ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé γ(t).

Ãîâîðÿò òàê æå, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ γ(t) íàêðûâàåò êðèâóþ u(t).

Îáðàòíî, åñëè çàäàòü ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ u : I → B , òî çàäà÷à Êîøè
ξ̇α + Γα

βiξ
βu̇i = 0,

(u(t0), ξ(t0)) = (u0, ξ0)

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.2) ïîëó÷èò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ÷åðåç äàííóþ òî÷êó p0 = (u0, ξ0) ∈ E ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ãîðè-

çîíòàëüíàÿ êðèâàÿ, íàêðûâàþùàÿ äàííóþ ðåãóëÿðíóþ êðèâóþ íà áàçå, ïðî-

õîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó u0 = π(p0). Î÷åâèäíî, ÷òî íå âåðòèêàëüíàÿ êðèâàÿ

γ : I → E èìååò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ, êàê âåêòîðíîå ïîëå ξ(t) âäîëü

êðèâîé u(t).

Ïóñòü ξ : B → E ãëàäêîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ. Òàê êàê π ◦ ξ = idB, òî

äèôôåðåíöèàë ξ∗ èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç ξ(B) åñòü

ãëàäêîå âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå â E . Åñëè ξ � ãëîáàëüíîå ñå÷åíèå, òî ξ(B)

äèôôåîìîðôíî B. Ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(B) íàçûâàåòñÿ ñåêóùåé ïîâåðõíîñòüþ

â E . Îáû÷íî, ñå÷åíèÿ è ñåêóùèå ïîâåðõíîñòè íå ðàçëè÷àþò.

Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïîëå íà B (ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TB).

Ïóñòü u(t) � åãî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, òî åñòü u̇(t) = Xu(t). Ïóñòü ξ : B → E �

ãëàäêîå ñå÷åíèå. Òîãäà (ξ ◦u)(t) = ξ(u(t)) åñòü íåêîòîðàÿ êðèâàÿ íà E , ïðîõî-

äÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó p0 = ξ(u(0)). ×åðåç ýòó æå òî÷êó ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ
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íàêðûâàþùàÿ u(t) ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ γ (t). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→0

ξ(u(t))− γ (t)

t
:= (∇Xξ)(0),

òî îí îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé âåêòîð èõ ñëîÿ Fu(0), êîòîðûé íàçûâàåòñÿ êî-

âàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ñå÷åíèÿ ξ â òî÷êå u(0) â íàïðàâëåíèè âåêòîðíîãî

ïîëÿ X îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ñâÿçíîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ (∇Xξ)(0). Òàê êàê

íà÷àëüíàÿ òî÷êà âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî, òî ýòà êîíñòðóêöèÿ îïðåäåëÿåò

îòîáðàæåíèå

∇Xξ : B → Fb, b→ (∇Xξ)(b).

Ïîëó÷åííîå ñå÷åíèå íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ñå÷åíèÿ ξ â òî÷-

êå â íàïðàâëåíèè êàñàòåëüíîãî ê áàçå âåêòîðíîãî ïîëÿ X îòíîñèòåëüíî çà-

äàííîé ñâÿçíîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ ∇Xξ. Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãëàäêîãî

ñå÷åíèÿ ñóùåñòâóåò.

Ïðåäëîæåíèå 5.11 Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ (E , π,B) è ëþ-

áîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X íà B ñóùåñòâóåò ∇Xξ, ïðè÷åì îò-

íîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî áàçèñà ñå÷åíèé

(∇Xξ)
α =

(
∂ξα

∂xi
+ Γα

βiξ
β

)
X i. (5.3)

ßñíî, ÷òî êîâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîíèæàåò êëàññ ãëàäêîñòè ñå÷å-

íèÿ íà åäèíèöó. Ïðîèçâîäíàÿ∇iξ := ∇∂iξ íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé êîâàðèàíòíîé

ïðîèçâîäíîé.

Ïóñòü ξ : B → E � ãëàäêîå ñå÷åíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(B) ìíîæå-

ñòâî ãëàäêèõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà B, à ÷åðåç S(B) � ìíîæå-

ñòâî ãëàäêèõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå Γ :

S(B) × X(B) → S(B), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó: Γ(ξ,X) = Γα
βiξ

βX isα. Î÷å-

âèäíî, ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó è, åñëè ââåñòè îáî-
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çíà÷åíèå ∂Xξ := X i∂iξ
αsα, òî ∇Xξ = ∂Xξ + Γ(ξ,X). Îòîáðàæåíèå R :

X(B)×X(B)×S(B) → S(B), çàäàííîå â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè

ôîðìóëîé

R(X, Y )ξ = (∂XΓ)(ξ, Y )− (∂Y Γ)(ξ,X) + Γ(Γ(ξ, Y ), X)− Γ(Γ(ξ,X), Y )

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïî êàæäîìó àðãóìåíòó è ïîëó÷åííîå ñå÷åíèå íàçûâàåòñÿ

âåêòîðîì êðèâèçíû ñâÿçíîñòè. Â âûðàæåíèè ÷åðåç êîâàðèàíòíûå ïðîèçâîä-

íûå ñå÷åíèé âåêòîð êðèâèçíû ðàññëîåíèÿ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

R(X,Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ.

×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå ýòîãî âåêòîðà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëî-

æèì X = ∂i, Y = ∂j, ξ = sβ. Òîãäà [X, Y ] = 0 è ìû ïîëó÷àåì

R(∂i, ∂j)sβ = (∂iΓ
α
βj − ∂jΓ

α
βi + Γα

σiΓ
σ
βj − Γα

σjΓ
σ
βi)sα.

Íàáîð ôóíêöèéRα
βij = ∂iΓ

α
βj−∂jΓα

βi+Γα
σiΓ

σ
βj−Γα

σjΓ
σ
βi îáðàçóåò òåíçîð, êîòîðûé

íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû ñâÿçíîñòè âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E .

5.2. Îòîáðàæåíèå ñâÿçíîñòè. Ëèôòû êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé è ñå÷åíèé
Ïóñòü (E , π,B) ãëàäêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ H. Ðàñ-

ñìîòðèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê E â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå p ∈ E . Ïóñòü

X̃ ∈ TpE . Â èíäóöèðîâàííûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (u, ξ)

X̃ = X̃ i∂̃i + X̃n+α∂̃n+α.

Ïðîåêöèÿ X̃ íà H îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé θα(X̃) = X̃n+α + Γα
βiξ

βX̃ i = 0.

Òàêèì îáðàçîì, X̃ ∈ H, åñëè X̃n+α = −Γα
βiξ

βX̃ i. Ïåðåïèøåì ðàçëîæåíèå X̃ â

âèäå

X̃ = X̃ i∂i − (Γα
βiξ

βX̃ i) ∂̃n+α︸ ︷︷ ︸
∈H

+(X̃n+α + Γα
βiξ

βX̃ i) ∂̃n+α︸ ︷︷ ︸
∈V

= X̃h + X̃v. (5.4)
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Ýòî ðàçëîæåíèå àäàïòèðîâàíî ê âûáîðó ãîðèçîíòàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åãî

âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ X̃v = (X̃n+α+Γα
βiξ

βX̃ i)∂̃n+α êàñàòåëüíà ê ñëîþ â

òî÷êå p = (u, ξ), à ãîðèçîíòàëüíàÿ X̃h = X̃ i∂̃i − (Γα
βiξ

βX̃ i) ∂̃n+α òðàíñâåðñàëü-

íà ñëîþ. Èìååò ìåñòî åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì Fu ≈ T(u,ξ)F , îïðåäåëÿåìûé

ñòðóêòóðîé ñëîÿ. À èìåííî, ïóñòü (u10, . . . , u
n
0 ; ξ

1, . . . , ξm). � ïàðàìåòðè÷åñêîå

óðàâíåíèå ñëîÿ. Íàïîìíèì, ÷òî (ξ1, . . . , ξm) � êîîðäèíàòû ðàçëîæåíèÿ âåêòî-

ðà ξ ïî áàçèñó ñå÷åíèé. Òîãäà

∂n+1 = {1, 0, . . . , 0}, ∂n+2 = {0, 1, . . . , 0}, ∂n+m = {0, 0, . . . , 1}

è, òàê êàê ñëîé � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rm, òî ýòè âåêòîðû îòîæäåñòâëÿþòñÿ

ñ âåêòîðàìè áàçèñà Fu0
, òî åñòü âåêòîðàìè áàçèñà ñå÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì,

ðàçëîæåíèå (5.4) îïðåäåëÿåò ïîñëîéíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

K : TpE → Fπ(p), K(X̃) = (X̃n+α + Γα
βiξ

βX̃ i)sα.

Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ñâÿçíîñòè. Ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îòîáðàæåíèÿ ñâÿçíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 5.12 Ïóñòü ξ : B → E ãëàäêîå ñå÷åíèå ãëàäêîãî âåêòîðíîãî

ðàññëîåíèÿ (E , π, B) ñî ñâÿçíîñòüþ. Òîãäà K(ξ∗X) = ∇Xξ äëÿ ëþáîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ X íà B.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ

îïðåäåëåíû äâà ïîñëîéíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèÿ

π∗ : TpE → Tπ(p)B, K : TpE → Fπ(p),

îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

π∗(Vp) = 0, π∗(Hp) = Tπ(p)B,

K(Vp) = Fπ(p), K(Hp) = 0.

(5.5)
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ X̃(u,ξ) íà E åãî ãîðèçîíòàëüíàÿ

Xh := π∗(X̃) = π∗(X̃h) = X̃ i
(u,ξ)∂i,

è âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèè

Xv := K(X̃) = K(X̃v) = (X̃n+α
(u,ξ) + Γα

βi(u)ξ
βX̃ i

(u,ξ))sα

íå ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâåííî, êàñàòåëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì

íà B è ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü Xu = X i
u∂i ∈ TuB è ηu = ηαusα ∈ Fu. Îïðåäåëèì êàñàòåëü-

íûå âåêòîðû Xh
(u,ξ), η

v
(u,ξ) ∈ T(u,ξ)E ôîðìóëàìè

Xh
(u,ξ) = X i

u∂̃i − (Γα
βi(u)ξ

βX i
u)∂̃n+α, ηv(u,ξ) = ηαu ∂̃n+α.

Òîãäà, î÷åâèäíî, Xh
(u,ξ) ∈ H(u,ξ), ηv(u,ξ) ∈ V(u,ξ). Âåêòîð Xh

(u,ξ) íàçûâàåòñÿ

ãîðèçîíòàëüíûì ëèôòîì âåêòîðà Xu ∈ TuB â òî÷êó (u, ξ) ∈ E , à âåêòîð

ηv(u,ξ) íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíûì ëèôòîì âåêòîðà ηu ∈ Fu â òî÷êó (u, ξ) ∈ E .

Åñëè X � êàñàòåëüíîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå íà B è η � ãëàäêîå ñå÷å-

íèå, òî î÷åâèäíî, ÷òî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ëèôòîâ â êàæäóþ òî÷êó p ∈ E

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ïî u è ëèíåéíûìè, à çíà÷èò ãëàäêèìè, ôóíê-

öèÿìè ïî ξ. Çíà÷èò

Xh := X i∂̃i − (Γα
βiξ

βX i)∂̃n+α, ηv := ηα∂̃n+α

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà E , êîòîðûå íàçûâàþòñÿ, ñîîò-

âåòñòâåííî, ãîðèçîíòàëüíûì ëèôòîì êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X è

âåðòèêàëüíûì ëèôòîì ñå÷åíèÿ η. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â ýòèõ ôîðìóëàõ

X i,Γα
βi è η

α ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà áàçå, à ξβ �

íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî

π∗(X
h) = X, K(Xh) = 0,

π∗(η
v) = 0, K(ηv) = η.
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Ëèôòû âåêòîðíûõ ïîëåé è ñå÷åíèé ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûìè

âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà E . Èõ âàæíîñòü ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïðåäëîæåíèå 5.13 Ïóñòü X1, . . . , Xn � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå êàñàòåëüíûå

âåêòîðíûå ïîëÿ íà B è η1, . . . , ηm � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñå÷åíèÿ âåêòîðíî-

ãî ðàññëîåíèÿ (E , π,B). Òîãäà Xh
1 , . . . , X

h
n ; ηv1 , . . . , η

v
m ëèíåéíî íåçàâèñèìûå

âåêòîðíûå ïîëÿ íà E .

Äàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò âûáèðàòü íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè ëèô-

òû âåêòîðíûõ ïîëåé è ñå÷åíèé äëÿ èçó÷åíèÿ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ðàññëîå-

íèÿ. Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü ââèäó, ÷òî ãåîìåòðèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé â ðàññëî-

åíèè íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà èñêëþ÷èòåëüíî íà ëèôòàõ, òàê êàê ëèôòàìè

íå èñ÷åðïûâàåòñÿ âñå ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà E .

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñïå-

öèôèêà âû÷èñëåíèÿ ëèôòîâ ñå÷åíèé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ è ñå÷åíèé êàñà-

òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ áàçû â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ, çàäàííûõ

òåíçîðíûìè ïîëÿìè. Òàê, íàïðèìåð, åñëèR � òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ðàñ-

ñëîåíèÿ, òî äëÿ çàäàííîé òî÷êè (u, ξ) ∈ E íåëüçÿ îïðåäåëèòü âåðòèêàëüíûé

ëèôò (R(X,Y )ξ)v, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå R(X,Y )ξ íå ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ðàñ-

ñëîåíèÿ ââèäó òîãî, ÷òî ξ ôèêñèðîâàííûé âåêòîð ñëîÿ. Îäíàêî, äëÿ êàæäîãî

èç ñå÷åíèé âûáðàííîãî áàçèñà ñå÷åíèé îïðåäåëåí íàáîð ëèôòîâ (R(X, Y )sα)
v.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

(R(X, Y )ξ)v(u,ξ) := ξα(R(X,Y )sα)
v.

Àíàëîãè÷íîå ñîãëàøåíèå ìû ïðèíèìàåì è äëÿ äðóãèõ òåíçîðíûõ ïîëåé.

Ëåììà 5.14 Ïóñòü Xh, Y h è ηv, ζv ëèôòû âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y è ñå÷åíèé

η, ζ â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ E . Òîãäà äëÿ êîììóòàòîðîâ
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ýòèõ ëèôòîâ â òî÷êó p = (u, ξ) èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

[Xh, Y h]p = [X,Y ]hp − (R(X,Y )ξ)vp, [Xh, ηv]p = (∇Xη)
v
p,

[ηv, ζv]p = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèì ïðîñòûå íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ.

[Xh, Y h] =

[X i∂̃i − Γα
βkξ

βXk∂̃n+α, Y
s∂̃s − Γσ

µjξ
µY j∂̃n+σ] = X i∂iY

s∂̃s − Y s∂sX
i∂̃i−

X i∂̃i(Γ
σ
µjξ

µY j)∂̃n+σ + Y s∂̃s(Γ
α
βkξ

βXk)∂̃n+α − Γα
βkξ

βXkΓσ
αjY

j∂̃n+σ+

Γσ
µjξ

µY jΓα
µkX

k∂̃n+α =

[X,Y ]i∂̃i −Γσ
µjξ

µ[X,Y ]j∂̃n+σ − (∂iΓ
α
βk − ∂kΓ

α
βi +Γα

σiΓ
σ
βk −Γα

σkΓ
σ
βi)X

iY kξβ∂̃n+α.

Ñëåäîâàòåëüíî,

[Xh, Y h] = [X,Y ]h − (R(X,Y )ξ)v.

Äàëåå,

[Xh, ηv] =

[X i∂̃i − Γα
βkξ

βXk∂̃n+α, η
σ∂̃n+σ] = X i∂iη

σ∂̃n+σ + Γα
σkη

σXk∂̃n+α = (∇Xη)
v.

Íàêîíåö,

[ηv, ζv] = [ηα∂̃n+α, ζ
β∂̃n+β] = 0,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ, îòìåòèì, ÷òî ãîðè-

çîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåãðèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñâÿç-

íîñòü â ðàññëîåíèè ïëîñêàÿ.



266

5.3. Ìåòðèêà òèïà Ñàñàêè íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè.

Îïðåäåëåíèå 5.15 Ïîñëîéíîé ìåòðèêîé â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè (E , π,B)

íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Q : E → R, îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà êàæ-

äûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé. Åñ-

ëè Q ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, òî è ìåòðèêà íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé.

Ýòî ìåòðèêà çàäàíà íà ñëîÿõ E , íî íå E êàê ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè. Â äàëüíåé-

øåì, îãðàíè÷åíèå ìåòðèêè íà ñëîé Q|F áóäåì îáîçíà÷àòü gF . Êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà gF îïðåäåëÿåò â êàæäîì ñëîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå gF(ξ, η) ∈ R

âèäà

gF(ξ, η) = gFαβ(x)ξ
αηβ,

ãäå gFαβ : B → R � ãëàäêèå ôóíêöèè. Íàëè÷èå ïîñëîéíîé ìåòðèêè åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò óãîë ìåæäó äâóìÿ ñå÷åíèÿìè è äëèíó (ìîäóëü) ñå-

÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.16 Ñâÿçíîñòü â âåêòîðíîì ðàññëîåíèè (E , π,B) íàçûâà-

åòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ ïîñëîéíîé ìåòðèêîé, åñëè

∂Xg
F(ξ, η) = gF(∇Xξ, η) + gF(ξ,∇Xη),

äëÿ ëþáûõ äâóõ ñå÷åíèé ξ, η, ãäå ∂Xg
F(ξ, η) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè gF(ξ, η)

ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ X.

Åñëè B � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, òî â åãî êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè èìå-

åòñÿ äðóãàÿ ïîñëîéíàÿ ìåòðèêà, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç gB. Ñâÿç-

íîñòü â ðàññëîåíèè E íå èìååò îòíîøåíèÿ ê ðèìàíîâîé ìåòðèêå íà áàçå. Ðè-

ìàíîâà ñâÿçíîñòü äëÿ gB íå èìååò ñâÿçè ñî ñâÿçíîñòüþ â ðàññëîåíèè E .



267

Íàëè÷èå ïîñëîéíîé ìåòðèêè è ðèìàíîâîé ìåòðèêè íà áàçå ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü ðèìàíîâó ìåòðèêó íà ðàññëîåíèè E íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì îá-

ðàçîì. À èìåííî, ïóñòü X̃ è Ỹ � äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà E . Ðàññìîòðèì â

òî÷êå p = (u, ξ) ïðîåêöèè

Xh = π∗(X̃), Xv = K(X̃), Yh = π∗(Ỹ ), Yv = K(X̃).

Ïîñêîëüêó (Xh, Yh) ∈ TuB è (Xv, Yv) ∈ Fu, òî îïðåäåëåíû ñêàëÿðíûå ïðîèç-

âåäåíèÿ gBu (Xh, Yh), gFu (Xv, Yv).Îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå g̃(X̃, Ỹ )

ôîðìóëîé

g̃p(X̃, Ỹ ) = gBπ(p)(π∗X̃, π∗Ỹ ) + gFπ(p)(KX̃,KỸ ) = gBu (Xh, Yh) + gFu (Xv, Yv). (5.6)

Ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ (5.6) îòâå÷àåò ðèìàíîâà ìåòðèêà íà E , êîòîðóþ

ìû áóäåì íàçûâàòü ìåòðèêîé òèïà Ñàñàêè íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè. Îò-

íîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè, ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâà

âçàèìíî îðòîãîíàëüíû.

Ëåììà 5.17 Îáîçíà÷èì ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà ìåòðèêè Ñàñàêè íà E ÷å-

ðåç ∇̃. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîìáèíàöèé ëèôòîâ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé è ñå÷åíèé èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

∇̃XhY h = (∇B
XY )h −

(
1
2R(X, Y )ξ

)v
, ∇̃Xhηv = (∇Xη)

v +
(
1
2R̂(ξ, η)X

)h
,

∇̃ηvY
h =

(
1
2R̂(ξ, η)Y

)h
, ∇̃ηvζ

v = 0,

ãäå R : X(B)× X(B)×S(B) → S(B) � òåíçîð êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ðàññëî-

åíèÿ è R̂ : S(B) × S(B) × X(B) → X(B) åãî ñîïðÿæåííûé, îïðåäåëÿåìûé

ôîðìóëîé gB(R̂(ξ, η)X, Y ) = gF(R(X, Y )ξ, η).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå Êîøóëÿ, äëÿ Xh è Y h èìååì

2g̃(∇̃XhY h, Zh) =

Xhg(Y, Z) + Y hg(X,Z)− Zhg(X,Y )− g̃(Xh, [Y h, Zh])− g̃(Y h, [Xh, Zh])+

g̃(Zh, [Xh, Y h]) =

Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Z(X, Y )− g(X, [Y, Z])− g(Y, [X,Z]) + g(Z, [X, Y ]) =

2g(∇B
XY, Z) = 2g̃((∇B

XY )h, Zh);

2g̃(∇̃XhY h, ηv) = −ηvg(X, Y )− g̃(Xh, [Y h, ηv])− g̃(Y h, [Xh, ηv])+

g̃(ηv, [Xh, Y h]) = −gF(R(X, Y )ξ, η) = −g̃((R(X, Y )ξ)h, ηv).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∇̃XhY h = (∇B
XY )h − 1

2

(
R(X, Y )ξ

)v
.

Äëÿ Xh è ηv èìååì

2g̃(∇̃Xhηv, Zh) = ηvg(X,Z)− g̃(Xh, [ηv, Zh])− g̃(ηv, [Xh, Zh])+

g̃(Zh, [Xh, ηv]) = gF(R(X,Z)ξ, η) = g(R̂(ξ, η)X,Z) = g̃((R̂(ξ, η)X)h, Zh);

2g̃(∇̃Xhηv, ζv) = XhgF(η, ζ)− g̃(ηv, [Xh, ζv]) + g̃(ζv, [Xh, ηv]) =

gF(∇F
Xη, ζ) + gF(η,∇F

Xζ)− gF(η,∇F
Xζ) + gF(∇F

Xη, ζ)

= 2gF(∇F
Xη, ζ) = 2gF((∇F

Xη)
v, ζv).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∇̃Xhηv = (∇F
Xη)

v +
1

2

(
R̂(ξ, η)X

)h
.
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Äëÿ ηv è Y h èìååì

2g̃(∇̃ηvY
h, Zh) =

ηvg(Y, Z)− g̃(ηv, [Y h, Zh])− g̃(Y h, [ηv, Zh]) + g̃(Zh, [ηv, Y h]) =

gB(R(Y, Z)ξ, η) = g(R̂(ξ, η)Y, Z) = g̃((R̂(ξ, η)Y )h, Zh);

2g̃(∇̃ηvY
h, ζv) = Y hgB(η, ζ)− g̃(ηv, [Y h, ζv])− g̃(Y h, [ηh, ζv])+ g̃(ζv, [ηv, Y h]) =

gB(∇Y η, ζ) + gB(η,∇Y ζ)− gB(∇Y ζ, η)− gB(∇Y η, ζ) = 0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∇̃ηvY
h =

1

2

(
R̂(ξ, η)Y

)h
.

Äëÿ ηv è ζv âû÷èñëåíèÿ òðèâèàëüíû.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî

Ñëåäñòâèå 5.18 Îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè òèïà Ñàñàêè íà âåêòîðíîì ðàñ-

ñëîåíèè E

• ñëîè ðàññëîåíèÿ E ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè;

• ñâÿçíîñòü, èíäóöèðîâàííàÿ íà ñëîÿõ ñâÿçíîñòüþ E , ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé;

• íîðìàëüíàÿ ñâÿçíîñòü ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðîì R̂(ξ, η)X;

• ãîðèçîíòàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå H ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì.

Èñïîëüçóÿ Ëåììû 5.14 è 5.17, íåòðóäíî ñîñ÷èòàòü îïåðàòîð êðèâèçíû

ðàññëîåíèÿ ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè.
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Ëåììà 5.19 Îáîçíà÷èì ÷åðåç R̃ òåíçîð êðèâèçíû ìåòðèêè òèïà Ñàñàêè

íà E . Òîãäà, íà êîìáèíàöèÿõ ëèôòîâ â òî÷êó p = (u, ξ) ∈ E , òåíçîð R̃

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

R̃(ηv, ζv)χv = 0,

R̃(ηv, ζv)Zh =
(
R̂(η, ζ)Z + 1

4R̂(ξ, η)R̂(ξ, ζ)Z − 1
4R̂(ξ, ζ)R̂(ξ, η)Z

)h
,

R̃(Xh, ζv)χv = −
(
1
2R̂(ζ, χ)X + 1

4R̂(ξ, ζ)R̂(ξ, χ)X
)h
,

R̃(Xh, ζv)Zh =
(
1
2R(X,Z)ζ + 1

4R(R̂(ξ, ζ)Z,X)ξ
)v

+
(
1
2(DXR̂)(ξ, ζ)Z

)h
,

R̃(Xh, Y h)χv =
(
R(X, Y )χ+ 1

4R(R̂(ξ, χ)Y,X)ξ − 1
4R(R̂(ξ, χ)X, Y )ξ

)v
+

1
2

(
(DXR̂)(ξ, χ)Y − (DY R̂)(ξ, χ)X

)h
,

R̃(Xh, Y h)Zh =
(
RB(X,Y )Z + 1

4R̂(ξ,R(X,Z)ξ)Y − 1
4R̂(ξ,R(Y, Z)ξ)X+

1
2R̂(ξ,R(X, Y )ξ)Z

)h
+
(
1
2(DZR)(X,Y )ξ

)v
,

ãäå ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç RB � òåíçîð êðèâèçíû ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè íà

áàçå è

(DXR̂)(ξ, η)Z := ∇B
X

(
R̂(ξ, η)Z

)
− R̂(ξ,∇Xη)Z − R̂(ξ, η)∇B

XZ,

(DZR)(X, Y )ξ := ∇Z

(
R(X, Y )ξ

)
−R(∇B

ZX, Y )ξ −R(X,∇B
ZY )ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðèìåð, âû÷èñëèì ∇̃ηv(R(X,Y )ξ)v. Èìååì,

∇̃ηv(R(X,Y )ξ)v =

ησ∂n+σ

(
ξβ(R(X,Y )sβ)

v
)
+ ξβ∇ηv

(
R(X,Y )sβ

)v
=
(
R(X,Y )η

)v
.
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C ó÷åòîì ýòîãî, â òî÷êå p = (u, ξ) ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ îäíîé èç

êîìïîíåíò áóäóò ñëåäóþùèå.

R̃(Xh, ηv)Zh = ∇̃Xh∇̃ηvZ
h − ∇̃ηv∇̃XhZh − ∇̃[Xh,ηv]Z

h =

∇̃Xh

(1
2
R̂(ξ, η)Z

)h
− ∇̃ηv

(
(∇B

XZ)
h −

(1
2
R(X,Z)ξ

)v)− ∇̃(∇Xη)vZ
h =

1

2

(
∇B

X

(
R̂(ξ, η)Z

))h
− 1

4

(
R(X, R̂(ξ, η)Z)ξ

)v
− 1

2

(
R̂(ξ, η)∇B

XZ
)h

−
1

2

(
R̂(ξ,∇Xη)Z

)h
+

1

2

(
R(X,Z)η

)v
=
(1
2
R(X,Z)η +

1

4
R(R̂(ξ, η)Z,X)ξ

)v
+

1

2

(
∇B

X

(
R̂(ξ, η)Z

)
− R̂(ξ,∇Xη)Z − R̂(ξ, η)∇B

XZ
)h
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå p = (u, ξ) èìååì

R̃(Xh, ηv)Zh =
(1
2
R(X,Z)η +

1

4
R(R̂(ξ, η)Z,X)ξ

)v
+

1

2

((
DXR̂

)
(ξ, η)Z

)h
Îñòàëüíûå ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ ãåîìåòðèÿ ðàññëîåíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì êðèâèçíîé ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè è ëèøü íåçíà÷è-

òåëüíî êðèâèçíîé áàçîâîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Ïóñòü (E , π,B) âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ñ ïîñëîéíîé ìåòðèêîé gF . Ãèïåð-

ïîâåðõíîñòü â E , çàäàííàÿ óðàâíåíèåì gF(ξ, ξ) = r2, ÿâëÿåòñÿ ïîäðàññëîåíè-

åì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E ñ òîé æå áàçîé è ïðîåêöèåé, íî ñî ñëîåì, èçî-

ìåòðè÷íûì ñôåðå ðàäèóñà r. Ýòà ãèïåðïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì

ðàññëîåíèåì íàä B è îáîçíà÷àåòñÿ (Er, π,B) èëè Er äëÿ êðàòêîñòè.

Ìåòðèêà òèïà Ñàñàêè íà E èíäóöèðóåò ìåòðèêó íà Er, êîòîðàÿ òàê

æå íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé òèïà Ñàñàêè íà Er. Ïîëå åäèíè÷íûõ íîðìàëåé äëÿ

Er ⊂ E ñîñòàâëÿåò âåêòîðíîå ïîëå 1
rξ

v. Ââèäó âåðòèêàëüíîñòè ïîëÿ íîðìà-

ëåé, ãîðèçîíòàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà E è E1 ñîâïàäàþò. ×òî æå êàñàåòñÿ

âåðòèêàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî îíî ïîñëîéíî îðòîãîíàëüíî âåêòîðó ξv. Ýòî

íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òàíãåíöèàëüíûé ëèôò ñå÷åíèÿ η : B → E
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ôîðìóëîé

ηtg = ηv − 1

r2
gF(η, ξ)ξv. (5.7)

Ïî ñóùåñòâó ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êîððåêòíîãî âåðòèêàëüíîãî ïîäíÿòèÿ ñå-

÷åíèÿ â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê Er ñëåäóåò áðàòü îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâ-

ëÿþùóþ âåêòîðà ñå÷åíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê "òî÷êå" ξ. Èñïîëüçóÿ Ëåììó 5.17

ëåãêî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 5.20 Îáîçíà÷èì ðèìàíîâó ñâÿçíîñòü ìåòðèêè Ñàñàêè íà Er ÷åðåç

∇̄. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîìáèíàöèé ëèôòîâ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé è ñå÷åíèé èìåþò ìåñòî ôîðìóëû

∇̄XhY h = (∇B
XY )h −

(
1
2R(X,Y )ξ

)tg
, ∇̄ηtgY

h =
(
1
2R̂(ξ, η)Y

)h
,

∇̄Xhηtg = (∇Xη)
tg +

(
1
2R̂(ξ, η)X

)h
, ∇̄ηtgζ

tg = −gF(ζ, ξ)ηtg.

5.4. Ìèíèìàëüíûå è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ñå÷åíèÿ ðàññëîå-

íèé.
Ðàññìîòðèì åäèíè÷íîå ñå÷åíèå ξ : B → E1 êàê (ëîêàëüíîå) âëîæåíèå

áàçû â (E1, g̃).

Îïðåäåëåíèå 5.21 Ïóñòü (E1, g̃) åäèíè÷íîå ðàññëîåíèå ñ ìåòðèêîé òè-

ïà Ñàñàêè. Åäèíè÷íîå ñå÷åíèå ξ : B → (E1, g̃) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì,

åñëè ξ(B) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì. Åäèíè÷íîå ñå÷åíèå

ξ : B → (E1, g̃) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì, åñëè ξ(B) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì.
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Äëÿ äàííîãî åäèíè÷íîãî ñå÷åíèÿ ξ, åãî äèôôåðåíöèàë ξ∗ : TB → TE1 äåé-

ñòâóåò êàê

ξ∗X = Xh + (∇Xξ)
v.

Îïðåäåëèì àíàëîã îïåðàòîðà Íîìèäçó Aξ : TuB → Fu è åãî ñîïðÿæåííûé

At
ξ : Fu → TuB ôîðìóëàìè

AξX = −∇Xξ, gB(At
ξη,X) = gF(AξX, η).

Òîãäà ξ-êàñàòåëüíûå è ξ-íîðìàëüíûå îòîáðàæåíèÿ äëÿ ξ(B) ìîãóò áûòü îïè-

ñàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ∗ : TB → Tξ(B), ξ∗(X) = Xh − (AξX)tg;

ñ : F → T⊥ξ(B), ñ(η) = (At
ξη)

h + ηtg

Ââåäåì òàêæå àíàëîãè ãðóáîãî ãåññèàíà è òåíçîðà ãàðìîíè÷íîñòè âåêòîðíîãî

ïîëÿ äëÿ ñå÷åíèé åäèíè÷íîãî ðàññëîåíèÿ ôîðìóëàìè:

Hessξ(X,Y ) = 1
2

(
(∇XAξ)Y + (∇YAξ)X

)
,

Υξ(X, Y ) = 1
2

(
R̂(AξX, ξ)Y + R̂(AξY, ξ)X

)
.

Â ýòèõ òåðìèíàõ, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ìû äîêàçû-

âàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.22 Âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ξ(M) ⊂ (E1, g̃) îòíîñèòåëü-

íî ïðîèçâîëüíîé íîðìàëè ñ(η) èìååò âèä

Ω̃ñ(η)(ξ∗X, ξ∗Y ) = gF
(
Hessξ(X, Y )− Aξ(Υξ(X, Y )), η′

)
,

ãäå η′ = η − gF(η, ξ)ξ.

C î÷åâèäíîñòüþ, óñëîâèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè äëÿ ξ(M) ⊂ (E1, g̃) ïðèíèìàåò

ñëåäóþùèé âèä.
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Ëåììà 5.23 Åäèíè÷íîå ñå÷åíèå ξ ðàññëîåíèÿ E1 ïîðîæäàåò âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(Mn) ⊂ (E1, g̃) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

Hessξ(X,Y )− AξΥξ(X, Y )− gF(AξX,AξY ) ξ = 0 (5.8)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé X, Y ∈ X(B).

Îòñóòñòâèå ñâÿçè ìåæäó ñâîéñòâàìè ñâÿçíîñòè ðàññëîåíèÿ è ðèìàíîâîé ìåò-

ðèêîé áàçû ñóùåñòâåííî îáîãàùàåò ãåîìåòðèþ ðàññëîåíèé è èõ ñå÷åíèé. Íè-

æå ìû èëëþñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå ïðîñòåéøèì íå òðèâèàëüíûì ñëó÷àåì

åäèíè÷íîãî ðàññëîåíèÿ, à èìåííî, äëÿ n = dimB = 2 è m = dimF = 2.

Äëÿ òàêèõ ðàññëîåíèÿ ìû èñïîëüçóåì òåðìèí "ðàññëîåíèå íà îêðóæíîñòè

íàä ïîâåðõíîñòüþ". Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàññìîòðèì âîïðîñû ìèíèìàëüíîñòè è

âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ íà îêðóæíîñòè íàä ïîâåðõíîñòüþ.

Òåîðåìà 5.24 Ïóñòü ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè π : E → B ïëîñêàÿ. Åñëè ξ

åäèíè÷íîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ íà îêðóæíîñòè íàä ïî-

âåðõíîñòüþ, òî

• ξ � ïàðàëëåëüíîå åäèíè÷íîå ñå÷åíèå â ñëó÷àå íå ïëîñêîé áàçû;

• ξ � åäèíè÷íîå ñå÷åíèå ñ ëèíåéíîé óãëîâîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ïà-

ðàëëåëüíîãî ðåïåðà ñå÷åíèé â ñëó÷àå ïëîñêîé áàçû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå ïëîñêîé ñâÿçíîñòè ðàññëîåíèÿ, îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç s1 è s2 åäèíè÷íûå ïàðàëëåëüíûå ñå÷åíèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî
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ñå÷åíèÿ ξ ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

ξ = cos θ s1 + sin θ s1,

ãäå θ : B → R íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ξ⊥ = − sin θ s1 +

cos θ s2. Òîãäà AξX = −∇F
Xξ = −X(θ)ξ⊥, ∇F

Xξ
⊥ = −X(θ)ξ è ñëåäîâàòåëüíî

(∇F
XAξ)Y = ∇F

X(AξY )− Aξ(∇B
XY ) = −∇F

X(Y (θ)ξ⊥) + (∇B
XY )(θ)ξ⊥ =

− (XY )(θ)ξ⊥ +X(θ)Y (θ)ξ + (∇B
XY )(θ)ξ⊥.

Çàìåòèì, ÷òî (XY )(θ) = (∂XY + ∂XY )θ, ∇B
XY (θ) = (∂XY + ΓB(X,Y ))θ, à

çíà÷èò

(∇F
XAξ)Y = −(∂XY − ΓB(X, Y ))(θ)ξ⊥ +X(θ)Y (θ)ξ =

−∇B
X(dθ)(Y )ξ⊥ +X(θ)Y (θ)ξ = (∇F

YAξ)X.

Â òàêîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå (5.8) ñâîäèòñÿ ê −2∇B
X(dθ)(Y )ξ⊥ = 0. Ïîýòîìó,

ëèáî dθ = 0, ëèáî dθ åñòü íå íóëåâàÿ ïàðàëëåëüíàÿ 1-ôîðìà íà áàçîâîì ìíîãî-

îáðàçèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ξ åñòü ïàðàëëåëüíîå åäèíè÷íîå ñå÷åíèå. Âî âòîðîì

ñëó÷àå áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå

ïîëå (à èìåííî, grad θ) è çíà÷èò áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå ïëîñêîå. Âûáðàâ äå-

êàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà áàçå, ìû âèäèì, ÷òî θ åñòü

ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Â ñëó÷àå íåïëîñêîé ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áè-

ñåêöèîííóþ êðèâèçíó ñâÿçíîñòè â E ôîðìóëîé

κ(X ∧ Y, ξ ∧ η) =
gF
(
RF(X,Y )ξ, η

)
|X ∧ Y |B · |ξ ∧ η|F

,

ãäå X,Y ∈ X(B) è ξ, η ∈ S(B). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ êàñàòåëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ ýòî åñòü Ãàóññîâà êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè, à äëÿ ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî

ðàññëîåíèÿ ýòî åñòü Ãàóññîâî êðó÷åíèå ïîâåðõíîñòè â ðèìàíîâîì ìíîãîîáðà-

çèè M 4. Åñëè îáà ðåïåðà îðòîíîðìèðîâàíû, òî κ = gF
(
RF(X, Y )ξ, η

)
.
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Èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè, ÿäðîAξ íåïóñòî. Îáîçíà÷èìZ = kerAξ ⊂

X(B), I = imAξ ⊂ ξ⊥ ⊂ S(B). Åñëè Zq = TqB äëÿ âñåõ q ∈ B, òî çíà÷èò

ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè ïëîñêàÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, TqB = Zq⊕Z⊥
q . Òàê ÷òî äëÿ

äàííîãî ñå÷åíèÿ ξ ìû èìååì äâà âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ Z

è Z⊥ íà B. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò Ëåììó 4.7.

Ëåììà 5.25 Ïóñòü ξ åäèíè÷íîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ íà îêðóæíîñòè π :

E1 → B íàä ïîâåðõíîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè

π : E → B íå ïëîñêàÿ. Òîãäà îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà

(e1, e2) íà áàçå òàêîãî, ÷òî Z = Span {e1} è Z⊥ = Span {e2}, ìàòðèöà

âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû Ω̃ äëÿ ξ(B) ⊂ E1 èìååò âèä

Ω =


−k1 sin(α/2) 1

2(e1(α)− κ)

1
2(e1(α)− κ) 1

2e2(α) cos(α/2)

 (5.9)

ãäå κ � áè-ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà E , α/2 åñòü óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ñ ãèïåð-

ïîâåðõíîñòè ξ(B) è âåðòèêàëüíûì (îäíîìåðíûì) ïîäïðîñòðàíñòâîì, à k1

� ãåîäåçè÷åñêàÿ êðèâèçíà òðàåêòîðèé ïîëÿ e1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.7 ñ íîâûì

ïîíèìàíèåì îïåðàòîðà Íîìèäçó è ïðèâåäåíî â [119]. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ,

ìû íàõîäèì äèâåðãåíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Ñëåäñòâèå 5.26 Ïóñòü ξåäèíè÷íîå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ íà îêðóæíîñòè π :

E1 → B íàä ïîâåðõíîñòüþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè

π : E → B íå ïëîñêàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ñðåäíþþ êðèâèçíó ξ(B) è ÷å-
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ðåç ñh ãîðèçîíòàëüíóþ ïðîåêöèþ åäèíè÷íîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

íà ξ(B) ⊂ E1. Òîãäà H̃ = 1
2div(ñh).

Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò Ñëåäñòâèÿ 5.26 ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ôîðìóëû

äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ÿâíî çàäàííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â E3.

Äëÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ íà îêðóæíîñòè íàä ïî-

âåðõíîñòüþ àíàëîã Òåîðåìû 4.38 èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Òåîðåìà 5.27 Ïóñòü π : E1 → B ðàññëîåíèå íà îêðóæíîñòè íàä ïîâåðõ-

íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè π : E → B íå ïëîñêàÿ.

Òîãäà E1 äîïóñêàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå ñå÷åíèå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà áàçà B ëîêàëüíî èçîìåòðè÷íà

(M2, ds2 = du2 + sin2 α(u)dv2)

è áè-ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà E óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ κ = α̇(u).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü E1 äîïóñêàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ñå÷åíèå. Òàê êàê

κ ̸= 0, òî ñå÷åíèå íå ïàðàëëåëüíî è çíà÷èò ïîâåðõíîñòü ξ(B) íå ãîðèçîíòàëü-

íà. Ñëåäîâàòåëüíî, íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå B ìû èìååì α ̸= 0. Ïóñòü

D ⊂ B åñòü îáëàñòü, ãäå α ̸= 0. Âûáåðåì ðåïåð (e1, e2) êàê â Ëåììå 5.25.

Òîãäà ξ(B) âïîëíå ãåîäåçè÷íî åñëè, â ÷àñòíîñòè, e2(α) ≡ 0, k1 ≡ 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, òðàåêòîðèè ïîëÿ e1 ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè, à óãëîâàÿ ôóíêöèÿ

α ïîñòîÿííà âäîëü e2.

Âûáåðåì íà áàçå ïîëóãåîäåçè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (u, v) òàêóþ,

÷òî ∂u = e1, ∂v = f(u, v) e2, ãäå f(u, v) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ áåç íóëåé â

îáëàñòè D. Òîãäà ds2 = du2 + f 2dv2. Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ, óñëîâèÿ íà α ïðè-

ìóò âèä ∂vα = 0, ∂uα = κ, à çíà÷èò κ = α̇. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðÿìîå

âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî RF(e1, e2)ξ = (e1(λ) − k2λ)η, ãäå λ = tan(α/2)�



278

íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà −Aξ. Èç îïðåäåëåíèÿ κ, íàõîäèì

α̇ = κ = α̇
2 cos2(α/2) − tan(α/2)k2. Òàê êàê α = α(u) , òî k2 = k2(u). Îòíîñè-

òåëüíî âûáðàííûõ êîîðäèíàò, k2 = −∂uf
f . Ïîýòîìó, f(u, v) = a(v)h(u) è ïîñëå

çàìåíû ïàðàìåòðà, ïîëó÷àåì ds2 = du2+h2(u) dv2. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì

ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî h(u) âèäà

α̇ =
α̇

2 cos2(α/2)
− tan(α/2)(−ḣ

h
),

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä h(u) = C sinα. Ïîñëå çàìåíû ïàðàìåòðîâ,

ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ ds2 = du2 + sin2 α dv2.

Îáðàòíî, ïóñòü π : E1 → B åäèíè÷íîå ðàññëîåíèå íà îêðóæíîñòè íàä

ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì
(
B, ds2 = du2+sin2 α(u) dv2

)
ñ áè-ñåêöèîííîé êðè-

âèçíîé ñâÿçíîñòè ðàññëîåíèÿ κ = α̇(u). Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå ξ

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

∇B
∂u
ξ = 0, ∇B

∂v
ξ = 2 sin2(α/2)η

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñå÷åíèÿ {s1, s2} è ïî-

ëîæèì

ξ = cos θ s1 + sin θ s2, η = − sin θ s1 + cos θ s2,

ãäå θ åñòü íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà èñêîìîå ñå÷åíèå åñòü ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé⟨
∇B

∂u
ξ, η
⟩
= ∂uθ + γ21|1 = 0,

⟨
∇B

∂v
ξ, η
⟩
= ∂vθ + γ21|2 = 2 sin2(α/2)

èëè

∂1θ = γ12|1, ∂2θ = γ12|2 + 2 sin2(α/2).

Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä

∂2γ
1
2|1 − ∂1γ

1
2|2 = 2 sin(α/2) cos(α/2)α̇ = sin(α)α̇.
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Â ëåâîé ÷àñòè ìû èìååì âûðàæåíèå äëÿ gF
(
RF(∂1, ∂2)s1, s2

)
. Ïî îïðåäåëå-

íèþ,

gF
(
RF(∂1, ∂2)s1, s2

)
sinα

= κ.

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå α̇ = κ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ïîëó÷åí-

íîé ñèñòåìû.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàññëîå-

íèÿ, íå ñîäåðæèò èíôîðìàöèè î "âèäå" ñå÷åíèÿ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî

áàçèñ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàí íåçàâèñèìî îò êàñàòåëüíîãî ê

áàçå áàçèñà âåêòîðíûõ ïîëåé.

Ìèíèìàëüíûå è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ñå÷åíèÿ (åäèíè÷íîãî) íîð-

ìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñâîéñòâî ìèíèìàëüíî-

ñòè è âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè åäèíè÷íîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â "ìî-

äåëüíîì" ñëó÷àå åäèíè÷íîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà F 2 âM4. Ñâÿç-

íîñòüþ ðàññëîåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíàÿ ñâÿçíîñòü ïîäìíîãî-

îáðàçèÿ, òî åñòü, ∇ = ∇⊥, à òåíçîðîì êðèâèçíû ñâÿçíîñòè, ÿâëÿåòñÿ òåíîð

êðèâèçíû ñâÿçíîñòè íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ [85]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáî-

çíà÷åíèÿõ ðàçäåëà 5.1 ìû èìååì R(X, Y )ξ = R⊥(X, Y )ξ. Îïåðàòîð Íîìèäçó

AξX = −∇⊥
Xξ.

Ïóñòü {ei}i=1,2 è {nα}α=1,2 áàçèñû êàñàòåëüíûõ è íîðìàëüíûõ âåêòîð-

íûõ ïîëåé íà F 2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ðàçëîæåíèÿ êîâàðèàíòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ ∇⊥
ei
nα = γβα|inβ îïðåäåëÿþò êîìïîíåíòû íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè γβα|i.

Îíè çàâèñÿò îò âûáîðà êàñàòåëüíîãî è íîðìàëüíîãî ðåïåðîâ. Åñëè áàçèñ íîð-

ìàëåé îðòîíîðìèðîâàí, à â êà÷åñòâå áàçèñíûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé âûáðàíû êîîðäèíàòíûå âåêòîðíûé ïîëÿ {ei = ∂/∂ui}i=1,2, òî êîìïîíåí-

òû íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè îáû÷íî íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè êðó÷åíèÿ. Â

ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî êîñàÿ ñèììåòðèÿ γβα|i = −γαβ|i. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ
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1-ôîðìà ω = γ21|i du
i íàçûâàåòñÿ ôîðìîé êðó÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðåïåðà ïîä-

ìíîãîîáðàçèÿ F 2 ⊂ M4. Îíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà. Êàñàòåëüíîå

âåêòîðíîå ïîëå τ , äâîéñòâåííîå 1-ôîðìå ω, åñòåñòâåííî íàçûâàòü âåêòîðíûì

ïîëåì êðó÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðåïåðà ïîäìíîãîîáðàçèÿ F 2 ⊂ M 4. Ïîëå τ ÿâ-

ëÿåòñÿ íóëåâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íîðìàëüíûé ðåïåð íà F 2 ⊂ M 4

ïàðàëëåëåí â íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè. Òàêîé ðåïåð ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ïîäìíîãîîáðàçèå èìååò ïëîñêóþ íîðìàëüíóþ ñâÿçíîñòü. Ïðè

ôèêñèðîâàííîì êàñàòåëüíîì ðåïåðå, çàâèñèìîñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ τ îò âûáî-

ðà íîðìàëüíîãî ðåïåðà èìååò âèä τ̃ = τ +grad (φ) ãäå φ � ôóíêöèÿ âàðèàöèè

íîðìàëüíîãî ðåïåðà (îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî).

Äàííîå åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ξ íà F 2 ⊂M 4 îïðåäåëÿåò

åäèíñòâåííûé (ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî) íîðìàëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé

ðåïåð (ξ, η), à çíà÷èò è åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî íàïðàâëåíèÿ) êàñàòåëü-

íîå âåêòîðíîå ïîëå τ . Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî íàçûâàòü

ïîëå τ âåêòîðíûì ïîëåì êðó÷åíèÿ íîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ.

Âûáåðåì n1 = ξ è n2 = η â êà÷åñòâå áàçèñà íîðìàëåé. Äëÿ ïðîèçâîëüíî

âûáðàííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî êàñàòåëüíîãî áàçèñà íà ïîâåðõíîñòè èìååì

ðàçëîæåíèÿ

∇⊥
e1
ξ = γ21|1η, ∇⊥

e2
ξ = γ21|2η.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðíîå ïîëå êðó÷åíèÿ τ = γ21|1e1+γ
2
1|2e2. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî ïîëå ν = −γ21|2e1 + γ21|1e2 è ïîëå τ òàêîâû, ÷òî

∇⊥
ν ξ = 0, ∇⊥

τ ξ =
(
(γ21|1)

2 + (γ21|2)
2
)
η = |τ |2η. (5.10)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå − τ
|τ | åäèíè÷íûì ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåê-

òîðîì îïåðàòîðà Íîìèäçó, à åãî äëèíà |τ | ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïîëàãàÿ e1 = ν è e2 = − τ
|τ | , ìû ïîëó÷àåì êàñàòåëüíûé
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áàçèñ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì Ëåììû 5.25, à èìåííî,

Aξe1 = 0, Aξe2 = λη,

ãäå λ = |τ |. Ñëåäîâàòåëüíî, êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è åäèíè÷íûé âåêòîð

íîðìàëè íà ξ(F 2) ⊂ N1F
2 èìåþò âèä

ẽ1 = eh1 , ẽ2 =
1√

1 + λ2

(
eh2 − ληv

)
, ñ =

1√
1 + λ2

(
λeh2 + ηv

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî π∗(ñ) = − 1√
1+|τ |2

τ è ìû íàõîäèì, ÷òî ïî Ëåììå 5.26 ñðåäíÿÿ

êðèâèçíà ξ(F 2) ⊂ N1F
2 âûðàæàåòñÿ êàê

H = −1

2
div
( 1√

1 + |τ |2
τ
)

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ êîìïëåêñíîé êðèâîé êàê ïîâåðõíîñòè â E4, çàäàâà-

åìîé âåêòîð-ôóíêöèåé r⃗ = {x, y, u(x, y), v(x, y)}, ãäå ôóíêöèè u è v óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà, âåêòîðíîå ïîëå êðó÷åíèÿ òàêîâî, ÷òî

div(τ) = 0, |τ |2 = 1

2
κΓ|grad(u)|2

√
det g,

ãäå κΓ � ãàóññîâî êðó÷åíèå ïîâåðõíîñòè, à g � ìàòðèöà ïåðâîé ôóíäàìåíòàëü-

íîé ôîðìû.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîìïëåêñíîé êðèâîé w = ez èìååì u = ex cos y, ïîýòî-

ìó ãàóññîâà êðèâèçíà è ãàóññîâî êðó÷åíèå èìåþò âèä K = −κΓ = −2 e2x

(1+e2x)3 ,

âåêòîðíîå ïîëå êðó÷åíèÿ τ = − e2x

(1+e2x)2 ∂y, |τ |2 = e4x

(1+e2x)3 è ëþáîå âåêòîð-

íîå ïîëå, ñîñòàâëÿþùåå ïîñòîÿííûé óãîë ñ êàíîíè÷åñêèì ïîëåì íîðìàëåé

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, òàê êàê
⟨
grad (|τ |2), τ

⟩
= 0.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëîè â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè

TM 2 ñ ìåòðèêîé Ñàñàêè êàê ïîäìíîãîîáðàçèÿ êîðàçìåðíîñòè 2. Èçâåñòíî, ÷òî

ñëîè ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííå ïëîñêèìè è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèìè ïîäìíîãîîáðà-

çèÿìè. Êàñàòåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ê ñëîþ TxM
2 èìåþò âèä ηvx, ζ

v
x, à áàçèñ

ïîëÿ íîðìàëåé ñîñòàâëÿþò âåêòîðû Xh
x , Y

h
x . Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé òî÷êå

(x, ξ) òåíçîð êðèâèçíû íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè ñëîÿ îïðåäåëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé
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òåíçîðà êðèâèçíû TM 2 âèäà g̃(x,ξ)
(
R̃(ηv, ζv)Xh, Y h

)
= gx

(
R(η, ζ)X,Y ). Åñëè

âûáðàòü ïàðû (η, ζ) ∈ TxM
2 è (X, Y ) ∈ TxM

2, ñîñòîÿùèìè èç åäèíè÷íûõ

âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, òî ñ î÷åâèäíîñòüþ íàõîäèì, ÷òî ãàóññîâî

êðó÷åíèå ñëîåâ èìååò âèä κ̃Γ = K(x), ãäå K(x) � ãàóññîâà êðèâèçíà M2 â

òî÷êå x ∈M 2.

Çíà÷èò, êàæäûé ñëîé ðàññëîåíèÿ TM 2 èìååò ïîñòîÿííîå ãàóññîâî êðó-

÷åíèå, ðàâíîå ãàóññîâîé êðèâèçíå ìíîãîîáðàçèÿ â äàííîé òî÷êå.

Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

τ = K(x){−ξ2, ξ1}, ñh = − K(x){−ξ2, ξ1}√
1 +K2(x)((ξ1)2 + (ξ2)2)

.

Îòñþäà,

div (ñh) = ∂ξ1Z
1 + ∂ξ2Z

2 =
K3(x)

(1 +K2(x)|ξ|2)3/2
(−ξ2ξ1 + ξ1ξ2) = 0.

Ïîýòîìó ëþáîå åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ñëîÿ TxM
2 âèäà Xh

x

ìèíèìàëüíî â åäèíè÷íîì íîðìàëüíîì ðàññëîåíèè ñëîÿ.

Âåêòîðíîå ïîëå ν â ôîðìóëàõ (5.10) òàê æå èìååò îïðåäåëåííûé ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Ïðåäëîæåíèå 5.28 Ïóñòü ξ � íîðìàëüíîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå íà

F 2 ⊂ M 4. Ïóñòü τ � âåêòîðíîå ïîëå êðó÷åíèÿ ïîëÿ ξ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν

âåêòîðíîå ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì ïîâîðîòà ïîëÿ τ íà óãîë +π/2.

Òîãäà Ãàóññîâî êðó÷åíèå κΓ ïîâåðõíîñòè F 2 ìîæåò áûòü âûðàæåíî ôîð-

ìóëîé κΓ = −div (ν)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ξ � äàííîå åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå

ïîëå. Ïóñòü (eτ , eν) � îðòû ïîëåé τ è ν ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

∇eτeτ = kτeν ∇eνeν = kνeτ

∇eτeν = −kτeτ ∇eνeτ = −kνeν.
(5.11)

ãäå kτ è kν � ãåîäåçè÷åñêèå êðèâèçíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ

êðèâûõ. Êðîìå òîãî, â ñèëó òàêîãî âûáîðà êàñàòåëüíîãî áàçèñà

∇⊥
eτ
ξ = λ η, ∇⊥

eν
ξ = 0,

ãäå η � åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, îðòîãîíàëüíîå ξ è λ = |τ |.

Ãàóññîâî êðó÷åíèå âû÷èñëèì â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (eν, eτ , ξ, η):

κΓ =
⟨
R⊥(eν, eτ)ξ, η

⟩
=
⟨
∇⊥

eν
∇⊥

eτ
ξ −∇⊥

eτ
∇⊥

eν
ξ −∇⊥

[eν ,eτ ]
ξ, η
⟩
=⟨

∇⊥
eν
(λη)−∇⊥

−kνeν+kτeτ
ξ, η
⟩
=
⟨
eν(λ)η + λ∇⊥

eν
η − kτλ η, η

⟩
= eν(λ)− kτλ.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî kτ = div (eν), eν(λ) =
⟨
grad (λ), eν

⟩
, à ïîýòîìó

eν(λ)− kτλ = −div (λeν) = −div (ν),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âûðàæåíèÿ (5.9) â ïðèìåíåíèè ê åäèíè÷íîìó ñå÷åíèþ íîðìàëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ ïðèìåò âèä

Ω =

 sin(α/2) kν
1
2(eν(α)− κΓ)

1
2(eν(α)− κΓ)

1
2 cos(α/2) eτ(α)

 .
Òåîðåìà 5.29 Ïàðàëëåëüíîå â íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè åäèíè÷íîå âåêòîðíîå

ïîëå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà íà ïîñòîÿííûé óãîë

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ïîëåì íà ïîäìíîãîîáðàçèè F 2 ⊂ M 4 ñ ïëîñêîé íîð-

ìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüM 4 äîïóñêàåò ïîäìíîãîîáðàçèå ñ ïëîñêîé íîðìàëü-

íîé ñâÿçíîñòüþ. Òîãäà íà F 2 èìååòñÿ ïàðàëëåëüíîå â íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè

âåêòîðíîå ïîëå ξ. Äëÿ òàêîãî ïîëÿ, î÷åâèäíî, λ = 0 è òàêîå ïîëå ïîðîæäàåò

ãîðèçîíòàëüíîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â M 4.

Ïóñòü ξ(φ) åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå, ñîñòàâëÿþùåå óãîë

φ ñ ïàðàëëåëüíûì ïîëåì. Òîãäà

λ = |gradφ|, cosα =
1√

1 + |gradφ|2
,

à çíà÷èò ïîëÿ τ è ν íåíóëåâûå. Íî òàê êàê óñëîâèå âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè

âëå÷åò eτ(α) = eν(α) = 0, òî |gradφ| = λ = const. Íî òîãäà èç ôîðìóëû

äëÿ êðó÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî kτ = 0. Èç âòîðîé ôîðìû òîãäà íàõîäèì, ÷òî

kν = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà F 2 åñòü äâà ñåìåéñòâà âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ

ãåîäåçè÷åñêèé ëèíèé. Òîãäà ìåòðèêà íà F 2 åñòü ìåòðèêà ïëîñêîñòè ds2 =

du2 + dv2, a ôóíêöèÿ φ ëèíåéíà ïî ïàðàìåòðàì (u, v). Ãåîìåòðè÷åñêè, âñå

î÷åâèäíî. Äëÿ ïëîñêîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñ ïëîñêîé íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ

ìåòðèêà N1F
2 èìååò âèä dσ2 = du2 + dv2 + dφ2 è, î÷åâèäíî, óðàâíåíèå ÿâíî

çàäàííîé âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàä ïëîñêîñòüþ (u, v) åñòü

φ = au+ bv + c (φ ∈ [0, 2π)).

Ìèíèìàëüíûõ æå âåêòîðíûõ ïîëåé áîëüøå.

Òåîðåìà 5.30 Ïóñòü F 2 ïîäìíîãîîáðàçèå â M 4 ñ ïëîñêîé íîðìàëüíîé ñâÿç-

íîñòüþ. Ïóñòü φ � óãîë ìåæäó âåêòîðíûì ïîëåì ξ è ïîëåì, ïàðàëëåëü-

íûì â íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïîëå ξ ìèíèìàëüíî òîãäà
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è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

div

(
gradφ√

1 + |gradφ|2

)
= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå τ = gradφ. Ïî

ñóùåñòâó, ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåé êðèâèçíû

ÿâíî çàäàííîé ïîâåðõíîñòè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü F 2 ïîäìíîãîîáðàçèå â M4 ñ íåïëîñêîé íîðìàëüíîé ñâÿçíîñòüþ.

Òîãäà àíàëîã òåîðåì 4.38 è 5.27 èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìóëèðîâêó.

Òåîðåìà 5.31 Ïóñòü F 2 ïîäìíîãîîáðàçèå â ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå M 4

ñ êðèâèçíîé K è Ãàóññîâûì êðó÷åíèåì κΓ ̸= 0. Ïóñòü ξ åäèíè÷íîå íîð-

ìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà F 2. Òîãäà ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(F 2) ⊂ N1F
2 âïîëíå

ãåîäåçè÷íî, åñëè F 2 íåñåò ëîêàëüíóþ ìåòðèêó âðàùåíèÿ â âèäå:

ds2 = du2 + sin2 α(u)dv2,

ïðè ýòîì α̇(u) = κΓ(u) .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 5.31 ãàóññîâà êðèâèçíà ìåòðèêè

è Ãàóññîâî êðó÷åíèå ïîâåðõíîñòè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

K = κ2
Γ − cotα(u)κ̇Γ. (5.12)

Ïîäìíîãîîáðàçèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì Òåîðåìû 5.31 ñóùåñòâó-

þò. Â ðàáîòå Þ.À. Àìèíîâà [84] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìåòðè-

êà äîïóñêàåò èçîìåòðè÷åñêîå ïîãðóæåíèå â E4 â âèäå àíàëèòè÷åñêîé ïî-

âåðõíîñòè ñ çàäàííûì àíàëèòè÷åñêèì Ãàóññîâûì êðó÷åíèåì. Òàê ÷òî åñëè

çàäàòü ïðîèçâîëüíóþ ìîíîòîííóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ 0 < α(u) < π

è ïîëîæèòü κΓ = α̇(u), òî â E4 ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
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óñëîâèÿì Òåîðåìû 5.31. Íàïðèìåð, ïîëàãàÿ α(u) = cu ìû ïîëó÷èì κΓ = c è

K = c2, à çíà÷èò â E4 ìû íàõîäèì ëîêàëüíî çàäàííóþ ïîâåðõíîñòü ïîñòî-

ÿííîé Ãàóññîâîé êðèâèçíû è ïîñòîÿííîãî Ãàóññîâà êðó÷åíèÿ, äîïóñêàþùóþ

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå.

Âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå ñå÷åíèÿ åäèíè÷íîãî íîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñó-

ùåñòâóþò è ïðîñòðàíñòâàõ ñ êðèâèçíîé. Ïîâåðõíîñòü Âåðîíåçå

y =

{
1√
3
x1x3,

1√
3
x2x3,

1√
3
x1x2,

1

2
√
3
(x21 − x22),

1

6
(x21 + x22 − 2x23)

}
,

çàäàííàÿ óñëîâèåì x21 + x22 + x23 = r2, ëåæàùàÿ â ñôåðå ðàäèóñà R = r2

3 ,

äîïóñêàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå íîðìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå ïðè

r = 4
√
12.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîâåðõíîñòü Âåðîíåçå èìååò ïîñòîÿííóþ ãàóññîâó êðè-

âèçíó K = 3
r4 è ãàóññîâî êðó÷åíèå κΓ = 6

r4 = 2K. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå (5.12)

âûïîëíåíî, åñëè r = 4
√
12. Ïðè ýòîì K = 1

4 , κΓ = 1
2 . Ïîñëå ïåðåõîäà ê

ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì,

x1 = r sin(u/2) cos(v/2), x2 = r sin(u/2) cos(v/2), x3 = r cos(u/2)

ìåòðèêà ïîâåðõíîñòè Âåðîíåçå ïðè r = 4
√
12 ïðèíèìàåò âèä ds2 = du2 +

sin2(u/2) dv2). Î÷åâèäíî, ÷òî α(u) = u
2 è â òî÷íîñòè α̇u = κΓ = 1

2 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàéäåííûõ óñëîâèÿõ ïîäìíîãîîáðàçèå ξ(V 2) ëåæèò â

N1(V
2) ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû 1

16 .

5.5. Âûâîäû.

Â ðàçäåëå ðàññìîòðåíî îáîáùåíèå ìåòðèêè Ñàñàêè íà ìåòðèçîâàííîå

âåêòîðíîå ðàññëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ, ñîãëàñîâàííîé ñ ïîñëîéíîé ìåòðèêîé

íàä Ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïîëó÷åíû àíàëîãè ôîðìóë Äîìáðîâñêîãî è

Êîâàëüñêîãî, âûðàæåíèå äëÿ òåíçîðà êðèâèçíû ìåòðèêè òèïà Ñàñàêè âåê-

òîðíîãî ðàññëîåíèÿ è åäèíè÷íîãî ïîäðàññëîåíèÿ.

Äëÿ âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ îïðåäåëåí àíàëîã îïåðàòîðà Íîìèäçó è åãî
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ñîïðÿæåííûé. Ââåäåíî ïîíÿòèå ñîïðÿæåííîãî òåíçîðà êðèâèçíû ñâÿçíîñòè

ðàññëîåíèÿ è áè-ñåêöèîííîé êðèâèçíû ñâÿçíîñòè ðàññëîåíèÿ. Ââåäåíû àíà-

ëîãè ãðóáîãî ãåññèàíà è òåíçîðà ãàðìîíè÷íîñòè âåêòîðíîãî ïîëÿ äëÿ ñå÷å-

íèé åäèíè÷íîãî ðàññëîåíèÿ. Â ýòèõ òåðìèíàõ íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé

ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû åäèíè÷íîãî ñå÷åíèÿ è âûâåäåíî óñëîâèå âïîëíå ãåî-

äåçè÷íîñòè åäèíè÷íîãî ñå÷åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ôîðìóë äëÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ðàññëîåíèÿ ðàíãà 2 íàä ïîâåðõíîñòüþ, äîêàçàí

àíàëîã òåîðåìû î âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà äâó-

ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ, ðàññìîòðåíî íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå äâóìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèé

â ÷åòûðåõ - ìåðíîì ðèìàíîâîì ïðîñòðàíñòâå.Ïîñòðîåíû ïðèìåðû ìèíèìàëü-

íûõ è âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ åäèíè÷íûõ íîðìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.
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ÂÛÂÎÄÛ

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàçâèòû âîïðîñû ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðà-

çèé è âíóòðåííåé ãåîìåòðèè ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåòðè÷åñêîé ñòðóê-

òóðîé, îïðåäåëåííîé èçíà÷àëüíî íà êàñàòåëüíîì è ñôåðè÷åñêîì êàñàòåëüíîì

ðàññëîåíèÿõ Ñ. Ñàñàêè [65], [66]. Ñëåäóÿ òðàäèöèè Õàðüêîâñêîé ãåîìåòðè-

÷åñêîé øêîëû, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñâÿçàíû ñ ãåîìåòðèåé ïîä-

ìíîãîîáðàçèé â ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ è âûÿñíåíèþ âëèÿíèÿ ñòðóêòóðû

ðàññëîåíèÿ íà ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âïåðâûå ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ

ñèëüíî- ñôåðè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé íà ïðîñòðàíñòâå ñôåðè÷åñêîãî êàñàòåëü-

íîãî ðàññëîåíèÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ. Äîêàçàíà íîâàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ

åäèíè÷íîé ñôåðû: ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðèâèçíû äîïóñêàåò ñèëüíî- ñôå-

ðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå ÿâ-

ëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ñôåðîé, à ñèëüíî- ñôåðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå îäíîìåðíî

è ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû

íà T1S
n.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñôåðè÷åñêîå êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå îáùåãî ðè-

ìàíîâà îáëàäàåò ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ Ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà íà T1S
n. Ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà Ñàñàêèåâà ìíî-

ãîîáðàçèÿ â íàïðàâëåíèè ïëîùàäîê, ñîäåðæàùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âåêòîð-

íîå ïîëå, ïîñòîÿííà. Ðåøåíà çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû

ñôåðè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íàä ïðîñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (Mn, c)

â çàâèñèìîñòè îò c è ïîêàçàíî, ÷òî íàéäåííûå ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè.

Èíòåãðàëüíûå òðàåêòîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïî÷òè

êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû ñîñòàâëÿþò ñåìåéñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ
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ëèíèé è ïîðîæäàþò òàê íàçûâàåìûé ãåîäåçè÷åñêèé ïîòîê. Ñ. Ñàñàêè [67] è

Ê. Ñàòî [68] íàøëè îïèñàíèå âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé (ñôåðè÷åñêîãî) êà-

ñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû è ïîêàçàëè, ÷òî

èõ ïðîåêöèè íà áàçó ÿâëÿþòñÿ âèíòîâûìè ëèíèÿìè. Ï. Íàäü[60] ïîêàçàë,

÷òî äëÿ ëîêàëüíî ñèììåòðè÷åñêîé áàçû ïðîåêöèÿ íåâåðòèêàëüíîé ãåîäåçè÷å-

ñêîé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé âèíòîâîé ëèíèåé. Â ðàáîòå ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò

áûë óòî÷íåí äëÿ ñëó÷àåâ êîìïëåêñíîãî CP n è êâàòåðíèîííîãî HP n ïðîåê-

òèâíûõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîåêöèÿ íåâåðòèêàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé (ñôåðè÷åñêîãî)

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä CP n è HP n ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ñ ïîñòîÿííûìè

êðèâèçíàìè k1, . . . , k5, k6 = · · · = k2n−1 = 0 è k1, . . . , k9, k10 = · · · = k4n−1 = 0,

ñîîòâåòñòâåííî.

Êîìïëåêñíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýð-

ìèòîâà ëîêàëüíî-ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé

J . Íà êàæäîé êàñàòåëüíîé ñôåðå òàêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò âåêòîð-

íîå ïîëå Õîïôà Jξ, ÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà êàæäîé êàñàòåëüíîé ñôåðå

Áåðæå-äåôîðìàöèþ ìåòðèêè. Â ðàáîòå ïîñòðîåíà Áåðæå-äåôîðìàöèÿ ìåò-

ðèêè Ñàñàêè, íàéäåíû åå ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà è âûâåäåíû óðàâíåíèÿ ãåî-

äåçè÷åñêèõ Áåðæå-äåôîðìèðîâàííîé ìåòðèêè Ñàñàêè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî,

÷òî ó ïðîåêöèè ãåîäåçè÷åñêîé êàñàòåëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî Áåðæå-ðàññëîåíèÿ

íàä ýðìèòîâûì ëîêàëüíî- ñèììåòðè÷íûì ìíîãîîáðàçèåì âñå ãåîäåçè÷åñêèå

êðèâèçíû ïîñòîÿííû; â ÷àñòíîñòè, äëÿ CP n òàêàÿ ïðîåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êðè-

âîé ñ ïîñòîÿííûìè êðèâèçíàìè k1, . . . , k5, k6 = · · · = k2n−1 = 0. Ãåîäå-

çè÷åñêèå Áåðæå-äåôîðìèðîâàííîé ìåòðèêè Ñàñàêè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ

ïîäîáíûì ñâîéñòâîì óæå íå îáëàäàþò.

Â êà÷åñòâå åñòåñòâåííîãî îáîáùåíèÿ ëèíèè íà (ñôåðè÷åñêîì) êàñàòåëü-

íîì ðàññëîåíèè â ðàáîòå ââåäåíî ïîíÿòèå ïîäíÿòèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ áàçû

F l ⊂ Mn â (ñôåðè÷åñêîå) êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ïðè ïîìîùè âåêòîðíîãî

ïîëÿ ξ, çàäàííîãî â òî÷êàõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ξ(F l) ÿâëÿåòñÿ

ïîäìíîãîîáðàçèåì â ðàññëîåíèè, òðàíñâåðñàëüíûì ê ñëîÿì. Ïðè l = n ïîä-



290

ìíîãîîáðàçèå ξ(Mn) ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ è óñëîâèÿ

âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè òàêîãî ñå÷åíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå Ï. Âàëü÷àêà

[77]. Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå êàñàòåëüíîãî

ðàññëîåíèÿ, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîÿì, ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî âåêòîð-

íîãî ïîëÿ íà áàçå âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ â íåì, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ âïîëíå

ãåîäåçè÷íîñòè ïîäìíîãîîáðàçèé òàêîãî òèïà. Â ÷àñòíîñòè, íàéäåíî îáîáùå-

íèå ðåçóëüòàòà Ï. Âàëü÷àêà: âåêòîðíîå ïîëå ξ ïîñòîÿííîé äëèíû, çàäàííîå â

òî÷êàõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ F l ⊂Mn ïîðîæäàåò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíî-

ãîîáðàçèå ξ(F l) ⊂ TMn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F l âïîëíå ãåîäåçè÷íî

â Mn è ξ � ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà Mn âäîëü F l. Ïîñëåäíåå óòâåð-

æäåíèå ïîçâîëÿåò ïðîÿñíèòü ñòðóêòóðó êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðà-

çèÿ, äîïóñêàþùåãî âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå òðàíñâåðñàëüíî îðèåíòèðóåìîå ãè-

ïåðñëîåíèå {Fα} ⊂Mn: ïîëå íîðìàëåé ïîñòîÿííîé äëèíû ñëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

(n− 1) ëèíåé÷àòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â TMn ñ îáðàçóþùèìè ξ(Fα).

Ïîäíÿòèÿ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé ñîñòàâëÿþò åñòåñòâåí-

íûé êëàññ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé îáùåãî òèïà â êàñàòåëüíîì

ðàññëîåíèè. Çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé êà-

ñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ îáùåãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ïðèâîäèò ê ïåðåîïðå-

äåëåííîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Åñ-

ëè áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ïîñòîÿííóþ êðèâèçíó, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé

óïðîùàåòñÿ è â ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à ëîêàëüíîãî îïèñàíèÿ âñåõ âïîëíå ãåî-

äåçè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ äâóìåðíîãî ìíîãîîá-

ðàçèÿ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. Â ÷àñòíîñòè, ïîäòâåðæäåíà ãèïîòåçà À. Áî-

ðèñåíêî î íóëåâîì ñå÷åíèè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íåïðèâîäèìîãî ðèìàíî-

âà ìíîãîîáðàçèÿ êàê î åäèíñòâåííîì âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîì ïîäìíîãîîáðàçèè

ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè, òðàíñâåðñàëüíîì ñëîÿì.

Ïîäìíîãîîáðàçèÿ, òðàíñâåðñàëüíûå ñëîÿì åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî ðàñ-

ñëîåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþò îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ðàçâèòîé ãåîìåòðèåé åäè-

íè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â íåãîëîíîìíîé ãåîìåòðèè [86]. Ïîäõîä ê ãåîìåòðèè
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åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ðàçâèòûé â äèññåðòàöèè, ñóùåñòâåííî îòëè-

÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî è ïîçâîëÿåò ïðèïèñàòü åäèíè÷íîìó âåêòîðíîìó ïî-

ëþ õàðàêòåðèñòèêè, çàèìñòâîâàííûå èç ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé, òàêèå

êàê: ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà, êðèâèçíà Ðè÷÷è, ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà âåêòîðíîãî

ïîëÿ; ñðåäíÿÿ êðèâèçíà âåêòîðíîãî ïîëÿ è ñâÿçàííîå ñ íåé ïîíÿòèå ìèíè-

ìàëüíîñòè, âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà âåêòîðíîãî ïîëÿ è ñâÿçàííîå

ñ íåé ïîíÿòèå âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòè è ò.ä..

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå çàëîæåíû îñíîâû ãåîìåòðèè åäèíè÷íîãî âåê-

òîðíîãî ïîëÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè ïîäìíîãîîáðàçèé è ðàçâèòû âîïðîñû,

ñâÿçàííûå ñ åãî âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ãðóáî-

ãî Ãåññèàíà è òåíçîðà ãàðìîíè÷íîñòè åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî,

÷òî òåíçîð ãàðìîíè÷íîñòè îïðåäåëÿåò äåôîðìàöèþ èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíî-

ñòè íà ïîäìíîãîîáðàçèè ξ(Mn) ⊂ T1M
n. Ñëåä ãðóáîãî Ãåññèàíà èçâåñòåí êàê

ãðóáûé ëàïëàñèàí âåêòîðíîãî ïîëÿ è îïðåäåëÿåò åãî ãàðìîíè÷íîñòü. Ïîêà-

çàíî, ÷òî âòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn) ⊂ T1M
n

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè òåíçîðàìè è íåãîëîíîìíûì îïåðàòîðîì Âåéí-

ãàðòåíà (îïåðàòîðîì Íîìèäçó). Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè âåê-

òîðíîãî ïîëÿ, ïîëó÷åííîå Î. Æèëü-Ìåäðàíî è Å. Ëëèíàðåñ-Ôóñòåð [34], òàê

æå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîðû ãàðìîíè÷íîñòè è ãðóáûé Ãåññèàí. Â ïðèëî-

æåíèè ê äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèÿì, ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé

êðèâèçíû âåêòîðíîãî ïîëÿ â ÿñíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ è ïðèâîäèì

ïðèìåðû íå òîëüêî ìèíèìàëüíûõ, íî è âåêòîðíûõ ïîëåé ïîñòîÿííîé ñðåä-

íåé êðèâèçíû. Íàéäåííûå ïðèìåðû íå ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî äâóìåðíûìè,

à îáîáùàþòñÿ ïî ðàçìåðíîñòè. Ìû íàõîäèì öåëûå ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ ïî-

ëåé ïîñòîÿííîé ñðåäíå êðèâèçíû. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî íàëè÷èå íà ìíîãî-

îáðàçèè âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íàêëàäûâàåò ñóùåñòâåííîå

îãðàíè÷åíèå íà åãî âíóòðåííþþ ãåîìåòðèþ. Âñå äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ,

íåñóùèå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå åäèíè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå èçîìåòðè÷íû íåêî-

òîðîìó êëàññó ìíîãîîáðàçèé ñ ìåòðèêîé âðàùåíèÿ. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëî-
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âèÿõ âîçìîæíî èõ èçîìåòðè÷åñêîå ïîãðóæåíèå â E3.

Èçâåñòíûå ïðèìåðû ìèíèìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé äîïîëíåíû âû÷èñ-

ëåíèåì èõ âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî âûðàæå-

íèå äëÿ ñðåäíåé êðèâèçíû ïîëÿ íîðìàëåé ðèìàíîâà ãèïåðñëîåíèÿ è ïîêàçàíî,

íàïðèìåð, ÷òî ðàäèàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè âñå-

ãäà ìèíèìàëüíî, íî íå âïîëíå ãåîäåçè÷íî. Ðåçóëüòàò î ìèíèìàëüíîñòè ïîëÿ

Õîïôà íà ñôåðàõ [32], [34] äîïîëíåí äîêàçàòåëüñòâîì èõ âïîëíå ãåîäåçè÷íî-

ñòè. Èçâåñòíûé ðåçóëüòàò î ìèíèìàëüíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî

Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû ñóùåñòâåííî óñèëåí äîêàçàòåëüñòâîì åãî âïîëíå ãåî-

äåçè÷íîñòè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî âåêòîðíîãî Ñàñàêèåâîé ñòðóêòóðû ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó Êèëëèíãîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé åäèíè÷íîé äëèíû. Ìû äîêàçû-

âàåì, ÷òî íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè åäèíè÷íîå Êèëëèíãîâî ïîëå ïîðîæäà-

åò âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â T1M
3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M 3 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ìåòðè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì, ëèáî Ñàñàêèåâûì ìíîãîîáðà-

çèåì. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò Ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà íà íå÷åòíîìåðíîé

ñôåðå, òàê êàê îíà ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì Õîïôà. Â ðàáîòå ââåäåíî

ïîíÿòèå êîâàðèàíòíî íîðìàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ è äîêàçàíî, ÷òî âåêòîð-

íîå ïîëå Õîïôà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì â ýòîì êëàññå âåêòîðíûì ïîëåì ñ

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ñâîéñòâîì. Áîëåå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

Õîïôà îñóùåñòâëÿåò ïîäíÿòèå Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû S2n+1

êðèâèçíû 1 â Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå T1S
2n+1 â âèäå Ñàñàêèåâîé ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ôîðìû êðèâèçíû 5/4. Ïðè ýòîì äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïîëÿ Õîïôà

ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(S2n+1 ⊂ T1S
2n+1 èçìåíÿåòñÿ â ïðå-

äåëàõ [1/4, 5/4]. Äîêàçàíî, ÷òî â áîëåå øèðîêîì êëàññå ãåîäåçè÷åñêèõ âåê-

òîðíûõ ïîëåé íà ñôåðàõ, âåêòîðíûå ïîëÿ ñ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèì ñâîéñòâîì

âûäåëÿþòñÿ òåì, ÷òî ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íîðìàëüíûìè èíâàðèàíòíûìè, â òåð-

ìèíîëîãèè [22], åäèíè÷íûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè.

Âïîëíå ãåîäåçè÷íîñòü åäèíè÷íîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âî ìíîãèõ ñëó÷à-

ÿõ ñâÿçàíî ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì åñòåñòâåííîé ïî÷òè êîí-
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òàêòíîé ñòðóêòóðû íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè. Òàêàÿ ñòðóêòóðà çàäàåòñÿ

òðîéêîé (ξ, φ = −Aξ, η =
⟨
ξ, ·
⟩
. Â ðàáîòå íàéäåíû âñå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå

ëåâî-èíâàðèàíòíûå åäèíè÷íûå âåêòîðíûå ïîëÿ òà òðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè ñ

ëåâî-èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé è äîêàçàíî, ÷òî íà êàæäîé íåïëîñêîé óíèìî-

äóëÿðíîé ãðóïïå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèì âåêòîðíûì ïîëåì åñòåñòâåííîé ïî÷òè êîíòàêòíîé ñòðóêòó-

ðû. Ñ ìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ýòè ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðà-

ìè îïåðàòîðà Ðè÷÷è, îòâå÷àþùèìè ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ðàâíîìó 2 (åñëè

òàêîå ñóùåñòâóåò íà ãðóïïå). Íàéäåííûå ïîëÿ ñîñòàâëÿþò ïîäêëàññ ìèíè-

ìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ýòèõ ãðóïïàõ [73].

Ñ âàðèàöèîííîé òî÷êè çðåíèÿ, ìèíèìàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ äîñòàâ-

ëÿþò ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëó îáúåìà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn). Â ïîñòàíîâ-

êå Î. Æèëü-Ìåäðàíî è Å. Ëëèíàðåñ-Ôóñòåð, âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà îáúåìà

îñóùåñòâëÿåòñÿ â êëàññå åäèíè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïîëå-âàðèàöèé. Èìè

äîêàçàíî, ÷òî ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà îáúåìà îòíîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé

ñîâïàäàþò ñ ýêñòðåìàëÿìè âàðèàöèé ôóíêöèîíàëà îáúåìà îòíîñèòåëüíî áî-

ëåå îáùèõ, êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ âàðèàöèé ïîäìíîãîîáðàçèÿ ξ(Mn). Ïî-

ëó÷åííàÿ â ðàáîòå [33] ôîðìóëà âòîðîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà îò-

íîñèòåëüíî ïîëå-âàðèàöèé îêàçàëàñü ñëîæíîé â êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ

âåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ íîðìàëüíûõ âàðèàöèé. Äîêàçà-

íî, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå Õîïôà íà òðåõìåðíîé ñôåðå óñòîé÷èâî, à íà ñôå-

ðàõ âûñøèõ ðàçìåðíîñòåé íåóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî êëàññè÷åñêèõ âàðèà-

öèé. Ýòîò ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì èç [33]. Ïîëó÷åííàÿ â ðàáîòå

ôîðìóëà êëàññè÷åñêîé âòîðîé âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà îáúåìà âïîëíå ãåîäå-

çè÷åñêîãî èíâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òðåõìåðíîé ãðóïïå Ëè ñ ëåâî-

èíâàðèàíòíîé ìåòðèêîé íå èìååò àíàëîãà â êëàññå ïîëå-âàðèàöèé è ïîç-

âîëèëà äàòü èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíò-

íûõ âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà êîìïàêòíûõ ôàêòîðàõ óíè-
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ìîäóëÿðíûõ òðåõìåðíûõ ãðóïï Ëè. Äîêàçàíî, ÷òî ñðåäè íåïëîñêèõ ãðóïï

òîëüêî SU(2) èëè ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà SO(3) êðèâèçíû 1 íåñóò óñòîé÷èâîå

âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå âåêòîðíîå ïîëå (àíàëîã ïîëÿ Õîïôà). Íàéäåííûå ðàíåå

ïðèìåðû íåóñòîé÷èâûõ ìèíèìàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî ïîëå-

âàðèàöèé [39] áûëè ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ ëåâî-èíâàðèàíòíûõ

âàðèàöèé. Â ðàáîòå ñóùåñòâåííî óñèëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [39], òàê êàê

íàéäåíû êàê íåóñòîé÷èâûå, òàê è óñòîé÷èâûå â êëàññå ëåâî-èíâàðèàíòíûõ

âàðèàöèé âïîëíå ãåîäåçè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.

Íàêîíåö, â ðàáîòå ïðåäëîæåíî åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå ðàññìîòðåííûõ

ïîñòàíîâîê çàäà÷ íà ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ìåòðèçîâàííîå ðàññëîåíèå ñ ìåò-

ðè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ íàä ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì è ïîëó÷åíû áàçîâûå ðå-

çóëüòàòû îòíîñèòåëüíî òàêîãî îáîáùåíèÿ. Äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåì î âïîëíå

ãåîäåçè÷åñêèõ åäèíè÷íûõ ñå÷åíèÿõ â ðàññëîåíèÿõ ðàíãà 2 íàä äâóìåðíûì

ìíîãîîáðàçèåì è ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ñå÷åíèé.
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