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АНОТАЦIЯ

Вишнякова Г.М. Многочлени з обмеженнями на розташування коренiв

i граничнi класи цiлих функцiй. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 – математичний аналiз

(Фiзико-математичнi науки). – Харкiвський нацiональний унiверситет

iменi В.Н. Каразина Мiнiстерства освiти i науки України; Фiзико-технiчний

iнститут низьких температур iм. Б.I.Вєркiна Нацiональної академiї наук

України, Харкiв, 2019.

В дисертацiйнiй роботi побудовано нову теорiю i знайдено новi методи

дослiдження зв’язкiв розташування коренiв многочленiв i цiлих функцiй

з властивостями коефiцiєнтiв цих функцiй, а також отриманi описи i до-

слiджено властивостi лiнiйних операторiв, якi зберiгають гiперболiчнiсть,

стiйкiсть i позитивнiсть.

В роботi вивчаються тотально додатнi i кратно додатнi матрицi. Мат-

риця 𝐴 iз дiйсними елементами називається 𝑘-кратно додатною, якщо усi

мiнори 𝐴, що їх порядки не перевищують 𝑘, є невiд’ємними. Матриця 𝐴

iз дiйсними елементами називається тотально додатною, або нескiнченно

додатною, якщо усi мiнори 𝐴 є невiд’ємними. Тотально додатнi i кратно

додатнi матрицi знаходять численнi застосування у рiзних роздiлах мате-

матики, статистики i механiки. В дисертацiйнiй роботi отримано нову до-

статню умову кратної додатностi, а також тотальної додатностi для дiйсних

матриць. Доведено, що ця умова є точною для кожного розмiру матрицi

(а також точною в множинi нескiнчених матриць) як в класi ганкелевих

матриць, так i в в класi теплiцевих матриць. В дисертацiйнiй роботi наве-

денi деякi застосування цiєї достатньої умови для матриць: отриманi новi

достатнi умови для того, щоб задана дiйсна послiдовнiсть була частотною

послiдовнiстю Полiа, для того, щоб твiрна функцiя даної послiдовностi не
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мала коренiв в заданому кутi, який мiстить додатну пiввiсь; отримано но-

ву достатню умову для додатної послiдовностi, щоб вона була моментною

послiдовнiстю Гамбургера; а також отримано нову достатню умову додат-

ностi на всiй дiйснiй осi многочлена з додатними коефiцiєнтами.

В дисертацiї дослiджуються стiйкi многочлени i цiлi функцiї з коре-

нями в лiвiй пiвплощинi. Дiйсний многочлен 𝐹 називається стiйким (iнодi

стабiльним, або гурвiцевим), якщо усi його коренi мають вiд’ємнi дiйснi

частини, тобто 𝐹 (𝑧0) = 0 ⇒ Re 𝑧0 < 0. Рiзноманiтнi питання полiно-

мiальної стiйкостi виникають у численних проблемах математики, фiзики,

iнженерiї тощо. В роботi отримано нову зручну достатню умову стiйкостi

комплексних многочленiв, а також достатню умову розташування усiх ко-

ренiв цiлої функцiї у вiдкритiй лiвiй пiвплощинi. Перевiрено, що отриманi

достатнi умови не можуть бути покращеними. В роботi знайдено необхiд-

нi i достатнi умови для того, щоб важлива спецiальна функцiя: часткова

тета-функцiя, – мала стiйкi вiдрiзки ряду Тейлора, а також мала усi коренi

у вiдкритiй лiвiй пiвплощинi.

В роботi дослiджуються властивостi дiйсних многочленiв, якi є додат-

ними на всiй дiйснiй осi. Доведена нова зручна достатня умова для додат-

ностi многочлена на дiйснiй осi. Знайдено повний опис крайнiх напрям-

кiв конусу многочленiв з додатними коефiцiєнтами, якi є невiд’ємними на

дiйснiй осi i мають степiнь не бiльшу за задане число. Крiм того, знайдено

повний опис дiагональних в стандартному мономiальному базисi лiнiйних

операторiв, якi зберiгають вказаний конус. В роботi дослiджуються деякi

iншi спецiальнi види лiнiйних операторiв, якi зберiгають вказаний конус.

Зокрема, знайдено найменший можливий порядок нескалярного лiнiйного

диференцiального оператора з полiномiальними коефiцiєнтами, який зберi-

гає вказаний конус.

В дисертацiї дослiджуються нульовi множини цiлих абсолютно мо-

нотонних функцiй, тобто цiлих функцiй, якi є перетвореннями Лапласа

невiд’ємних скiнченних Борелевських мiр з носiями на додатнiй пiвосi. Цiлi
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абсолютно монотоннi функцiї є обмеженими в кожнiй пiвплощини вигляду

C𝑤 := {𝑧 : Re 𝑧 6 𝑤}, 𝑤 ∈ R. В роботi отримано повний опис нульо-

вих множин цiлих функцiй, якi є обмеженими в кожнiй пiвплощинi C𝑤,

𝑤 ∈ R. В роботi отримано також характеризацiю нульових множин цiлих

абсолютно монотонних функцiй, якщо цi множини не перетинають деякий

кут {𝑧 : | arg 𝑧−𝜋| < 𝛼} для 𝛼 > 0. Знайдено нову необхiдну умову для тих

частин нульових множин цiлих абсолютно монотонних функцiй, якi розта-

шованi у вказаному кутi, перевiрено, що ця умова не випливає iз сукупностi

попередньо вiдомих умов, розглянутi деякi важливi приклади. Отримано

неперервний аналог вiдомої теореми М. Фекете i Дж. Полiа про домножен-

ня додатного на дiйснiй осi многочлена на експоненту. В роботi доведено,

що кожну неперервну щiльнiсть на пiвосi, модуль якої має скiнченне пе-

ретворення Лапласу, i яка є додатною в кiнцях носiя, можна згорнути зi

спецiальною мiрою (мiрою Пуассона) так, що згортка є невiд’ємною щiль-

нiстю на пiвосi. Аналогiчна теорема доведена для щiльностей з носiєм на

вiдрiзку.

В роботi дослiджуються гiперболiчнi многочлени, тобто дiйснi много-

члени з усiма дiйсними коренями. Замикання в топологiї рiвномiрної збiж-

ностi на компактах множини гiперболiчних многочленiв формує знаме-

нитий клас Лаґерра-Полiа цiлих функцiй. Функцiї класу Лаґерра-Полiа

знаходять численнi застосування в аналiзi. В дисертацiйнiй роботi дослiд-

жується часткова тета-функцiя, а саме цiла функцiя 𝑔𝑎(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0
𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, 𝑎 >

1, i ї ї вiдрiзки ряду Тейлора. Вперше знайдено, при яких значеннях пара-

метру 𝑎 часткова тета-функцiя, а також її вiдрiзки ряду Тейлора належать

до класу Лаґерра-Полiа. Доведено, наприклад, що, якщо для деякого 𝑎

часткова тета-функцiя належить до класу Лаґерра-Полiа, то усi її вiдрiзки

з непарними номерами є гiперболiчними многочленами. Дослiджується на-

лежнiсть до класу Лаґерра-Полiа низки iнших важливих спецiальних цiлих

функцiй i їх вiдрiзкiв ряду Тейлора, наприклад, детально дослiджується

сiм’я цiлих функцiй вигляду 𝑓 (𝑚,𝑎)(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘(𝑘!)𝑚

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1, 𝑚 > 1. Крiм
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того, в роботi знайдена нова характеризацiя класу Лаґерра-Полiа: доведе-

но, що узагальненi нерiвностi Лаґерра є необхiдними i достатнiми умова-

ми належностi цiлої функцiї до класу Лаґерра-Полiа. Доведено також, що

комплекснi нерiвностi Лаґерра є необхiдними i достатнiми умовами належ-

ностi цiлої функцiї до класу Лаґерра-Полiа. Ми дослiдили цiлi функцiї з

додатними коефiцiєнтами, для яких другi вiдношення коефiцiєнтiв Тейло-

ра формують спадну послiдовнiсть i знайшли новi умови для того, щоб такi

функцiї належали до класу Лаґерра-Полiа. Крiм того, розробленi методи

застосовано для оцiнки числа дiйсних коренiв спецiальних квазiмногочле-

нов i для оцiнки локального модуля опуклостi банахової алгебри в одиницi.

В дисертацiї вивчаються важливi мiри вiддiлення коренiв гiперболiчних

многочленiв: меш i логарифмiчний меш. Мешем гiперболiчного многочле-

на називається мiнiмальна вiдстань мiж його рiзними коренями. Логариф-

мiчним мешем гiперболiчного многочлена з усiма коренями одного знаку

називається мiнiмальне вiдношення мiж його послiдовними коренями. От-

риманi новi оцiнки для мешу гiперболiчного многочлена i логарифмiчного

мешу гiперболiчного многочлена з додатними коефiцiєнтами через коефi-

цiєнти многочлену. Перевiрено, що отриманi оцiнки є точними. Крiм того,

ми вивчили поняття знаконезалежно гiперболiчного многочлена, тобто гi-

перболiчного многочлена, який залишається гiперболiчним пiсля довiльної

змiни знакiв його коефiцiєнтiв Ми знайшли достатнi умови знаконезалеж-

ної гiперболiчностi многочлена i перевiрили, що цi умови є точними. В робо-

тi доведено, що логарифмiчний меш згорткиШура-Сеге двох гiперболiчних

многочленiв не є меншим за максимум логарифмiчних мешiв многочленiв.

Отримано точну оцiнку знизу на меш образу гiперболiчного многочлена пiд

дiєю центрально-рiзничного лiнiйного оператора зi сталими коефiцiєнтами.

В роботi вивчаються лiнiйнi скiнчено-рiзничнi оператори i образ мно-

жини гiперболiчних многочленiв пiд дiєю таких операторiв. В дисертацiї

отримано повний опис лiнiйних скiнчено-рiзничних операторiв зi сталими

коефiцiєнтами, якi зберiгають множину гiперболiчних многочленiв. Також
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отримано опис лiнiйних скiнчено-рiзничних операторiв зi сталими коефi-

цiєнтами, якi зберiгають множину многочленiв з коренями у смузi. В ро-

ботi доведенi важливi властивостi коренiв образу центрально-рiзничного

лiнiйного оператора вiд цiлої функцiях класу Лаґерра-Полiа, такi як про-

стота коренiв i мiнiмальний можливий меш образу. Доведено, що меш об-

разу гiперболiчного многочлена степеня 𝑛 пiд дiєю центрально-рiзничного

лiнiйного оператора не є меншим за меш образу многочлена 𝑥𝑛. Отри-

манi точнi оцiнки найбiльшого i найменшого кореня образу гiперболiчно-

го многочлена пiд дiєю центрально-рiзничного лiнiйного оператора. От-

римано асимптотику коренiв образу довiльного комплексного многочлена

пiд дiєю центрально-рiзничного лiнiйного оператора, коли величина зсуву

прямує до нескiнченостi. Отримано також повний опис лiнiйних скiнчено-

рiзничних операторiв, коефiцiєнти яких є цiлими функцiями, що вони зберi-

гають клас цiлих функцiй Лаґерра-Полiа.

Усi основнi результати дисертацiї наведено з повними доведеннями. Ди-

сертацiйна робота має теоретичний характер. Результати, що їх отримано

в дисертацiйнiй роботi, поглиблюють нашi знання про розподiл i розта-

шування коренiв комплексних многочленiв i цiлих функцiй, а також про

лiнiйнi оператори, якi зберiгають гiперболiчнiсть, стiйкiсть або позитив-

нiсть многочленiв. Результати i методи дисертацiйної роботи можуть бути

використаними в рiзноманiтних математичних областях, у яких важливо

отримати точну iнформацiю щодо розташування коренiв многочленiв або

цiлих функцiй, таких як дiйсний аналiз, теорiя функцiй комплексної змiн-

ної, диференцiальнi рiвняння, лiнiйна алгебра, функцiональний аналiз i

багато iнших.

Ключовi слова: тотально додатнi матрицi, кратно додатнi матрицi, гi-

перболiчнi многочлени, клас цiлих функцiй Лагера-Полiа, стiйкi много-

члени, позитивнi многочлени, цiлi абсолютно монотоннi функцiї, лiнiйнi

оператори, якi зберiгають гiперболiчнiсть, стiйкiсть i позитивнiсть, меш

многочлена, логарифмiчний меш многочлена.
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ABSTRACT

Anna M. Vishnyakova. Polynomials with restrictions on the location of

roots and the limiting classes of entire functions. – Qualifcation scientific paper,

manuscript.

Thesis for a Doctoral Degree in Physics and Mathematics: Speciality

01.01.01 – Mathematical Analysis (Physics and Mathematics). – V. N. Karazin

Kharkiv National University, the Ministry of Education and Science of Ukraine;

B.I.Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering, National

Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, 2019.

In this thesis, we develop a new theory and find new methods for studying

the connection between the zero location of polynomials and entire functions

and the properties of the coefficients of these functions. We also find descriptions

and investigate properties of linear operators that preserve hyperbolicity,

stability and positivity.

The present work is concerned with totally positive and multiply positive

matrices. A real matrix 𝐴 is called 𝑘-times positive if all minors of 𝐴 of rank

at most 𝑘 are nonnegative. A real matrix 𝐴 is called totally positive if all

minors of 𝐴 are nonnegative. Totally positive and multiply positive matrices

have a widespread use in mathematics, statistics, and mechanics. In the thesis

we obtain a new sufficient condition of total positivity and of multiple positivity

for real matrices. We prove that this sufficient condition is sharp for matrices

of arbitrary size (as well as for infinite matrices) in the classes of Hankel and

Toepliz matrices. We study various applications of this sufficient condition for

matrices: we obtain new sufficient conditions for a sequence to be a Polya

frequency sequence, sufficient conditions for a generating function of a sequence

to have no roots in a given angle containing real half-axis, we obtain new

sufficient condition for a positive sequence to be a Hamburger moment sequence,

a sufficient condition for a positive-coefficient polynomial to be positive on the

real line.

The thesis deals with stable polynomials and entire functions whose roots
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are situated in the left half plane. A real polynomial 𝐹 is called stable (or

Hurwitz) if all of its roots have negative real parts, i.e 𝐹 (𝑧0) = 0 ⇒ Re 𝑧0 < 0.

Various questions about polynomial stability arise in mathematics, physics, and

engineering. In this work we obtain a new useful sufficient condition for stability

of complex polynomials and a sufficient condition for an entire function to have

all roots in the left half plane. We verify that these sufficient conditions cannot

be improved. We find necessary and sufficient conditions for the partial theta

function (an important special function) to have stable Taylor sections and to

have all roots in the left half plane.

We study properties of real polynomials that are positive on the real axis.

We establish a new useful sufficient condition for positivity of a polynomial on

the real axis. We find a complete description of extremal rays of the cone of

polynomials with positive coefficients that are nonnegative on the real line and

have degree bounded by a given number. We also describe linear operators that

are diagonal in the standard monomial basis and preserve the aforementioned

cone. In this work we also describe some other special kinds of linear operators

that preserve this cone. In particular, we find the lowest possible order of a non-

scalar linear differential operator with polynomial coefficients, that preserves

this cone.

In this thesis we study zero sets of entire absolutely monotonic functions,

or equivalently zero sets of entire functions that are Laplace transforms of

nonnegative finite Borel measures supported on the positive half axis. Entire

absolutely monotone functions are bounded in every half plane of the form

C𝑤 := {𝑧 : Re 𝑧 6 𝑤}, 𝑤 ∈ R. In this work we obtain a complete description

of the zero sets of entire functions that are bounded in each of the half planes

C𝑤, 𝑤 ∈ R. We also obtain a characterization of zero sets of entire absolutely

monotonic functions when the zero sets are known not to intersect the angle

{𝑧 : | arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼} for some 𝛼 > 0. We find a new necessary condition

for the part of the zero locus of an entire absolutely monotonic function that is

contained in this angle. We verify that this condition is not a consequence of the



9

totality of previously known results; some important examples are described.

We obtain a continuous analogue of the well-known theorem of M. Fekete

and G. Polya on the multiplication of a polynomial positive on the real axis

by an exponential function. In the work we prove that for every continuous

density whose modulus has finite Laplace transform and who is positive near

the endpoints of its support the convolution of this density with the special

measure (the Poisson measure) is a nonnegative density on the positive half

axis. A similar theorem is proved for densities with the compact supports.

In this work we study hyperbolic polynomials, which are real polynomials

with all real roots. The closure of the set of hyperbolic polynomials in the

uniform convergence topology is the famous Laguerre-Polya class of entire

functions. Functions of the Laguerre-Polya class have numerous applications

in analysis. In this thesis we study the partial theta function, namely the

function 𝑔𝑎(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0
𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1, as well as its Taylor sections. We describe the

values of 𝑎 for which the partial theta function belongs to the Laguerre-Polya

class. In particular, we prove that if for a given 𝑎 the partial theta function

belongs to the Laguerre-Polya class, then so do its odd degree Taylor sections.

We study the question of belonging to the Laguerre-Polya class for various

other special functions and their Taylor sections, such as the family of entire

functions of the form 𝑓 (𝑚,𝑎)(𝑧) =
+∞∑︀
𝑘=0

𝑧𝑘(𝑘!)𝑚

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1, 𝑚 > 1. Moreover, we

find a new characterization of the Laguerre-Polya class: we prove that the

generalized Laguerre inequalities are necessary and sufficient conditions for

an entire function to belong to the Laguerre-Polya class. It is proved also

that the complex Laguerre inequalities are necessary and sufficient conditions

for an entire function to belong to the Laguerre-Polya class. We study entire

functions with positive coefficients and such that the second quotients of Taylor

coefficients form a decreasing sequence, and we find new conditions for such

functions to belong to the Laguerre-Polya class. The methods thus developed

are applied to bounding the number of real roots of special quasipolynomials

and to estimation of modulus of local uniform convexity of a Banach algebra
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at its unit.

In the thesis we study important measures of separation for roots of

hyperbolic polynomials: the mesh and the logarithmic mesh. The mesh of

a hyperbolic polynomial is the minimal distance between its roots. The

logarithmic mesh of a hyperbolic polynomial with positive roots is the minimal

ratio of its roots. We obtain new bounds for the mesh of a hyperbolic polynomial

and the logarithmic mesh of a hyperbolic polynomial with positive coefficients

in terms of their coefficients. The resulting bounds are sharp. We also study

the concept of a sign-independently hyperbolic polynomial, i.e. the concept of a

hyperbolic polynomial that remains hyperbolic when the signs of its coefficients

is arbitrarily changed. We find a sufficient condition for a sign-independently

hyperbolic polynomial and verify that this condition is sharp. In this work

we prove that the logarithmic mesh of the Schur-Szego convolution of two

hyperbolic polynomials with all zeros of the same signs is at least the maximum

of the logarithmic meshes of the individual polynomials. We obtain a sharp from

below bound for the mesh of the image of a hyperbolic polynomial under the

action of a central-difference linear operator.

In this work we study finite-difference linear operators and the image of

the set of hyperbolic polynomials under the action of such operators. In the

thesis we obtain a complete description of linear finite-difference operators with

constant coefficients that preserve the set of hyperbolic polynomials. We also

obtain a complete description of linear finite-difference operators with constant

coefficients that preserve the set of polynomials with roots in a strip. In this

work we prove important properties of the roots of the image of an entire

function of the Laguerre-Polya class under the action of a central-difference

linear operator, such as root simplicity and minimal possible mesh. We prove

that the mesh of the image of a hyperbolic polynomial of degree 𝑛 under the

action of a central-difference linear operator is at least the mesh of the image

of 𝑥𝑛. We obtain sharp estimates for the minimal and the maximal root of the

image of a hyperbolic polynomial under the action of a central-difference linear
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operator. We obtain an asymptotic for the roots of the image of an arbitrary

complex polynomial under the action of a central-difference linear operator

when the value of the shift approaches infinity. We obtain a complete description

of linear finite-difference operators with entire functions for coefficients that

preserve the Laguerre-Polya class.

All basic results are given with complete proofs. Obtained results are of

theoretical character. Results of this thesis deepen our knowledge of distribution

of zeros of complex polynomials and entire functions and of linear operators

that preserve hyperbolicity, stability and positivity of polynomials. Results and

methods of the thesis can be used in various areas of mathematics where it is

imperative to have precise information on distribution of zeroes of polynomials

or entire functions, such as real analysis, complex analysis, theory of ordinary

differential equations, linear algebra, functional analysis, etc.

Key words: totally positive matrices, multiply positive matrices, hyperbolic

polynomials, entire functions from the Laguerre-Polya class, stable polynomials,

positive polynomials, entire absolutely monotonic functions, linear operators,

preserving hyperbolicity, stability and positivity, mesh of polynomials,

logarithmic mesh of polynomials.
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to the Laguerre–Pólya class / Thu Hien Nguyen and Anna Vishnyakova //

VI International Conference ANALYSIS AND MATHEMATICAL PHYSICS

dedicated to the centennial anniversary of the National Academy of Sciences

of Ukraine and the 50th anniversary of the Department of Function Theory

: International Conference, June 18–22, 2018 : abstracts. –B.Verkin Institute

for Low Temperature Physics and Engineering of the National Academy of

Sciences of Ukraine, Kharkiv, Ukraine – P. 24, http://www.ilt.kharkov.ua/

amph2018/book-ab.pdf



19

ЗМIСТ

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 22

ВСТУП 24

РОЗДIЛ 1 ДОСТАТНI УМОВИ ДЛЯ ТОТАЛЬНОЇ ДОДАТ-

НОСТI I ДЛЯ КРАТНОЇ ДОДАТНОСТI МАТРИЦЬ IЗ

НЕВIД’ЄМНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ 41

1.1 Деякi визначення, базовi факти та формулювання результатiв 41

1.2 Доведення теореми 1.1.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

1.3 Доведення теореми 1.1.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Висновки до роздiлу 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

РОЗДIЛ 2 СТIЙКI МНОГОЧЛЕНИ 63

2.1 Iсторiя питання i формулювання результатiв . . . . . . . . . 63

2.2 Доведення теореми 2.1.5 i теореми 2.1.7 . . . . . . . . . . . . 66

2.3 Доведення теореми 2.1.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Висновки до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

РОЗДIЛ 3 МНОЖИНА ДОДАТНИХ МНОГОЧЛЕНIВ I

ЛIНIЙНI ОПЕРАТОРИ, ЩО ЇЇ ЗБЕРIГАЮТЬ 79

3.1 Додатнi многочлени . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2 Крайнi напрямки конусу невiд’ємних многочленiв з

невiд’ємними коефiцiєнтами . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.3 Спецiальнi лiнiйнi оператори, що вони зберiгають множину

додатних многочленiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.4 О нульових множинах цiлих абсолютно монотонних функцiй 105

3.5 Неперервний аналог однiєї теореми М. Фекете i Дж. Полiа . 111



20

3.6 О нульових множинах цiлих абсолютно монотонних функцiй 122

Висновки до роздiлу 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

РОЗДIЛ 4 МНОГОЧЛЕНИ З УСIМА ДIЙСНИМИ КОРЕНЯ-

МИ I ЦIЛI ФУНКЦIЇ КЛАСУ ЛАҐЕРРА-ПОЛIА 149

4.1 Часткова тета-функцiя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

4.2 Деякi спецiальнi цiлi функцiї, пов’язанi з частковою тета-

функцiєю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

4.3 Стiйкiсть вiдрiзкiв ряду часткової тета-функцiї . . . . . . . . 178

4.4 Цiлi функцiї, у яких вiдрiзки ряду Тейлора мають усi дiйснi

коренi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

4.5 Цiлi функцiї з другими вiдношеннями коефiцiєнтiв Тейлора,

якi спадають . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

4.6 Узагальненi нерiвностi Лаґерра i цiлi функцiї класу Лаґерра-

Полiа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215

4.7 Про число дiйсних коренiв спецiальних квазiмногочленiв . . 223

4.8 Застосування деяких полiномiальних оцiнок до властивостей

банахових алгебр . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

Висновки до роздiлу 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

РОЗДIЛ 5 МIРИ ВIДДIЛЕННЯ КОРЕНIВ МНОГОЧЛЕНIВ

I ЛIНIЙНI ОПЕРАТОРИ, ЩО ВОНИ ЗБЕРIГАЮТЬ ГI-

ПЕРБОЛIЧНIСТЬ 238

5.1 Послiдовностi множникiв, меш i логарифмiчний меш . . . . . 238

5.2 Достатнi умови для того, щоб дiйсний многочлен був знако-

незалежно гiперболiчним, або щоб вiн мав дiйснi роздiленi

коренi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244

5.3 Лiнiйнi скiнчено-рiзничнi оператори зi сталими коефiцiєнтами

i розподiл коренiв многочленiв . . . . . . . . . . . . . . . . . 253



21

5.4 Лiнiйнi скiнчено-рiзничнi оператори, якi зберiгають клас

Лаґерра-Полiа цiлих функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

Висновки до роздiлу 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ 286

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ 290



22

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

У текстi роботи багаторазово зустрiчаються наступнi (в основному за-

гальноприйнятi) позначення:

𝒞𝒵𝒟𝒮 – множина дiйсних послiдовностей (𝛾𝑘)
∞
𝑘=0, таких що для довiльного

дiйсного многочлена 𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 число недiйсних коренiв 𝑃 не є

бiльшим за число недiйсних коренiв многочлена
∑︀𝑛

𝑘=0 𝛾𝑘𝑎𝑘𝑥
𝑘.

ℋℬ – клас цiлих функцiй 𝑀 , якi не мають коренiв в замкненiй нижнiй

пiвплощинi ℑ𝑧 6 0 i задовольняють умову
⃒⃒⃒
𝑀(𝑧)

𝑀(𝑧)

⃒⃒⃒
< 1, ℑ𝑧 > 0.

ℋℬ – клас цiлих функцiй 𝑀 , якi якi не мають коренiв у вiдкритiй нижнiй

пiвплощинi ℑ𝑧 < 0 i задовольняють умову
⃒⃒⃒
𝑀(𝑧)

𝑀(𝑧)

⃒⃒⃒
6 1, ℑ𝑧 > 0.

ℋ𝒫 – множина гiперболiчних многочленiв, тобто дiйсних многочленiв з

усiма дiйсними коренями.

ℋ𝒫+ – множина гiперболiчних многочленiв з усiма додатними коефiцiєн-

тами.

ℒ − 𝒫 – клас цiлих функцiй Лаґерра-Полiа, тобто замкнення в топологiї

рiвномiрної збiжностi на компактах множини гiперболiчних многочленiв.

ℒ − 𝒫𝐼 – клас цiлих функцiй Лаґерра-Полiа типу I, тобто замкнення в

топологiї рiвномiрної збiжностi на компактах множини гiперболiчних мно-

гочленiв з усiма недодатними коренями.

ℳ𝒮 – клас послiдовностей множникiв, тобто таких дiйсних послiдовностей

(𝛾𝑘)
∞
𝑘=0, що для кожного дiйсного многочлена 𝑃 (𝑥) =

∑︀𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘𝑧

𝑘 з усiма

дiйсними коренями, многочлен
∑︀𝑛

𝑘=0 𝛾𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘 також має усi дiйснi коренi.

𝑃𝐹∞ – клас тотально додатних послiдовностей, тобто дiйсних послiдов-

ностей (𝑎𝑘)
∞
𝑘=0, таких що усi мiнори нескiнченої матрицi ‖𝑎𝑗−𝑖‖∞𝑖,𝑗=0 є

невiд’ємними (тут 𝑎𝑘 = 0 при 𝑘 < 0).̃︂𝑃𝐹∞ – клас твiрних функцiй тотально додатних послiдовностей.

𝑃𝐹𝑚 – клас 𝑚-кратно додатних послiдовностей, тобто дiйсних послiдовно-

стей (𝑎𝑘)
∞
𝑘=0, таких що усi мiнори нескiнченої матрицi ‖𝑎𝑗−𝑖‖∞𝑖,𝑗=0 порядкiв

не бiльше за 𝑚 є невiд’ємними (тут 𝑎𝑘 = 0 при 𝑘 < 0).
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̃︂𝑃𝐹𝑚 – клас твiрних функцiй 𝑚-кратно додатних послiдовностей.

𝑃 *𝑄 – згорткаШура-Сегьо двох многочленiв 𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑘

𝑗=0

(︀
𝑘
𝑗

)︀
𝑎𝑗𝑥

𝑗 i𝑄(𝑥) =∑︀𝑘
𝑗=0

(︀
𝑘
𝑗

)︀
𝑏𝑗𝑥

𝑗, яка задається формулою 𝑃 *𝑄(𝑥) =
∑︀𝑘

𝑗=0

(︀
𝑘
𝑗

)︀
𝑎𝑗𝑏𝑗𝑥

𝑗.

𝑃 �𝑄 – згортка Уолша многочленiв 𝑃 i 𝑄 степеня 𝑛, а саме 𝑃 �𝑄 (𝑥) =∑︀𝑛
𝑘=0 𝑃

(𝑘)(0) ·𝑄(𝑛−𝑘)(𝑥).

R𝑚[𝑥] – множина дiйсних многочленiв вiд змiнної 𝑥 степеня не вище за 𝑚.

R+
𝑚[𝑥] – множина дiйсних многочленiв вiд змiнної 𝑥 степеня не вище за 𝑚

з усiма невiд’ємними коефiцiєнтами.

R>0
𝑚 [𝑥] – множина дiйсних многочленiв вiд змiнної 𝑥 степеня не вище за 𝑚,

що вони є невiд’ємними на всiй дiйснiй осi.

R>0
𝑚 [𝑥] – множина дiйсних многочленiв вiд змiнної 𝑥 степеня не вище за 𝑚,

що вони є додатними на всiй дiйснiй осi.

𝑆𝜆 – оператор зсуву на 𝜆 ∈ C, 𝑆𝜆 : C[𝑥] → C[𝑥] : 𝑆𝜆(𝑃 )(𝑥) := 𝑃 (𝑥− 𝜆).

𝑆𝑇𝑃 – множина строго тотально додатних матриць, тобто таких дiйсних

матриць, у яких усi мiнори є додатними.

𝑆𝑇𝑃𝑘 – множина строго 𝑘-кратно додатних матриць, тобто таких дiйсних

матриць, у яких усi мiнори, що їх порядки не перевищують 𝑘, є додатними.

𝑆𝑇𝑃2(𝑐) – клас матриць 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗), 1 6 𝑖 6 𝑚, 1 6 𝑗 6 𝑛, (𝑚,𝑛 ∈
N∪∞) з додатними елементами, що вони задовольняють наступну умову:

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑖+1,𝑗+1 > 𝑐 𝑎𝑖,𝑗+1𝑎𝑖+1,𝑗 (1 6 𝑖 < 𝑚− 1, 1 6 𝑗 < 𝑛− 1).

𝑇𝑃 – множина тотально додатних матриць, тобто таких дiйсних матриць,

у яких усi мiнори є невiд’ємними.

𝑇𝑃𝑘 – множина 𝑘-кратно додатних матриць, тобто таких дiйсних матриць,

у яких усi мiнори, що їх порядки не перевищують 𝑘, є невiд’ємними.

𝑇𝑃2(𝑐) – клас матриць 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗), 1 6 𝑖 6 𝑚, 1 6 𝑗 6 𝑛, (𝑚,𝑛 ∈
N∪∞) з додатними елементами, що вони задовольняють наступну умову:

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑖+1,𝑗+1 > 𝑐 𝑎𝑖,𝑗+1𝑎𝑖+1,𝑗 (1 6 𝑖 < 𝑚− 1, 1 6 𝑗 < 𝑛− 1).

𝑍𝑐(𝑃 ) – число недiйсних коренiв дiйсного многочлена 𝑃 iз урахуванням

кратностей.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Дисертацiйна робо-

та присвячена проблемам локалiзацiї коренiв комплексних многочленiв i

цiлих функцiй. Актуальнiсть задач такого типу не потребує пояснень i по-

силань, але ми наведемо деякi приклади i iсторичнi факти. Пiдкреслимо,

що нас цiкавлять не асимптотичнi, а точнi твердження щодо розташуван-

ня коренiв, такi як розташування усiх коренiв комплексного многочлена

в вiдкритiй лiвiй пiвплощинi (так званi стiйкi многочлени), розташуван-

ня усiх коренiв дiйсного многочлена на дiйснiй осi (так званi гiперболiчнi

многочлени), або розташування усiх коренiв многочленiв з додатними ко-

ефiцiєнтами поза дiйсної осi (позитивнi многочлени). Нагадаємо, що одну

з найважливiших i найвiдомiших вiдкритих проблем сучасної математики:

гiпотезу Рiмана, – можна еквiвалентно переформулювати як проблему про

розташування усiх коренiв спецiальної дiйсної цiлої функцiї порядку одна

друга на дiйсної осi.

З теореми Гурвиця випливає, що гiперболiчнi многочлени (тобто дiйс-

нi многочлени з усiма дiйсними коренями) можуть збiгатися рiвномiрно

на компактах лише до дiйсної цiлої функцiї з усiма дiйсними коренями.

Але виявляється, що не кожна дiйсна цiла функцiя з усiма дiйсними ко-

ренями є рiвномiрною на компактах границею гiперболiчних многочленiв.

Видатна теорема Е.Лаґерра i Дж.Полiа (дивись, наприклад, [99, с. 42-46]

i [161, глава VIII, §3]) дає повний опис замикання в топологiї рiвномiрної

збiжностi на компактах множини гiперболiчних многочленiв (клас цiлих

функцiй Лаґерра-Полiа) i множини гiперболiчних многочленiв з усiма до-

датними коефiцiєнтами (клас цiлих функцiй Лаґерра-Полiа типу I). Класи

Лаґерра-Полiа i Лаґерра-Полiа типу I вiдiграють визначну роль в ком-

плексному аналiзi; щодо цiкавих властивостей функцiй класiв Лаґерра-

Полiа i Лаґерра-Полiа типу I, а також рiзноманiтних застосувань i рiз-

них еквiвалентних характеризацiй цих класiв, дивись [186, с. 100], [190]
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або [173, глава II]. Функцiям класу Лаґерра-Полiа присвячена велика кiль-

кiсть робiт, ми вiдзначимо лише декiлька з них. В роботах [60] Т.Кравена,

Дж.Ксордаша i В.Смiта, [136] Х.Кi i Й.Кiма доводиться гiпотеза Дж.Полiа

про те, що для дiйсної цiлої функцiї порядку меншого за два зi скiнченою

кiлькiстю недiйсних коренiв похiдна деякого порядку належить до класу

Лаґерра-Полiа. В роботах [25] В.Бергвайлера, А.Еременко i Дж. Ленглi, а

також [24] В.Бергвайлера i А.Еременко доводиться гiпотеза А. Вiмана про

кiлькiсть недiйсних коренiв похiдних дiйсних цiлих функцiй порядку бiль-

ше за два. Серед нещодавнiх робiт, пов’язаних з класом Лаґерра-Полiа,

вiдзначимо роботи Д.Кардона [49], М.Лампрехта [159], Дж. Ксордаша i

Т.Фордаша [61], А.Богданова [32], А.Барича i С.Сiнгха [19] i П.Батри [21].

Питання про те, чи належить дана цiла функцiя порядку меншого за

два до класу Лаґерра-Полiа, тобто чи має вона тiльки дiйснi коренi, мо-

же бути дуже складним. В нашiй роботi особливу роль вiдiграє спецiальна

цiла функцiя: так звана часткова тета-функцiя 𝑔𝑎(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0
𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1.

Ця функцiя має багату iсторiю дослiджень. Наведена нижче iсторiя до-

слiдження часткової тета-функцiї була повiдомлена нам вiдомим дослiд-

ником часткової тета-функцiї та iнших важливих спецiальних функцiй

С.О.Варнааром (приватне повiдомлення). Як повiдомляє С.О.Варнаар, ма-

буть, вперше часткова тета-функцiя з’являється (не пiд цим iм’ям) в 1844

роцi в двох роботах Дж.Еiзенштейна (дивись [72] i [73]). В цих роботах

Дж.Еiзенштейн дослiджує представлення часткової тета-функцiї ланцю-

говим дробом, з якого отримує iррацiональнiсть деяких спецiальних чи-

сел. Двома роками пiзнiше Е.Гейне [97] перевiдкриває представлення цiєї

функцiї ланцюговим дробом, а також представляє ланцюговими дробами

деякi гiпергеометричнi функцiї. У 1915 роцi результати Дж.Еiзенштейна

про iррацiональнiсть спецiальних чисел були посиленi в сумiснiй робо-

тi Ф.Берштейна i О.Сатца ([26]), а пiзнiше ще в однiй в роботi О.Сатца

([209]). Невдовзi пiсля цього Л.Шакалов (дивись [214] i [215]) дослiдив не

тiльки iррацiональнiсть, але лiнiйну незалежнiсть над Q тих самих чи-
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сел. Крiм того, Л.Шакалов вперше вiдзначив функцiональне рiвняння для

часткової тета-функцiї: 𝑔𝑎(𝑎𝑧) = 1+𝑔𝑎
(︀
𝑧
𝑎

)︀
. Пiзнiше часткова тета-функцiя

неодноразово з’являється в роботах С.Рамануджана. У “втраченому запис-

нику” С.Рамануджана є багато красивих тотожностей з частковою тета-

функцiєю. Саму назву “часткова тета-функцiя” (англiйською “partial theta-

function”) дав Дж.Андрюс в роботах [16] i [17] (дивись також [233]). Вiдмiти-

мо, що дослiдження цiкавих властивостей коренiв часткової тета-функцiї i

коренiв її похiдних, а також iншi результати, пов’язанi з частковою тета-

функцiєю, можна знайти у великої серiї цiкавих робiт В.П.Костова [141],

[142], [143], [144], [147], [145], [146], [148], [149] i [150]. Вивченню властивостей

часткової тета-функцiї присвяченi, наприклад, роботи [108] С.Йо i Б.Кiма,

[137] Б.Кiма, Е.Кiма i Й.Сео, [138] С.Кiмпорта, [206] А.Сокала, [102] С.Ху i

М.-С. Кiма. У нещодавньому препринтi Р.Флореса i Ж.Гонзалеса-Менесеса

обговорюється важлива роль часткової тета-функцiї при дослiдженнi зрос-

тання моноїдiв Артiна-Тiтса (дивись [81]).

Концепцiя тотальної додатностi (в тому числi, тотальна додатнiсть мат-

риць) вiдiграє важливу роль у рiзних роздiлах математики, статистики

i механiки. В математицi тотально додатнi функцiї i матрицi виникають

в проблемах, пов’язаних з розташуванням коренiв дiйсних многочленiв,

опуклiстю, проблемами моментiв, власними значеннями iнтегральних опе-

раторiв, осциляцiйними властивостями рiшень лiнiйних диференцiальних

рiвнянь, в теорiї апроксимацiї i iнших областях дiйсного аналiзу. Тотально

додатним матрицям присвячена низка важливих робiт, i, в силу особливої

важливостi цього поняття, о тотально додатних матрицях написано декiль-

ка монографiй i великих оглядових робiт, таких як класична монографiя

С.Карлiна “Total positivity” 1968 року ([111]), великий огляд Т.Андо “Totally

Positive Matrices” 1987 року ([15]), монографiя А.Пiнкуса “Totally Positive

Matrices” 2010 року ([185]), монографiя Ш.Фаллата i Ч.Джонсона “Totally

Nonnegative Matrices” 2011 року ([75]), та iншi. Монографiя Аллана Пiнку-

са [185] присвячена пам’ятi I.Дж.Шонберга, М.Г.Крейна, Ф.Р.Гантмахера
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i С.Карлiна – “чотирьом пiонерам теорiї тотальної додатностi”. Знаменита

теорема М.Еiссена, А.Едрея, I.Шонберга i А.Уiтнi [11] (дивись також [111,

с. 412]) стверджує, зокрема, що многочлен з додатними коефiцiєнтами має

усi дiйснi (вiд’ємнi) коренi тодi i тiльки тодi, коли побудована по коефi-

цiєнтах многочлена нескiнченна теплiцева матриця є тотально додатною.

Ця важлива теорема встановлює зв’язок мiж гiперболiчними многочлена-

ми (а також цiлими функцiями класу Лагера-Полiа) i тотально додатни-

ми матрицями. Серед нещодавнiх дослiджень тотально додатних матриць

вiдмiтимо роботи [79] М.Фiдлера, [183] Х.Пеньї, [21] П.Батри, [8] М.Адма

i Ю.Гарлоффа, [9] М.Адма, Ю.Гарлоффа i М.Тяглова, [76] Ш.Фаллата,

Ч.Джонсона i А.Сокала. Вiдзначимо, що перевiрка тотальної додатностi

для заданої матрицi потребує, взагалi кажучи, не аби яких зусиль, тому

отримання будь-якої зручної достатньої умови тотальної додатностi є ду-

же актуальним завданням.

Можливо, найбiльш наглядно практична необхiднiсть точних методiв

локалiзацiї коренiв комплексних многочленiв демонструється у зв’язку з

проблемами стiйкостi положення рiвноваги динамiчної системи. Як добре

вiдомо, при досить загальних припущеннях, положення рiвноваги є стiй-

ким, коли характеристичний многочлен лiнеаризованої системи має усi

коренi у вiдкритiй лiвiй пiвплощинi. Комплекснi многочлени, усi коренi

яких розташованi у вiдкритiй лiвiй пiвплощинi {𝑧 : Re 𝑧 < 0}, назива-
ються стабiльними, або стiйкими. Задачi дослiдження стiйкостi рiшень си-

стем диференцiальних рiвнянь виникли в серединi XIX вiку у зв’язку з

ненадiйною роботою (i навiть вибухами) парових машин. Першим видат-

ним результатом про стiйкiсть комплексних многочленiв був знаменитий

критерiй стiйкостi Ермiта-Бiлера (дивись [28] i [98], або [161, глава VII]).

Цей критерiй встановлює глибокий зв’язок мiж стiйкими многочленами i

гiперболiчними многочленами. Iснує iнший знаменитий критерiй стабiль-

ностi для дiйсного многочлена – критерiй Рауса i Гурвиця (дивись, на-

приклад, [84, с. 225-230], або [5, с. 83-87]). Цей критерiй пов’язує стiй-
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кiсть дiйсного многочлена з додатнiстю головних мiнорiв спецiальної мат-

рицi, побудованої по коефiцiєнтах многочлена (так званої матрицi Гур-

виця). Виявляється, що матриця Гурвiця стiйкого многочлена є тоталь-

но додатною, дивись на цю тему роботи [18] Б.А.Аснера-молодшого, [135]

Дж.Кемпермана i [182] Х.Пеньї. Таким чином, є прямий глибокий зв’язок

мiж тотальною додатнiстю матриць, гiперболiчнiстю многочленiв i стiй-

кiстю многочленiв. Вивченню стiйкостi спецiальних многочленiв присвя-

чено багато дослiджень, ми згадаємо тiльки декiлька робiт останнiх ро-

кiв: [229] Д.Вагнера, [236] Л.Хи, [181] Р.Пемантла, [235] Х.Й.Вердермана,

[171] Ю.Нургеса, Ю.Белiкова i I.Артемчука, [9] М.Адма, Ю.Гарлоффа i

М.Тяглова, [192] К.Пурбху i [20] А.Барвiнока.

Одною з дуже важливих проблем в теорiї розподiлу коренiв много-

членiв i трансцендентних цiлих функцiй є опис лiнiйних операторiв, якi

переводять сукупнiсть многочленiв з усiма коренями в заданiй множинi у

сукупнiсть многочленiв з усiма коренями в iншiй заданiй множинi. Дуже

важливими є випадки, коли обидвi множини дорiвнюють дiйснiй осi, лiвiй

пiвплощинi або комплекснiй площинi без дiйсної осi. Ш. Ермiт i, пiзнiше,

Е. Лаґерр були, можливо, першими, хто почав вивчати подiбнi типи про-

блем систематично. В 1914 роцi Дж.Полiа i Г.Сеге [190] дали повний опис

лiнiйних операторiв, якi є дiагональними в стандартному мономiальному

базисi 1, 𝑥, 𝑥2, . . . простору R[𝑥] i зберiгають множину гiперболiчних мно-
гочленiв. Дж.Полiа отримав, мабуть, перший результат про збереження

класу ℒ − 𝒫 лiнiйними скiнченно-рiзничними операторами. Пiзнiше вив-

чення лiнiйних операторiв, якi переводять множину гiперболiчних много-

членiв в себе, було продовжено багатьма вiдомими авторами, включаючи

Н.Обрешкова, С.Карлiна, Б.Я.Левiна, Дж.Ксордаша, Т.Кравена, К. де Бу-

ра, Р.Варгу, А.Iсерлiса, С.Норсетта, Е.Саффа i багатьох iнших. Серед су-

часних авторiв варто особливо вiдмiтити П.Брандена i Дж.Борсеа [37] (ди-

вись також [38, 39]), якi повнiстю характеризували усi лiнiйнi оператори,

якi зберiгають гiперболiчнiсть (а також оператори, якi зберiгають коренi
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в деяких iнших множинах, таких як вiдкрита пiвплощина або коло). Важ-

ливим окремим випадком є оператори, якi зберiгають множину додатних

многочленiв. Додатнi многочлени виникають у багатьох важливих обла-

стях математики. Велика кiлькiсть робiт видатних математикiв присвячена

лiнiйним операторам, що вони зберiгають множину додатних (невiд’ємних)

многочленiв, та пов’язаних з цим питань (дивись, наприклад, [12], [93] i

[202], а також посилання в цих джерелах, дивись також [36] для числен-

них вiдкритих питань, пов’язаних з цiєю темою). Серед нещодавнiх робiт,

присвячених операторам, якi переводять многочлени з усiма коренями в

заданiй множинi у многочлени з усiма коренями в iншiй заданiй множинi,

ми вiдмiтимо [41] П.Брандена, в якiй вивчаються важливi нелiнiйнi опе-

ратори, [49] Д.Кардона, [61] Дж.Ксордаша i Т.Фордаша, [46] П.Брандена,

I.Красiкова i Б.Шапiро, [90] М.Голiциної i I.Карпенко, [159] М.Лампрехта,

[43] П.Брандена i М.Чассе, [42] П.Брандена i [44] П.Брандена i Л.Солюса.

Один з перших результатiв про лiнiйнi оператори, якi не зменшу-

ють меш гiперболiчних многочленiв (тобто мiнiмальну вiдстань мiж рiз-

ними коренями многочлена), належить М.Рису, але став вiдомим завдяки

А.Стоянову (дивись [208]). А.Стоянов у своєї роботi дає просте доведення

того факту, що оператор диференцiювання не зменшує меш гiперболiчно-

го многочлена, про цей результат А.Стоянов пише, що формулювання i

досить складне доведення належить М.Рису. Пiзнiше теорема М.Риса пе-

ревiдкривалася i заново доводилася багатьма авторами, дивись, наприклад,

роботу Р.Гелки [86], або П.Волкера [230] i [231]. Велика увага надається

проблемам вiддiлення коренiв многочленiв i властивостям лiнiйних опе-

раторiв, якi не зменшують меш гiперболiчних многочленiв, у фундамен-

тальному томi С.Фiска [80]. Зокрема, С.Фiск довiв, що лiнiйний оператор,

який зберiгає гiперболiчнiсть i комутує з операторами зсуву, не зменшує

меш гiперболiчного многочлена. Вiдмiтимо, що сам С.Фiск формулював

цю теорему в зовсiм iнших термiнах. Не дуже легко з’ясувати, що тео-

рема С.Фiска дає твердження, що воно сформульоване вище. В роботi
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[46] П.Брандена, I.Красiкова i Б.Шапiро доведено, що жоден нетривiаль-

ний лiнiйний скiнченно-рiзничний оператор з дiйсним зсувом не зберiгає

множину гiперболiчних многочленiв. Також в [46] доведено, що лiнiйний

скiнченно-рiзничний оператор з дiйсним зсувом 𝜆 зберiгає множину гiпер-

болiчних многочленiв з мешем не меншим за 𝜆 тодi i тiльки тодi, коли усi

коренi твiрної функцiї є дiйсними i невiд’ємними. Це твердження є анало-

гом знаменитої теореми Лагера-Полiа для скiнченно-рiзничних операторiв.

Серед нещодавнiх робiт, присвячених мiрам вiддiлення коренiв гiперболiч-

них многочленiв i цiлих функцiй вiдмiтимо роботи [168] М.Мiгнота, [51]

С.Чайi, [66] М.Демера i А.Iлiча, [77] Д.Фармера, [89] М.Голiциної, в якої

описано замкнення в топологiї рiвномiрної збiжностi на компактах множи-

ни гiперболiчних многочленiв з мешем (гiперболiчним мешем), бiльшим за

дане число, [70] А.Дуджели i Т.Пейковича, а також роботу [204] Б.Шапiро,

яка мiстить декiлька цiкавих гiпотез щодо мешу многочленiв. Тому до-

слiдження мiр вiддiлення коренiв многочленiв i цiлих функцiй пiд дiєю

важливих лiнiйних операторiв є надзвичайно актуальними.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Дисертацiйна робота виконана на кафедрi теорiї функцiй i функ-

цiонального аналiзу i на кафедрi фундаментальної математики факуль-

тету математики i iнформатики Харкiвського нацiонального унiверситету

iм. В.Н. Каразiна. Результати дисертацiї є складовою частиною держбюд-

жетних науково-дослiдних робiт “Алгебраїчнi та аналiтичнi методи дослiд-

ження груп, класiв функцiй, операторiв та пов’язаних з ними об’єктiв” (но-

мер державної реєстрацiї 0106U003141), “Дослiдження з гомологiчної алгеб-

ри та теорiї функцiй” (номер державної реєстрацiї 0109U000613), “Розробка

i застосування алгебраїчних i теоретико-функцiональних методiв” (номер

державної реєстрацiї 0112U001059), “Розробка теоретико-функцiональних

методiв та їх застосування в теорiї операторiв та математичнiй статисти-

цi” (номер державної реєстрацiї 0115U000481) та “Оператори в банахових,

гiльбертових, функцiональних просторах та квазiкриштали Фур’є” (номер
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державної реєстрацiї 0118U002036).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є по-

будова нової теорiї i знаходження нових методiв дослiдження локалiзацiї i

роздiлення коренiв многочленiв i цiлих функцiй, зв’язку розташування ко-

ренiв з властивостями коефiцiєнтiв цих функцiй, а також отримання опису

i дослiдження властивостей лiнiйних операторiв, якi зберiгають гiперболiч-

нiсть, стiйкiсть i позитивнiсть.

Об’єкт дослiдження – гiперболiчнi, стiйкi i позитивнi многочлени, цiлi

функцiї класiв Лаґерра-Полiа i Лаґерра-Полiа типу I, лiнiйнi оператори,

якi зберiгають гiперболiчнiсть, стiйкiсть i позитивнiсть.

Предметом дослiдження служить зв’язок властивостей розташуван-

ня коренiв многочленiв i цiлих функцiй з властивостями коефiцiєнтiв цих

функцiй, властивостi цiлих функцiй класiв Лаґерра-Полiа i Лаґерра-Полiа

типу I, а також опис i властивостi лiнiйних операторiв, якi зберiгають гi-

перболiчнiсть, стiйкiсть i позитивнiсть.

Основнi завдання дослiдження:

– отримати зручну достатню умову кратної позитивностi i тотальної по-

зитивностi матриць, застосувати її для дослiдження розташування ко-

ренiв частотних послiдовностей Полiа, властивостей моментних послi-

довностей Гамбургера i позитивних многочленiв;

– отримати достатнi умови стiйкостi комплексних многочленiв i умови

розташування коренiв цiлих функцiй у лiвiй пiвплощинi; дослiдити

необхiднi i достатнi умови для того, щоб часткова тета-функцiя мала

стiйкi вiдрiзки ряду Тейлора;

– отримати достатню умову додатностi на дiйснiй осi многочлена з до-

датними коефiцiєнтами; знайти опис крайнiх напрямкiв конуса много-

членiв з додатними коефiцiєнтами, якi є невiд’ємними на дiйснiй осi

i мають степiнь не бiльшу за дане число; знайти опис дiагональних в

стандартному мономiальному базисi лiнiйних операторiв, якi зберiга-
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ють вказаний конус; знайти найменший можливий порядок нескаляр-

ного лiнiйного диференцiального оператора з полiномiальними коефi-

цiєнтами, який зберiгає вказаний конус;

– отримати характеризацiю нульових множин цiлих абсолютно моно-

тонних функцiй, якщо цi множини не перетинають деякий кут {𝑧 :

| arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼} для 𝛼 > 0; знайти нову необхiдну умову для тих

частин нульових множин цiлих абсолютно монотонних функцiй, якi

розташованi у вказаному кутi; отримати неперервний аналог вiдомої

теореми М. Фекете i Дж. Полiа про домноження додатного многочле-

на на експоненту;

– дослiдити належнiсть до класу Лаґерра-Полiа часткової тета-функцiї i

її вiдрiзкiв ряду Тейлора; а також належнiсть до класу Лаґерра-Полiа

деяких iнших важливих спецiальних цiлих функцiй i їх вiдрiзкiв ря-

ду Тейлора; отримати новi необхiднi i достатнi умови належностi цiлої

функцiї до класу Лаґерра-Полiа (узагальненi нерiвностi Лаґерра i ком-

плекснi нерiвностi Лаґерра);

– отримати оцiнки для мешу гiперболiчного многочлена i логарифмiчно-

го мешу гiперболiчного многочлена з додатними коефiцiєнтами через

коефiцiєнти многочлену; дослiдити логарифмiчний меш згорткиШура-

Сеге двох гiперболiчних многочленiв; знайти точну оцiнку знизу на

меш образу гiперболiчного многочлена пiд дiєю центрально-рiзничного

лiнiйного оператора;

– знайти повний опис лiнiйних скiнченно-рiзничних операторiв зi стали-

ми коефiцiєнтами, якi зберiгають множину гiперболiчних многочленiв,

i якi зберiгають множину многочленiв з коренями у смузi; дослiдити

властивостi коренiв образу центрально-рiзничного лiнiйного оператора

вiд цiлої функцiї класу Лаґерра-Полiа; отримати повний опис лiнiйних

скiнченно-рiзничних операторiв з цiлими коефiцiєнтами, якi зберiгають

клас цiлих функцiй Лаґерра-Полiа.
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Методами дослiдження служать методи комплексного аналiзу, дiйс-

ного аналiзу, лiнiйної алгебри i функцiонального аналiзу.

Наукова новизна отриманих результатiв. В дисертацiйнiй роботi

побудовано нову теорiю i знайдено новi методи дослiдження зв’язкiв розта-

шування коренiв многочленiв i цiлих функцiй з властивостями коефiцiєн-

тiв цих функцiй, а також отриманi описи i дослiджено властивостi лiнiйних

операторiв, якi зберiгають гiперболiчнiсть, стiйкiсть i позитивнiсть. Зокре-

ма, в дисертацiйнiй роботi отриманi наступнi новi науковi результати:

– отримано нову достатню умову кратної позитивностi i тотальної пози-

тивностi дiйсних матриць заданого розмiру; доведено, що ця умова є

точною для кожного фiксованого розмiру матриць в класi ганкелевих

матриць i в класi теплiцевих матриць; отриманi новi достатнi умови для

послiдовностi, щоб вона була частотною послiдовнiстю Полiа, а також

для того, щоб твiрна функцiя послiдовностi не мала коренiв в зада-

ному кутi; отримано нову достатню умову для додатної послiдовностi,

щоб вона була моментною послiдовнiстю Гамбургера; отримано нову

достатню умову додатностi на всiй дiйснiй осi многочлена з додатними

коефiцiєнтами;

– отримано нову зручну достатню умову стiйкостi комплексних много-

членiв, а також достатню умову розташування коренiв цiлих функцiй

у вiдкритiй лiвiй пiвплощинi, а також перевiрено, що цi умову не можна

покращити; знайдено необхiднi i достатнi умови для того, щоб частко-

ва тета-функцiя мала стiйкi вiдрiзки ряду Тейлора, а також мала усi

коренi у вiдкритiй лiвiй пiвплощинi;

– знайдено повний опис крайнiх напрямкiв конусу многочленiв з додат-

ними коефiцiєнтами, якi є невiд’ємними на дiйснiй осi i мають степiнь

не бiльшу за дане число; знайдено повний опис дiагональних в стан-

дартному мономiальному базисi лiнiйних операторiв, якi зберiгають

вказаний конус; знайдено найменший можливий порядок нескалярного
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лiнiйного диференцiального оператора з полiномiальними коефiцiєнта-

ми, який зберiгає вказаний конус;

– отримано неперервний аналог вiдомої теореми М. Фекете i Дж. Полiа

про домноження додатного многочлена на експоненту; отримано ха-

рактеризацiю нульових множин цiлих абсолютно монотонних функцiй,

якщо цi множини не перетинають деякий кут {𝑧 : | arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼}
для 𝛼 > 0; знайдено нову необхiдну умову для тих частин нульових

множин цiлих абсолютно монотонних функцiй, якi розташованi у вка-

заному кутi;

– знайдено, при яких значеннях параметру часткова тета-функцiя, а та-

кож її вiдрiзки ряду Тейлора належать до класу Лаґерра-Полiа; до-

слiджено належнiсть до класу Лаґерра-Полiа низки iнших важливих

спецiальних цiлих функцiй i їх вiдрiзкiв ряду Тейлора; доведено, що

узагальненi нерiвностi Лаґерра, а також комплекснi нерiвностi Лаґер-

ра, є необхiдними i достатнiми умовами належностi цiлої функцiї до

класу Лаґерра-Полiа;

– отриманi оцiнки для мешу гiперболiчного многочлена i логарифмiч-

ного мешу гiперболiчного многочлена з додатними коефiцiєнтами че-

рез коефiцiєнти многочлену; доведено, що логарифмiчний меш згортки

Шура-Сеге двох гiперболiчних многочленiв не є меншим за максимум

логарифмiчних мешiв многочленiв; отримано точну оцiнку знизу на

меш образу гiперболiчного многочлена пiд дiєю центрально-рiзничного

лiнiйного оператора зi сталими коефiцiєнтами;

– отримано повний опис лiнiйних скiнченно-рiзничних операторiв зi ста-

лими коефiцiєнтами, якi зберiгають множину гiперболiчних много-

членiв i якi зберiгають множину многочленiв з коренями у смузi; дове-

денi важливi властивостi коренiв образу центрально-рiзничного лiнiй-

ного оператора вiд цiлої функцiях класу Лаґерра-Полiа, такi як просто-

та коренiв i мiнiмальний меш образу; отримано повний опис лiнiйних
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скiнченно-рiзничних операторiв, коефiцiєнти яких є цiлими функцiями,

що вони зберiгають клас цiлих функцiй Лаґерра-Полiа.

Практичне значення отриманих результатiв. Дисертацiйна робо-

та має теоретичний характер. Результати, що їх отримано в дисертацiй-

нiй роботi, поглиблюють нашi знання про розподiл i розташування коренiв

комплексних многочленiв i цiлих функцiй, а також про лiнiйнi операто-

ри, якi зберiгають гiперболiчнiсть, стiйкiсть або позитивнiсть многочленiв.

Результати i методи дисертацiйної роботи можуть бути використаними в

в рiзноманiтних математичних областях, у яких важливо отримати точну

iнформацiю щодо розташування коренiв многочленiв або цiлих функцiй,

таких як дiйсний аналiз, теорiя функцiй комплексної змiнної, диферен-

цiальнi рiвняння, лiнiйна алгебра, функцiональний аналiз i багато iнших.

Особистий внесок здобувача. Усi науковi результати, включенi в

дисертацiю, отриманi її автором особисто. Результати, якi належать спi-

вавторам i iншим математикам, цитуються в роботi без доведень. Всi ре-

зультати iнших математикiв, що вони використовуються в роботi, супро-

воджуються вiдповiдними посиланнями. З результатiв праць, виконаних у

спiвавторствi, на захист виносяться лише положення, якi одержанi автором

дисертацiї. Тепер детальнiше по кожнiй iз статей.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [116]. В дисертацiйнiй роботi

наведенi теорема i приклад, якi належать автору. Iнша теорема цiєї роботи,

яка належить О.Катковiй, сформульована в роботi без доведення.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [117]. Ользi Катковiй належить

постановка задачi i цiннi обговорення щодо методiв доведення. Наведена в

дисертацiї теорема належить автору.

Ольга Каткова i Ерхард Беренс – мої спiвавтори по роботi [22]. Ерхар-

ду Беренсу належить постановка задачi. Ользi Катковiй належить iнше

доведення теореми, яке не увiйшло в кiнцевий варiант статтi. Наведена в

дисертацiї теорема належить автору.
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Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [118]. В дисертацiю включе-

на лише одна теорема з цiєї роботи, яка належить автору. Iншi теореми

цiєї роботи, якi належать Ользi Катковiй, в дисертацiю не включенi i не

цитуються в нiй.

Ольга Каткова i Тетяна Лобова – мої спiвавтори по роботi [121]. Те-

тяна Лобова на той час була моєю дипломницею. Теореми, якi належать

Ользi Катковiй i Тетянi Лобовiй, не включенi в дисертацiйну роботу i не

цитуються в нiй.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [122]. Ользi Катковiй належить

остаточна постановка задачi, важливi поради щодо методiв розв’язання

проблеми i перевiрка результатiв. Наведенi в дисертацiї результати нале-

жать автору.

Ольга Каткова i Тетяна Лобова-Ейснер – мої спiвавтори по роботi [123].

Результати, якi належать Ользi Катковiй i Тетянi Лобовiй-Ейснер, циту-

ються в дисертацiйнiй роботi без доведень. Результати, якi включенi в ди-

сертацiйну роботу з доведеннями, належать автору.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [124]. Ользi Катковiй нале-

жить постановка задачi, обговорення методiв доведення, деякi технiчнi об-

числення i перевiрка результатiв. Теореми, якi наведенi в дисертацiйнiй

роботi, належать автору.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [125]. Ользi Катковiй нале-

жать постановка задачi i перевiрка отриманих результатiв. Результати, якi

включенi в дисертацiйну роботу, належать автору.

Володимир Кадець, Мiгель Мартiн i Ольга Каткова – мої спiвавтори по

роботi [110]. Володимиру Кадецю i Мiгелю Мартiну належить постановка

задачi, а також результати цiєї статтi, якi не включенi в дисертацiю. Ользi

Катковiй належить iнший доказ теореми, який не увiйшов до кiнцевого

варiанту статтi. Теорема, яка наведена в дисертацiйнiй роботi, належить

автору.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [126]. Ользi Катковiй належить
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постановка задачi, а також обговорення методiв доведення i перевiрка ре-

зультатiв. Теорема, яка наведена в дисертацiйнiй роботi, належить автору.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [127]. Результат, який нале-

жить Ользi Катковiй, наводиться в дисертацiї без доведення. Iншi резуль-

тати цiєї роботи, якi включенi до дисертацiї, належать автору.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [128]. Ользi Катковiй в цiй ро-

ботi належить теорема, яка цитується в дисертацiйнiй роботi без доведення.

Результати, якi наведенi в дисертацiйнiй роботi з доведеннями, належать

автору.

Ольга Каткова i Борис Шапiро – мої спiвавтори по роботi [130]. Бо-

рису Шапiро належить постановка задачi i обговорення результатiв. Ользi

Катковiй належать обговорення отриманих результатiв i деякi цiкавi при-

клади, якi не увiйшли в остаточний варiант статтi. Теорема, яка наведена

в дисертацiйнiй роботi, належить автору.

Джордж Ксордаш – мiй спiвавтор по роботi [65]. Джорджу Ксордашу

належать постановки задач i деякi технiчнi обговорення. Результати цiєї

роботи, якi включенi в дисертацiю, належать автору.

Ольга Каткова – мiй спiвавтор по роботi [131]. Ользi Катковiй нале-

жать постановка задачi, обговорення щодо методiв доведення i перевiрка

отриманих результатiв. Результати, якi включенi в дисертацiйну роботу,

належать автору.

Антон Богданов – мiй спiвавтор по роботi [33]. Автору належать по-

становки задач i методи їх розв’язання. Антону Богданову належать деякi

технiчнi обчислення i перевiрка результатiв. Включенi в дисертацiйну ро-

боту результати належать автору.

Iрина Карпенко (на той час моя дипломниця) – мiй спiвавтор по роботi

[133]. Теорема iз цiєї роботи, яка належить Iринi Карпенко, не включена в

дисертацiю i не цитується в нiй. Включенi в дисертацiйну роботу результати

належать автору.

Ольга Каткова i Михаїл Тяглов – мої спiвавтори по роботi [134]. Михаї-
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лу Тяглову належать постановки деяких задач i цiкавi комп’ютернi обчис-

лення, якi не увiйшли в остаточний текст роботи. Ользi Катковiй належить

теорема, яка наведена в дисертацiйнiй роботi без доведення. Включенi в

дисертацiю результати [134] належать автору.

Тху Хiєн Нгуєн (на той час моя дипломниця, а зараз аспiрантка) –

спiвавтор по роботi [213]. Тху Хiєн Нгуєн належать деякi технiчнi обчис-

лення i перевiрка результатiв. Включенi в дисертацiйну роботу результати

належать автору.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Усi публiкацiї автора за темою

дисертацiї є у вiльному доступi на iнтернет-ресурсi Research Gate (https:

//www.researchgate.net/profile/Anna_Vishnyakova/contributions/).

Матерiали дисертацiї доповiдалися на Харкiвському мiському семi-

нарi по теорiї функцiй (багаторазово, починаючи з 2000 року), на мате-

матичному семiнарi унiверситету Альгарве, Португалiя (2001 рiк), на ма-

тематичному семiнарi унiверситету Тюбiнгена, Нiмеччина (2004 рiк), на

мiнi-семiнарах пiд час семiнару «Проблеми Полiа-Шура-Лакса: збережен-

ня гiперболiчностi i стабiльностi” в Американському iнститутi математики,

Пало-Алто, США (2007 рiк), на семiнарi математичного факультету унiвер-

ситету Анкари, Турцiя (2009 рiк), на семiнарi математичного вiддiлення

Стокгольмського унiверситету, Швецiя (2010 рiк), на мiнi-семiнарах пiд час

семiнару «Стабiльнiсть, гiперболiчнiсть i локалiзацiя коренiв функцiй” в

Американському iнститутi математики, Пало-Алто, США (2011 рiк), двiчi

на семiнарах з аналiзу математичного факультету Шанхайського унiвер-

ситету, Китай (2015 рiк).

По матерiалах дисертацiйної роботи були зробленi доповiдi на 16 мiж-

народних конференцiях: “Computational Methods and Function Theory”,

Авейро, Португалiя (2001 рiк, [119]), International Akhiezer Centenary

Conference “Theory of Functions and Mathematical Phisics”, Харкiв, Украї-

на (2001 рiк, [120]), Second International Conference “Mathematical Analysis

and Economics”, Суми, Україна (2003 рiк, [218]), “International conference
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dedicated to 125-th anniversary of Hans Hahn”, Чернiвцi, Україна (2004 рiк,

[219]), ”Computational Methods and Function Theory”, Джонсу, Фiнляндiя

(2005 рiк, [220]), “Analysis and related topics”, Львiв, Україна (2005 рiк,

[221]), “Entire and Subharmonic Functions and Related Topics”, International

Conference dedicated to the centennial of B.Ya.Levin (1906-1993), Харкiв,

Україна (2006 рiк, [222]), “Analysis and Topology”, Львiв, Україна (2008

рiк, [223]), “Conference on complex analysis dedicated to the memory of

Anatolii Asirovich Goldberg (1930-2008)”, Львiв, Україна (2010 рiк, [129]),

IWOTA 2010, Берлiн, Нiмеччина (2010 рiк, [224]), “Complex analysis and

its applications” dedicated to the 70th anniversary of A.F. Grishin, Хар-

кiв, Україна (2011 рiк, [225]), III International Conference ANALYSIS AND

MATHEMATICAL PHYSICS, Харкiв, Україна (2015, рiк, [31]), “Complex

Analysis and Related Topics”, Львiв, Україна (2016 рiк, [226]), “International

Conference in Functional Analysis Dedicated to the 125th Anniversary of

Stefan Banach”, Львiв, Україна (2017 рiк, [169]), “Hausdorff Geometry of

Polynomials and Polynomial Sequences”, Стокгольм, Швецiя (2018 рiк, [227])

i VI International Conference ANALYSIS AND MATHEMATICAL PHYSICS

dedicated to the centennial anniversary of the National Academy of Sciences

of Ukraine and the 50th anniversary of the Department of Function Theory,

Харкiв, Україна (2018 рiк, [170]).

Публiкацiї. Включенi до дисертацiї результати автора опублiкованi у

20 наукових статтях, з них 13 статей в мiжнародних журналах, якi мають

iмпакт-фактор i входять до мiжнародних наукових баз (Scopus i Web of

Science): [117], [22], [124], [125], [127], [128], [130], [65], [131], [33], [133], [134]

i [213]. Ще три статтi опублiкованi в у фахових виданнях України: стаття

[116] – в журналi “ Visnyk of V. N. Karazin Kharkiv National University, Ser.

Mathematics, Applied Mathematics and Mechanics ”, статтi [122] i [123] – в

журналi Matematicheskaya fizika, analiz, geometriya. Ще чотири статтi опуб-

лiкованi у спецiалiзованих зарубiжних виданнях: [118] – в спецiальному ви-

пуску серiї “Israel Mathematical Conference Proceedings”, статтi [121] i [126]
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– в мiжнародному журналi “Computational Methods and Functional Theory”

i стаття [110] – в мiжнародному журналi “Serdica Mathematical Journal”.

Усi 20 статей реферуються у мiжнароднiй математичнiй реферативнiй базi

даних Zentralblatt, 19 статей (усi, окрiм [116]) реферуються у мiжнароднiй

математичнiй реферативнiй базi даних MathSciNet (MathReviews).

Результати дисертацiї також викладенi в наступних 16 публiкацiях

апробацiйного характеру (тезах доповiдей на мiжнародних конференцiях):

[119], [120], [218], [219], [220], [221], [222], [223], [129], [224], [225], [31], [169],

[227] i [170].

Жоден результат кандидатської дисертацiї автора, захищеної в Хар-

кiвському нацiональному унiверситетi iм. В.Н.Каразина (на той час Хар-

кiвський державний унiверситет iм. А.М.Горького) у 1993 роцi, не є вклю-

ченим в цю дисертацiйну роботу.

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається з анотацiй,

списку публiкацiй здобувача за темою дисертацiї, “змiсту”, перелiку умов-

них позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних дже-

рел, який мiстить 237 найменувань i займає 26 сторiнок, а також додатку

А. Список використаних джерел побудований в алфавiтному порядку, при

цьому спочатку цитуються роботи кирилицею, а потiм латиницею.

Повний обсяг дисертацiйної роботи – 324 сторiнок. Обсяг основної ча-

стини дисертацiї – 266 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

ДОСТАТНI УМОВИ ДЛЯ ТОТАЛЬНОЇ ДОДАТНОСТI I ДЛЯ

КРАТНОЇ ДОДАТНОСТI МАТРИЦЬ IЗ НЕВIД’ЄМНИМИ

ЕЛЕМЕНТАМИ

1.1 Деякi визначення, базовi факти та формулювання ре-

зультатiв

Добре вiдомо, що вiдповiдi на багато важливих математичних питань

можуть бути наданi у виглядi умов додатностi мiнорiв спецiальних матриць

(або умови, що деякi мiнори не дорiвнюють нулю). У цьому роздiлi ми

наведемо достатнi умови для того, щоб усi мiнори матрицi були додатними.

Ми нагадуємо, що матриця 𝐴 iз дiйсними елементами називається 𝑘-

кратно додатною, якщо усi мiнори 𝐴, що їх порядки не перевищують 𝑘,

є невiд’ємними. Матриця 𝐴 iз дiйсними елементами називається тотально

додатною, або нескiнченно додатною, якщо усi мiнори 𝐴 є невiд’ємними.

Бiльш детально про введенi поняття та їх численнi застосування у рiз-

них роздiлах математики, статистики i механiки дивись фундаментальний

огляд Т.Андо [15], монографiю С.Карлiна ([111]), монографiю А.Пiнкуса

([185]), монографiю Ш.Фаллата i Ч.Джонсона [75], та списки використа-

ної лiтератури у цих джерелах. Згiдно з монографiєю С.Карлiна ([111]),

ми будемо позначати клас 𝑘-кратно додатних матриць через 𝑇𝑃𝑘, i клас

тотально додатних матриць через 𝑇𝑃 (вiд англiйського “totally positive”).

Крiм того, ми будемо позначати через 𝑆𝑇𝑃𝑘 клас дiйсних матриць, для

яких усi мiнори порядкiв не вище за 𝑘 є додатними, i через 𝑆𝑇𝑃 клас дiйс-

них матриць, усi мiнори яких є додатними (вiд англiйського “strictly totally

positive”).

Вiдзначимо, що перевiрка тотальної додатностi для заданої матрицi по-

требує, взагалi кажучи, не аби яких зусиль, оскiльки матриця розмiру 𝑛×𝑛
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має
(︀

2𝑛
𝑛

)︀
−1 ≈ 4𝑛√

𝜋𝑛
, 𝑛→ ∞, мiнорiв. В деяких випадках кiлькiсть мiнорiв,

що їх треба обчислити, можна значно скоротити. Вiдома теорема М.Фекете

(дивись, наприклад, [78], або [111, стор. 58, теорема 3.1]) твердить, що, як-

що у матрицi усi мiнори, побудованi з рядкiв i стовпцiв з пiдряд взятими

номерами, є строго додатними, то усi мiнори цiєї матрицi є строго додат-

ними. Кiлькiсть мiнорiв, побудованих з рядкiв i стовпцiв з пiдряд взятими

номерами, у матрицi розмiру 𝑛× 𝑛 дорiвнює
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑗
2 ≈ 𝑛3

3 , 𝑛→ ∞. Таким

чином, перевiрка тотальної додатностi потребує великої кiлькостi обчис-

лень.

Наступна теорема Т.Кравена i Дж.Ксордаша дає зручну для застосу-

вання достатню умову тотальної додатностi.

Теорема 1.1.1. (Т.Кравен i Дж.Ксордаш, [54]). Позначимо через 𝑐 єдиний

дiйсний корiнь рiвняння 𝑥3−5𝑥2+4𝑥−1 = 0 (𝑐 ≈ 4.0796). Нехай𝑀 = (𝑎𝑖𝑗)

є матрицею розмiру 𝑛× 𝑛, яка має наступнi властивостi:

(a) 𝑎𝑖𝑗 > 0, 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛;

(b) 𝑎𝑖𝑗𝑎𝑖+1,𝑗+1 > 𝑐 𝑎𝑖,𝑗+1𝑎𝑖+1,𝑗, 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛− 1.

Тодi 𝑀 ∈ 𝑆𝑇𝑃, тобто усi мiнори матрицi 𝑀 є додатними.

Оскiльки питання додатностi визначника матрицi, або твердження, що

визначник матрицi не дорiвнює нулю, є дуже важливими, iснує велика кiль-

кiсть достатнiх умов додатностi визначника, або невиродженостi матрицi.

Як приклад приведемо вiдому теорему С.Гершгорiна.

Теорема 1.1.2. ([84, глава XIV, параграф 5]). Нехай𝑀 = (𝑎𝑖𝑗) є матрицею

розмiру 𝑛 × 𝑛 з комплексними елементами. Для кожного 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛

позначимо через 𝑅𝑖 =
∑︀

𝑗:𝑗 ̸=𝑖 |𝑎𝑖𝑗| i через 𝐷𝑖 = {𝑧 ∈ C : |𝑧 − 𝑎𝑖𝑖| 6 𝑅𝑖} (так
званi кола Гершгорiна). Тодi кожне власне число матрицi 𝑀 належить

до областi ∪𝑛𝑖=1𝐷𝑖. Зокрема, якщо матриця 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗) задовольняє умову∑︀
𝑗:𝑗 ̸=𝑖 |𝑎𝑖𝑗| < |𝑎𝑖𝑖| для усiх 𝑖, то визначник матрицi не дорiвнює нулю.

Iснують i iншi достатнi умови невиродженостi матрицi. Зазвичай, такi

умови формулюються наступним чином: якщо матриця 𝑀 має представ-
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лення 𝑀 = 𝐼 + 𝑇 , де 𝐼 є одиничною матрицею, а 𝑇 є в деякому сенсi

“маленькою” (наприклад, має деяку операторну норму, строго меншу за

одиницю), то матриця𝑀 є невиродженою. Тобто, зазвичай умови невирод-

женостi матрицi формулюються як умови лiдирування головної дiагоналi

матрицi над iншими елементами цiєї матрицi (головна дiагональ може бути

замiнена на iнший фiксований доданок визначника). Вiдмiтимо, що всi умо-

ви такого типу не наслiдуються пiдматрицями даної матрицi (наприклад,

головна дiагональ пiдматрицi не складаються, взагалi кажучи, з елемен-

тiв головної дiагоналi самої матрицi). Теорема Т.Кравена i Дж.Ксордаша

дає умову додатностi визначника нового типу. Як буде доведено далi в ле-

мi 1.2.2, якщо матриця з додатними елементами задовольняє умову типа

умови (b) теореми 1.1.1, то кожна її пiдматриця задовольняє цю ж умову.

Для формулювання нашого результату нам потрiбне нове визначення.

Означення 1.1.3. Для даного фiксованого 𝑐 > 1 ми будемо позначати

через 𝑇𝑃2(𝑐) клас матриць 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗), 1 6 𝑖 6 𝑚, 1 6 𝑗 6 𝑛, (𝑚,𝑛 ∈
N∪∞) з додатними елементами, що вони задовольняють наступну умову:

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑖+1,𝑗+1 > 𝑐 𝑎𝑖,𝑗+1𝑎𝑖+1,𝑗 (1 6 𝑖 < 𝑚− 1, 1 6 𝑗 < 𝑛− 1). (1.1)

Ми будемо позначати через 𝑆𝑇𝑃2(𝑐) клас матриць 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗), 1 6 𝑖 6

𝑚, 1 6 𝑗 6 𝑛, (𝑚,𝑛 ∈ N∪∞) з додатними елементами, що вони задоволь-

няють наступну умову:

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑖+1,𝑗+1 > 𝑐 𝑎𝑖,𝑗+1𝑎𝑖+1,𝑗 (1 6 𝑖 < 𝑚− 1, 1 6 𝑗 < 𝑛− 1). (1.2)

Легко перевiрити, що 𝑇𝑃2 = 𝑇𝑃2(1) i 𝑆𝑇𝑃2 = 𝑆𝑇𝑃2(1). Теорема 1.1.1

стверджує, що 𝑇𝑃2(𝑐) ∩ 𝑆𝑇𝑃1 ⊂ 𝑆𝑇𝑃.

Введемо ще одне позначення: для кожного 𝑘 = 2, 3, 4, . . . позначимо

через 𝑐𝑘 наступну константу

𝑐𝑘 := 4 cos2 𝜋

𝑘 + 1
. (1.3)

Наступна таблиця мiстить числовi значення перших констант.
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n 𝑐𝑛 = 4 cos2 𝜋
𝑛+1 Приблизне значення

2 1 1

3 2 2

4 3+
√

5
2 2.618

5 3 3

6 4 cos2 𝜋
7 3.247

7 2 +
√
2 3.414

8 4 cos2 𝜋
9 3.532

9 5+
√

5
2 3.618

Крiм того, очевидно, що lim𝑘→∞ 𝑐𝑘 = 4.

Основним результатом цього роздiлу є наступна теорема.

Теорема 1.1.4. ([124]). Для кожного 𝑘 = 2, 3, 4, . . ., i для кожного 𝑐 > 𝑐𝑘,

ми маємо

(i) якщо 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐), то 𝑀 ∈ 𝑇𝑃𝑘;

(ii) якщо 𝑀 ∈ 𝑆𝑇𝑃2(𝑐), то 𝑀 ∈ 𝑆𝑇𝑃𝑘.

Простим наслiдком цiєї теореми є таке твердження.

Наслiдок 1.1.5. Для кожного 𝑐 > 4 ми маємо

(i) якщо 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐), то 𝑀 ∈ 𝑇𝑃 ;

(ii) якщо 𝑀 ∈ 𝑆𝑇𝑃2(𝑐), то 𝑀 ∈ 𝑆𝑇𝑃.

Наступна теорема демонструє, що константи 𝑐𝑘 = 4 cos2 𝜋
𝑘+1 в теоре-

мi 1.1.4 є найменшими можливими для кожного 𝑘 не тiльки в класi усiх

матриць з додатними елементами, а i у класi теплiцевих матриць, а також

у класi ганкелевих матриць. Ми нагадуємо, що матриця 𝑀 називається

теплiцевою, якщо вона має вигляд 𝑀 = (𝑎𝑗−𝑖), i матриця 𝑀 називається

ганкелевою, якщо вона має вигляд 𝑀 = (𝑎𝑗+𝑖).

Теорема 1.1.6. ([124]).

(i) Для кожного 𝑐, 1 6 𝑐 < 𝑐𝑘, iснує теплiцева матриця 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐)

розмiру 𝑘 × 𝑘, така що det𝑀 < 0;
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(ii) для кожного 𝑐, 1 6 𝑐 < 𝑐𝑘, iснує ганкелева матриця 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐)

розмiру 𝑘 × 𝑘, така що det𝑀 < 0.

Простим наслiдком цього твердження є наступний факт.

Теорема 1.1.7. ([124]).

(i) Для кожного 𝑐, 1 6 𝑐 < 4, iснує теплiцева матриця 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐),

така що 𝑀 /∈ 𝑇𝑃 ;

(ii) для кожного 𝑐, 1 6 𝑐 < 4, iснує ганкелева матриця 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐),

така що 𝑀 /∈ 𝑇𝑃.

Зауваження 1.1.8. Вiдмiтимо, що константи 𝑐𝑘 = 4 cos2 𝜋
𝑘+1 є добре вi-

домими в комбiнаторицi i теорiї графiв, де їх називають константами

С.Берахи (дивись, наприклад, ([23])). З константами С.Берахи пов’язана

вiдома гiпотеза С.Берахи про коренi хроматичних многочленiв планарних

графiв (дивись, наприклад, ([200])). На нашу думку, ця гiпотеза має пря-

ме вiдношення до результатiв цього роздiлу, але, на жаль, ми не можемо

довести гiпотезу С.Берахи.

Деякий спецiальний випадок теореми 1.1.5(i) був доведений

Дж.Хатчинсоном у роботi ([105]). Для формулювання його результату

нам потрiбнi деякi означення i позначення.

Означення 1.1.9. Дiйсна послiдовнiсть (𝑎𝑘)∞𝑘=0 називається 𝑚-кратно до-

датною, якщо усi мiнори нескiнченної матрицi⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑎0 𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . .

0 𝑎0 𝑎1 𝑎2 . . .

0 0 𝑎0 𝑎1 . . .

0 0 0 𝑎0 . . .
... ... ... ... . . .

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦

(1.4)

порядкiв не бiльше за𝑚 є невiд’ємними. Клас𝑚-кратно додатних послiдов-

ностей ми будемо позначати через 𝑃𝐹𝑚. Клас твiрних функцiй 𝑚-кратно

додатних послiдовностей ми будемо позначати через ̃︂𝑃𝐹𝑚.
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Означення 1.1.10. Дiйсна послiдовнiсть (𝑎𝑘)∞𝑘=0 називається тотально до-

датною, якщо усi мiнори матрицi (1.4) є невiд’ємними. Клас тотально до-

датних послiдовностей ми будемо позначати 𝑃𝐹∞. Клас твiрних функцiй

тотально додатних послiдовностей ми будемо позначати через ̃︂𝑃𝐹∞.

Поняття кратно додатних послiдовностей (також їх називають частот-

ними послiдовностями Дж.Полiа) було введене М.Фекете у 1912 роцi (ди-

вись [78]) у зв’язку iз задачею точного обчислення числа додатних коренiв

дiйсного многочлена.

Клас̃︂𝑃𝐹∞ був повнiстю описаний М.Еiссеном, А.Едреєм, I.Шонбергом

i А.Уiтнi у [11] (дивись також [111, с. 412]):

Теорема 1.1.11. (М.Еiссен, А.Едрей, I.Шонберг i А.Уiтнi, [111, с. 412]).

Функцiя 𝑓 ∈ ̃︂𝑃𝐹∞ тодi i тiльки тодi, коли

𝑓(𝑧) = 𝐶𝑧𝑛𝑒𝛾𝑧
∞∏︁
𝑘=1

(1 + 𝛼𝑘𝑧)

(1− 𝛽𝑘𝑧)
,

де 𝐶 > 0, 𝑛 ∈ Z, 𝛾 > 0, 𝛼𝑘 > 0, 𝛽𝑘 > 0,
∑︀

(𝛼𝑘 + 𝛽𝑘) <∞.

Про клас твiрних функцiй кратно додатних послiдовностей ми до-

сi знаємо небагато. В роботi [113] (дивись також [114]) О.М.Каткової i

I.В.Островського були повнiстю описанi нульовi множини цiлих функцiй

скiнченого порядку iз̃︂𝑃𝐹𝑚. В роботi [140] О.М.Каткової було доведено, що

для довiльного 𝑚 i довiльного уточненого порядку 𝜌(𝑟) можна побудувати

цiлу функцiю iз ̃︂𝑃𝐹𝑚, яка має уточнений порядок 𝜌(𝑟) (в той час як цiлi

функцiї iз ̃︂𝑃𝐹∞, як це видно iз теореми 1.1.11, мають порядок зростання

не вище за одиницю). В роботi [14] М.Т.Альзугарай аналогiчний результат

було доведено для функцiй iз ̃︂𝑃𝐹𝑚, якi є аналiтичними в колi. Деякi важ-

ливi результати про аналiтичнi властивостi класу̃︂𝑃𝐹𝑚 i близьких до нього

були отриманi I.В.Островським i Н.А.Желтухiною в роботах [176], [177] i

[178].

Iз теореми 1.1.11 випливає важливий наслiдок: дiйсний многочлен

𝑝(𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘, 𝑎𝑘 > 0, має усi дiйснi коренi тодi i тiльки тодi, коли

послiдовнiсть його коефiцiєнтiв (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 0, 0, . . .) ∈ 𝑃𝐹∞.
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У 1926 роцi Дж.Хатчинсон ([105], с. 327) узагальнив роботу

М.Петровича ([184]) i Ґ.Хардi ([94] або [95, с. 95-100]) i довiв таку теорему.

Теорема 1.1.12. (Дж.Хатчинсон). Нехай задана функцiя 𝑓(𝑥) =∑︀∞
𝑘=0 𝑎𝑘𝑥

𝑘, така що 𝑎𝑘 > 0 для усiх 𝑘 ∈ N∪{0}. Виконання системи нерiвно-
стей 𝑎2

𝑛 > 4𝑎𝑛−1𝑎𝑛+1 для усiх 𝑛 > 1 еквiвалентно виконанню двох наступних

умов:

(i) усi коренi функцiї 𝑓 є дiйсними, простими i вiд’ємними;

(ii) усi коренi кожного многочлена
∑︀𝑛

𝑘=𝑚 𝑎𝑘𝑥
𝑘, сформованого довiльною

кiлькiстю послiдовних членiв ряду для 𝑓 , є дiйсними i недодатними.

Користуючись теоремою 1.1.11, ми отримуємо такий наслiдок з теоре-

ми 1.1.12:

𝑎2
𝑛 > 4 𝑎𝑛−1𝑎𝑛+1, ∀𝑛 > 1 ⇒ (𝑎𝑛)

∞
𝑛=0 ∈ 𝑃𝐹∞. (1.5)

В багатьох роботах зазначалося, що константа 4 в (1.5) є точною (дивись,

наприклад, [121]) або [155])).

Таким чином, теорема Хатчинсона 1.1.12 дає просту достатню умову

тотальної додатностi послiдовностi. Наслiдком теореми 1.1.4 є наступна

достатня умова кратної додатностi для послiдовностi.

Наслiдок 1.1.13. Нехай задана послiдовнiсть (𝑎𝑛)
∞
𝑛=0 невiд’ємних чисел.

Тодi

𝑎2
𝑛 > 𝑐𝑚𝑎𝑛−1𝑎𝑛+1, ∀𝑛 > 1 ⇒ {𝑎𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝑃𝐹𝑚.

У 1955 роцi I.Шонберг дослiджував розподiл коренiв многочленiв з

кратно додатними коефiцiєнтами. Зокрема, вiн довiв наступну теорему.

Теорема 1.1.14. (I.Шонберг, [201]). Нехай задана послiдовнiсть додатних

чисел (𝑎𝑘)
𝑛
𝑘=0. Якщо (𝑎𝑘)

𝑛
𝑘=0 ∈ 𝑃𝐹𝑚, 𝑚 ∈ N, то твiрний многочлен цiєї

послiдовностi 𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 не має коренiв у секторi {𝑧 : | arg 𝑧| <

𝑚𝜋
𝑚+𝑛−1}.

В роботi [201] доведено також, що для усiх 𝑛,𝑚 величина кута цього

сектору є найбiльшою можливою.

З теореми 1.1.4 i теореми 1.1.14 випливає такий наслiдок.



48

Наслiдок 1.1.15. Нехай задана послiдовнiсть (𝑎𝑘)
𝑛
𝑘=0 невiд’ємних чисел.

Тодi, якщо виконується умова 𝑎2
𝑘 > 𝑐𝑚𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для усiх 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛 − 1,

то твiрний многочлен послiдовностi 𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 не має коренiв у

секторi {𝑧 : | arg 𝑧| < 𝑚𝜋
𝑚+𝑛−1}.

Наш результат можливо використати також до деяких питань пробле-

ми моментiв. Нагадуємо, що додатна послiдовнiсть (𝑠𝑘)∞𝑘=0 називається мо-

ментною послiдовнiстю функцiї 𝐹 : R → R, яка не спадає, якщо

𝑠𝑘 =

∫︁ ∞

−∞
𝑡𝑘𝑑𝐹 (𝑡).

Послiдовнiсть додатних чисел називається моментною послiдовнiстю Гам-

бургера, якщо ця послiдовнiсть є моментною послiдовнiстю функцiї 𝐹 , яка

має нескiнченно багато точок зростання. Наступна знаменита теорема дає

повний опис моментних послiдовностей Гамбургера.

Теорема 1.1.16. ([93], дивись також [12, глава 2]). Послiдовнiсть додатних

чисел (𝑠𝑘)
∞
𝑘=0 є послiдовнiстю моментiв Гамбургера тодi i тiльки тодi, коли

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠0 𝑠1 . . . 𝑠𝑘

𝑠1 𝑠2 . . . 𝑠𝑘+1

... ... . . .
...

𝑠𝑘 𝑠𝑘+1 . . . 𝑠2𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ > 0, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . (1.6)

Наступне твердження було доведено Т.Бiсгаардом i З.Сасварi в [29].

Теорема 1.1.17. ([29]). Нехай 𝑑 є додатним рiшенням рiвняння∑︀∞
𝑛=1 𝑑

−𝑛2 = 1/4 (𝑑 ≈ 4.06). Тодi довiльна додатна послiдовнiсть (𝑠𝑘)
∞
𝑘=0,

яка задовольняє умову

𝑠𝑛−1𝑠𝑛+1 > 𝑑𝑠2
𝑛 𝑛 = 0, 1, 2, . . .

є моментною послiдовнiстю Гамбургера.

Теорема 1.1.5 має наступний простий наслiдок.

Наслiдок 1.1.18. Довiльна додатна послiдовнiсть (𝑠𝑘)
∞
𝑘=0, яка задоволь-

няє умову

𝑠𝑛−1𝑠𝑛+1 > 4𝑠2
𝑛 𝑛 = 0, 1, 2, . . .
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є моментною послiдовнiстю Гамбургера.

Нескладно перевiрити, що константа 4 в цьому твердженнi є наймен-

шою можливою.

1.2 Доведення теореми 1.1.4

Нам потрiбна така функцiональна послiдовнiсть

𝐹𝑚(𝑐) :=

⌊𝑚/2⌋∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑚−𝑗(−1)𝑗

1

𝑐𝑗
, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 𝑐 > 1, (1.7)

де через ⌊𝑥⌋ позначена цiла частина числа 𝑥, а через 𝐶𝑘
𝑛 – бiномiальнi

коефiцiєнти.

Наступна технiчна лема описує деякi властивостi цiєї функцiональної

послiдовностi.

Лема 1.2.1. (i) Виконуються наступнi тотожностi

𝐹0(𝑐) = 𝐹1(𝑐) = 1 (1.8)

𝐹𝑚(𝑐) = 𝐹𝑚−1(𝑐)− 1
𝑐𝐹𝑚−2(𝑐), 𝑚 = 2, 3, 4, . . . .

(ii) Для 𝑐 = 4 cos2 𝜑 маємо

𝐹𝑚(𝑐) =
sin(𝑚+ 1)𝜑

𝑐𝑚/2 sin𝜑
. (1.9)

(iii) Для 𝑐𝑘 = 4 cos2 𝜋
𝑘+1 маємо

𝐹𝑗−1(𝑐𝑘)−
1

𝑐2
𝑘

𝐹𝑗−2(𝑐𝑘)−
1

𝑐𝑗𝑘
> 𝐹𝑗(𝑐𝑘), 𝑘 > 3, 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑘 − 1. (1.10)

Доведення. Формула (1.8) є прямим наслiдком (1.7). Формула (1.9) є про-

стим наслiдком добре вiдомої тригонометричної тотожностi

sin(𝑚+ 1)𝜑

sin𝜑
=

[𝑚/2]∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑚−𝑗(−1)𝑗(2 cos𝜑)𝑚−2𝑗.

Використовуючи тотожнiсть 4 cos2 𝜑− 1 = sin(3𝜑)
sin𝜑 ми маємо

𝐹𝑗−1(𝑐𝑘)−
1

𝑐2
𝑘

𝐹𝑗−2(𝑐𝑘)−
1

𝑐𝑗𝑘
− 𝐹𝑗(𝑐𝑘) = (

1

𝑐𝑘
− 1

𝑐2
𝑘

)𝐹𝑗−2(𝑐𝑘)−
1

𝑐𝑗𝑘
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=
1

𝑐
(𝑗+2)/2
𝑘

(︃
sin(3 𝜋

𝑘+1)

sin 𝜋
𝑘+1

·
sin((𝑗 − 1) 𝜋

𝑘+1)

sin 𝜋
𝑘+1

− 1

(2 cos 𝜋
𝑘+1)

𝑗−2

)︃
>

1

𝑐
(𝑗+2)/2
𝑘

(︃
sin(3 𝜋

𝑘+1)

sin 𝜋
𝑘+1

·
sin((𝑗 − 1) 𝜋

𝑘+1)

sin 𝜋
𝑘+1

− 1

)︃
> 0,

для 𝑘 > 3 i 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑘 − 1. Нерiвнiсть (1.10) доведена. 2

Наступна лема була доведена Т.Кравеном i Дж.Ксордашем.

Лема 1.2.2. ([54]). Нехай 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗), 1 6 𝑖 6 𝑚, 1 6 𝑗 6 𝑛 є матрицею з

додатними елементами, i припустимо, що 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐), 𝑐 > 1. Тодi 𝑎𝑖𝑗𝑎𝑘𝑙 >

𝑐(𝑙−𝑗)(𝑘−𝑖)𝑎𝑖𝑙𝑎𝑘𝑗, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, 𝑖 < 𝑘 6 𝑚, 𝑗 < 𝑙 6

𝑛.

Для зручностi читача ми приведемо коротке доведення.

Доведення. За означенням класу 𝑇𝑃2(𝑐), виконуються наступнi нерiвно-

стi 𝑎𝑟𝑠𝑎𝑟+1,𝑠+1 > 𝑐 𝑎𝑟,𝑠+1𝑎𝑟+1,𝑠, 1 6 𝑟 6 𝑚 − 1, 1 6 𝑠 6 𝑛 − 1. Фiксуємо

довiльне 𝑟, 1 6 𝑟 6 𝑚−1, розглянемо цi нерiвностi для 𝑠 = 𝑗, 𝑗+1, . . . 𝑙−1

i помножимо їх. Ми отримуємо
𝑙−1∏︁
𝑠=𝑗

𝑎𝑟𝑠 ·
𝑙−1∏︁
𝑠=𝑗

𝑎𝑟+1,𝑠+1 > 𝑐𝑙−𝑗
𝑙−1∏︁
𝑠=𝑗

𝑎𝑟,𝑠+1 ·
𝑙−1∏︁
𝑠=𝑗

𝑎𝑟+1,𝑠.

Оскiльки усi елементи матрицi𝑀 є додатними, ми можемо скоротити попе-

редню нерiвнiсть на
∏︀𝑙−1

𝑠=𝑗+1 𝑎𝑟𝑠 ·
∏︀𝑙−2

𝑠=𝑗 𝑎𝑟+1,𝑠+1, пiсля скорочення отримуємо

𝑎𝑟𝑗𝑎𝑟+1,𝑙 > 𝑐𝑙−𝑗𝑎𝑟𝑙𝑎𝑟+1,𝑗.

Зафiксуємо тепер 𝑗 i 𝑙, 1 6 𝑗 < 𝑙 6 𝑛, розглянемо останнi нерiвностi для

𝑟 = 𝑖, 𝑖+ 1, . . . 𝑘 − 1 i помножимо їх. Ми отримуємо
𝑘−1∏︁
𝑟=𝑖

𝑎𝑟𝑗 ·
𝑘−1∏︁
𝑟=𝑖

𝑎𝑟+1,𝑙 > 𝑐(𝑙−𝑗)(𝑘−𝑖)
𝑘−1∏︁
𝑟=𝑖

𝑎𝑟𝑙 ·
𝑘−1∏︁
𝑟=𝑖

𝑎𝑟+1,𝑗.

Пiсля скорочення останньої нерiвностi на
∏︀𝑘−1

𝑟=𝑖+1 𝑎𝑟𝑗 ·
∏︀𝑘−2

𝑟=𝑖 𝑎𝑟+1,𝑙, ми отри-

муємо потрiбну нерiвнiсть

𝑎𝑖𝑗𝑎𝑘𝑙 > 𝑐(𝑙−𝑗)(𝑘−𝑖) 𝑎𝑘𝑗𝑎𝑖𝑙.

2
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Простим наслiдком леми 1.2.2 є такий важливий факт: якщо 𝑀 ∈
𝑇𝑃2(𝑐), то кожна пiдматриця матрицi𝑀 також належить до класу 𝑇𝑃2(𝑐).

Аналогiчно, якщо 𝑀 ∈ 𝑆𝑇𝑃2(𝑐), то кожна пiдматриця матрицi 𝑀 також

належить до класу 𝑆𝑇𝑃2(𝑐).

Нехай 𝑀 є матрицею розмiру 𝑛 × 𝑛, i заданi числа 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛, i два

набори iндексiв 1 6 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑘 6 𝑛 i 1 6 𝑗1 < 𝑗2 < . . . < 𝑗𝑘 6 𝑛. Че-

рез det𝑀
(︁
𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑘
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑘

)︁
ми будемо позначати мiнор матрицi 𝑀, сформований

рядками 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑘 i стовпцями 𝑗1 < 𝑗2 < . . . < 𝑗𝑘.

Ми будемо доводити наступну гiпотезу (яка складається iз трьох твер-

джень) iндукцiєю по 𝑛. Нехай 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗) є матрицею розмiру 𝑛 × 𝑛, i

припустимо, що 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐), де 𝑐 > 4 cos2 𝜋
𝑛+1 . Тодi виконуються наступнi

три нерiвностi:

det𝑀 > 0. (1.11)

det𝑀 > 𝑎11 det𝑀
(︁

2,3,...,𝑛
2,3,...,𝑛

)︁
− 𝑎12𝑎21 det𝑀

(︁
3,4,...,𝑛
3,4,...,𝑛

)︁
. (1.12)

det𝑀 6 𝑎11 det𝑀
(︁

2,3,...,𝑛
2,3,...,𝑛

)︁
. (1.13)

Оскiльки 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐), то гiпотези (1.11), (1.12) i (1.13) виконуються

для 𝑛 = 2. Подальше доведення базується на такiй лемi.

Лема 1.2.3. Нехай 𝑐0 > 1, i𝑀 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑇𝑃2(𝑐0) є матрицею розмiру 𝑛×𝑛,
що вона задовольняє наступнi умови

(i) ∀𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛 det𝑀
(︁
𝑖,𝑖+1,...,𝑛
𝑖,𝑖+1,...,𝑛

)︁
> 0;

(ii) ∀𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2

det𝑀
(︁
𝑖,𝑖+1,...,𝑛
𝑖,𝑖+1,...,𝑛

)︁
> 𝑎𝑖𝑖 det𝑀

(︁
𝑖+1,𝑖+2,...,𝑛
𝑖+1,𝑖+2,...,𝑛

)︁
− 𝑎𝑖,𝑖+1𝑎𝑖+1,𝑖 det𝑀

(︁
𝑖+2,𝑖+3,...,𝑛
𝑖+2,𝑖+3,...,𝑛

)︁
.

Тодi для усiх 𝑐, 1 6 𝑐 6 𝑐0 виконуються наступнi чотири нерiвностi:

det𝑀
(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
> (1.14)

𝑎𝑚+1,𝑚+1 ×
(︂
det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
− 1

𝑐
𝑎𝑚+2,𝑚+2 det𝑀

(︁
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛

)︁)︂
,

𝑚 = 0, 1, . . . , 𝑛− 3.
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det𝑀 > 𝑎11𝑎22 × · · · × 𝑎𝑚,𝑚× (1.15)(︁
𝐹𝑚(𝑐) det𝑀

(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
−1

𝑐
𝐹𝑚−1(𝑐)𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁)︂
,

𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2.

𝐹𝑚(𝑐) det𝑀
(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
− (1.16)

1

𝑐
𝐹𝑚−1(𝑐)𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
>

𝑎𝑚+1,𝑚+1

(︁
𝐹𝑚+1(𝑐) det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
−

1

𝑐
𝐹𝑚(𝑐)𝑎𝑚+2,𝑚+2 det𝑀

(︁
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛

)︁)︂
,

𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑛− 3.

𝐹𝑚(𝑐) det𝑀
(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
− (1.17)

1

𝑐
𝐹𝑚−1(𝑐)𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
> 𝑎𝑚+1,𝑚+1𝑎𝑚+2,𝑚+2 × · · · × 𝑎𝑛,𝑛𝐹𝑛(𝑐),

𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2.

Доведення. Спочатку ми доведемо (1.14). З того, що 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐), i iз

умови (ii), маємо

det𝑀
(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
> 𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
−

𝑎𝑚+1,𝑚+2𝑎𝑚+2,𝑚+1 det𝑀
(︁
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛

)︁
> 𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
−1

𝑐
𝑎𝑚+1,𝑚+1𝑎𝑚+2,𝑚+2 det𝑀

(︁
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛

)︁
, 𝑚 = 0, 1, . . . , 𝑛− 3.

Нерiвнiсть (1.14) доведено.

Доведемо тепер (1.16). Iз (1.14) маємо

𝐹𝑚(𝑐) det𝑀
(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
− 1

𝑐
𝐹𝑚−1(𝑐)𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
>
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𝑎𝑚+1,𝑚+1 ×
(︂(︂

𝐹𝑚(𝑐)−
1

𝑐
𝐹𝑚−1(𝑐)

)︂
det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
−1

𝑐
𝐹𝑚(𝑐)𝑎𝑚+2,𝑚+2 det𝑀

(︁
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛
𝑚+3,𝑚+4,...,𝑛

)︁)︂
,𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑛− 3,

i, користуючись (1.8) ми отримуємо (1.16).

Для того, щоб довести (1.17), ми застосуємо (1.16) (𝑛 − 2 − 𝑚) разiв.

Ми отримуємо

𝐹𝑚(𝑐) det𝑀
(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
− 1

𝑐
𝐹𝑚−1(𝑐)𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
>

𝑎𝑚+1,𝑚+1𝑎𝑚+2,𝑚+2 × · · · × 𝑎𝑛−2,𝑛−2

(︁
𝐹𝑛−2(𝑐) det𝑀

(︁
𝑛−1,𝑛
𝑛−1,𝑛

)︁
−

1

𝑐
𝐹𝑛−3(𝑐)𝑎𝑛−1,𝑛−1𝑎𝑛,𝑛

)︂
.

Iз того, що 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐0), випливає наступна нерiвнiсть для усiх 𝑐, 1 6

𝑐 6 𝑐0,

𝑑𝑒𝑡𝑀
(︁
𝑛−1,𝑛
𝑛−1,𝑛

)︁
> (1− 1

𝑐
)𝑎𝑛−1,𝑛−1𝑎𝑛,𝑛, (1.18)

тому з (1.8) ми маємо

𝐹𝑚(𝑐) det𝑀
(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
− 1

𝑐
𝐹𝑚−1(𝑐)𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
>

𝑎𝑚+1,𝑚+1𝑎𝑚+2,𝑚+2 × · · · × 𝑎𝑛,𝑛

(︂(︂
𝐹𝑛−2(𝑐)−

1

𝑐
𝐹𝑛−3(𝑐)

)︂
− 1

𝑐
𝐹𝑛−2(𝑐)

)︂
=

𝑎𝑚+1,𝑚+1𝑎𝑚+2,𝑚+2 × · · · × 𝑎𝑛,𝑛

(︂
𝐹𝑛−1(𝑐)−

1

𝑐
𝐹𝑛−2(𝑐)

)︂
=

𝑎𝑚+1,𝑚+1𝑎𝑚+2,𝑚+2 × · · · × 𝑎𝑛,𝑛𝐹𝑛(𝑐).

Нерiвнiсть (1.16) доведено.

Використовуючи (1.8) ми перепишемо (1.14) для 𝑚 = 0 у наступному

виглядi:

det𝑀 > 𝑎11

(︂
𝐹1(𝑐) det𝑀

(︁
2,3,...,𝑛
2,3,...,𝑛

)︁
− 1

𝑐
𝐹0(𝑐)𝑎22 det𝑀

(︁
3,4,...,𝑛
3,4,...,𝑛

)︁)︂
.

Для доведення (1.15) ми застосуємо (1.16) (𝑚− 1) разiв.

2
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Зауваження 1.2.4. Якщо матриця 𝑀 задовольняє умови леми 1.2.3 i,

крiм того,

(iii) для усiх 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 виконується 𝑎𝑖𝑖 > 0,

(iv) 𝑎𝑛−1,𝑛−1𝑎𝑛,𝑛 > 𝑐0𝑎𝑛−1,𝑛𝑎𝑛,𝑛−1,

то нерiвнiсть (1.18) є строгою, звiдки випливає, що нерiвнiсть також (1.17)

є строгою, тобто

𝐹𝑚(𝑐) det𝑀
(︁
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛
𝑚+1,𝑚+2,...,𝑛

)︁
− 1

𝑐
𝐹𝑚−1(𝑐)𝑎𝑚+1,𝑚+1 det𝑀

(︁
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛
𝑚+2,𝑚+3,...,𝑛

)︁
(1.19)

> 𝑎𝑚+1,𝑚+1𝑎𝑚+2,𝑚+2 × · · · × 𝑎𝑛,𝑛𝐹𝑛(𝑐), 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2.

Зокрема, для усiх матриць𝑀 ∈ 𝑆𝑇𝑃 (𝑐0) нерiвнiсть (1.19) виконується для

усiх 𝑐, 1 6 𝑐 6 𝑐0.

Припустимо, що три гiпотези (1.11), (1.12) i (1.13) виконуються для усiх

матриць, розмiри яких менше за 𝑘. Виведемо з цього цi гiпотези для 𝑛 = 𝑘.

Нехай 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗) є матрицею розмiру 𝑘 × 𝑘, 𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐), де константа 𝑐

задовольняє нерiвнiсть 𝑐 > 𝑐𝑘 := 4 cos2 𝜋
𝑘+1 .

Лема 1.2.5. Для усiх 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑘 − 1 виконуються наступнi нерiвностi:

𝑎1𝑗 det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
− 𝑎1,𝑗+1 det𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗,𝑗+2,...,𝑘

)︁
> 0.

Доведення. Оскiльки𝑀 ∈ 𝑇𝑃2(𝑐), ми маємо𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
∈ 𝑇𝑃2(𝑐)

i 𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗,𝑗+2,...,𝑘

)︁
∈ 𝑇𝑃2(𝑐). З того, що 4 cos2 𝜋

𝑛+1 6 4 cos2 𝜋
𝑘+1 для 𝑛 =

2, 3, . . . , 𝑘 − 1, ми можемо застосувати iндуктивну гiпотезу до матриць

𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
,𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗,𝑗+2,...,𝑘

)︁
i до довiльних їх квадратних пiдмат-

риць. Застосуємо 𝑗 разiв нерiвнiсть (1.13) i будемо мати

det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗,𝑗+2,...,𝑘

)︁
6 𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗+1,𝑗 det𝑀

(︁
𝑗+2,𝑗+3,...,𝑘
𝑗+2,𝑗+3,...,𝑘

)︁
.

Отже, iз леми 1.2.2 ми отримуємо

𝑎1,𝑗+1 det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗,𝑗+2,...,𝑘

)︁
6 (1.20)

1
𝑐𝑗𝑘
𝑎1,𝑗𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗,𝑗−1𝑎𝑗+1,𝑗+1 det𝑀

(︁
𝑗+2,𝑗+3,...,𝑘
𝑗+2,𝑗+3,...,𝑘

)︁
.

За iндуктивною гiпотезою матриця 𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
задовольняє

умови леми 1.2.3. Застосовуючи для цiєї матрицi (1.15) з 𝑚 = 𝑗 − 2, ми
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маємо

det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
> 𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗−1,𝑗−2×(︂

𝐹𝑗−2(𝑐𝑘) det𝑀
(︁
𝑗,𝑗+1,𝑗+2...,𝑘
𝑗−1,𝑗+1,𝑗+2...,𝑘

)︁
− 1

𝑐𝑘
𝐹𝑗−3(𝑐𝑘)𝑎𝑗,𝑗−1 det𝑀

(︁
𝑗+1,𝑗+2,...,𝑘
𝑗+1,𝑗+2,...,𝑘

)︁)︂
.

Застосовуючи (1.12) до матрицi 𝑀
(︁
𝑗,𝑗+1,𝑗+2...,𝑘
𝑗−1,𝑗+1,𝑗+2...,𝑘

)︁
, ми отримуємо

det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
> 𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗−1,𝑗−2 ×

(︂
(𝐹𝑗−2(𝑐𝑘)−

1

𝑐𝑘
𝐹𝑗−3(𝑐𝑘))

×𝑎𝑗,𝑗−1 det𝑀
(︁
𝑗+1,𝑗+2...,𝑘
𝑗+1,𝑗+2...,𝑘

)︁
− 𝑎𝑗,𝑗+1𝑎𝑗+1,𝑗−1𝐹𝑗−2(𝑐𝑘) det𝑀

(︁
𝑗+2,𝑗+3,...,𝑘
𝑗+2,𝑗+3,...,𝑘

)︁)︁
,

звiдки, з леми 1.2.2 i (1.8), ми маємо

det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
> 𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗−1,𝑗−2𝑎𝑗,𝑗−1×(︂

𝐹𝑗−1(𝑐𝑘) det𝑀
(︁
𝑗+1,𝑗+2...,𝑘
𝑗+1,𝑗+2...,𝑘

)︁
− 1

𝑐2
𝑘

𝑎𝑗+1,𝑗+1𝐹𝑗−2(𝑐𝑘) det𝑀
(︁
𝑗+2,𝑗+3,...,𝑘
𝑗+2,𝑗+3,...,𝑘

)︁)︂
.

Далi, застосовуючи (1.14) до матрицi 𝑀
(︁
𝑗+1,𝑗+2...,𝑘
𝑗+1,𝑗+2...,𝑘

)︁
, ми маємо

det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
> (1.21)

𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗,𝑗−1𝑎𝑗+1,𝑗+1

(︁
det𝑀

(︁
𝑗+2,𝑗+3...,𝑘
𝑗+2,𝑗+3...,𝑘

)︁
× (𝐹𝑗−1(𝑐𝑘)−

1
𝑐2𝑘
𝐹𝑗−2(𝑐𝑘))− 1

𝑐𝑘
𝑎𝑗+2,𝑗+2𝐹𝑗−1(𝑐𝑘) det𝑀

(︁
𝑗+3,𝑗+4,...,𝑘
𝑗+3,𝑗+4,...,𝑘

)︁)︁
.

Iз (1.20) i (1.21) ми виводимо

𝑎1,𝑗 det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
− 𝑎1,𝑗+1 det𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗,𝑗+2,...,𝑘

)︁
(1.22)

> 𝑎1,𝑗𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗,𝑗−1𝑎𝑗+1,𝑗+1

(︁
(𝐹𝑗−1(𝑐𝑘)− 1

𝑐2𝑘
𝐹𝑗−2(𝑐𝑘)− 1

𝑐𝑗𝑘
)

× det𝑀
(︁
𝑗+2,𝑗+3...,𝑘
𝑗+2,𝑗+3...,𝑘

)︁
− 1

𝑐𝑘
𝑎𝑗+2,𝑗+2𝐹𝑗−1(𝑐𝑘) det𝑀

(︁
𝑗+3,𝑗+4,...,𝑘
𝑗+3,𝑗+4,...,𝑘

)︁)︁
.

З оцiнок (1.22),(1.10) i (1.17) випливає, що

𝑎1,𝑗 det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
− 𝑎1,𝑗+1 det𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗,𝑗+2,...,𝑘

)︁
> 𝑎1,𝑗𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗,𝑗−1𝑎𝑗+1,𝑗+1

(︁
𝐹𝑗(𝑐𝑘) det𝑀

(︁
𝑗+2,𝑗+3...,𝑘
𝑗+2,𝑗+3...,𝑘

)︁
− 1

𝑐𝑘
𝑎𝑗+2,𝑗+2𝐹𝑗−1(𝑐𝑘)× det𝑀

(︁
𝑗+3,𝑗+4,...,𝑘
𝑗+3,𝑗+4,...,𝑘

)︁)︁
>
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𝑎1,𝑗𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗,𝑗−1𝑎𝑗+1,𝑗+1𝑎𝑗+2,𝑗+2 × · · · × 𝑎𝑘,𝑘𝐹𝑘−1(𝑐𝑘).

Таким чином, iз леми 1.2.1 ми виводимо, що

𝑎1,𝑗 det𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
− 𝑎1,𝑗+1 det𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗,𝑗+2,...,𝑘

)︁
> 𝑎1,𝑗𝑎21𝑎32 × · · · × 𝑎𝑗,𝑗−1𝑎𝑗+1,𝑗+1𝑎𝑗+2,𝑗+2 × · · · × 𝑎𝑘,𝑘

sin(𝑘 𝜋
𝑘+1)

𝑐
(𝑘−1)/2
𝑘 sin 𝜋

𝑘+1

> 0.

2

Тепер доведемо (1.12). Використовуючи лему 1.2.3, маємо

det𝑀
(︁

1,2,...,𝑘
1,2,...,𝑘

)︁
=

𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗+1𝑎1,𝑗𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
> 𝑎1,1 det𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
2,3...,𝑘

)︁
− 𝑎1,2 det𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
1,3,4,...,𝑘

)︁
.

Застосовуємо iндуктивну гiпотезу (1.13) до матрицi𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,3,4,...,𝑘

)︁
.Ми маємо

det𝑀
(︁

1,2,...,𝑘
1,2,...,𝑘

)︁
> 𝑎1,1 det𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
2,3...,𝑘

)︁
− 𝑎1,2𝑎21 det𝑀

(︁
3,4,...,𝑘
3,4,...,𝑘

)︁
.

Тобто, нерiвнiсть (1.12) доведено.

За лемою 1.2.3

det𝑀
(︁

1,2,...,𝑘
1,2,...,𝑘

)︁
=

𝑘∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗+1𝑎1,𝑗𝑀
(︁

2,3,...,𝑘
1,2,...,𝑗−1,𝑗+1,...,𝑘

)︁
6 𝑎1,1 det𝑀

(︁
2,3,...,𝑘
2,3...,𝑘

)︁
.

Нерiвнiсть (1.13) доведено.

Щоб довести (1.11) ми вiдмiчаємо, що з нерiвностi (1.12) i iндуктивної

гiпотези випливає, що матриця 𝑀 задовольняє умови леми 1.2.2. Iз (1.15),

(1.17) i леми 1.2.1 ми маємо

det𝑀 > 𝑎11𝑎22 × · · · × 𝑎𝑘𝑘𝐹𝑘(𝑐𝑘) = 𝑎11𝑎22 × · · · × 𝑎𝑘𝑘
sin 𝜋

𝑐
𝑘/2
𝑘 sin 𝜋

𝑘+1

= 0.

Таким чином, твердження (i) в теоремi 1.1.4 доведено.

Доведемо тепер твердження (ii) в теоремi 1.1.4. Якщо 𝑀 ∈ 𝑆𝑇𝑃𝑘(𝑐𝑘),

то, користуючись (1.19) ми можемо переписати останню нерiвнiсть таким

чином

det𝑀 > 𝑎11𝑎22 × · · · × 𝑎𝑘𝑘𝐹𝑘(𝑐𝑘) = 𝑎11𝑎22 × · · · × 𝑎𝑘𝑘
sin𝜋

𝑐
𝑘/2
𝑘 sin 𝜋

𝑘+1

= 0.
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Твердження (ii) в теоремi 1.1.4 доведено.

Теорему 1.1.4 доведено.

Зауваження 1.2.6. Фактично ми довели наступну теорему.

Припустимо, що 𝑐 > 4 cos2 𝜋
𝑘+1 . Нехай 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑇𝑃2(𝑐) є матрицею

розмiру 𝑘 × 𝑘. Тодi

det𝑀 > 𝑎11𝑎22 × · · · × 𝑎𝑘𝑘𝐹𝑘(𝑐).

1.3 Доведення теореми 1.1.6

Розглянемо наступну теплiцеву матрицю розмiру 𝑛× 𝑛.

𝑀𝑛(𝜑) :=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

2 cos𝜑 1 0 0 . . . 0 0

1 2 cos𝜑 1 0 . . . 0 0

0 1 2 cos𝜑 1 0 . . . 0
... ... ... ... . . .

... ...

0 0 . . . 0 1 2 cos𝜑 1

0 0 0 . . . 0 1 2 cos𝜑

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
, (1.23)

де 0 6 𝜑 < 𝜋/2. Добре вiдомо (i легко перевiрити), що визначник матри-

цi 𝑀𝑛(𝜑) задовольняє наступне рекурентне спiввiдношення: det𝑀𝑛(𝜑) =

4 cos2 𝜑 det𝑀𝑛−1(𝜑) − det𝑀𝑛−2(𝜑), i 𝑀1(𝜑) = 2 cos𝜑,𝑀2(𝜑) = 4 cos2 𝜑 − 1.

Нескладно обчислити, що det𝑀𝑛(𝜑) = sin(𝑛+1)𝜑
sin𝜑 . Таким чином, для усiх

𝜑 ∈ ( 𝜋
𝑛+1 ,

2𝜋
𝑛+1) ми маємо det𝑀𝑛(𝜑) < 0. Однак, матриця 𝑀𝑛(𝜑) не є мат-

рицею з усiма додатними елементами, тобто вона не є потрiбним нам при-

кладом.

Тепер для кожного 𝜑 ∈ ( 𝜋
𝑛+1 ,

2𝜋
𝑛+1) розглянемо наступну теплiцеву мат-



58

рицю розмiру 𝑛× 𝑛 з додатними елементами

𝑀𝑛(𝜑, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛−2) := (1.24)⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

2 cos𝜑 1 𝜀1 𝜀2 . . . 𝜀𝑛−3 𝜀𝑛−2

1 2 cos𝜑 1 𝜀1 . . . 𝜀𝑛−4 𝜀𝑛−3

𝜀1 1 2 cos𝜑 1 𝜀1 . . . 𝜀𝑛−4

... ... ... ... . . .
... ...

𝜀𝑛−3 𝜀𝑛−4 . . . 𝜀1 1 2 cos𝜑 1

𝜀𝑛−2 𝜀𝑛−3 𝜀𝑛−4 . . . 𝜀1 1 2 cos𝜑

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
,

де 𝜀1 > 𝜀2 > · · · > 𝜀𝑛−2 > 0. Ми будемо послiдовно обирати числа

𝜀1, 𝜀2, · · · , 𝜀𝑛−2 таким чином, щоб матриця 𝑀𝑛(𝜑, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛−2) належала до

множини 𝑇𝑃2(4 cos
2 𝜑). Сталу 𝜀1 будемо обирати так, щоб виконувалася

умова 1 > 4 cos2 𝜑 · 2 cos𝜑 · 𝜀1, далi 𝜀2 будемо обирати так, щоб виконува-

лася умова 𝜀2
1 > 4 cos2 𝜑 · 𝜀2, далi 𝜀3 будемо обирати так, щоб виконувалася

умова 𝜀2
2 > 4 cos2 𝜑 ·𝜀1 ·𝜀3, . . ., наприкiнцi 𝜀𝑛−2 будемо обирати так, щоб ви-

конувалася умова 𝜀2
𝑛−3 > 4 cos2 𝜑·𝜀𝑛−4·𝜀𝑛−2. Пiсля такого вибору параметрiв

ми маємо 𝑀𝑛(𝜑, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛−2) ∈ 𝑇𝑃2(4 cos
2 𝜑). Оскiльки 𝑀𝑛(𝜑, 0, 0, . . . , 0) =

𝑀𝑛(𝜑), ми отримуємо det𝑀𝑛(𝜑, 0, 0, . . . , 0) < 0 для 𝜑 ∈ ( 𝜋
𝑛+1 ,

2𝜋
𝑛+1). Отже ми

маємо det𝑀𝑛(𝜑, 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛−2) < 0 для 𝜑 ∈ ( 𝜋
𝑛+1 ,

2𝜋
𝑛+1), якщо вибранi числа

𝜀1, 𝜀2, · · · , 𝜀𝑛−2 є достатньо малими.

Отже, для кожного 𝑐 ∈ (4 cos2 2𝜋
𝑛+1 , 𝑐𝑛) твердження (i) теореми 1.1.6 до-

ведено. Оскiльки 𝑇𝑃2(𝑐1) ⊂ 𝑇𝑃2(𝑐2) для 𝑐1 > 𝑐2, ми отримуємо твердження

(i) теореми 1.1.6.

Побудувати приклад вiдповiдної ганкелевої матрицi значно складнiше.

Для доведення твердження (ii) теореми 1.1.6 ми розглянемо наступну ган-

келеву матрицю з додатними елементами:

𝐷𝑛(𝑝, 𝑞) :=
(︁
𝑝[(𝑖+𝑗−2)/2][(𝑖+𝑗−1)/2]𝑞[(𝑖+𝑗−3)/2][(𝑖+𝑗−2)/2]

)︁
, 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛, (1.25)
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або

𝐷𝑛(𝑝, 𝑞) = (1.26)⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

1 1 𝑝 𝑝2𝑞 . . . * *
1 𝑝 𝑝2𝑞 𝑝4𝑞2 . . . * *
𝑝 𝑝2𝑞 𝑝4𝑞2 𝑝6𝑞4 . . . * *
... ... ... ... . . .

... ...

* * * * . . . 𝑝(𝑛−2)2𝑞(𝑛−2)(𝑛−3) 𝑝(𝑛−1)(𝑛−2)𝑞(𝑛−2)2

* * * * . . . 𝑝(𝑛−1)(𝑛−2)𝑞(𝑛−2)2 𝑝(𝑛−1)2𝑞(𝑛−1)(𝑛−2)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
.

Очевидно, що 𝐷𝑛(𝑝, 𝑞) ∈ 𝑇𝑃2(min(𝑝, 𝑞)).

Лема 1.3.1. Для усiх 𝑛 > 3 ми маємо

det𝐷𝑛(𝑝, 𝑞) = 𝑝𝛽𝑛𝑞𝛼𝑛𝐹𝑛(𝑝) +𝑄𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞), (1.27)

де 𝛼𝑛 = 𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)
3 , 𝛽𝑛 = 𝑛(𝑛−1)(2𝑛−1)

6 i 𝑄𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) є таким многочленом

вiд змiнних 𝑝, 𝑞, що deg𝑞𝑄𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) 6 𝛼𝑛 − 1. (Тут i в подальшому через

deg𝑞𝑄(𝑝, 𝑞) ми будемо позначати степiнь многочлена𝑄(𝑝, 𝑞) по вiдношенню

до змiнної 𝑞).

Доведення. Будемо доводити цю лему iндукцiєю за 𝑛. Легко обчислити,

що для 𝑛 = 3 твердження леми виконується. Розкладання det𝐷𝑛(𝑝, 𝑞) по

стовпцю iз номером 𝑛 дає формулу

det𝐷𝑛(𝑝, 𝑞) = 𝑅𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) + (1.28)

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

1 1 𝑝 𝑝2𝑞 . . . * 0

1 𝑝 𝑝2𝑞 𝑝4𝑞2 . . . * 0

𝑝 𝑝2𝑞 𝑝4𝑞2 𝑝6𝑞4 . . . * 0
... ... ... ... . . .

... ...

* * * * . . . * 0

* * * * . . . 𝑝(𝑛−2)2𝑞(𝑛−2)(𝑛−3) 𝑝(𝑛−1)(𝑛−2)𝑞(𝑛−2)2

* * * * . . . 𝑝(𝑛−1)(𝑛−2)𝑞(𝑛−2)2 𝑝(𝑛−1)2𝑞(𝑛−1)(𝑛−2)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
,

де 𝑅𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) є многочленом вiд змiнних 𝑝, 𝑞, i deg𝑞 𝑅𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) 6 𝛼𝑛 − 1.

Розкладання детермiнанту iз правої частини останньої формули по рядку
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iз номером 𝑛 дає формулу

det𝐷𝑛(𝑝, 𝑞) = 𝑆𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) + (1.29)

det

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

1 1 𝑝 𝑝2𝑞 . . . * 0

1 𝑝 𝑝2𝑞 𝑝4𝑞2 . . . * 0

𝑝 𝑝2𝑞 𝑝4𝑞2 𝑝6𝑞4 . . . * 0
... ... ... ... . . .

... ...

* * * * . . . * 0

* * * * . . . 𝑝(𝑛−2)2𝑞(𝑛−2)(𝑛−3) 𝑝(𝑛−1)(𝑛−2)𝑞(𝑛−2)2

0 0 0 . . . 0 𝑝(𝑛−1)(𝑛−2)𝑞(𝑛−2)2 𝑝(𝑛−1)2𝑞(𝑛−1)(𝑛−2)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦
,

де 𝑆𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) є многочленом вiд змiнних 𝑝, 𝑞, при цьому deg𝑞 𝑆𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) 6

𝛼𝑛 − 1. Остання рiвнiсть дає наступне рекурентне спiввiдношення

𝐷𝑛(𝑝, 𝑞) = 𝑝(𝑛−1)2𝑞(𝑛−1)(𝑛−2)𝐷𝑛−1(𝑝, 𝑞)−

𝑝2(𝑛−1)(𝑛−2)𝑞2(𝑛−2)2𝐷𝑛−2(𝑝, 𝑞) + 𝑇𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞),

де 𝑇𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) є многочленом вiдносно змiнних 𝑝, 𝑞, при цьому

deg𝑞 𝑇𝛼𝑛−1(𝑝, 𝑞) 6 𝛼𝑛 − 1. Використовуючи iндуктивну гiпотезу ми от-

римуємо твердження леми 1.3.1. 2

Вiдзначимо, що 𝑝[𝑛/2]𝐹𝑛(𝑝) є многочленом вiд 𝑝 степеня [𝑛/2]. Рiвнiсть

(1.9) показує, що цей многочлен має наступнi [𝑛/2] коренiв:

4 cos2 𝜋

𝑛+ 1
, 4 cos2 2𝜋

𝑛+ 1
, . . . , 4 cos2 [𝑛/2]𝜋

𝑛+ 1
.

Очевидно, що 4 cos2 𝜋
𝑛+1 є самим великим коренем цього многочлену. Отже,

для 𝑝 ∈ (4 cos2 2𝜋
𝑛+1 , 4 cos

2 𝜋
𝑛+1) маємо 𝐹𝑛(𝑝) < 0.

Зафiксуємо довiльне 𝑝0 ∈ (4 cos2 2𝜋
𝑛+1 , 4 cos

2 𝜋
𝑛+1). Оскiльки

det𝐷𝑛(𝑝0, 𝑞) = 𝑞𝛼𝑛(𝑝𝛽𝑛0 𝐹𝑛(𝑝0) + 𝑞−𝛼𝑛𝑄𝛼𝑛−1(𝑝0, 𝑞)),

де 𝑄𝛼𝑛−1(𝑝0, 𝑞) є многочленом вiд змiнної 𝑞, i deg𝑄𝛼𝑛−1(𝑝0, 𝑞) 6 𝛼𝑛 − 1,

для усiх досить великих 𝑞 (i таких, що 𝑞 > 𝑝0) ми отримуємо 𝐷𝑛(𝑝0, 𝑞) ∈
𝑇𝑃2(𝑝0), але det𝐷𝑛(𝑝0, 𝑞) < 0.
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Таким чином, для кожного 𝑝 ∈ (4 cos2 2𝜋
𝑛+1 , 𝑐𝑛) твердження (ii) теоре-

ми 1.1.6 доведено. Оскiльки 𝑇𝑃2(𝑐1) ⊂ 𝑇𝑃2(𝑐2) для 𝑐1 > 𝑐2, твердження (ii)

теореми 1.1.6 доведено.

Теорема 1.1.6 доведена.

Висновки до роздiлу 1

В цьому роздiлi ми ввели поняття 𝑘-кратно додатної i тотально додат-

ної матрицi, 𝑘-кратно додатних i тотально додатних послiдовностей (так

званих частотних послiдовностей Полiа), привели важливу для подальших

роздiлiв вiдому теорему Хатчинсона i обговорили властивостi моментних

послiдовностей Гамбургера. Ми довели нову достатню умову для того, щоб

усi мiнори матрицi з додатними елементами були невiд’ємними (додатни-

ми).

До основних результатiв роздiлу вiдносяться:

– Теорема 1.1.4 про те, що для кожної матрицi 𝑀 = (𝑎𝑖𝑗) з додатни-

ми елементами розмiру 𝑛 × 𝑛 iз виконання нерiвностей 𝑎𝑖𝑗𝑎𝑖+1,𝑗+1 >

4 cos2 𝜋
𝑛+1 𝑎𝑖,𝑗+1𝑎𝑖+1,𝑗 для усiх 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛 − 1 випливає, що усi мiнори

матрицi 𝑀 є додатними.

– Теорема 1.1.6 про те, що константа 4 cos2 𝜋
𝑛+1 в теоремi 1.1.4 (так зва-

на константа Берахи) є точною для кожного 𝑛 як у класi ганкелевих

матриць, так i в класi теплiцевих матриць.

– Наслiдки 1.1.13 i 1.1.15 теореми 1.1.4, якi дають достатню умову крат-

ної позитивностi додатної послiдовностi i величину кута без нулiв для

твiрного многочлена додатної послiдовностi.

– Наслiдок 1.1.18 теореми 1.1.4, який дає просту достатню умову для

того, щоб дана додатна послiдовнiсть була моментною послiдовнiстю

Гамбургера.

– Наслiдок 1.2.6, який дає зручну оцiнку знизу для визначника матрицi
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з додатними елементами, якщо ця матриця задовольняє умови теоре-

ми 1.1.4.
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РОЗДIЛ 2

СТIЙКI МНОГОЧЛЕНИ

2.1 Iсторiя питання i формулювання результатiв

Дiйсний многочлен 𝐹 називається стiйким (iнодi стабiльним, або гурвi-

цевим), якщо усi його коренi мають вiд’ємнi дiйснi частини, тобто 𝐹 (𝑧0) =

0 ⇒ Re 𝑧0 < 0. Рiзноманiтнi питання полiномiальної стiйкостi виникають

у численних проблемах математики, фiзики, iнженерiї тощо. Ми згадає-

мо тут лише добре вiдомий зв’язок мiж стiйкiстю розв’язкiв систем ди-

ференцiальних рiвнянь i стiйкiстю вiдповiдного характеристичного много-

члена системи. Ми вiдсилаємо до робiт Ф.Р.Гантмахера [84, глава 15] або

М.Мардена [165, глава 9] щодо глибоких оглядiв теорiї стабiльностi.

Наступне твердження, яке належить А.Стодолi, є добре вiдомою (i та-

кою, що легко перевiряється) необхiдною умовою стiйкостi для дiйсного

многочлена.

Твердження 2.1.1. ([5, с. 18]). Якщо 𝐹 (𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . . + 𝑎𝑛𝑧
𝑛 ∈

R[𝑧], 𝑎𝑛 > 0, є стiйким многочленом, то 𝑎𝑗 > 0, 0 6 𝑗 6 𝑛− 1.

Наступна знаменита теорема Рауса i Гурвиця дає необхiднi i достатнi

умови для стабiльностi дiйсного многочлена.

Теорема 2.1.2. (Критерiй Рауса-Гурвiця, дивись, наприклад, [84, с. 225-

230], або [5, с. 83-87]). Многочлен 𝐹 (𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . . + 𝑎𝑛𝑧
𝑛 ∈ R[𝑧] з

𝑎𝑛 > 0 є стiйким многочленом тодi i тiльки тодi, коли першi 𝑛 головних

кутових мiнорiв вiдповiдної матрицi Гурвiця цього многочлена

𝐻(𝐹 ) :=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3 𝑎𝑛−5 . . . 0

𝑎𝑛 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−4 . . . 0

0 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3 . . . 0

0 𝑎𝑛 𝑎𝑛−2 . . . 0
... ... ... ... . . .

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦
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є додатними.

Вiдмiтимо, що перевiрка додатностi головних кутових мiнорiв для мат-

риць великого розмiру є, взагалi кажучи, дуже складною проблемою (а

якщо, як це часто буває в важливих задачах, коефiцiєнти многочлена зале-

жать вiд параметрiв, то така перевiрка є майже нерозв’язною проблемою).

Тому важливо знайти зручнi i легко перевiряннi достатнi умови стiйкостi.

Д.К.Дiмiтров i Х.М.Пенья, використовуючи теорему 1.1.1 з роздiлу 1

Т.Кравена i Дж.Ксордаша про достатню умову тотальної додатностi мат-

риць, а також мiркування неперервностi, довели наступну теорему.

Теорема 2.1.3. ([69]). Нехай 𝑐 – константа iз теореми 1.1.1. Якщо усi кое-

фiцiєнти многочлена 𝐹 (𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . .+ 𝑎𝑛𝑧
𝑛 є додатними i задоволь-

няють нерiвностi

𝑎𝑘𝑎𝑘+1 > 𝑐𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2,

то 𝐹 є стiйким многочленом. Зокрема, 𝐹 є стiйким, якщо

𝑎2
𝑘 >

√
𝑐𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Користуючись доведеною в роздiлi 1 теоремою 1.1.4 i мiркуваннями,

аналогiчними до ([69]), ми можемо довести таке узагальнення теореми 2.1.3

Теорема 2.1.4. Якщо усi коефiцiєнти многочлена 𝐹 (𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . .+

𝑎𝑛𝑧
𝑛 є додатними i задовольняють нерiвностям

𝑎𝑘𝑎𝑘+1 > 4 cos2 𝜋

𝑛+ 1
𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2,

то 𝐹 є стiйким многочленом. Зокрема, 𝐹 є стiйким, якщо

𝑎2
𝑘 > 2 cos

𝜋

𝑛+ 1
𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

В роздiлi 1 було доведено також, що константа 𝑐𝑛 := 4 cos2 𝜋
𝑛+1 є най-

меншою можливою в теоремi 1.1.4 не тiльки в класi усiх матриць розмiру

𝑛×𝑛 з додатними елементами, а i у класi теплiцевих матриць з додатними
елементами, а також у класi ганкелевих матриць з додатними елемента-

ми. Виникає природне питання щодо знаходження найменшої можливої
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константи в важливому класi гурвiцевих матриць. У цьому роздiлi ми по-

кажемо, що в класi гурвiцевих матриць константа 𝑐𝑛 := 4 cos2 𝜋
𝑛+1 не є

найменшою можливою в твердженнi теореми 1.1.4.

Наступна теорема дає вiдповiдь на таке питання: для заданого 𝑛 ∈
N якою є найменша можлива константа 𝑑𝑛, така що, якщо коефiцiєнти

многочлена 𝐹 (𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . . + 𝑎𝑛𝑧
𝑛 є додатними i задовольняють

умову 𝑎𝑘𝑎𝑘+1 > 𝑑𝑛𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2, то 𝐹 (𝑧) є стiйким?

Теорема 2.1.5. ([125]). Нехай 𝑥0 – єдиний додатний корiнь многочлена

𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥− 1 (𝑥0 ≈ 2.1479).

1. Якщо коефiцiєнти многочлена 𝐹 (𝑧) =
∑︀4

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 є додатними i задоволь-

няють нерiвностi 𝑎𝑘𝑎𝑘+1 > 2𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2 для 𝑘 = 1, 2, то 𝐹 є стiйким мно-

гочленом. Зокрема, 𝐹 є стiйким, якщо 𝑎2
𝑘 >

√
2𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для 𝑘 = 1, 2, 3.

2. Якщо коефiцiєнти многочлена 𝐹 (𝑧) =
∑︀5

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 є додатними i задоволь-

няють нерiвностi 𝑎𝑘𝑎𝑘+1 > 𝑥0𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2 для 𝑘 = 1, 2, 3, то 𝐹 є стiйким

многочленом. Зокрема, 𝐹 є стiйким, якщо 𝑎2
𝑘 >

√
𝑥0𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для 𝑘 =

1, 2, 3, 4.

3. Якщо коефiцiєнти многочлена 𝐹 (𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑛 > 5, є додатними

i задовольняють нерiвностi 𝑎𝑘𝑎𝑘+1 > 𝑥0𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 −
2, то 𝐹 є стiйким многочленом. Зокрема, 𝐹 є стiйким, якщо 𝑎2

𝑘 >
√
𝑥0𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Вiдмiтимо, що
𝑎𝑘𝑎𝑘+1

𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2
=

𝑎2
𝑘

𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1

𝑎2
𝑘+1

𝑎𝑘𝑎𝑘+2
,

таким чином, наступна теорема демонструє, що усi сталi в теоремi 2.1.5 є

найменшими можливими для кожного 𝑛.

Теорема 2.1.6. ([125]). 1. Для кожного 𝑑 6
√
2 iснує многочлен 𝐹 (𝑧) =∑︀4

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 з додатними коефiцiєнтами, якi задовольняють умову 𝑎2

𝑘 =

𝑑𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для 𝑘 = 1, 2, 3, але многочлен 𝐹 не є стiйким.

2. Для кожного 𝑑 6
√
𝑥0 iснує многочлен 𝐹 (𝑧) =

∑︀5
𝑘=0 𝑎𝑘𝑧

𝑘 з додатни-

ми коефiцiєнтами, якi задовольняють умову 𝑎2
𝑘 = 𝑑𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для 𝑘 =
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1, 2, 3, 4, але многочлен 𝐹 не є стiйким.

3. Для кожного 𝑛 > 5 i кожного 𝜀 > 0 iснує многочлен 𝐹 (𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 з

додатними коефiцiєнтами, якi задовольняють умову 𝑎2
𝑘 > (

√
𝑥0−𝜀)𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1

для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, але многочлен 𝐹 не є стiйким.

Теорема 2.1.5 може бути узагальнена для цiлих функцiй наступним чи-

ном.

Теорема 2.1.7. ([125]). Якщо усi коефiцiєнти функцiї 𝐺(𝑧) =∑︀∞
𝑘=0 𝑎𝑘𝑧

𝑘 є додатними, i вони задовольняють умови 𝑎𝑘𝑎𝑘+1 >

𝑥0𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2 для усiх 𝑘 ∈ N, то усi коренi функцiї 𝐺 мають

вiд’ємнi дiйснi частини. Зокрема, твердження є вiрним, якщо 𝑎2
𝑘 >

√
𝑥0𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1 для усiх 𝑘 ∈ N.

При доведеннi теореми 2.1.6 ми покажемо, що константа в твердженнi

теореми 2.1.7 також є найменшою можливою.

Для доведення теореми 2.1.5 ми будемо використовувати знаменитий

критерiй стiйкостi Ермiта-Бiлера. Наступне твердження є одним iз варiан-

тiв теореми Ш.Ермiта i М.Бiлера.

Теорема 2.1.8. (Критерiй Ермiта-Бiлера, дивись [28] i [98], або [161, глава

VII]). Нехай 𝐹 (𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 є многочленом з додатними коефiцiєнтами.

Многочлен 𝐹 є стiйким тодi i тiльки тодi, коли наступнi два многочлена

𝑓(𝑧) =
∑︀⌊𝑛/2⌋

𝑚=0 (−1)𝑚𝑎2𝑚𝑧
𝑚 i 𝑔(𝑧) = 𝑧

∑︀⌊(𝑛−1)/2⌋
𝑚=0 (−1)𝑚𝑎2𝑚+1𝑧

𝑚 мають простi

дiйснi коренi, якi перемежовуються.

Ми будемо використовувати також цитовану у першому роздiлi вiдому

теорему Дж.Хатчинсона 1.1.12 ([105, с. 327]).

2.2 Доведення теореми 2.1.5 i теореми 2.1.7

Добре вiдомо (i легко перевiрити), що многочлени степенiв 1 i 2 з до-

датними старшими коефiцiєнтами є стiйкими тодi i тiльки тодi, коли усi їх

коефiцiєнти є додатними.
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Нехай 𝐹 (𝑧) = 𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . . + 𝑎𝑛𝑧
𝑛 є многочленом з додатними коефi-

цiєнтами. Позначимо через

𝑠𝑗 =
𝑎𝑗𝑎𝑗+1

𝑎𝑗−1𝑎𝑗+2
, 1 6 𝑗 6 𝑛− 2. (2.1)

Нехай 𝐹 (𝑧) =
∑︀3

𝑗=0 𝑎𝑗𝑧
𝑗 є многочленом з додатними коефiцiєнтами.

Многочлен 𝐹 є стiйким тодi i тiльки тодi, коли 𝑠1 > 1 (дивись, напри-

клад, [5, с. 34]). Дiйсно, для 𝐹 (𝑧) =
∑︀3

𝑗=0 𝑎𝑗𝑧
𝑗 ми маємо 𝑓(𝑧) = 𝑎0 − 𝑎2𝑧

i 𝑔(𝑧) = 𝑧(𝑎1 − 𝑎3𝑧). Обидва многочлена мають простi дiйснi коренi, i цi

коренi перемежовуються тодi i тiльки тодi, коли 0 < 𝑎0
𝑎2
< 𝑎1

𝑎3
⇔ 𝑠1 > 1.

Доведемо твердження 1 теореми 2.1.5

Для многочлена 𝐹 (𝑧) =
∑︀4

𝑗=0 𝑎𝑗𝑧
𝑗 ми маємо 𝑓(𝑧) = 𝑎0 − 𝑎2𝑧 + 𝑎4𝑧

2 i

𝑔(𝑧) = 𝑧(𝑎1 − 𝑎3𝑧). Використовуючи нашi позначення ми можемо виразити

два кореня многочлена 𝑓 наступним чином:

𝑡1,2 =
𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2

2

(︂
1∓

√︂
1− 4

𝑠1𝑠2

)︂
.

Цi коренi є простими i дiйсними, тому що min(𝑠1, 𝑠2) > 2. Два кореня мно-

гочлена 𝑔 – це 𝑡*0 = 0, 𝑡*1 = 𝑎0
𝑎2
𝑠1, вони є дiйсними i простими. Многочлен

𝐹 є стiйким тодi i тiльки тодi, коли цi коренi перемежовуються, тобто

0 <
𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2

2

(︂
1−

√︂
1− 4

𝑠1𝑠2

)︂
<
𝑎0

𝑎2
𝑠1 <

𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2

2

(︂
1 +

√︂
1− 4

𝑠1𝑠2

)︂
. (2.2)

Перша нерiвнiсть у (2.2), очевидно, виконується. Друга нерiвнiсть у (2.2)

є еквiвалентною такої: 𝑠2

(︁
1−

√︁
1− 4

𝑠1𝑠2

)︁
< 2. Лiва частина цiєї нерiв-

ностi строго спадає по змiнної 𝑠1, тому ця нерiвнiсть є наслiдком такої:

𝑠2

(︁
1−

√︁
1− 2

𝑠2

)︁
6 2 (ми пiдставили 𝑠1 = 2). Лiва частина цiєї нерiвностi

строго спадає по змiнної 𝑠2, i для 𝑠2 = 2 лiва частина дорiвнює правiй. Цi

мiркування доводять другу нерiвнiсть у (2.2).

Третя нерiвнiсть в in (2.2) еквiвалентна наступної 𝑠2

(︁
1 +

√︁
1− 4

𝑠1𝑠2

)︁
>

2. Оскiльки min(𝑠1, 𝑠2) > 2, остання нерiвнiсть є вiрною. Таким чином,

многочлен 𝐹 (𝑧) =
∑︀4

𝑗=0 𝑎𝑗𝑧
𝑗 з додатними коефiцiєнтами є стiйким, якщо

min(𝑠1, 𝑠2) > 2.
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Доведемо твердження 2 теореми 2.1.5. Для многочлена 𝐹 (𝑧) =∑︀5
𝑗=0 𝑎𝑗𝑧

𝑗 ми маємо 𝑓(𝑧) = 𝑎0 − 𝑎2𝑧 + 𝑎4𝑧
2 i 𝑔(𝑧) = 𝑧(𝑎1 − 𝑎3𝑧 + 𝑎5𝑧

2).

Використовуючи нашi позначення, ми можемо виразити коренi многочле-

на 𝑓 наступним чином:

𝑡1,2 =
𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2

2

(︂
1∓

√︂
1− 4

𝑠1𝑠2

)︂
.

Цi коренi є дiйсними i простими, оскiльки min(𝑠1, 𝑠2) > 𝑥0 > 2. Многочлен

𝑔 має три простих дiйсних кореня, якi можна записати наступним чином:

𝑡*0 = 0, 𝑡*1 =
𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2𝑠3

2

(︂
1−

√︂
1− 4

𝑠2𝑠3

)︂
, 𝑡*2 =

𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2𝑠3

2

(︂
1 +

√︂
1− 4

𝑠2𝑠3

)︂
.

Многочлен 𝐹 є стiйким тодi i тiльки тодi, коли

0 <
𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2

2

(︂
1−

√︂
1− 4

𝑠1𝑠2

)︂
<
𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2𝑠3

2

(︂
1−

√︂
1− 4

𝑠2𝑠3

)︂
< (2.3)

𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2

2

(︂
1 +

√︂
1− 4

𝑠1𝑠2

)︂
<
𝑎0

𝑎2

𝑠1𝑠2𝑠3

2

(︂
1 +

√︂
1− 4

𝑠2𝑠3

)︂
.

Перша нерiвнiсть в (2.3), очевидно, виконується. Друга нерiвнiсть в (2.3)

еквiвалентна наступної
(︁
1−

√︁
1− 4

𝑠1𝑠2

)︁
< 𝑠3

(︁
1−

√︁
1− 4

𝑠2𝑠3

)︁
. Лiва ча-

стина цiєї нерiвностi строго спадає по змiнної 𝑠1, при цьому 𝑠1 > 𝑥0 >

2, таким чином ця нерiвнiсть є наслiдком наступної:
(︁
1−

√︁
1− 2

𝑠2

)︁
6

𝑠3

(︁
1−

√︁
1− 4

𝑠2𝑠3

)︁
(ми пiдставили 𝑠1 = 2). Права частина останньої нерiв-

ностi строго спадає по змiнної 𝑠3 i lim𝑠3→∞ 𝑠3

(︁
1−

√︁
1− 4

𝑠2𝑠3

)︁
= 2

𝑠2
, тому

друга нерiвнiсть в (2.3) є наслiдком очевидної оцiнки
(︁
1−

√︁
1− 2

𝑠2

)︁
6 2

𝑠2
.

Таким чином, друга нерiвнiсть в (2.3) є вiрною.

Перевiримо, що за нашими припущеннями виконується третя нерiвнiсть

в (2.3), або, еквiвалентно, 𝑠3

(︁
1−

√︁
1− 4

𝑠2𝑠3

)︁
<
(︁
1 +

√︁
1− 4

𝑠1𝑠2

)︁
. Лiва ча-

стина цiєї нерiвностi строго спадає за змiнною 𝑠3, а права частина строго

зростає за змiнною 𝑠1, тому ця нерiвнiсть випливає з 𝑥0

(︁
1−

√︁
1− 4

𝑠2𝑥0

)︁
6(︁

1 +
√︁

1− 4
𝑥0𝑠2

)︁
, або, еквiвалентно, (1 + 𝑥0)

√︁
1− 4

𝑠2𝑥0
> 𝑥0 − 1. Лiва ча-

стина останньої нерiвностi строго зростає за змiнною 𝑠2, тому остання

нерiвнiсть випливає з такої: (1 + 𝑥0)
√︁
1− 4

𝑥20
> 𝑥0 − 1, або, еквiвалент-
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но, 𝑥3
0 − 𝑥2

0 − 2𝑥0 − 1 > 0. За означенням сталої 𝑥0 ця нерiвнiсть є вiрною.

Тому третя нерiвнiсть в (2.3) є вiрною.

Перевiримо, що за нашими припущеннями виконується четверта нерiв-

нiсть в (2.3) , або, еквiвалентно, 1 +
√︁
1− 4

𝑠1𝑠2
< 𝑠3

(︁
1 +

√︁
1− 4

𝑠2𝑠3

)︁
. Лiва

частина строго зростає за змiнною 𝑠1 i lim𝑠1→∞ 1 +
√︁
1− 4

𝑠1𝑠2
= 2, тому

остання нерiвнiсть випливає з такої: 2 6 𝑠3

(︁
1 +

√︁
1− 4

𝑠2𝑠3

)︁
. Права части-

на строго зростає за змiнною 𝑠2 > 𝑥0 > 2, тому остання нерiвнiсть вип-

ливає з такої очевидної нерiвностi 2 6 𝑠3

(︁
1 +

√︁
1− 2

𝑠3

)︁
. Тому четверта

нерiвнiсть в (2.3) є вiрною.

Таким чином, многочлен 𝐹 (𝑧) =
∑︀5

𝑗=0 𝑎𝑗𝑧
𝑗 з додатними коефiцiєнтами

є стiйким, якщо min(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) > 𝑥0.

Зауваження 2.2.1. Iз доведення твердження 2 теореми 2.1.5 випливає,

що, якщо min(𝑠1, 𝑠2, 𝑠3) > 𝑥0, то 𝑡*0 < 𝑡1 < 𝑡*1 6 𝑡2 < 𝑡*2 (позначення тi самi,

як в доведеннi твердження 2 теореми 2.1.5).

Нехай 𝐹 (𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 > 0, є многочленом, який задовольняє

умову 𝑠𝑗 > 𝑥0 для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 2. Без обмеження загальностi ми

можемо вважати, що 𝑎0 = 1. Введемо позначення:

𝑝𝑗 =
𝑎𝑗−1

𝑎𝑗
, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛. (2.4)

Використовуючи це позначення, ми можемо написати

𝐹 (𝑧) = 1 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧
2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑧

𝑛 = 1 +
𝑧

𝑝1
+

𝑧2

𝑝1𝑝2
+ . . .+

𝑧𝑛

𝑝1𝑝2 . . . 𝑝𝑛
.

Для доведення твердження 3 теореми 2.1.5 нам потрiбнi кiлька лем.

Наступне твердження є прямим наслiдком тверджень 1 i 2 теореми 2.1.5, а

також зауваження 2.2.1.

Лема 2.2.2. Нехай 𝑓(𝑧) = 1− 𝑧
𝑝1𝑝2

+ 𝑧2

𝑝1𝑝2𝑝3𝑝4
, 𝑔(𝑧) = 1− 𝑧

𝑝2𝑝3
+ 𝑧2

𝑝2𝑝3𝑝4𝑝5
, де

𝑝𝑗 > 0, 1 6 𝑗 6 5. Припустимо, що 𝑝𝑗+2/𝑝𝑗 > 𝑥0, де 𝑥0 є єдиним додатним

коренем многочлена 𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥− 1. Позначимо через 0 < 𝑥1 < 𝑥2 коренi

𝑓 , 0 < 𝑥*1 < 𝑥*2 – коренi 𝑔. Тодi

𝑔(𝑥2) 6 0, 𝑓(𝑥*1) 6 0. (2.5)
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Якщо 𝑓 = −1 + 𝑧
𝑝3𝑝4

, 𝑔 = 1− 𝑧
𝑝2𝑝3

, то

𝑔(𝑥2) < 0, 𝑓(𝑥*1) < 0. (2.6)

Лема 2.2.3. Нехай

𝐹 (𝑧) = 1− 𝑧

𝜌1
+

𝑧2

𝜌1𝜌2
− . . .+ (−1)𝑛

𝑧𝑛

𝜌1𝜌2 . . . 𝜌𝑛
, 𝑛 > 3, (2.7)

є многочленом з 𝜌𝑗 > 0 i min{𝜌𝑗+1

𝜌𝑗
, 1 6 𝑗 6 𝑛 − 1} > 1. Введемо наступне

позначення:

𝑅𝑗(𝑧, 𝐹 ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1− 𝑧

𝜌𝑗
+ 𝑧2

𝜌𝑗𝜌𝑗+1
, якщо 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1;

−1 + 𝑧
𝜌1
, якщо 𝑗 = 0;

1− 𝑧
𝜌𝑛
, якщо 𝑗 = 𝑛.

(2.8)

Тодi

(−1)𝑗𝐹 (𝑥) > −𝐾𝑗(𝑥)𝑅𝑗(𝑥, 𝐹 ), 𝜌𝑗−2 < 𝑥 < 𝜌𝑗+3, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛, (2.9)

де 𝐾𝑗(𝑥) > 0, 𝜌𝑗 = 0 для 𝑗 < 1, i 𝜌𝑗 = ∞ для 𝑗 > 𝑛.

Доведення. Зафiксуємо довiльне 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛− 1}. Ми маємо

(−1)𝑗𝐹 (𝑥) =
(︁
(−1)𝑗 +

∑︀𝑗−2
𝑘=1(−1)𝑘+𝑗 𝑥𝑘

𝜌1𝜌2···𝜌𝑘

)︁
+ (2.10)

[− 𝑥𝑗−1

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗−1
+ 𝑥𝑗

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗 −
𝑥𝑗+1

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗+1
] +
∑︀𝑛

𝑘=𝑗+2(−1)𝑗+𝑘 𝑥𝑘

𝜌1𝜌2···𝜌𝑘 =:

Σ1(𝑥) + [− 𝑥𝑗−1

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗−1
+ 𝑥𝑗

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗 −
𝑥𝑗+1

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗+1
] + Σ2(𝑥).

Для кожного 𝑥 ∈ (𝜌𝑗−2, 𝜌𝑗+3) оцiнка 𝑥𝑘

𝜌1𝜌2···𝜌𝑘 <
𝑥𝑘+1

𝜌1𝜌2···𝜌𝑘+1
виконується для 0 6

𝑘 6 𝑗 − 3. Тому для усiх 𝑥 ∈ (𝜌𝑗−2, 𝜌𝑗+3) доданки в Σ1(𝑥) є знакозмiнними

i їхнi модулi зростають. Аналогiчно, для усiх 𝑥 ∈ (𝜌𝑗−2, 𝜌𝑗+3) доданки в

Σ2(𝑥) є знакозмiнними i їхнi модулi спадають. Тому, Σ1(𝑥) > 0, Σ2(𝑥) > 0

для усiх 𝑥 ∈ (𝜌𝑗−2, 𝜌𝑗+3), звiдки для усiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1 виконується

наступна нерiвнiсть

(−1)𝑗𝐹 (𝑥) > − 𝑥𝑗−1

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗−1
+ 𝑥𝑗

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗 −
𝑥𝑗+1

𝜌1𝜌2···𝜌𝑗+1
, (2.11)

𝑥 ∈ (𝜌𝑗−2, 𝜌𝑗+3).

Таким чином, нерiвнiсть (2.9) доведено для усiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.
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Для 𝑗 = 0 (2.9) є наслiдком нерiвностi

𝐹 (𝑥) = −(−1 +
𝑥

𝜌1
) +

𝑛∑︁
𝑘=2

(−1)𝑘
𝑥𝑘

𝜌1𝜌2 · · · 𝜌𝑘
> −𝑅0(𝑥, 𝐹 ), 0 < 𝑥 < 𝜌3.

Ми використовуємо той факт, що для 0 < 𝑥 < 𝜌3 доданки в∑︀𝑛
𝑘=2(−1)𝑘 𝑥𝑘

𝜌1𝜌2···𝜌𝑘 є знакозмiнними i їхнi модулi спадають. Таким чином,

знак цiєї суми збiгається зi знаком першого доданка (для 𝑘 = 2), i цей знак

є додатним.

Для 𝑗 = 𝑛 (2.9) є наслiдком нерiвностi

(−1)𝑛𝐹 (𝑥) = − 𝑥𝑛−1

𝜌1𝜌2 · · · 𝜌𝑛−1
(1− 𝑥

𝜌𝑛
) + (−1)𝑛+

𝑛−2∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+𝑛 𝑥𝑘

𝜌1𝜌2 · · · 𝜌𝑘
> − 𝑥𝑛−1

𝜌1𝜌2 · · · 𝜌𝑛−1
𝑅𝑛(𝑥, 𝐹 ), 𝜌𝑛−2 < 𝑥 <∞.

Ми використали той факт, що для 𝜌𝑛−2 < 𝑥 < ∞ доданки у виразi(︁
(−1)𝑛 +

∑︀𝑛−2
𝑘=1(−1)𝑘+𝑛 𝑥𝑘

𝜌1𝜌2···𝜌𝑘

)︁
є знакозмiнними i їхнi модулi зростають.

Таким чином, знак цього виразу збiгається зi знаком останнього доданка

(для 𝑘 = 𝑛− 2), i цей знак є додатним. 2

Лема 2.2.4. Нехай 𝐹 (𝑧) = 1 − 𝑧
𝜌1

+ 𝑧2

𝜌1𝜌2
− . . . + (−1)𝑛 𝑧𝑛

𝜌1𝜌2...𝜌𝑛
, 𝑛 > 3, є

многочленом з 𝜌𝑗 > 0 i min{𝜌𝑗+1

𝜌𝑗
, 1 6 𝑗 6 𝑛 − 1} > 4. Нехай многочлени

𝑅𝑗(𝑧, 𝐹 ), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛, визначаються як в (2.8).

1. Многочлен 𝑅𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, має простi дiйснi коренi, якi ми позна-

чимо через 0 < 𝜔1(𝑗) < 𝜔2(𝑗).

2. Многочлен 𝐹 має простi дiйснi коренi 0 < 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑛.

3. 𝜔1(𝑗) > 𝜌𝑗, 𝜔2(𝑗) < 𝜌𝑗+1.

4.
√
𝜌𝑗−1𝜌𝑗 < 𝑥𝑗 <

√
𝜌𝑗𝜌𝑗+1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, (тут ми позначаємо 𝜌0 = 1,

𝜌𝑛+1 = +∞).

5. 𝑥𝑗 < 𝜔1(𝑗), 𝑥𝑗+1 > 𝜔2(𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Доведення. Оскiльки min{𝜌𝑗+1

𝜌𝑗
, 1 6 𝑗 6 𝑛− 1} > 4, то маємо

𝑅𝑗

(︀√
𝜌𝑗𝜌𝑗+1, 𝐹

)︀
= 2−

√︂
𝜌𝑗+1

𝜌𝑗
< 0, 1 6 𝑗 6 𝑛− 1.
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Твердження 1 i 3 леми 2.2.4 одразу випливають з цього. Той факт, що

з min{𝜌𝑗+1

𝜌𝑗
, 1 6 𝑗 6 𝑛 − 1} > 4 випливає, що многочлен 𝐹 має простi

дiйснi коренi є добре вiдомим (дивись теорему Хатчинсона 1.1.12 з першого

роздiлу). Цей факт i твердження 4 леми 2.2.4 є наслiдками того, що

𝐹 (
√
𝜌0𝜌1) > 0, −𝐹 (√𝜌1𝜌2) > 0, 𝐹 (

√
𝜌2𝜌3) > 0, . . . , (2.12)

(−1)𝑛−1𝐹 (
√
𝜌𝑛−1𝜌𝑛) > 0, lim𝑥→∞[(−1)𝑛𝐹 (𝑥)] = +∞.

Останнє твердження є очевидним, нерiвностi, що вони залишились, є пря-

мими наслiдками (2.9).

Оскiльки для усiх 𝑧 ∈ (𝜔1(𝑗), 𝜔2(𝑗)) ми маємо 𝑅𝑗(𝑧, 𝐹 ) < 0, 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑛 − 1, то твердження 5 є прямим наслiдком (2.9). 2

Доведемо тепер твердження 3 теореми 2.1.5. За критерiєм Ермiта-

Бiлера многочлен 𝐹 є стiйким тодi i тiльки тодi, коли наступнi два много-

члени

𝑓(𝑧) =

⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚𝑎2𝑚𝑧
𝑚

i

𝑔(𝑧) = 𝑧

⌊(𝑛−1)/2⌋∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚𝑎2𝑚+1𝑧
𝑚

мають простi дiйснi коренi, якi перемежовуються.

Оскiльки

𝑎2
2𝑚

𝑎2𝑚−2𝑎2𝑚+2
=

𝑎2𝑚−1𝑎2𝑚

𝑎2𝑚−2𝑎2𝑚+1

𝑎2𝑚𝑎2𝑚+1

𝑎2𝑚−1𝑎2𝑚+2
> 𝑥2

0 > 4

для усiх 𝑚 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛− 2

2
⌋,

i
𝑎2

2𝑚+1

𝑎2𝑚−1𝑎2𝑚+3
=

𝑎2𝑚𝑎2𝑚+1

𝑎2𝑚−1𝑎2𝑚+2

𝑎2𝑚+1𝑎2𝑚+2

𝑎2𝑚𝑎2𝑚+3
> 𝑥2

0 > 4

для усiх 𝑚 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛− 3

2
⌋,

то за теоремою Хатчинсона многочлени 𝑓 i 𝑔 мають простi дiйснi коренi.

Залишилося довести, що, за нашими припущеннями, коренi многочленiв 𝑓

i 𝑔 перемежовуються.
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Нам потрiбнi ще наступнi позначення. Нехай 𝑃 є дiйсним многочленом.

Позначимо через 𝑁(𝑎,𝑏)(𝑃 ) число коренiв многочлена 𝑃 в iнтервалi (𝑎, 𝑏).

Позначимо через 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡⌊𝑛
2 ⌋ коренi 𝑓 i через 0 = 𝑡*0 < 𝑡*1 < 𝑡*2 <

. . . < 𝑡*⌊𝑛−1
2 ⌋ коренi 𝑔. Ми отримуємо той факт, що коренi многочленiв 𝑓 i 𝑔

перемежовуються як наслiдок наступної леми.

Лема 2.2.5.

𝑁(𝑡𝑗 ,𝑡𝑗+1)(𝑔) > 1, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛
2
⌋ − 1. (2.13)

𝑁(𝑡*𝑗 ,𝑡
*
𝑗+1)(𝑓) > 1, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛− 1

2
⌋ − 1. (2.14)

Доведення. Для 𝐹 (𝑧) = 1+ 𝑧
𝑝1
+ 𝑧2

𝑝1𝑝2
+. . .+ 𝑧𝑛

𝑝1𝑝2...𝑝𝑛
ми маємо 𝑓(𝑧) = 1− 𝑧

𝑝1𝑝2
+

𝑧2

𝑝1𝑝2𝑝3𝑝4
+ . . . i 𝑔(𝑧) = 𝑧

𝑝1
(1− 𝑧

𝑝2𝑝3
+ 𝑧2

𝑝2𝑝3𝑝4𝑝5
+ . . .). Положимо 𝑔1(𝑧) = 𝑔(𝑧)𝑝1/𝑧.

Вiдзначимо, що многочлен 𝑓 має форму (2.7) з 𝜌𝑗 = 𝑝2𝑗−1𝑝2𝑗, i многочлен 𝑔1

має форму (2.7) з 𝜌𝑗 = 𝑝2𝑗𝑝2𝑗+1.Ми будемо розглядати многочлени 𝑅𝑗(𝑧, 𝑓)

для 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , ⌊𝑛2⌋ i 𝑅𝑗(𝑧, 𝑔1) для 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , ⌊𝑛−1
2 ⌋, цi полiноми

введенi в (2.8).

Спершу ми доведемо (2.13) з 𝑛 > 7. За лемою 2.2.4 ми маємо 𝑡𝑗 <

𝜔1(𝑗), 𝑡𝑗+1 > 𝜔2(𝑗), де 𝜔1(𝑗), 𝜔2(𝑗) є коренями 𝑅𝑗(𝑧, 𝑓). Для того, щоби

довести (2.13), достатньо довести, що

(−1)𝑗−1𝑔1(𝜔1(𝑗)) > 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛
2
⌋ − 1, (2.15)

(−1)𝑗−1𝑔1(𝜔2(𝑗)) < 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛
2
⌋ − 1. (2.16)

З (2.9) ми маємо

(−1)𝑗−1𝑔1(𝑡) > −𝐾𝑗−1(𝑡)𝑅𝑗−1(𝑡, 𝑔1), (2.17)

де 𝑝2𝑗−6𝑝2𝑗−5 < 𝑡 < 𝑝2𝑗+4𝑝2𝑗+5, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛2⌋;

(−1)𝑗𝑔1(𝑡) > −𝐾𝑗(𝑡)𝑅𝑗(𝑡, 𝑔1), (2.18)

де 𝑝2𝑗−4𝑝2𝑗−3 < 𝑡 < 𝑝2𝑗+6𝑝2𝑗+7, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , ⌊𝑛2⌋ − 1. В (2.17) i

(2.18) функцiї 𝐾𝑗(𝑡) є додатними. Iз твердження 3 леми 2.2.4 ми маємо
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𝑝2𝑗−1𝑝2𝑗 < 𝜔1(𝑗) < 𝜔2(𝑗) < 𝑝2𝑗+1𝑝2𝑗+2, тому нерiвностi (2.17) i (2.18) вико-

нуються для 𝑡 ∈ (𝜔1(𝑗), 𝜔2(𝑗)), 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛2⌋ − 1. У (2.17) ми застосує-

мо лему 2.2.3 з 𝑓(𝑡) = 𝑅𝑗−1(𝑡, 𝑔1), 𝑗 = 2, 3, . . . , ⌊𝑛2⌋ − 1, 𝑓(𝑡) = 𝑅0(𝑡, 𝑔1) i

𝑔(𝑡) = 𝑅𝑗(𝑡, 𝑓), 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛2⌋ − 1. Ми отримуємо

𝑅𝑗(𝜔1(𝑗), 𝑔1) < 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛
2
⌋ − 1. (2.19)

2

З (2.17), (2.19) ми отримуємо (2.15).

У (2.18) ми використовували лему 2.2.2 з 𝑓(𝑡) = 𝑅𝑗(𝑡, 𝑓) i 𝑔(𝑡) =

𝑅𝑗(𝑡, 𝑔1), 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛−1
2 ⌋. Якщо 𝑛 є непарним числом, то ⌊𝑛−1

2 ⌋ = ⌊𝑛2⌋.
Якщо 𝑛 є парним числом, ми також застосовуємо лему 2.2.2 з 𝑔(𝑡) =

𝑅⌊𝑛
2 ⌋−1(𝑡, 𝑔1) i 𝑓(𝑡) = 𝑅⌊𝑛

2 ⌋−1(𝑡, 𝑓). Ми маємо

𝑅𝑗(𝜔2(𝑗), 𝑔1) < 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛
2
⌋ − 1. (2.20)

З (2.18), (2.20) ми отримуємо (2.16).

Твердження (2.14) з 𝑛 > 6 можуть бути доведенi аналогiчно. З ле-

ми 2.2.4 ми маємо 𝑡*𝑗 < 𝜔*
1(𝑗), 𝑡

*
𝑗+1 > 𝜔*

2(𝑗), де 𝜔
*
1(𝑗), 𝜔

*
2(𝑗) є коренями

𝑅𝑗(𝑧, 𝑔1). Для доведення (2.14) достатньо показато, що

(−1)𝑗−1𝑓(𝜔*
1(𝑗)) < 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛− 1

2
⌋ − 1, (2.21)

(−1)𝑗−1𝑓(𝜔*
2(𝑗)) > 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛− 1

2
⌋ − 1. (2.22)

З (2.9) ми маємо

(−1)𝑗𝑓(𝑡) > −𝐾𝑗(𝑡)𝑅𝑗(𝑡, 𝑓), (2.23)

де 𝑝2𝑗−5𝑝2𝑗−4 < 𝑡 < 𝑝2𝑗+5𝑝2𝑗+6, 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛2⌋ − 1 i

(−1)𝑗+1𝑓(𝑡) > −𝐾𝑗+1(𝑡)𝑅𝑗+1(𝑡, 𝑓), (2.24)

де 𝑝2𝑗−3𝑝2𝑗−2 < 𝑡 < 𝑝2𝑗+7𝑝2𝑗+8, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , ⌊𝑛−1
2 ⌋ − 1. У (2.23) i

(2.24) функцiї 𝐾𝑗(𝑡) є додатними. З твердження 3 леми 2.2.4 ми маємо

𝑝2𝑗𝑝2𝑗+1 < 𝜔*
1(𝑗) < 𝜔*

2(𝑗) < 𝑝2𝑗+2𝑝2𝑗+3, звiдки нерiвностi (2.23) i (2.24)

виконуються для 𝑡 ∈ (𝜔*
1(𝑗), 𝜔

*
2(𝑗)), 𝑗 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛−1

2 ⌋ − 1. Використову-

ючи (2.23), (2.24) i лему 2.2.2 (аналогiчно до доведення (2.15) i (2.16)) ми

можемо отримати (2.21) i (2.22). Таким чином, (2.14) доведено.
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Застосовуючи (2.21) i (2.22) для 𝑛 = 6 ми маємо

𝑓(𝜔*
1) < 0, 𝑓(𝜔*

2) > 0,

де 𝜔*
1, 𝜔

*
2 є коренями многочлена 𝑅1(𝑧, 𝑔1) = 𝑔1(𝑧). Крiм того,

𝑓(0) = 1 > 0, lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) = −∞.

Тобто, (2.13) доведено для 𝑛 = 6.

Таким чином, коренi многочленiв 𝑓 i 𝑔 перемежовуються. Застосовуючи

(2.13) для 𝑗 = 1 маємо

𝑔1(𝜔1(1)) > 0,

де 𝜔1(1) є найменшим коренем многочлена 𝑅1(𝑧, 𝑓). Крiм того, 𝑔1(0) = 1 >

0. Таким чином, 𝑡1 < 𝜔1(1) < 𝑡*1.

Теорема 2.1.5 доведена.

Доведемо тепер теорему 2.1.7. Ми будемо використовувати тi самi

мiркування, як при доведеннi теореми 2.1.5. Замiсть критерiю стiйко-

стi Ермiта-Бiлера ми застосуємо наступне узагальнення теореми Ермiта-

Бiлера для цiлих функцiй, зрiст яких не перевищує першого порядку мiнi-

мального типу.

Теорема 2.2.6. (Теорема Ермiта-Бiлера, дивись [161, глава 7]). Нехай

𝐺(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 > 0, є цiлою функцiєю, яка зростає не вище пер-

шого порядку мiнiмального типу. Усi коренi функцiї 𝐺 мають вiд’ємнi

дiйснi частини тодi i тiльки тодi, коли наступнi двi цiлi функцiї 𝑓(𝑧) =∑︀∞
0 (−1)𝑚𝑎2𝑚𝑧

𝑚 i 𝑔(𝑧) = 𝑧
∑︀∞

0 (−1)𝑚𝑎2𝑚+1𝑧
𝑚 мают простi дiйснi коренi, i

цi коренi перемежовуються.

Розглянемо цiлу функцiю 𝐺(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 з додатними коефiцiєнта-

ми, якi задовольняють умову 𝑎𝑘𝑎𝑘+1 > 𝑥0𝑎𝑘−1𝑎𝑘+2 для 𝑘 ∈ N. Вiдзначи-
мо, що

𝑎2𝑘+1

𝑎2𝑘+2
· 𝑎2

𝑎1
=

𝑎2𝑘+1𝑎2𝑘

𝑎2𝑘+2𝑎2𝑘−1
· 𝑎2𝑘−1𝑎2𝑘−2

𝑎2𝑘𝑎2𝑘−3
· · · 𝑎3𝑎2

𝑎4𝑎1
> 𝑥𝑘0, 𝑘 > 1,

i
𝑎2𝑘

𝑎2𝑘+1
· 𝑎1

𝑎0
=

𝑎2𝑘𝑎2𝑘−1

𝑎2𝑘+1𝑎2𝑘−2
· 𝑎2𝑘−2𝑎2𝑘−3

𝑎2𝑘−1𝑎2𝑘−4
· · · 𝑎2𝑎1

𝑎3𝑎0
> 𝑥𝑘0, 𝑘 > 1.
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Таким чином ми маємо

𝑎2𝑘+2 6
1

𝑥𝑘0
· 𝑎2

𝑎1
· 𝑎2𝑘+1, 𝑎2𝑘+1 6

1

𝑥𝑘0
· 𝑎1

𝑎0
· 𝑎2𝑘, 𝑘 > 1.

Звiдки отримуємо

𝑎2𝑘+2 6
1

𝑥𝑘0
· 𝑎2

𝑎1
· 𝑎2𝑘+1 6

1

𝑥2𝑘
0

· 𝑎2

𝑎1
· 𝑎1

𝑎0
· 𝑎2𝑘 6

1

𝑥
2𝑘+2(𝑘−1)
0

·
(︂
𝑎2

𝑎0

)︂2

𝑎2𝑘−2 6 . . . 6
1

𝑥
𝑘(𝑘+1)
0

·
(︂
𝑎2

𝑎0

)︂𝑘
𝑎2, 𝑘 > 1.

Аналогiчно

𝑎2𝑘+1 6
1

𝑥𝑘0
· 𝑎1

𝑎0
· 𝑎2𝑘 6

1

𝑥2𝑘−1
0

· 𝑎1

𝑎0
· 𝑎2

𝑎1
· 𝑎2𝑘−1 6

1

𝑥2𝑘−1+2𝑘−3
0

·
(︂
𝑎2

𝑎0

)︂2

𝑎2𝑘−3 6 . . . 6
1

𝑥𝑘
2

0

·
(︂
𝑎2

𝑎0

)︂𝑘
𝑎1, 𝑘 > 1.

Добре вiдомо, що порядок цiлої функцiї з коефiцiєнтами 𝑎𝑘 обчислюється

за формулою lim sup𝑛→∞
𝑛 log 𝑛

log |𝑎𝑛|−1 (дивись, наприклад, [161, глава 1]). Тобто,

наша функцiя 𝐺 є цiлою функцiєю порядку 0.

Легко довести, що твердження лем 2.2.3, 2.2.4 i 2.2.5 виконуються не

тiльки для многочленiв, але i для цiлої функцiї 𝐺. З цього випливає твер-

дження теореми 2.1.7.

Теорема 2.1.7. доведена.

2.3 Доведення теореми 2.1.6

Доведемо твердження 1 теореми 2.1.6. Ми розглянемо многочлен

𝑇𝛽(𝑧) =
∑︀4

𝑗=1 𝑎𝑗(𝛽)𝑧
𝑗 = 1+𝛽3𝑧+𝛽4𝑧2+𝛽3𝑧3+𝑧4, 𝛽 > 0, i вiдмiтимо, що для

цього многочлена 𝑠𝑗(𝛽) =
𝑎𝑗(𝛽)𝑎𝑗+1(𝛽)
𝑎𝑗−1(𝛽)𝑎𝑗+2(𝛽) = 𝛽4, 𝑗 = 1, 2. Ми маємо 𝑇𝛽(𝑧) =

𝑧2
(︀
(𝑧2 + 𝑧−2) + 𝛽3(𝑧 + 𝑧−1) + 𝛽4

)︀
. Позначимо через 𝑤 = 𝑧 + 𝑧−1, i зазна-

чимо, що 𝑅𝑒 𝑧 < 0 ⇔ 𝑅𝑒 𝑤 < 0. Ми маємо 𝑇𝛽(𝑧) = 𝑧2(𝑤2 + 𝛽3𝑤 + 𝛽4 − 2).

Очевидно, что дiйсний квадратний многочлен є стiйким тодi i тiльки то-

дi, коли усi його коефiцiєнти мають однаковi знаки. Таким чином, 𝑇𝛽(𝑧)

є стiйким тодi i тiльки тодi, коли 𝛽4 − 2 > 0. Iншими словами, якщо

𝑠1(𝛽) = 𝑠2(𝛽) = 𝛽4 6 2, то многочлен 𝑇𝛽(𝑧) не є стiйким.
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Для доведення твердження 2 теореми 2.1.6 ми розглянемо многочлен

𝑀𝛽(𝑧) =
∑︀5

𝑗=1 𝑏𝑗(𝛽)𝑧
𝑗 = 1+𝛽4𝑧+𝛽6𝑧2+𝛽6𝑧3+𝛽4𝑧4+𝑧5, 𝛽 > 0, i вiдмiтимо,

що для цього многочлена 𝑠𝑗(𝛽) =
𝑏𝑗(𝛽)𝑏𝑗+1(𝛽)
𝑏𝑗−1(𝛽)𝑏𝑗+2(𝛽) = 𝛽4, 𝑗 = 1, 2, 3. Ми маємо

𝑀𝛽(𝑧) = (𝑧 + 1)
(︀
𝑧4 + (𝛽4 − 1)𝑧3 + (𝛽6 − 𝛽4 + 1)𝑧2 + (𝛽4 − 1)𝑧 + 1

)︀
=

(𝑧 + 1)𝑧2
(︀
(𝑧2 + 𝑧−2) + (𝛽4 − 1)(𝑧 + 𝑧−1) + (𝛽6 − 𝛽4 + 1)

)︀
Використовуючи позначення 𝑤 = 𝑧 + 𝑧−1, ми можемо записати

𝑀𝛽(𝑧) = (𝑧 + 1)𝑧2
(︀
𝑤2 + (𝛽4 − 1)𝑤 + (𝛽6 − 𝛽4 − 1)

)︀
.

Оскiльки 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑅𝑒 𝑧) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑅𝑒 𝑤), многочлен𝑀𝛽(𝑧) є стiйким тодi i тiльки

тодi, коли 𝛽6 − 𝛽4 − 1 > 0. Вiдзначимо, що (𝛽6 − 𝛽4 − 1)(𝛽6 + 𝛽4 + 1) =

𝛽12 − 𝛽8 − 2𝛽4 − 1, i що многочлен 𝛽6 + 𝛽4 + 1 не має додатних коренiв.

Звiдки 𝑀𝛽(𝑧) є стiйким тодi i тiльки тодi, коли 𝛽4 > 𝑥0, де 𝑥0 є єдиним

додатним коренем многочлена 𝑥3 − 𝑥2 − 2𝑥 − 1, i для 𝛽4 < 𝑥0 многочлен

𝑀𝛽(𝑧) має коренi з додатними дiйсними частинами. Тобто, якщо 𝑠1(𝛽) =

𝑠2(𝛽) = 𝑠3(𝛽) = 𝛽4 < 𝑥0, то многочлен 𝑀𝛽(𝑧) має коренi з додатними

дiйсними частинами, отже вiн не є стiйким.

Доведемо твердження 3 теореми 2.1.6. Очевидно, що для кожного 𝜀 > 0

ми можемо вибрати 𝛽 таким чином, що 𝑥0 − 𝜀 < 𝛽4 < 𝑥0. Тобто, многочлен

𝑀𝛽(𝑧) має коренi з додатними дiйсними частинами. Для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝑥0)

ми позначимо через 𝛿 = (𝑥0 − 𝜀/2)
1
4 , тобто 𝛿 > 0, 𝛿4 > 𝑥0 − 𝜀. Для 𝑛 = 6

ми положимо 𝑄𝛾1,6(𝑧) =𝑀𝛿(𝑧) + 𝛾1𝑧
6, 𝛾1 > 0. Оскiльки 𝑀𝛿(𝑧) має коренi з

додатними дiйсними частинами, 𝑄𝛾1,6(𝑧) має коренi з додатними дiйсними

частинами для усiх достатньо маленьких 𝛾1. Для многочлена 𝑄𝛾1,6(𝑧) ми

маємо 𝑠1 = 𝑠2 = 𝑠3 = 𝛿4 > 𝑥0 − 𝜀, i 𝑠4 = 1
𝛿2𝛾1

> 𝑥0 − 𝜀 для достатньо

маленьких 𝛾1. Для 𝛾1, яке вибране вище, i 𝑛 = 7 ми положимо 𝑄𝛾2,7(𝑧) =

𝑄𝛾1,6(𝑧) + 𝛾2𝑧
7, 𝛾2 > 0. Оскiльки 𝑄𝛾1,6(𝑧) має коренi з додатними дiйсними

частинами, 𝑄𝛾2,7(𝑧) має коренi з додатними дiйсними частинами для усiх

достатньо маленьких 𝛾2. Для многочлена 𝑄𝛾2,7(𝑧) ми маємо 𝑠1 = 𝑠2 = 𝑠3 =

𝛿4 > 𝑥0 − 𝜀, 𝑠4 =
1

𝛿2𝛾1
> 𝑥0 − 𝜀 i 𝑠5 =

𝛾1
𝛿4𝛾2

> 𝑥0 − 𝜀 для достатньо маленьких

𝛾2. Мiркуючи аналогiчним чином, ми побудуємо необхiдний приклад для
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кожного 𝑛 > 5, а також необхiдний приклад цiлої функцiї.

Теорема 2.1.6 доведена.

Висновки до роздiлу 2

В цьому роздiлi ми ввели важливе поняття стiйкого многочлена, обго-

ворили необхiднi умови i рiзнi критерiї стабiльностi i отримали нову просту

для перевiрки достатню умову стiйкостi.

До основних результатiв роздiлу вiдносяться:

– Теорема 2.1.5, яка дає достатню умову стiйкостi многочлена з додат-

ними коефiцiєнтами.

– Теорема 2.1.6, яка демонструє, що константи в теоремi 2.1.5 є точними

для кожного степеня многочлену.

– Теорема 2.1.7, яка узагальнює результати теореми 2.1.5 i дає просту

достатню умову для того, щоб усi коренi цiлої функцiї з додатними

коефiцiєнтами були розташованi в лiвiй пiвплощинi.

В роздiлi 4 ми дослiдимо стiйкiсть вiдрiзкiв ряду Тейлора важливої

спецiальної функцiї, а саме часткової тета-функцiї 𝑔𝑎(𝑧) :=
∑︀∞

𝑘=0
𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1.
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РОЗДIЛ 3

МНОЖИНА ДОДАТНИХ МНОГОЧЛЕНIВ I ЛIНIЙНI

ОПЕРАТОРИ, ЩО ЇЇ ЗБЕРIГАЮТЬ

3.1 Додатнi многочлени

Додатнi многочлени виникають у багатьох важливих областях матема-

тики. Велика кiлькiсть робiт видатних математикiв присвячена лiнiйним

операторам, що вони зберiгають множину додатних (невiд’ємних) много-

членiв, та пов’язаних з цим питань (дивись, наприклад, вiдому моногра-

фiю Н.I.Ахiєзера [12], роботу Г.Гамбургера [93] i роботу I.Шура [202], а

також посилання в цих джерелах, дивись також матерiали Дж.Борсеа,

П.Брандена, Дж.Ксордаша i В.Вiннiкова [36] для численних вiдкритих пи-

тань, пов’язаних з цiєю темою). В цьому параграфi, базуючись на результа-

тах першого роздiлу, ми отримаємо просту достатню умову для того, щоб

многочлен парного степеня з додатними коефiцiєнтами був додатним на

всiй дiйснiй осi.

Теорема 3.1.1. ([128]). Нехай 𝑃 (𝑥) =
∑︀2𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є многочленом з додат-

ними коефiцiєнтами. Якщо нерiвностi

𝑎2
2𝑘+1

𝑎2𝑘𝑎2𝑘+2
<

1

𝑐𝑜𝑠2( 𝜋
𝑛+2)

виконуються для усiх 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, то 𝑃 (𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R.

Доведення. Нехай 𝑃 (𝑥) =
∑︀2𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є многочленом з додатними коефi-

цiєнтами. Розглянемо наступну квадратичну форму

𝑄𝑃 (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑎0𝑥
2
0 + 𝑎1𝑥0𝑥1 + 𝑎2𝑥

2
1 + 𝑎3𝑥1𝑥2 (3.1)

+𝑎4𝑥
2
2 + . . .+ 𝑎2𝑛−2𝑥

2
𝑛−1 + 𝑎2𝑛−1𝑥𝑛−1𝑥𝑛 + 𝑎2𝑛𝑥

2
𝑛 =∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎2𝑘𝑥
2
𝑘 +

∑︀𝑛−1
𝑘=0 𝑎2𝑘+1𝑥𝑘𝑥𝑘+1.
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Для кожного 𝑥 ∈ R ми маємо

𝑃 (𝑥) = 𝑄𝑃 (1, 𝑥, 𝑥
2 . . . , 𝑥𝑛). (3.2)

Таким чином, якщо квадратична форма 𝑄𝑃 є додатно визначеною, то, зо-

крема, для кожного 𝑥 ∈ R ми маємо 𝑃 (𝑥) > 0. Залишилося показати, що

при виконаннi умов теореми 3.1.1, квадратична форма 𝑄𝑃 є додатно визна-

ченою. Наступна матриця розмiру (𝑛+1)×(𝑛+1) вiдповiдає квадратичнiй

формi 𝑄𝑃

𝑀𝑄𝑝
:=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

𝑎0
𝑎1
2 0 0 . . . 0 0

𝑎1
2 𝑎2

𝑎3
2 0 . . . 0 0

0 𝑎3
2 𝑎4

𝑎5
2 0 . . . 0

... ... ... ... . . .
... ...

0 0 . . . 0 𝑎2𝑛−3

2 𝑎2𝑛−2
𝑎2𝑛−1

2

0 0 0 . . . 0 𝑎2𝑛−1

2 𝑎2𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
. (3.3)

За критерiєм Сильвестра додатної визначеностi (дивись, наприклад,

[84, глава 10, §4]) нам потрiбно довести, що усi головнi кутовi мiнори мат-

рицi𝑀𝑄𝑝
є додатними. Щоб довести це, ми будемо використовувати теоре-

му 1.1.4 з першого роздiлу.

Розглянемо наступну симетричну теплiцеву матрицю розмiру (𝑛+1)×
(𝑛+ 1):

𝑇 (𝜀1, . . . , 𝜀𝑛−1) :=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦

𝑎0
𝑎1
2 𝜀1 𝜀2 . . . 𝜀𝑛−2 𝜀𝑛−1

𝑎1
2 𝑎2

𝑎3
2 𝜀1 . . . 𝜀𝑛−3 𝜀𝑛−2

𝜀1
𝑎3
2 𝑎4

𝑎5
2 . . . 𝜀𝑛−4 𝜀𝑛−3

... ... ... ... . . .
... ...

𝜀𝑛−2 𝜀𝑛−3 . . . 𝜀1
𝑎2𝑛−3

2 𝑎2𝑛−2
𝑎2𝑛−1

2

𝜀𝑛−1 𝜀𝑛−2 𝜀𝑛−3 . . . 𝜀1
𝑎2𝑛−1

2 𝑎2𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
, (3.4)

де 𝜀1 > 𝜀2 > · · · > 𝜀𝑛−1 > 0 будуть вибиратися таким чином, щоб матриця

𝑇 (𝜀1, . . . , 𝜀𝑛−1) задовольняла умови теореми 1.1.4. Спочатку ми виберемо

𝜀1 так, що

𝑎2𝑗−1𝑎2𝑗+1

4
> 4 cos2 𝜋

𝑛+ 2
𝑎2𝑗𝜀1, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.
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Потiм ми виберемо 𝜀2 так, що

𝜀2
1 > 4 cos2 𝜋

𝑛+ 2
𝑎2𝑗+1𝜀2, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 2.

Потiм ми будемо послiдовно обирати числа 𝜀3 > 𝜀4 > · · · > 𝜀𝑛−1 > 0 один

за одним так, що

𝜀2
𝑗 > 4 cos2 𝜋

𝑛+ 2
𝜀𝑗−1𝜀𝑗+1, 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛− 2.

За нашим вибором 𝜀1 > 𝜀2 > · · · > 𝜀𝑛−1 > 0, i за умовами теореми щодо

коефiцiєнтiв 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎2𝑛, матриця 𝑇 (𝜀1, . . . , 𝜀𝑛−1) задовольняє умови тео-

реми 1.1.4. Тому, за теоремою 1.1.4, усi мiнори 𝑇 (𝜀1, . . . , 𝜀𝑛−1) є додатними.

Роблячи граничнi переходи 𝜀𝑛−1 → 0, 𝜀𝑛−2 → 0, . . . , 𝜀1 → 0, ми отримуємо,

що усi мiнори 𝑀𝑄𝑝
є невiд’ємними. Залишилося показати, що усi головнi

кутовi мiнори матрицi 𝑀𝑄𝑝

Δ1(𝑀𝑄𝑝
) = 𝑎0, Δ2(𝑀𝑄𝑝

) = det

(︃
𝑎0

𝑎1
2

𝑎1
2 𝑎2

)︃
, . . . , Δ𝑛+1(𝑀𝑄𝑝

) = det𝑀𝑄𝑝

є додатними.

Припустимо, що iснує головний кутовий мiнор матрицi 𝑀𝑄𝑝
, який

дорiвнює нулю. Позначимо через 𝑗 найменший порядок головного кутового

мiнору, який дорiвнює нулю. Оскiльки Δ1(𝑀𝑄𝑝
) = 𝑎0 > 0, ми маємо 𝑗 > 2 i

Δ𝑗−1(𝑀𝑄𝑝
) > 0,Δ𝑗(𝑀𝑄𝑝

) = 0. Розглянемо многочлен 𝑃𝜀(𝑥) = 𝑃 (𝑥)−𝜀𝑥2𝑗−2,

де 𝜀 > 0 є настiльки малим, що 𝑃𝜀(𝑥) задовольняє умови теореми 1.1.4. Як

ми довели, з цього випливає, що усi мiнори вiдповiдної матрицi 𝑀𝑄𝑝𝜀
є

невiд’ємними, зокрема,

Δ𝑗(𝑀𝑄𝑝𝜀
) = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎0
𝑎1
2 0 0 . . . 0 0

𝑎1
2 𝑎2

𝑎3
2 0 . . . 0 0

0 𝑎3
2 𝑎4

𝑎5
2 0 . . . 0

... ... ... ... . . .
... ...

0 0 . . . 0
𝑎2𝑗−5

2 𝑎2𝑗−4
𝑎2𝑗−3

2

0 0 0 . . . 0
𝑎2𝑗−3

2 𝑎2𝑗−2 − 𝜀

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
> 0.

Оскiльки Δ𝑗−1(𝑀𝑄𝑝
) > 0, ми отримуємо, що визначник Δ𝑗(𝑀𝑄𝑝𝜀

) є строго

спадаючим по змiнної 𝜀 > 0, i тому Δ𝑗(𝑀𝑄𝑝
) (який дорiвнює Δ𝑗(𝑀𝑄𝑝𝜀

) при
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𝜀 = 0) є строго додатним. Тому жоден з головних кутових мiнорiв матрицi

𝑀𝑄𝑝
не дорiвнює нулю, усi головнi кутовi мiнори матрицi𝑀𝑄𝑝

є додатними.

За критерiєм Сильвестра це означає, що квадратична форма 𝑄𝑃 є додатно

визначеною, зокрема, iз (3.2) ми отримуємо, що 𝑃 (𝑥) > 0 для кожного

𝑥 ∈ R. 2

Наступне твердження демонструє, що константа 1
𝑐𝑜𝑠2( 𝜋

𝑛+2 ) в теоремi 3.1.1

є точною для кожного 𝑛 ∈ N.

Теорема 3.1.2. ([128]). Для кожного 𝑛 ∈ N iснує многочлен 𝑄(𝑥) =∑︀2𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘𝑥

𝑘 з додатними коефiцiєнтами, якi задовольняють умови

𝑎2
2𝑘+1

𝑎2𝑘𝑎2𝑘+2
=

1

𝑐𝑜𝑠2( 𝜋
𝑛+2)

, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1,

i такий, що 𝑄 має не менш за два дiйсних кореня.

Доведення. Зафiксуємо довiльне 𝑛 ∈ N i позначимо через 𝛼 := 𝜋
𝑛+2 . Роз-

глянемо наступний многочлен

𝑄(𝑥) :=
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼 (1 + 𝑥)2𝑥2𝑘−2.

Очевидно, 𝑄(𝑥) є многочленом з додатними коефiцiєнтами степеня 2𝑛, i

число −1 є коренем 𝑄 кратностi не нижче за 2. Ми маємо

𝑄(𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=1 sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼 (𝑥2𝑘−2 + 𝑥2𝑘) (3.5)

+2
∑︀𝑛

𝑘=1 sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼 𝑥2𝑘−1 =∑︀𝑛−1
𝑘=0 sin(𝑘 + 1)𝛼 sin(𝑘 + 2)𝛼 𝑥2𝑘 +∑︀𝑛

𝑘=1 sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼 𝑥2𝑘 +

2
∑︀𝑛

𝑘=1 sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼 𝑥2𝑘−1

= sin𝛼 sin 2𝛼 +
∑︀𝑛−1

𝑘=1 sin(𝑘 + 1)𝛼(sin(𝑘 + 2)𝛼 + sin 𝑘𝛼)𝑥2𝑘 +

sin(𝑛+ 1)𝛼(sin𝑛𝛼 + sin(𝑛+ 2)𝛼)𝑥2𝑛 +

2
∑︀𝑛

𝑘=1 sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼 𝑥2𝑘−1

= 2 sin2 𝛼 cos𝛼 + 2
∑︀𝑛−1

𝑘=1 sin
2(𝑘 + 1)𝛼 cos𝛼 𝑥2𝑘+

2 sin2(𝑛+ 1)𝛼 cos𝛼 𝑥2𝑛+
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2
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼 𝑥2𝑘−1 =

2
𝑛∑︁
𝑘=0

sin2(𝑘 + 1)𝛼 cos𝛼 𝑥2𝑘 + 2
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼 𝑥2𝑘−1

(ми використали той факт, що sin(𝑛 + 2)𝛼 = 0). Таким чином, якщо ми

визначимо через 𝑎𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . , 2𝑛, коефiцiєнти многочлена 𝑄, то ми

довели наступнi формули

𝑎2𝑘 = 2 sin2(𝑘 + 1)𝛼 cos𝛼, 𝑎2𝑘−1 = 2 sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼.

Отже, ми маємо

𝑎2
2𝑘+1

𝑎2𝑘𝑎2𝑘+2
=

4 sin2(𝑘 + 1)𝛼 sin2(𝑘 + 2)𝛼

2 sin2(𝑘 + 1)𝛼 cos𝛼 · 2 sin2(𝑘 + 2)𝛼 cos𝛼
,

звiдки
𝑎2

2𝑘+1

𝑎2𝑘𝑎2𝑘+2
==

1

cos2 𝛼

для усiх 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1. 2

Наступне твердження є простим наслiдком теореми 3.1.1.

Наслiдок 3.1.3. ([128]). Нехай 𝑃 (𝑥) =
∑︀2𝑛+1

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є многочленом з додат-

ними коефiцiєнтами. Якщо нерiвностi

𝑎2
2𝑘

𝑎2𝑘−1𝑎2𝑘+1
<

4𝑘2 − 1

4𝑘2
· 1

𝑐𝑜𝑠2( 𝜋
𝑛+2)

виконуються для усiх 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, то 𝑃 має тiльки один дiйсний корiнь

(з урахуванням кратностi).

Ми покажемо, що константа в останньому твердженнi є також точною

для кожного 𝑛 ∈ N.

Теорема 3.1.4. ([128]). Для кожного 𝑛 ∈ N iснує многочлен 𝑄(𝑥) =∑︀2𝑛+1
𝑘=0 𝑎𝑘𝑥

𝑘 з додатними коефiцiєнтами, якi задовольняють умовам

𝑎2
2𝑘

𝑎2𝑘−1𝑎2𝑘+1
=

4𝑘2 − 1

4𝑘2
· 1

𝑐𝑜𝑠2( 𝜋
𝑛+2)

, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛,

i такий, що 𝑄 має не менше трьох дiйсних коренiв.
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Доведення. Зафiксуємо довiльне 𝑛 ∈ N i позначимо через 𝛼 := 𝜋
𝑛+2 . Розг-

лянемо наступну первiсну многочлена𝑄, що його побудовано при доведеннi

теореми 3.2:

𝐻(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼

(︂
𝑥2𝑘−1

2𝑘 − 1
+ 2

𝑥2𝑘

2𝑘
+

𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1

)︂
.

Ми маємо

𝐻(−1) =
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼

(︂
− 1

2𝑘 − 1
+

1

𝑘
− 1

2𝑘 + 1

)︂

=
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼

(︂
−1

𝑘(2𝑘 − 1)(2𝑘 + 1)

)︂
< 0.

Таким чином наступний многочлен

𝑆(𝑥) = 𝐻(𝑥)−𝐻(−1)

має усi додатнi коефiцiєнти, його степiнь дорiвнює 2𝑛+ 1, крiм того число

−1 є коренем 𝑆 кратностi не нижче за 3. Використовуючи (3.5) можна

переписати 𝑆 у виглядi

𝑆(𝑥) = −𝐻(−1) + 2
𝑛∑︁
𝑘=0

sin2(𝑘 + 1)𝛼 cos𝛼
𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1

+2
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼
𝑥2𝑘

2𝑘
.

Тобто, якщо ми позначимо 𝑏𝑗, 𝑗 = 0, 1, . . . , 2𝑛+1, коефiцiєнти многочлена

𝑄, то 𝑏0 = −𝐻(−1) i

𝑏2𝑘+1 =
2 sin2(𝑘 + 1)𝛼 cos𝛼

2𝑘 + 1
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛;

𝑏2𝑘 =
2 sin 𝑘𝛼 sin(𝑘 + 1)𝛼

2𝑘
, 𝑘 = 1, 2 . . . , 𝑛.

Ми маємо
𝑏2

2𝑘

𝑏2𝑘−1𝑏2𝑘+1
=

4 sin2 𝑘𝛼 sin2(𝑘 + 1)𝛼

4𝑘2
·

2𝑘 − 1

2 sin2 𝑘𝛼 cos𝛼

2𝑘 + 1

2 sin2(𝑘 + 1)𝛼 cos𝛼
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звiдки
𝑏2

2𝑘

𝑏2𝑘−1𝑏2𝑘+1
=

4𝑘2 − 1

4𝑘2
· 1

cos2 𝛼

для усiх 𝑘 = 1, 2 . . . , 𝑛. 2

Зауваження 3.1.5. В роботi [204] Б.Шапiро висувається така гiпотеза,

яка є певним узагальненням вiдомого правила знакiв Декарта. Нехай

𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є многочленом з додатними коефiцiєнтами. Розгляне-

мо наступну числову послiдовнiсть 𝑐𝑘 = 𝑎2
𝑘 − 𝑎𝑘−1𝑎𝑘+1, де за означенням

𝑎−1 = 𝑎𝑛+1 = 0. Нехай 0 = 𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘𝑚 = 𝑛 є послiдовнiстю тих

iндексiв з набору {0, 1, 2, . . . , 𝑛}, для яких числа 𝑐𝑘 є додатними. Позна-

чимо через 𝜈(𝑃 ) число знакозмiн в послiдовностi
(︀
(−1)𝑘𝑗

)︀𝑚
𝑗=0

. Тодi число

дiйсних коренiв 𝑃 (з урахуванням кратностi) не перевищує 𝜈(𝑃 ). Вiдмiти-

мо, що теорему 3.1.1 можна розглядати як (посилений) окремий випадок

цiєї гiпотези. А саме, якщо виконуються умови теореми 3.1.1, то серед iн-

дексiв 0 = 𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘𝑚 = 𝑛 немає непарних, тому в цьому випадку

𝜈(𝑃 ) = 0, i ми довели, що в цьому випадку многочлен не має дiйсних ко-

ренiв. Ми витратили багато часу на доведення цiєї гiпотези, але, на жаль,

поки нам не вдається довести цю гiпотезу навiть для окремого випадку

𝜈(𝑃 ) = 1.

3.2 Крайнi напрямки конусу невiд’ємних многочленiв з

невiд’ємними коефiцiєнтами

Оскiльки додатнi (невiд’ємнi) многочлени виникають в багатьох важли-

вих задачах, iснує велика кiлькiсть математичних робiт, в яких розгляда-

ються лiнiйнi оператори, що вони зберiгають множину таких многочленiв

(дивись, наприклад, монографiю Н.I.Ахiєзера [12], роботу Г.Гамбургера

[93], монографiю М.Г.Крейна i А.А.Нудельмана [153], роботу I.Шура [202]

i посилання в цих джерелах).

Нехай𝑚 ∈ N є невiд’ємним цiлим числом. Ми використовуємо наступнi

позначення:

R𝑚[𝑥] = {𝑃 ∈ R[𝑥] : deg𝑃 6 𝑚},
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R+
𝑚[𝑥] = {𝑃 =

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥
𝑗 ∈ R𝑚[𝑥] : 𝑎𝑗 > 0 для усiх 𝑗 = 0, 1, . . . ,𝑚}, (3.6)

R>0
𝑚 [𝑥] = {𝑃 ∈ R𝑚[𝑥] : ∀𝑥 ∈ R 𝑃 (𝑥) > 0}, (3.7)

R>0
𝑚 [𝑥] = {𝑃 ∈ R𝑚[𝑥] : ∀𝑥 ∈ R 𝑃 (𝑥) > 0},

i, нарештi,

𝒫𝑚 = R+
𝑚[𝑥] ∩ R>0

𝑚 [𝑥]. (3.8)

Очевидно, якщо многочлен 𝑃 ∈ R[𝑥], i для усiх 𝑥 ∈ R виконується

𝑃 (𝑥) > 0, то 𝑃 є многочленом парного степеня. Множина R>0
2𝑛 [𝑥] формує

замкнений опуклий нормальний конус в R2𝑛[𝑥], або, iншими словами, ця

множина є замкненим опуклим конусом, таким що жодна пряма лiнiя не

належить цiлком до цього конусу. Наступне просте твердження дає опис

крайнiх напрямiв конусу R>0
2𝑛 [𝑥].

Твердження 3.2.1. Многочлен 𝑃 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥] є крайнiм напрямом конуса

R>0
2𝑛 [𝑥] тодi i тiльки тодi, коли 𝑃 = 𝐶(𝑥 − 𝑥1)

2(𝑥 − 𝑥2)
2 · . . . · (𝑥 − 𝑥𝑚)

2, де

𝐶 > 0, 𝑥1, . . . 𝑥𝑚 ∈ R, i 0 6 𝑚 6 𝑛 (𝑚 = 0 вiдповiдає випадку, коли 𝑃 є

додатною сталою).

Таким чином, якщо 𝑃 є крайнiм напрямом конуса R>0
2𝑛 [𝑥], то усi його

коренi є дiйсними i кратнiсть кожного кореня є парною. Хоча тверджен-

ня 3.2.1 є добре вiдомим, ми не змогли знайти посилання, тому ми для

зручностi наведемо доказ цього твердження.

Доведення. Якщо 𝑃 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥], то 𝑃 (𝑥) = (𝑥 − 𝑥1)

2 · . . . · (𝑥 − 𝑥𝑘)
2𝑄(𝑥),

де 𝑥1, . . . 𝑥𝑘 ∈ R, 𝑄 ∈ R[𝑥], 2𝑘 + deg𝑄 6 2𝑛 i 𝑄(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R.
Позначимо через 𝜇 := inf𝑥∈R𝑄(𝑥) (очевидно, 𝜇 > 0). Тодi 𝑃 (𝑥) = 1

2(𝑥−𝑥1)
2·

. . . ·(𝑥−𝑥𝑘)2(𝑄(𝑥)−𝜇)+ 1
2(𝑥−𝑥1)

2 · . . . ·(𝑥−𝑥𝑘)2(𝑄(𝑥)+𝜇) =: 𝑄1(𝑥)+𝑄2(𝑥),

𝑄1, 𝑄2 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥]. Якщо 𝑃 є крайнiм напрямком конусу R>0

2𝑛 [𝑥], то iснує стала

𝜆 > 0, така що 𝑃 = 𝜆𝑄1, таким чином deg𝑄 = 0. З iншого боку, нехай

𝑃 = 𝐶(𝑥−𝑥1)
2 ·. . .·(𝑥−𝑥𝑚)2 ∈ R>0

2𝑛 [𝑥], де 𝐶 > 0, i 𝑃 = 𝑄+𝑆, 𝑄, 𝑆 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥].
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Оскiльки 𝑃 (𝑥1) = 0 i 𝑄(𝑥1) > 0, 𝑆(𝑥1) > 0, ми отримуємо 𝑄(𝑥1) = 𝑆(𝑥1) =

0. Iз 𝑄,𝑆 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥] ми маємо (𝑥− 𝑥1)

2|𝑄, (𝑥− 𝑥1)
2|𝑆. Скорочуючи рiвнiсть

𝑃 = 𝑄 + 𝑆 на (𝑥 − 𝑥1)
2 i розмiрковуючи аналогiчно, ми отримуємо, що

iснують константи 𝜆 > 0, 𝜈 > 0, такi що 𝑄 = 𝜆𝑃, 𝑆 = 𝜈𝑃. Таким чином, 𝑃

є крайнiм напрямком конусу R>0
2𝑛 [𝑥]. 2

Для даного 𝑛 ∈ N i для послiдовностi дiйсних чисел Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R

ми визначимо лiнiйний оператор 𝐴Λ : R2𝑛[𝑥] → R2𝑛[𝑥] наступним чином:

𝐴Λ

(︃
2𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘

)︃
=

2𝑛∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝑎𝑘𝑥
𝑘.

Спершу ми нагадаємо знамените твердження щодо дiйсних послiдовно-

стей Λ, таких що вiдповiдний оператор 𝐴Λ зберiгає конус R>0
2𝑛 [𝑥]. Наступна

теорема є класичною, але, на жаль, нам не вдалося розшукати її автора.

Можемо сказати тiльки, що цей результат базується на iдеях, що вони ви-

никають в роботах Ейлера, Гаусса i Сильвестра.

Теорема 3.2.2. (дивись [12], або [153, глава 3, §2 ]). Нехай Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 є

даною дiйсною послiдовнiстю. Оператор 𝐴Λ зберiгає множину невiд’ємних

многочленiв R>0
2𝑛 [𝑥] тодi i тiльки тодi, коли усi головнi мiнори наступної

матрицi розмiру (𝑛+ 1)× (𝑛+ 1)

̂︀Λ := (𝜆𝑖+𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜆0 𝜆1 𝜆2 . . . 𝜆𝑛−1 𝜆𝑛

𝜆1 𝜆2 𝜆3 . . . 𝜆𝑛 𝜆𝑛+1

... ... ... ... . . .
...

𝜆𝑛−1 𝜆𝑛 𝜆𝑛+1 . . . 𝜆2𝑛−2 𝜆2𝑛−1

𝜆𝑛 𝜆𝑛+1 𝜆𝑛+2 . . . 𝜆2𝑛−1 𝜆2𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
є невiд’ємними.

Для зручностi читача наведемо коротке доведення цього факту.

Доведення. Добре вiдомо, що многочлен 𝑃 належить до R>0
2𝑛 [𝑥] тодi i тiль-

ки тодi, коли вiн може бути представленим як сума квадратiв двох дiйс-

них многочленiв степенiв 6 𝑛 (дивись, наприклад, [12, с.2] або [191, Глава
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6, задача 44]). Звiдки маємо, що лiнiйний оператор 𝐴Λ зберiгає множину

невiд’ємних многочленiв R>0
2𝑛 [𝑥] тодi i тiльки тодi, коли𝐴Λ(𝑄

2) ∈ R>0
2𝑛 [𝑥] для

кожного 𝑄 ∈ R𝑛[𝑥], тобто для кожного набору дiйсних чисел 𝜉0, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛

многочлен 𝐴Λ

(︀
(𝜉0 + 𝜉1𝑥+ . . .+ 𝜉𝑛𝑥

𝑛)2
)︀
∈ R>0

2𝑛 [𝑥]. Очевидно,

𝐴Λ(𝑃 ) ∈ R>0
2𝑛 [𝑥] для кожного 𝑃 ∈ R>0

2𝑛 [𝑥] ⇔

𝐴Λ(𝑃 )(1) > 0 для кожного 𝑃 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥].

Ми маємо

𝐴Λ

(︀
(𝜉0 + 𝜉1𝑥+ . . .+ 𝜉𝑛𝑥

𝑛)2
)︀
(1) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

𝜉𝑖𝜉𝑗𝐴Λ(𝑥
𝑖+𝑗)(1) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=0

𝜆𝑖+𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗.

Звiдки, 𝐴Λ зберiгає множину невiд’ємних многочленiв тодi i тiльки тодi, ко-

ли квадратична форма
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=0 𝜆𝑖+𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 є невiд’ємно визначеною, i тверджен-

ня теореми є наслiдком добре вiдомого критерiю невiд’ємної визначеностi

квадратичної форми. 2

Зауваження 3.2.3. Очевидно, що множина R>0
2𝑛 [𝑥] є нормальним замкне-

ним опуклим конусом в R2𝑛[𝑥]. Використовуючи твердження 3.5 можна

отримати, що кожен многочлен 𝑃 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥] можна представити як суму

2𝑛+ 2 квадратiв дiйсних многочленiв ступенiв 6 𝑛 з усiма дiйсними коре-

нями.

Наступна теорема є наслiдком теореми 3.2.2 i результатiв А.Гутермана

i Б.Шапiро ([91, теорема 2.5], дивись також [127]).

Теорема 3.2.4. ([91, теорема 2.5]). Нехай Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 є заданою дiйс-

ною послiдовнiстю. Оператор 𝐴Λ зберiгає множину додатних многочленiв

R>0
2𝑛 [𝑥] тодi i тiльки тодi, коли усi головнi мiнори матрицi ̂︀Λ := (𝜆𝑖+𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=0

розмiру (𝑛+ 1)× (𝑛+ 1) є невiд’ємними i 𝜆0 > 0.

У роботi [91] А.Гутермана i Б.Шапiро теорему 3.2.4 формулюють у ви-

падку, коли послiдовнiсть Λ є апрiорi додатною (невiд’ємною). Оскiльки

нам потрiбне це твердження у загальному випадку дiйсної послiдовностi

Λ, ми наводимо коротке доведення.
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Доведення. Використовуючи мiркування неперервностi, ми отримуємо,

що, якщо 𝐴Λ зберiгає множину додатних многочленiв R>0
2𝑛 [𝑥], то усi головнi

мiнори матрицi ̂︀Λ := (𝜆𝑖+𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=0 розмiру (𝑛+1)×(𝑛+1) є невiд’ємними, крiм

того 𝐴Λ(𝑥
0) = 𝜆0 > 0. Припустимо зараз, що усi головнi мiнори матрицi ̂︀Λ

є невiд’ємними i 𝜆0 > 0. З теореми 3.2.2 ми отримуємо, що 𝐴Λ зберiгає мно-

жину невiд’ємних многочленiв R>0
2𝑛 [𝑥]. Нехай 𝑃 ∈ R>0

2𝑛 [𝑥]. Позначимо через

𝜇 := min𝑥∈R 𝑃 (𝑥) (очевидно, 𝜇 > 0). Оскiльки𝑄(𝑥) := 𝑃 (𝑥)−𝜇
2 ∈ R>0

2𝑛 [𝑥] ми

маємо 𝐴Λ(𝑄) = 𝐴Λ(𝑃 )− 𝜇
2𝜆0 ∈ R>0

2𝑛 [𝑥], таким чином маємо 𝐴Λ(𝑃 ) ∈ R>0
2𝑛 [𝑥].

2

Ми отримуємо опис крайнiх напрямкiв опуклого конусу 𝒫2𝑛. Для фор-

мулювання результату нам потрiбнi додатковi позначення. Для многочлена

𝑃 (𝑥) =
∑︀2𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 ∈ 𝒫2𝑛 ми позначимо через 𝜇(𝑃 ) число ненульових ко-

ефiцiєнтiв многочлена 𝑃 ; через 𝜈(𝑃 ) – число змiн знаку у послiдовностi

(𝑎0,−𝑎1, 𝑎2,−𝑎3, . . . ,−𝑎2𝑛−1, 𝑎2𝑛) (обчислюючи число змiн знаку ми опус-

каємо тi члени послiдовностi, якi дорiвнюють нулю); i через 𝑁(𝑃 ) ми по-

значаємо число вiд’ємних коренiв многочлена 𝑃 обчислене з урахуванням

кратностi.

Теорема 3.2.5. ([128]). Многочлен 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛 є крайнiм напрямком конусу

𝒫2𝑛 тодi i тiльки тодi, коли 𝑁(𝑃 ) = 𝜇(𝑃 )− 1.

Зауваження 3.2.6. За правилом знакiв Декарта ми маємо 𝑁(𝑃 ) 6 𝜈(𝑃 ),

i очевидно, що виконується 𝜈(𝑃 ) 6 𝜇(𝑃 )−1. Таким чином, для многочлена

𝑃 ∈ 𝒫2𝑛 з рiвностi 𝑁(𝑃 ) = 𝜇(𝑃 )− 1 випливає, зокрема, що 𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑗0𝑥
𝑗0 +

𝑎𝑗1𝑥
𝑗1 + . . . + 𝑎𝑗2𝑙𝑥

𝑗2𝑙, де iндекси 𝑗2𝑠 ∈ 2Z, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑙; а iндекси 𝑗2𝑠+1 ∈
2Z+ 1, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑙 − 1.

Доведення. Для доведення теореми 3.5 нам потрiбнi двi леми.

Лема 3.2.7. Нехай заданi цiлi числа

𝑙 ∈ N ∪ {0}, 0 6 𝑗0 < 𝑗1 < . . . < 𝑗2𝑙 6 2𝑛,

𝑗2𝑠 ∈ 2Z, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑙, 𝑗2𝑠+1 ∈ 2Z+ 1, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑙 − 1.
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I нехай число 𝑡 ∈ N ∪ {0}, додатнi числа 0 < 𝑦1 < 𝑦2 < . . . < 𝑦𝑡, а також

кратностi 𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑡 ∈ N, такi що

2𝑚1 + 2𝑚2 + . . .+ 2𝑚𝑡 = 2𝑙

заданi також. Тодi iснує єдиний многочлен 𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑗0𝑥
𝑗0 + 𝑎𝑗1𝑥

𝑗1 + . . . +

𝑎𝑗2𝑙𝑥
𝑗2𝑙 ∈ 𝒫2𝑛, такий що 𝑎𝑗2𝑙 = 1 i

(𝑥+ 𝑦1)
2𝑚1(𝑥+ 𝑦2)

2𝑚2 · . . . · (𝑥+ 𝑦𝑡)
2𝑚𝑡 |𝑃 (𝑥)

(де символ |, як завжди, означає подiльнiсть).

Доведення. Ми положимо 𝑄(𝑥) = 𝑏𝑗0𝑥
𝑗0 + 𝑏𝑗1𝑥

𝑗1 + . . .+ 𝑏𝑗2𝑙−1
𝑥𝑗2𝑙−1 i розгля-

немо наступну систему з 2𝑙 лiнiйних рiвнянь iз 2𝑙 змiнними 𝑏𝑗0, 𝑏𝑗1, . . . , 𝑏𝑗2𝑙−1
:

𝑄(−𝑦1) = −𝑦𝑗2𝑙1 (3.9)

𝑄
′
(−𝑦1) = 𝑗2𝑙𝑦

𝑗2𝑙−1
1

...

𝑄(2𝑚1−1)(−𝑦1) = 𝑗2𝑙(𝑗2𝑙 − 1) · . . . · (𝑗2𝑙 − 2𝑚1 + 2)𝑦𝑗2𝑙−2𝑚1+1
1

𝑄(−𝑦2) = −𝑦𝑗2𝑙2

𝑄
′
(−𝑦2) = 𝑗2𝑙𝑦

𝑗2𝑙−1
2

...

𝑄(2𝑚2−1)(−𝑦2) = 𝑗2𝑙(𝑗2𝑙 − 1) · . . . · (𝑗2𝑙 − 2𝑚2 + 2)𝑦𝑗2𝑙−2𝑚2+1
2

...

𝑄(−𝑦𝑡) = −𝑦𝑗2𝑙𝑡
𝑄

′
(−𝑦𝑡) = 𝑗2𝑙𝑦

𝑗2𝑙−1
𝑡

...

𝑄(2𝑚𝑡−1)(−𝑦𝑡) = 𝑗2𝑙(𝑗2𝑙 − 1) · . . . · (𝑗2𝑙 − 2𝑚𝑡 + 2)𝑦𝑗2𝑙−2𝑚𝑡+1
𝑡 ,

або, коротше,

𝑄(𝑘)(−𝑦𝑠) =
(︀
𝑦𝑗2𝑙
)︀(𝑘) |𝑦=−𝑦𝑠 для 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑡, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚𝑠 − 1.

Нам необхiдно показати, що детермiнант 𝐷 цiєї системи лiнiйних рiвнянь

не дорiвнює нулю. Припустимо, що 𝐷 = 0. Тодi лiнiйна однорiдна система
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рiвнянь, вiдповiдна до неоднорiдної системи (3.9), має ненульове рiшення.

Тому iснує ненульовий многочлен 𝑆(𝑥) = 𝑐𝑗0𝑥
𝑗0 +𝑐𝑗1𝑥

𝑗1 + . . .+𝑐𝑗2𝑙−1
𝑥𝑗2𝑙−1, та-

кий що 𝑆(𝑘)(−𝑦𝑠) = 0 для усiх 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑡, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑚𝑠− 1. Отже,

𝑆 має > 2𝑙 вiд’ємних коренiв, враховуючи кратностi. Але це суперечить

правилу знакiв Декарта: число ненульових коефiцiєнтiв многочлена 𝑆 не

перевищує 2𝑙, i тому число знакозмiн в послiдовностi коефiцiєнтiв много-

члена 𝑆(−𝑥) не перевищує 2𝑙 − 1. Ми отримали протирiччя. Тому 𝐷 ̸= 0 i

таким чином система (3.9) має єдине дiйсне рiшення.

Нехай 𝑎𝑗0, 𝑎𝑗1, . . . , 𝑎𝑗2𝑙−1
буде єдиним рiшенням системи (3.9). Тодi мно-

гочлен 𝑃 (−𝑥) = 𝑎𝑗0𝑥
𝑗0 −𝑎𝑗1𝑥

𝑗1 +𝑎𝑗2𝑥
𝑗2 −𝑎𝑗3𝑥

𝑗3 + . . .−𝑎𝑗2𝑙−1
𝑥𝑗2𝑙−1 +𝑥𝑗2𝑙 має 2𝑙

додатних коренiв (коренями цього многочлену є числа 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑡 з вiд-

повiдними кратностями 2𝑚1, 2𝑚2, . . . , 2𝑚𝑡, де 2𝑚1 + 2𝑚2 + . . .+ 2𝑚𝑡 = 2𝑙).

За правилом знакiв Декарта число додатних коренiв многочлена 𝑃 (−𝑥)
(iз урахуванням кратностей) не перевищує число змiн знаку у послiдов-

ностi (𝑎𝑗0,−𝑎𝑗1, 𝑎𝑗2,−𝑎𝑗3, . . . ,−𝑎𝑗2𝑙−1
, 𝑎𝑗2𝑙 = 1) (𝜈(𝑃 ) в наших позначеннях).

Оскiльки послiдовнiсть (𝑎𝑗0,−𝑎𝑗1, 𝑎𝑗2,−𝑎𝑗3, . . . ,−𝑎𝑗2𝑙−1
, 𝑎𝑗2𝑙) має не бiльше за

2𝑙+1 ненульових членiв, число знакозмiн в цiєї послiдовностi не перевищує

2𝑙. Отже, число знакозмiн в цiєї послiдовностi дорiвнює 2𝑙, i ми маємо

𝑎𝑗0 > 0, 𝑎𝑗1 > 0, 𝑎𝑗2 > 0, . . . , 𝑎𝑗2𝑙 = 1 > 0.

Таким чином, ми отримали бажаний многочлен 𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑗0𝑥
𝑗0+𝑎𝑗1𝑥

𝑗1+. . .+

𝑎𝑗2𝑙𝑥
𝑗2𝑙 з додатними коефiцiєнтами i такий, що (𝑥 + 𝑦1)

2𝑚1(𝑥 + 𝑦2)
2𝑚2 · . . . ·

(𝑥+ 𝑦𝑡)
2𝑚𝑡 |𝑃 (𝑥) . Оскiльки 𝑃 має додатнi коефiцiєнти, ми маємо 𝑃 (𝑥) > 0

для 𝑥 > 0. До того ж, 𝑃 має 2𝑙 вiд’ємних коренiв (враховуючи кратностi).

Оскiльки число ненульових коефiцiєнтiв 𝑃 дорiвнює to 2𝑙+1, за правилом

знакiв Декарта 𝑃 не має iнших вiд’ємних коренiв, окрiм −𝑦1,−𝑦2, . . . ,−𝑦𝑡.
Тому усi вiд’ємнi коренi 𝑃 мають парнi кратностi, звiдки маємо 𝑃 (𝑥) > 0

для кожного 𝑥 ∈ R. Тому 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫2𝑛. Єдинiсть є очевидною.

Лема 3.2.7 доведена. 2

Лема 3.2.8. Припустимо, що 𝑃 належить до множини многочленiв, побу-

дованих в лемi 3.2.7. Тодi 𝑃 є крайнiм напрямком конусу 𝒫2𝑛.
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Доведення. Нехай 𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑗0𝑥
𝑗0 + 𝑎𝑗1𝑥

𝑗1 + . . . + 𝑎𝑗2𝑙𝑥
𝑗2𝑙 ∈ 𝒫2𝑛, i нехай

(𝑥+ 𝑦1)
2𝑚1(𝑥+ 𝑦2)

2𝑚2 · . . . · (𝑥+ 𝑦𝑡)
2𝑚𝑡 |𝑃 (𝑥) , i при цьому 2𝑚1 + 2𝑚2 + . . .+

2𝑚𝑡 = 2𝑙. Припустимо, що iснують два многочлени 𝑄1, 𝑄2 ∈ 𝒫2𝑛, такi що

𝑃 = 𝑄1+𝑄2. Оскiльки 𝑄1, 𝑄2 i 𝑃 мають невiд’ємнi коефiцiєнти, i ненульовi

коефiцiєнти 𝑃 мають номери 𝑗0, 𝑗1, . . . , 𝑗2𝑙, з рiвностi 𝑃 = 𝑄1+𝑄2 випливає,

що виконуються представлення

𝑄1(𝑥) = 𝑐𝑗0𝑥
𝑗0 + 𝑐𝑗1𝑥

𝑗1 + . . .+ 𝑐𝑗2𝑙𝑥
𝑗2𝑙, (𝑐𝑗 > 0);

𝑄2(𝑥) = 𝑑𝑗0𝑥
𝑗0 + 𝑑𝑗1𝑥

𝑗1 + . . .+ 𝑑𝑗2𝑙𝑥
𝑗2𝑙, (𝑑𝑗 > 0).

Многочлен 𝑃 має вiд’ємнi коренi −𝑦1,−𝑦2, . . . ,−𝑦𝑡 кратностей 2𝑚1,

2𝑚2, . . . , 2𝑚𝑡, при цьому 2𝑚1 + 2𝑚2 + . . . + 2𝑚𝑡 = 2𝑙. Оскiльки ми має-

мо 0 6 𝑄1(𝑥) 6 𝑃 (𝑥), 0 6 𝑄2(𝑥) 6 𝑃 (𝑥), для усiх 𝑥 ∈ R, з рiвностi

𝑃 = 𝑄1 + 𝑄2 випливає, що обидва многочлени 𝑄1(𝑥) i 𝑄2(𝑥) також ма-

ють вiд’ємнi коренi −𝑦1,−𝑦2, . . . ,−𝑦𝑡 вiдповiдних кратностей не нижче за

2𝑚1, 2𝑚2, . . . , 2𝑚𝑡.

Використовуючи єдинiсть в лемi 3.2.7, ми отримуємо, що iснують двi

сталi 𝜆 > 0, 𝜇 > 0, такi що

𝑄1(𝑥) = 𝜆𝑃 (𝑥), 𝑄2(𝑥) = 𝜇𝑃 (𝑥).

Таким чином, 𝑃 є крайнiм напрямком конусу 𝒫2𝑛. Лема 3.2.8 доведена. 2

Тепер ми можемо довести теорему 3.5. Припустимо, що 𝑄(𝑥) =∑︀2𝑛
𝑘=0 𝑔𝑘𝑥

𝑘 ∈ 𝒫2𝑛 є крайнiм напрямком конусу 𝒫2𝑛, але виконується

𝑁(𝑄) ̸= 𝜇(𝑄) − 1. За правилом знакiв Декарта ми маємо 𝑁(𝑄) 6 𝜈(𝑄) 6

𝜇(𝑄)−1, таким чином 𝑁(𝑄) < 𝜇(𝑄)−1. Послiдовнiсть (𝑔0,−𝑔1, 𝑔2,−𝑔3, . . . ,

−𝑔2𝑛−1, 𝑔2𝑛) має 𝜈(𝑄) > 𝑁(𝑄) знакозмiн (вiдзначимо, що 𝑁(𝑄) є парним

числом).

Виберемо пiдпослiдовнiсть ненульових коефiцiєнтiв 𝑄

(𝑔𝑘0, 𝑔𝑘1, . . . , 𝑔𝑘𝑁(𝑄)
), таку що 𝑘2𝑙 ∈ 2Z, 𝑘2𝑙+1 ∈ 2Z + 1, i число знакоз-

мiн в послiдовностi (𝑔𝑘0,−𝑔𝑘1, 𝑔𝑘2,−𝑔𝑘3 . . . ,−𝑔𝑘𝑁(𝑄)−1
, 𝑔𝑘𝑁(𝑄)

) дорiвнює 𝑁(𝑄).

Позначимо через −𝑦1,−𝑦2, . . . ,−𝑦𝑡 усi рiзнi вiд’ємнi коренi 𝑄, i через

2𝑚1, 2𝑚2, . . . , 2𝑚𝑡 ∈ 2N – їхнi кратностi, де 2𝑚1 +2𝑚2 + . . .+2𝑚𝑡 = 𝑁(𝑄).
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Використовуючи лему 3.2.7, побудуємо многочлен 𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫2𝑛, такий

що 𝑃 (𝑥) = 𝑎𝑘0𝑥
𝑘0 + 𝑎𝑘1𝑥

𝑘1 + . . . + 𝑎𝑘𝑁(𝑄)
𝑥𝑘𝑁(𝑄), 𝑎𝑘𝑁(𝑄)

= 1, i (𝑥 + 𝑦1)
2𝑚1(𝑥 +

𝑦2)
2𝑚2 · . . . · (𝑥+ 𝑦𝑡)

2𝑚𝑡 |𝑃 (𝑥) .
Вiдмiтимо, що з 𝑁(𝑄) < 𝜇(𝑄)−1 i 𝑁(𝑄) = 𝑁(𝑃 ) = 𝜇(𝑃 )−1, випливає,

що не iснує такого 𝜆 > 0, що 𝑄(𝑥) = 𝜆𝑃 (𝑥).

Ми маємо 𝑄(𝑥) = (𝑥 + 𝑦1)
2𝑚1(𝑥 + 𝑦2)

2𝑚2 · . . . · (𝑥 + 𝑦𝑡)
2𝑚𝑡𝑄1(𝑥), де

𝑄1(𝑥) > 0 для 𝑥 < 0; i 𝑃 (𝑥) = (𝑥+𝑦1)
2𝑚1(𝑥+𝑦2)

2𝑚2 · . . . · (𝑥+𝑦𝑡)2𝑚𝑡𝑃1(𝑥), де

𝑃1(𝑥) > 0 для 𝑥 < 0 (многочлени 𝑄1 i 𝑃1 не обов’язково мають невiд’ємнi

коефiцiєнти). Для 𝑥 6 0 розглянемо функцiю 𝜓(𝑥) = 𝑄(𝑥)
𝑃 (𝑥) = 𝑄1(𝑥)

𝑃1(𝑥) . Ця

функцiя є додатною для 𝑥 < 0. Оскiльки ненульовi коефiцiєнти 𝑃 фор-

мують пiдпослiдовнiсть послiдовностi ненульових коефiцiєнтiв 𝑄, ми має-

мо lim𝑥→−∞
𝑄(𝑥)
𝑃 (𝑥) ̸= 0, lim𝑥→0

𝑄(𝑥)
𝑃 (𝑥) ̸= 0. Таким чином, ми отримуємо, що

inf{𝜓(𝑥) : 𝑥 ∈ (−∞; 0]} =: 𝛼 > 0.

Нехай 𝜀, 0 < 𝜀 < 𝛼
2 , буде настiльки малим числом, що многочлен

𝐹𝜀(𝑥) = 𝑄(𝑥)−𝜀𝑃 (𝑥) має усi невiд’ємнi коефiцiєнти. З цього факту i з нерiв-
ностi 𝜀 < 𝛼

2 випливає 𝐹𝜀(𝑥) ∈ 𝒫2𝑛. Очевидно, 𝐺𝜀(𝑥) = 𝑄(𝑥) + 𝜀𝑃 (𝑥) ∈ 𝒫2𝑛.

Оскiльки 𝑄(𝑥) = 𝐹𝜀(𝑥)+𝐺𝜀(𝑥)
2 , i многочлени 𝐹𝜀 i 𝐺𝜀 не є пропорцiйними до

𝑄, ми отримуємо протирiччя з тим фактом, що 𝑄 є крайнiм напрямком

конусу 𝒫2𝑛.

Теорема 3.5 доведена. 2

Наступна проблема була поставлена нам Борисом Шапiро: для яких

послiдовностей Λ вiдповiдний лiнiйний оператор 𝐴Λ зберiгає конус 𝒫2𝑛?

Наступна теорема дає вiдповiдь на це питання.

Теорема 3.2.9. ([128]). Нехай Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 – задана дiйсна послiдовнiсть.

Тодi 𝐴Λ зберiгає конус 𝒫2𝑛 тодi i тiльки тодi, коли iснують двi послiдовностi

(𝛼𝑘)
2𝑛
𝑘=0 i (𝛽𝑘)

2𝑛
𝑘=0,

𝛼𝑘 > 0 для усiх 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛;
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усi головнi мiнори наступної матрицi розмiру (𝑛+ 1)× (𝑛+ 1)

(𝛼𝑖+𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝛼0 𝛼1 𝛼2 . . . 𝛼𝑛−1 𝛼𝑛

𝛼1 𝛼2 𝛼3 . . . 𝛼𝑛 𝛼𝑛+1

... ... ... ... . . .
...

𝛼𝑛−1 𝛼𝑛 𝛼𝑛+1 . . . 𝛼2𝑛−2 𝛼2𝑛−1

𝛼𝑛 𝛼𝑛+1 𝛼𝑛+2 . . . 𝛼2𝑛−1 𝛼2𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
є невiд’ємними;

(−1)𝑘𝛽𝑘 > 0 для 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛;

(−𝛽2𝑙+1) 6 𝛼2𝑙+1 для 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, (3.10)

такi, що

𝜆𝑘 = 𝛼𝑘 + 𝛽𝑘 для усiх 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛.

Ми будемо використовувати наступне позначення

ℒ+
2𝑛 = {Λ = (𝜆𝑘)

2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 ) ∈ 𝒫2𝑛 для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛}.

Приклад 3.2.10. Для 𝑛 > 2 ми розглянемо додатну послiдовнiсть Λ =

(𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0, таку що 𝜆2 = 3; 𝜆𝑗 = 1 для усiх 𝑗 ̸= 2. Для кожного многочлена

𝑃 (𝑥) =
∑︀2𝑛

𝑗=0 𝑎𝑗𝑥
𝑗 ∈ R2𝑛[𝑥] ми маємо 𝐴Λ(𝑃 )(𝑥) = 𝑃 (𝑥) + 2𝑎2𝑥

2. Очевидно,

що для кожного 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛 ми маємо 𝐴Λ(𝑃 ) ∈ 𝒫2𝑛, i тому 𝐴Λ ∈ ℒ+
2𝑛. Але

оператор 𝐴Λ не зберiгає множину невiд’ємних многочленiв R>0
2𝑛 [𝑥], оскiльки

𝑄(𝑥) = 1− 𝑥2 + 𝑥4 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥], але 𝐴Λ(𝑄)(1) = −1.

Доведення. Iз (3.8) ми маємо 𝒫2𝑛 = R+
2𝑛[𝑥] ∩ R>0

2𝑛 [𝑥], звiдки маємо

ℒ+
2𝑛 = {Λ = (𝜆𝑘)

2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 ) ∈ R+

2𝑛[𝑥] для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛} ∩

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 ) ∈ R>0

2𝑛 [𝑥] для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛}.

Очевидно, що

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 ) ∈ R+

2𝑛[𝑥] для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛} =

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 : 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛},

i тому

ℒ+
2𝑛 = {Λ = (𝜆𝑘)

2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 ) ∈ R>0

2𝑛 [𝑥] для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛} ∩

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 : 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛}.
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Для многочлена 𝑃 з невiд’ємними коефiцiєнтами наступнi твердження є

еквiвалентними:

∀𝑥 ∈ R 𝑃 (𝑥) > 0 ⇔ ∀𝑥 6 0 𝑃 (𝑥) > 0.

Тобто,

ℒ+
2𝑛 = {Λ = (𝜆𝑘)

2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 ) ∈ R>0

2𝑛 [𝑥] для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛} ∩

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 : 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛} =

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 )(𝑥) > 0 для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛 i для усiх 𝑥 6 0} ∩

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 : 𝜆𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛}.

Для 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛 i для 𝛼 > 0 ми позначаємо через 𝑃𝛼(𝑥) = 𝑃 (𝛼𝑥). Очевид-

но, 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛 ⇒ 𝑃𝛼 ∈ 𝒫2𝑛. До того ж, для кожного 𝑥0 < 0, 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛 i 𝛼 > 0

ми маємо 𝐴Λ(𝑃 )(𝑥0) = 𝐴Λ(𝑃−𝑥0)(−1), таким чином,

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 )(𝑥) > 0 для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛 i для усiх 𝑥 6 0} =

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 )(−1) > 0 для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛}.

Залишилося описати множину {Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 )(−1) >

0 для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛}.
Розглянемо евклiдiв простiр R2𝑛+1 (iз стандартним скалярним добут-

ком). Ми будемо використовувати наступнi позначення (дивись (3.6), (3.7)

i (3.8)):

̃︀𝐾 := {𝑎 = (𝑎0; 𝑎1; . . . ; 𝑎2𝑛) ∈ R2𝑛+1 : 𝑃 (𝑥) =
2𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥
𝑗 ∈ 𝒫2𝑛};

̃︀𝐾1 := {𝑎 = (𝑎0; 𝑎1; . . . ; 𝑎2𝑛) ∈ R2𝑛+1 : 𝑃 (𝑥) =
2𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥
𝑗 ∈ R>0

2𝑛 [𝑥]}; (3.11)

̃︀𝐾2 := {𝑎 = (𝑎0; 𝑎1; . . . ; 𝑎2𝑛) ∈ R2𝑛+1 : 𝑃 (𝑥) =
2𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗𝑥
𝑗 ∈ R+

2𝑛[𝑥]}

(множина ̃︀𝐾2 є невiд’ємним октантом у R2𝑛+1). Очевидно,

̃︀𝐾 = ̃︀𝐾1 ∩ ̃︀𝐾2. (3.12)
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Ми нагадуємо, що, якщо 𝐾 ⊂ R𝑚 є опуклим конусом, то його спря-

жений конус визначається наступним чином 𝐾* = {𝑦 ∈ R𝑚 : < 𝑦, 𝑥 > >

0 для усiх 𝑥 ∈ 𝐾}. Якщо 𝐾1, 𝐾2 ⊂ R𝑚 є опуклими конусами, то 𝐾1

⋂︀
𝐾2

також є опуклим конусом i(︁
𝐾1

⋂︁
𝐾2

)︁*
= 𝐾*

1 +𝐾*
2 , (3.13)

де риса зверху означає замкнення (ми нагадуємо, що сума двох замкне-

них опуклих конусiв не обов’язково є замкненим конусом). Щодо власти-

востей опуклих конусiв i їхнiх спряжених конусiв дивись, наприклад, книгу

I.В.Гiрсанова [87, лекцiя 5].

Ми отримуємо

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : 𝐴Λ(𝑃 )(−1) > 0 для усiх 𝑃 ∈ 𝒫2𝑛} =

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R :

∑︀2𝑛
𝑘=0(−1)𝑘𝑎𝑘𝜆𝑘 > 0

для усiх 𝑎 = (𝑎0; 𝑎1; . . . ; 𝑎2𝑛) ∈ ̃︀𝐾} =

{Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ⊂ R : (𝜆0;−𝜆1;𝜆2;−𝜆3; . . . ;−𝜆2𝑛−1;𝜆2𝑛) ∈

(︁ ̃︀𝐾)︁*}.
Звiдки ми виводимо, що

Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ∈ ℒ+

2𝑛 ⇔ (𝜆0;−𝜆1;𝜆2;−𝜆3; . . . ;−𝜆2𝑛−1;𝜆2𝑛) ∈
(︁ ̃︀𝐾)︁* (3.14)

i 𝜆𝑘 > 0 для усiх 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛.

Iз (3.12) i (3.13) отримуємо(︁ ̃︀𝐾)︁* = (︁ ̃︀𝐾1

)︁*
+
(︁ ̃︀𝐾2

)︁*
.

Вiдмiтимо тепер, що iз означення спряженого конусу i (3.11)

Γ = (𝛾𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ∈

(︁ ̃︀𝐾1

)︁*
⇔∑︀2𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝛾𝑘 > 0 для усiх (𝑎0; 𝑎1; . . . ; 𝑎2𝑛) ∈ R2𝑛+1 :∑︀2𝑛
𝑗=0 𝑎𝑗𝑥

𝑗 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥] ⇔

𝐴Γ(𝑃 )(1) > 0 для усiх 𝑃 ∈ R>0
2𝑛 [𝑥] ⇔

𝐴Γ(𝑃 ) ∈ R>0
2𝑛 [𝑥] для усiх 𝑃 ∈ R>0

2𝑛 [𝑥].
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Використовуючи теорему 3.2.2, маємо

Γ = (𝛾𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ∈

(︁ ̃︀𝐾1

)︁*
⇔ усi головнi мiнори матрицi (3.15)̂︀Γ := (𝛾𝑖+𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=0 є невiд’ємними.

Оскiльки ̃︀𝐾2 є невiд’ємним октантом в R2𝑛+1, ясно, що(︁ ̃︀𝐾2

)︁*
= ̃︀𝐾2,

або

Δ = (𝛿𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ∈

(︁ ̃︀𝐾2

)︁*
⇔ 𝛿𝑘 > 0, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛. (3.16)

Тепер нам треба довести, що множина

ℬ :=
(︁ ̃︀𝐾1

)︁*
+
(︁ ̃︀𝐾2

)︁*
⊂ R2𝑛+1 (3.17)

є замкненою. Припустимо, що ̃︀𝑐 ∈ R2𝑛+1 є граничною точкою ℬ. Тодi iснує
послiдовнiсть (𝑐𝑘)

∞
𝑘=1 ⊂ ℬ, така що ̃︀𝑐 = lim𝑘→∞ 𝑐𝑘. Тому iснує стала 𝐶 > 0,

така що ‖𝑐𝑘‖ 6 𝐶 для кожного 𝑘 ∈ N. Ми маємо 𝑐𝑘 = 𝑎𝑘 + 𝑏𝑘, де 𝑎𝑘 ∈(︁ ̃︀𝐾1

)︁*
, 𝑏𝑘 ∈

(︁ ̃︀𝐾2

)︁*
для кожного 𝑘, i 𝑎𝑘 = (𝑎𝑘(𝑗))

2𝑛
𝑗=0, 𝑏𝑘 = (𝑏𝑘(𝑗))

2𝑛
𝑗=0. Таким

чином, iз ((3.15)) ми отримуємо, що для кожного 𝑘 ∈ N усi головнi мiнори

наступної матрицi⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎𝑘(0) 𝑎𝑘(1) 𝑎𝑘(2) . . . 𝑎𝑘(𝑛− 1) 𝑎𝑘(𝑛)

𝑎𝑘(1) 𝑎𝑘(2) 𝑎𝑘(3) . . . 𝑎𝑘(𝑛) 𝑎𝑘(𝑛+ 1)
... ... ... ... . . .

...

𝑎𝑘(𝑛− 1) 𝑎𝑘(𝑛) 𝑎𝑘(𝑛+ 1) . . . 𝑎𝑘(2𝑛− 2) 𝑎𝑘(2𝑛− 1)

𝑎𝑘(𝑛) 𝑎𝑘(𝑛+ 1) 𝑎𝑘(𝑛+ 2) . . . 𝑎𝑘(2𝑛− 1) 𝑎𝑘(2𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.18)

є невiд’ємними. Зокрема, для кожного 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛 ми маємо 𝑎𝑘(2𝑙) >

0 (як головний мiнор матрицi (3.18) порядку 1), i для кожного 𝑙 =

0, 1, . . . , 𝑛− 1 ми маємо

(𝑎𝑘(2𝑙 + 1))2 6 𝑎𝑘(2𝑙) · 𝑎𝑘(2𝑙 + 2) (3.19)

(ми розглядаємо 2×2 головний мiнор матрицi (3.18), сформований рядками

i стовпцями з номерами 𝑙 i 𝑙+1). Iз (3.16) ми отримуємо, що 𝑏𝑘(𝑗) > 0 для
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кожного 𝑘 ∈ N i для кожного 𝑗 = 0, 1, . . . , 2𝑛. Таким чином, для кожного

𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛 ми маємо 0 6 𝑎𝑘(2𝑙) + 𝑏𝑘(2𝑙) 6 𝐶, що означає, що

0 6 𝑎𝑘(2𝑙) 6 𝐶, 0 6 𝑏𝑘(2𝑙) 6 𝐶 для кожного 𝑘 ∈ N, 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛.

Використовуючи це твердження i (3.19), ми отримуємо, що |𝑎𝑘(2𝑙+1)| 6 𝐶

для кожного 𝑘 ∈ N i кожного 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1. Звiдки i з |𝑎𝑘(2𝑙 + 1) +

𝑏𝑘(2𝑙 + 1)| 6 𝐶, 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, ми маємо

|𝑎𝑘(2𝑙 + 1)| 6 𝐶, |𝑏𝑘(2𝑙 + 1)| 6 2𝐶 для кожного 𝑘 ∈ N, 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Таким чином, ми бачимо, що обидвi послiдовностi, i (𝑎𝑘)∞𝑘=1, i (𝑏𝑘)
∞
𝑘=1, є

обмеженими,

‖𝑎𝑘‖ 6 (2𝑛+ 1)𝐶, ‖𝑏𝑘‖ 6 2(2𝑛+ 1)𝐶 для кожного 𝑘 ∈ N,

i ми можемо вибрати їхнi пiдпослiдовностi (𝑎𝑘𝑠)
∞
𝑠=1, (𝑏𝑘𝑠)

∞
𝑠=1, що вони збi-

гаються. Якщо ̃︀𝑎 = lim𝑠→∞ 𝑎𝑘𝑠,
̃︀𝑏 = lim𝑠→∞ 𝑏𝑘𝑠, то ̃︀𝑎 ∈

(︁ ̃︀𝐾1

)︁*
, ̃︀𝑏 ∈

(︁ ̃︀𝐾2

)︁*
(тому що множини

(︁ ̃︀𝐾1

)︁*
i
(︁ ̃︀𝐾2

)︁*
є замкненими). Тому ми отримуємо

̃︀𝑐 = ̃︀𝑎+̃︀𝑏 ∈ (︁ ̃︀𝐾1

)︁*
+
(︁ ̃︀𝐾2

)︁*
= ℬ,

i ми довели, що множина ℬ є замкненою. Використовуючи цей факт i

(3.12), (3.13) i (3.17), ми маємо, що(︁ ̃︀𝐾)︁* = (︁𝐾1

⋂︁
𝐾2

)︁*
= 𝐾*

1 +𝐾*
2 . (3.20)

Нехай Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ∈ ℒ+

2𝑛. Використовуючи (3.14) i (3.20), маємо, що

𝜆𝑘 > 0 для усiх 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛, i iснують двi послiдовностi (𝑎𝑘)2𝑛
𝑘=0 ∈ 𝐾*

1 i

(𝑏𝑘)
2𝑛
𝑘=0 ∈ 𝐾*

2 , такi, що

(𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 = ((−1)𝑘𝑎𝑘)

2𝑛
𝑘=0 + ((−1)𝑘𝑏𝑘)

2𝑛
𝑘=0,

де 𝑎𝑘 ∈ R, усi головнi мiнори матрицi розмiру (𝑛+ 1)× (𝑛+ 1)

̂︀𝐴 := (𝑎𝑖+𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎0 𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛

𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 𝑎𝑛 𝑎𝑛+1

... ... ... ... . . .
...

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 . . . 𝑎2𝑛−2 𝑎2𝑛−1

𝑎𝑛 𝑎𝑛+1 𝑎𝑛+2 . . . 𝑎2𝑛−1 𝑎2𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.21)
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є невiд’ємними i

𝑏𝑘 > 0 для усiх 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛. (3.22)

Зауважимо, що той факт, що усi головнi мiнори матрицi (𝑎𝑖+𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=0 є

невiд’ємними, є еквiвалентним тому факту, що усi головнi мiнори мат-

рицi
(︀
(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖+𝑗

)︀𝑛
𝑖,𝑗=0

є невiд’ємними (для доведення цiєї еквiвалентно-

стi достатньо помножити усi рядки i стовпцi матрицi (3.21) з номерами

0, 2, 4, . . . на −1). Ми позначимо 𝛼𝑘 := (−1)𝑘𝑎𝑘, 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛, i згадає-

мо, що усi головнi мiнори матрицi розмiру (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) (𝛼𝑖+𝑗)
𝑛
𝑖,𝑗=0 є

невiд’ємними. Оскiльки 𝛼2𝑙 > 0 i 𝑏2𝑙 > 0 для кожного 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛, то

𝜆2𝑙 = 𝛼2𝑙 + 𝑏2𝑙 > 0 для кожного 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛. Для 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1 ми

маємо 𝜆2𝑙+1 = 𝛼2𝑙+1 − 𝑏2𝑙+1. Iз (3.22), використовуючи факт, що 𝜆𝑘 > 0 для

усiх 𝑘 ми отримуємо, що

𝛼𝑘 > 0 для усiх 𝑘 = 0, 1, . . . , 2𝑛,

i

𝛼2𝑙+1 > 𝑏2𝑙+1 для усiх 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Для завершення доведення достатньо покласти 𝛽𝑘 = (−1)𝑘𝑏𝑘, 𝑘 =

0, 1, . . . , 2𝑛.

Теорема 3.2.9 доведена. 2

Використовуючи тi ж самi мiркування, як при доведеннi теореми 3.2.4,

нескладно довести наступне твердження.

Теорема 3.2.11. Нехай Λ = (𝜆𝑘)
2𝑛
𝑘=0 є заданою дiйсною послiдовнiстю.

Лiнiйний оператор 𝐴Λ зберiгає конус R+
2𝑛[𝑥]∩R>0

2𝑛 [𝑥] тодi i тiльки тодi, коли

оператор 𝐴Λ зберiгає конус 𝒫2𝑛 i 𝜆0 > 0.

3.3 Спецiальнi лiнiйнi оператори, що вони зберiгають мно-

жину додатних многочленiв

Наступне твердження є прямим наслiдком теореми (3.2.2).
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Теорема 3.3.1. Нехай A : R[𝑥] → R[𝑥] є лiнiйним оператором. Позначимо

через 𝑃𝑘(𝑥) := A(𝑥𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . ..

1. Оператор A зберiгає множину невiд’ємних многочленiв тодi i тiльки

тодi, коли усi головнi мiнори нескiнченої у двi сторони матрицi 𝒜(𝑥) :=

(𝑃𝑖+𝑗(𝑥))
∞
𝑖,𝑗=0 є невiд’ємними для кожного 𝑥 ∈ R.

2. Оператор A : R2𝑚[𝑥] → R[𝑥] переводить множину невiд’ємних мно-

гочленiв степеня 6 2𝑚 в множину невiд’ємних многочленiв тодi i тiль-

ки тодi, коли усi головнi мiнори матрицi розмiру (𝑚 + 1) × (𝑚 + 1)

𝒜(𝑥,𝑚) := (𝑃𝑖+𝑗(𝑥))
𝑚
𝑖,𝑗=0 є невiд’ємними для кожного 𝑥 ∈ R.

Наступне твердження випливає з теореми (3.2.2) i теореми (3.2.4)

А.Гутермана i Б.Шапiро ([91, теорема 2.5], дивись також [92]).

Теорема 3.3.2. Нехай A : R[𝑥] → R[𝑥] є лiнiйним оператором. Позначимо

через 𝑃𝑘(𝑥) := A(𝑥𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . ..

1. Оператор A зберiгає множину додатних многочленiв тодi i тiльки

тодi, коли усi головнi мiнори нескiнченої у двi сторони матрицi 𝒜(𝑥) :=

(𝑃𝑖+𝑗(𝑥))
∞
𝑖,𝑗=0 є невiд’ємними для кожного 𝑥 ∈ R i 𝑃0(𝑥) > 0 для кожного

𝑥 ∈ R.
2. Оператор A : R2𝑚[𝑥] → R[𝑥] переводить множину додатних много-

членiв степеня 6 2𝑚 в множину додатних многочленiв тодi i тiльки тодi,

коли усi головнi мiнори матрицi розмiру (𝑚 + 1) × (𝑚 + 1) 𝒜(𝑥,𝑚) :=

(𝑃𝑖+𝑗(𝑥))
𝑚
𝑖,𝑗=0 є невiд’ємними для кожного 𝑥 ∈ R i 𝑃0(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R.

Як приклад застосування теорем 3.3.1 i 3.3.3 в роботi [127] одержано

такий результат про лiнiйнi оператори спецiального вигляду.

Теорема 3.3.3. ([127]). Нехай задане натуральне число 𝑙 i двi дiйснi послi-

довностi {𝛼𝑘}∞𝑘=0 i {𝛽𝑘}∞𝑘=0. Визначимо лiнiйний оператор A : R[𝑥] → R[𝑥]
наступним чиномA(𝑥𝑘) = 𝛼𝑘𝑥

𝑘+𝛽𝑘𝑥
𝑘+2𝑙, 𝑘 = 0, 1, . . .. ОператорA зберiгає

множину невiд’ємних многочленiв тодi i тiльки тодi, коли усi головнi мiнори

двох нескiнчених у двi сторони матриць 𝒜1 := (𝛼𝑖+𝑗)
∞
𝑖,𝑗=0 i 𝒜2 := (𝛽𝑖+𝑗)

∞
𝑖,𝑗=0

є невiд’ємними.
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Наступний результат демонструє, що деякi види лiнiйних операторiв не

зберiгають множину невiд’ємних многочленiв.

Теорема 3.3.4. ([127]). Виберемо довiльне натуральне число 𝑚, по-

слiдовнiсть натуральних чисел {𝑛(𝑘)}∞𝑘=0, i послiдовнiсть многочленiв

(𝑄𝑗(𝑥, 𝑘))𝑗∈Z,𝑘=0,1,2.... Припустимо, що 𝑄𝑗(𝑥, 𝑘) ≡ 0 для 𝑘 + 𝑗 < 0 i

𝑄−𝑚(0, 𝑘) ̸= 0 для 𝑘 = 0, 1, 2, . . .. Визначимо лiнiйний оператор A : R[𝑥] →
R[𝑥] за формулою A(𝑥𝑘) =

∑︀𝑛(𝑘)
𝑗=−𝑚𝑄𝑗(𝑥, 𝑘)𝑥

𝑘+𝑗, 𝑘 = 0, 1, . . . . Тодi опе-

ратор A не переводить множину невiд’ємних (додатних) многочленiв iз

R2(⌊𝑚
2 ⌋+1)[𝑥] в множину невiд’ємних многочленiв.

Доведення. Припустимо, що оператор A переводить множину

невiд’ємних (додатних) многочленiв iз R2(⌊𝑚
2 ⌋+1)[𝑥] в множину невiд’ємних

многочленiв. Позначимо через 𝑠 := ⌊𝑚2 ⌋ + 1. Тодi за теоремою 3.3.1 усi

головнi мiнори матрицi 𝒜(𝑥, 𝑠) :=
(︀
A(𝑥𝑖+𝑗)

)︀𝑠
𝑖,𝑗=0

є невiд’ємними для усiх

𝑥 ∈ R.
Нехай 𝑚 = 2𝑡, 𝑡 ∈ N. Тодi 𝑠 = 𝑡 + 1. Наступний 2 × 2 головний мiнор

матрицi 𝒜(𝑥, 𝑡+ 1), сформований рядками i стовпцями з номерами 𝑡− 1 i

𝑡+ 1 є невiд’ємним

det

⃦⃦⃦⃦
⃦
∑︀𝑛(2𝑡−2)

𝑗=−2𝑡 𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡− 2)𝑥2𝑡−2+𝑗
∑︀𝑛(2𝑡)

𝑗=−2𝑡𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡)𝑥
2𝑡+𝑗∑︀𝑛(2𝑡)

𝑗=−2𝑡𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡)𝑥
2𝑡+𝑗

∑︀𝑛(2𝑡+2)
𝑗=−2𝑡 𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡+ 2)𝑥2𝑡+2+𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ > 0

для кожного 𝑥 ∈ R . Оскiльки 𝑄𝑗(𝑥, 𝑘) ≡ 0 для 𝑘 + 𝑗 < 0, ми перепишемо

останню нерiвнiсть у виглядi

det

⃦⃦⃦⃦
⃦
∑︀𝑛(2𝑡−2)

𝑗=−2𝑡+2𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡− 2)𝑥2𝑡−2+𝑗
∑︀𝑛(2𝑡)

𝑗=−2𝑡𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡)𝑥
2𝑡+𝑗∑︀𝑛(2𝑡)

𝑗=−2𝑡𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡)𝑥
2𝑡+𝑗

∑︀𝑛(2𝑡+2)
𝑗=−2𝑡 𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡+ 2)𝑥2𝑡+2+𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ > 0

Пiдставимо 𝑥 = 0 у цю нерiвнiсть. Ми маємо

det

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑄−2𝑡+2(0, 2𝑡− 2) 𝑄−2𝑡(0, 2𝑡)

𝑄−2𝑡(0, 2𝑡) 0

⃦⃦⃦⃦
⃦ > 0,

що еквiвалентно такому (𝑄−2𝑡(0, 2𝑡))
2 6 0. Оскiльки𝑚 = 2𝑡, остання нерiв-

нiсть суперечить припущенню 𝑄−𝑚(0, 𝑘) ̸= 0 для 𝑘 = 0, 1, 2, . . ..
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Нехай 𝑚 = 2𝑡 − 1, 𝑡 ∈ N. Тодi 𝑠 = 𝑡. Наступний 2 × 2 головний мiнор

матрицi 𝒜(𝑥, 𝑡), сформований рядками i стовпцями з номерами 𝑡 − 1 i 𝑡 є

невiд’ємним:

det

⃦⃦⃦⃦
⃦
∑︀𝑛(2𝑡−2)

𝑗=−2𝑡+1𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡− 2)𝑥2𝑡−2+𝑗
∑︀𝑛(2𝑡−1)

𝑗=−2𝑡+1𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡− 1)𝑥2𝑡−1+𝑗∑︀𝑛(2𝑡−1)
𝑗=−2𝑡+1𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡− 1)𝑥2𝑡−1+𝑗

∑︀𝑛(2𝑡)
𝑗=−2𝑡+1𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡)𝑥

2𝑡+𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ > 0

для кожного 𝑥 ∈ R . Оскiльки 𝑄𝑗(𝑥, 𝑘) ≡ 0 для 𝑘 + 𝑗 < 0, ми перепишемо

останню нерiвнiсть у виглядi

det

⃦⃦⃦⃦
⃦
∑︀𝑛(2𝑡−2)

𝑗=−2𝑡+2𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡− 2)𝑥2𝑡−2+𝑗
∑︀𝑛(2𝑡−1)

𝑗=−2𝑡+1𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡− 1)𝑥2𝑡−1+𝑗∑︀𝑛(2𝑡−1)
𝑗=−2𝑡+1𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡− 1)𝑥2𝑡−1+𝑗

∑︀𝑛(2𝑡)
𝑗=−2𝑡+1𝑄𝑗(𝑥, 2𝑡)𝑥

2𝑡+𝑗

⃦⃦⃦⃦
⃦ > 0.

Пiдставимо 𝑥 = 0 у цю нерiвнiсть. Ми маємо

det

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑄−2𝑡+2(0, 2𝑡− 2) 𝑄−2𝑡+1(0, 2𝑡− 1)

𝑄−2𝑡+1(0, 2𝑡− 1) 0

⃦⃦⃦⃦
⃦ > 0,

що еквiвалентно такому (𝑄−2𝑡+1(0, 2𝑡− 1))2 6 0. Оскiльки 𝑚 = 2𝑡 − 1,

остання нерiвнiсть суперечить припущенню 𝑄−𝑚(0, 𝑘) ̸= 0 для 𝑘 =

0, 1, 2, . . .. 2

Наступний неочiкуваний результат був отриманий А.Гутерманом i

Б.Шапiро.

Теорема 3.3.5. ([91, Теорема A]). Нехай A : R[𝑥] → R[𝑥] є лiнiйним дифе-

ренцiальним оператором порядку 𝑚 > 1 з полiномiальними коефiцiєнтами

𝑄 = (𝑞0(𝑥), 𝑞1(𝑥), . . . 𝑞𝑚(𝑥)), 𝑞𝑚(𝑥) ̸≡ 0:

A(𝑓) = 𝑞0(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑞1(𝑥)𝑓
′
(𝑥) + . . .+ 𝑞𝑚(𝑥)𝑓

(𝑚)(𝑥), 𝑓 ∈ R[𝑥].

Тодi для жодної послiдовностi коефiцiєнтiв 𝑄 оператор A не перево-

дить множину невiд’ємних (додатних) многочленiв iз R2𝑚[𝑥] в множину

невiд’ємних многочленiв.

Наступна бiльш точна теорема є наслiдком теореми 3.3.4.

Теорема 3.3.6. ([127]). Нехай A : R[𝑥] → R[𝑥] є лiнiйним диферен-

цiальним оператором порядку 𝑚 > 1 з полiномiальними коефiцiєнтами
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𝑄 = (𝑞0(𝑥), 𝑞1(𝑥), . . . 𝑞𝑚(𝑥)), 𝑞𝑚(𝑥) ̸≡ 0:

A(𝑓) = 𝑞0(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑞1(𝑥)𝑓
′
(𝑥) + . . .+ 𝑞𝑚(𝑥)𝑓

(𝑚)(𝑥), 𝑓 ∈ R[𝑥].

Тодi для жодної послiдовностi коефiцiєнтiв 𝑄 оператор A не переводить

множину невiд’ємних (додатних) многочленiв iз R2(⌊𝑚
2 ⌋+1)[𝑥] в множину

невiд’ємних многочленiв.

Доведення. Припустимо, що iснує послiдовнiсть коефiцiєнтiв 𝑄, така що

операторA(𝑓) = 𝑞0(𝑥)𝑓(𝑥)+𝑞1(𝑥)𝑓
′
(𝑥)+. . .+𝑞𝑚(𝑥)𝑓

(𝑚)(𝑥), 𝑞𝑚(𝑥) ̸≡ 0, пере-

водить множину невiд’ємних (додатних) многочленiв iз R2(⌊𝑚
2 ⌋+1)[𝑥] в мно-

жину невiд’ємних многочленiв. Виберемо 𝛼 ∈ R таке, що 𝑞𝑚(𝛼) ̸= 0 i розг-

лянемо лiнiйний оператор B : R[𝑥] → R[𝑥] вигляду B(𝑓) := 𝑞0(𝑥+𝛼)𝑓(𝑥)+

𝑞1(𝑥 + 𝛼)𝑓
′
(𝑥) + . . . + 𝑞𝑚(𝑥 + 𝛼)𝑓 (𝑚)(𝑥). Очевидно, що оператор B перево-

дить множину невiд’ємних (додатних) многочленiв iз R2(⌊𝑚
2 ⌋+1)[𝑥] в множи-

ну невiд’ємних многочленiв. А саме, нехай 𝑓(𝑥) є довiльним невiд’ємним

(додатним) многочленом. Тодi 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥−𝛼) є також невiд’ємним (додат-

ним) многочленом, звiдки A(𝑔)(𝑦) є невiд’ємним для усiх 𝑦 ∈ R, i таким
чиномA(𝑔)(𝑥+𝛼) = B(𝑓)(𝑥) є невiд’ємним многочленом. ОператорB задо-

вольняє умови теореми 3.3.4, тобто вiн не переводить множину невiд’ємних

(додатних) многочленiв iз R2(⌊𝑚
2 ⌋+1)[𝑥] в множину невiд’ємних многочленiв.

Отримане протирiччя доводить теорему. 2

Вiдмiтимо, що степiнь 2
(︀
⌊𝑚2 ⌋+ 1

)︀
в теоремi 3.3.6 не може бути змен-

шена: для кожного 𝑚 ∈ N iснують лiнiйнi диференцiальнi оператори

A : R[𝑥] → R[𝑥] порядку 𝑚, котрi переводять множину невiд’ємних мно-

гочленiв iз R2⌊𝑚
2 ⌋[𝑥] в множину невiд’ємних многочленiв. Як дуже простий

приклад такого оператору можна взяти A(𝑓) = 𝑓 (𝑚) (або A(𝑓) = 𝑓+𝑓 (𝑚)).

Деякi важливi приклади таких диференцiальних операторiв були дослiд-

женi Р.Ремаком.

Теорема 3.3.7. ([195], дивись також [191, VII, задача 38]). Нехай A :

R[𝑥] → R[𝑥] є лiнiйним диференцiальним оператором порядку 2𝑚, 𝑚 ∈ N,
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зi сталими коефiцiєнтами 𝑎0, 𝑎1, . . . 𝑎2𝑚:

A(𝑓) =
𝑎0

0!
𝑓(𝑥) +

𝑎1

1!
𝑓

′
(𝑥) + . . .+

𝑎2𝑚

(2𝑚)!
𝑓 (2𝑚)(𝑥), 𝑓 ∈ R[𝑥].

Тодi оператор A переводить множину невiд’ємних многочленiв iз R2𝑚[𝑥] в

множину невiд’ємних многочленiв тодi i тiльки тодi, коли наступна квад-

ратична форма
∑︀𝑚

𝑖=0

∑︀𝑚
𝑗=0 𝑎𝑖+𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 є невiд’ємно визначеною.

Ми отримуємо ще наступну теорему.

Теорема 3.3.8. ([127]). Нехай A : R[𝑥] → R[𝑥] є лiнiйним диферен-

цiальним оператором порядку 𝑚 > 1 з полiномiальними коефiцiєнтами

𝑄 = (𝑞0(𝑥), 𝑞1(𝑥), . . . 𝑞𝑚(𝑥)):

A(𝑓) =
𝑞0(𝑥)

0!
𝑓(𝑥) +

𝑞1(𝑥)

1!
𝑓

′
(𝑥) + . . .+

𝑞𝑚(𝑥)

𝑚!
𝑓 (𝑚)(𝑥), 𝑓 ∈ R[𝑥].

Тодi оператор A переводить множину невiд’ємних многочленiв iз R2⌊𝑚
2 ⌋[𝑥]

в множину невiд’ємних многочленiв тодi i тiльки тодi, коли усi головнi

мiнори наступної (⌊𝑚2 ⌋ + 1) × (⌊𝑚2 ⌋ + 1) матрицi 𝒜𝑞(𝑥) := (𝑞𝑖+𝑗(𝑥))
⌊𝑚

2 ⌋
𝑖,𝑗=0 є

невiд’ємними для кожного 𝑥 ∈ R.

Доведення. Очевидно, що многочлен 𝑓 є невiд’ємним тодi i тiльки то-

дi, коли многочлен ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑥0) є невiд’ємним (де 𝑥0 є довiльним

дiйсним числом). Тобто, як ми вiдмiтили в доведеннi теореми 3.3.6, опера-

тор A переводить множину невiд’ємних многочленiв iз R2⌊𝑚
2 ⌋[𝑥] в множину

невiд’ємних многочленiв тодi i тiльки тодi, коли для кожного невiд’ємного

многочлена 𝑓 ∈ R2⌊𝑚
2 ⌋[𝑥] i для кожного 𝑥 ∈ R

A(𝑓)(0) =
𝑞0(𝑥)

0!
𝑓(0) +

𝑞1(𝑥)

1!
𝑓

′
(0) + . . .+

𝑞𝑚(𝑥)

𝑚!
𝑓 (𝑚)(0) > 0.

Дiйсний многочлен з R2⌊𝑚
2 ⌋[𝑥] є невiд’ємним тодi i тiльки тодi, коли вiн

може бути представленим як сума квадратiв двох дiйсних многочленiв з

R⌊𝑚
2 ⌋[𝑥]. Звiдти, A(𝑓)(0) > 0 для кожного невiд’ємного многочлена 𝑓 ∈

R2⌊𝑚
2 ⌋[𝑥] тодi i тiльки тодi, коли A(𝑔2)(0) > 0 для кожного 𝑔 ∈ R⌊𝑚

2 ⌋[𝑥],

тобто для кожного набору дiйсних чисел 𝜉0, 𝜉1, . . . , 𝜉⌊𝑚
2 ⌋ i для кожного 𝑥 ∈ R
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многочлен A
(︀
(𝜉0 + 𝜉1𝑥+ . . .+ 𝜉⌊𝑚

2 ⌋𝑥
⌊𝑚

2 ⌋)2
)︀
(0) є невiд’ємним. Ми маємо

A
(︁
(𝜉0 + 𝜉1𝑥+ . . .+ 𝜉⌊𝑚

2 ⌋𝑥
⌊𝑚

2 ⌋)2
)︁
(0) =

⌊𝑚
2 ⌋∑︁

𝑖,𝑗=0

𝜉𝑖𝜉𝑗𝑞𝑖+𝑗(𝑥) > 0.

Тобто, лiнiйний оператор A переводить множину невiд’ємних многочленiв

з R2⌊𝑚
2 ⌋[𝑥] в множину невiд’ємних многочленiв тодi i тiльки тодi, коли для

усiх 𝑥 ∈ R квадратична форма
∑︀⌊𝑚

2 ⌋
𝑖,𝑗=0 𝑞𝑖+𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 є невiд’ємно визначе-

ною. Твердження теореми випливає з добре вiдомого критерiю невiд’ємної

визначеностi квадратичної форми. 2

Вiдмiтимо, що легко побудувати приклад лiнiйного оператора зi стали-

ми коефiцiєнтами, який задовольняє вимоги теореми 3.3.8.

3.4 О нульових множинах цiлих абсолютно монотонних

функцiй

В попереднiх параграфах ми вивчали многочлени з додатними коефi-

цiєнтами. Природним континуальним узагальненням многочленiв з додат-

ними коефiцiєнтами є перетворення Лапласа невiд’ємних скiнченних Боре-

левських мiр з носiями на додатнiй пiвосi. Дiйсно, якщо ми iнтерпретуємо

коефiцiєнти многочлена 𝑓 степеня 𝑛 як додатнi маси дискретної мiри 𝜇 з

носiєм у множинi {0, 1, 2, . . . , 𝑛}, такої що 𝜇({𝑘}) = 𝑓 (𝑘)(0)
𝑘! , тодi значенням

перетворення Лапласу цiєї мiри у точцi 𝑥 = log 𝑢, 𝑢 > 0, буде значення

многочлену 𝑓(𝑢).

Вiдмiтимо, що проблема опису нульових множин многочленiв фiксо-

ваного степеня 𝑛 з невiд’ємними коефiцiєнтами є досi вiдкритою i дуже

складною. Очевидно, що нульова множина такого многочлена є симетрич-

ною вiдносно дiйсної осi; вiдомо ще, що така множина не перетинає сектор

{𝑧 : | arg 𝑧| < 𝜋
𝑛} (дивись теорему I.Шонберга 1.1.14 з роздiлу 1). Для демон-

страцiї труднощiв, якi виникають при спробi описати такi нульовi множини,

наведемо такий приклад. Легко перевiрити, що множина {1+
√

3𝑖
2 , 1−

√
3𝑖

2 , 𝑎},
𝑎 > 0, є нульовою множиною многочлена третього ступеня з невiд’ємними

коефiцiєнтами при єдиному значеннi параметра 𝑎 : при 𝑎 = 1. Вiдомо ще,
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що кожна симетрична вiдносно дiйсної осi скiнчена множина 𝐴, яка не

перетинає додатну пiввiсь, є пiдмножиною нульової множини деякого мно-

гочлена 𝑃 з додатними коефiцiєнтами (теореми Лаґерра i Полiа, дивись

[191, вiддiл 5, глава 3, задачi 183-185]). Вiдзначимо, що оцiнка степеня

такого многочлена 𝑃 для заданої множини 𝐴 є також вiдкритою i дуже

складною проблемою.

Ми будемо описувати властивостi нульових множин перетворень Ла-

пласа невiд’ємних скiнчених Борелевських мiр з носiями на додатнiй пiвосi,

вiдомих як абсолютно монотоннi функцiї.

Означення 3.4.1. Функцiя 𝑓 ∈ 𝐶∞(−∞, 0] називається абсолютно моно-

тонною функцiєю, якщо виконуються наступнi нерiвностi

𝑓 (𝑘)(𝑥) > 0, ∀𝑘 ∈ N
⋃︁

{0}, ∀𝑥 ∈ (−∞, 0]. (3.23)

Поняття абсолютно монотонної функцiї було введено С.Бернштейном

у [27]. За добре вiдомою теоремою С.Бернштейна (дивись [12]), клас абсо-

лютно монотонних функцiй збiгається з класом цiлих функцiй, якi можуть

бути представленими наступним чином

𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝑥𝑢𝑃 (𝑑𝑢), 𝑥 ∈ (−∞, 0], (3.24)

де 𝑃 є невiд’ємною скiнченною Борелевською мiрою на [0,∞).

Представлення (3.24) демонструє, що кожна абсолютно монотонна

функцiя 𝑓 має наступнi властивостi: ця функцiя є аналiтичною в пiв-

площинi C0 := {𝑧 : Re 𝑧 < 0}, неперервною в замкненiй пiвплощинi

{𝑧 : Re 𝑧 6 0}, i ця функцiя має представлення

𝑓(𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝑧𝑢𝑃 (𝑑𝑢), Re 𝑧 6 0, (3.25)

де iнтеграл є абсолютно збiжним для кожного 𝑧.

Абсолютно монотоннi функцiї є обмеженими в пiвплощинi:

|𝑓(𝑧)| 6 𝑓(0), Re 𝑧 6 0. (3.26)

Постає природна проблема: характеризувати клас пiдмножин C0, якi

можуть бути нульовими множинами абсолютно монотонних функцiй. Вiд-
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мiтимо декiлька вiдомих властивостей таких нульових множин. Очевидно,

якщо множина 𝐴 ⊂ C0 є нульовою множиною абсолютно монотонної функ-

цiї, то 𝐴 є не бiльш нiж злiченною множиною без граничних точок в C0 i,

крiм того,

𝐴
⋂︁

𝑅 = ∅, 𝑎 ∈ 𝐴⇔ 𝑎̄ ∈ 𝐴, (3.27)

(кратностi точок 𝑎 i 𝑎̄ є рiвними). З нерiвностi (3.26) випливає, що 𝐴 задо-

вольняє добре вiдому умову Бляшке для пiвплощини:∑︁
𝑎∈𝐴

Re 𝑎
|𝑎|2 + 1

<∞. (3.28)

Наступна необхiдна умова, незалежна вiд попереднiх двох, була вiдмiчена

в роботi I.В.Островського [174]:

dist(𝑥,𝐴) → +∞, 𝑥→ −∞. (3.29)

I.В.Островський показав також (усне повiдомлення), що наступна незалеж-

на умова є необхiдною:

∀𝛼 ∈ (0, 𝜋/2) :
∑︁

𝑎∈𝐴
⋂︀
{𝑧:| arg 𝑧−𝜋|<𝛼}

Re
1

𝑥− 𝑎
→ 0, 𝑥→ −∞. (3.30)

В роботi [174] було доведено, що кожна скiнчена множина, яка задо-

вольняє (3.27), є нульовою множиною деякої абсолютно монотонної функ-

цiї (навiть цiлої абсолютно монотонної функцiї). Ми покажемо нижче, що,

якщо iснує 𝛼 ∈ (0, 𝜋/2)) : 𝐴
⋂︀
{𝑧 : | arg 𝑧−𝜋| < 𝛼} = ∅, i множина 𝐴 не має

скiнчених граничних точок, то умови (3.27) i (3.28) є достатнiми умовами

для того, щоб множина 𝐴 була нульовою множиною деякої цiлої абсолют-

но монотонної функцiї. Метою цього параграфу є отримання однiєї нової

необхiдної умови для нульових множин абсолютно монотонних функцiй,

демонстрацiя того факту, що ця умова не є наслiдком попередньо вiдомих,

i обговорення деяких прикладiв.

Теорема 3.4.2. ([116]). Нехай множина 𝐴 ⊂ C0 без скiнченних граничних

точок є нульовою множиною абсолютно монотонної функцiї 𝑓 . Нехай 𝐵 є

добутком Бляшке:

𝐵(𝑧) :=
∏︁
𝑎∈𝐴

1− 𝑧
𝑎

1 + 𝑧
𝑎̄

. (3.31)
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Тодi iснує невiд’ємна функцiя 𝑔 ∈ 𝐶(−∞,−1]
⋂︀
𝐿1(−∞,−1], така що

(log𝐵(𝑥))
′′
> −𝑔(𝑥). (3.32)

Твердження теореми 3.4.2 може бути записаним в iншiй формi.

Теорема 3.4.3. ([116]). Нехай множина 𝐴 ⊂ C0 без скiнчених граничних

точок є нульовою множиною абсолютно монотонної функцiї 𝑓 . Нехай 𝐵 є

добутком Бляшке (3.31). Тодi для кожного 𝛽 ∈ (0, 𝜋/2) iснує невiд’ємна

неперервна функцiя ℎ𝛽, ℎ𝛽 ∈ 𝐿1(−∞,−1], така що∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:| arg 𝑎−𝜋|<𝛽}

1

(𝑥− 𝑎)2
6 ℎ𝛽(𝑥). (3.33)

Доведення. Ми маємо

(log𝐵(𝑥))
′′
=
∑︁
𝑎∈𝐴

(
1

(𝑥+ 𝑎̄)2
− 1

(𝑥− 𝑎)2
).

Покажемо, що функцiя

𝑆1 :=
∑︁

𝑎∈𝐴
⋂︀
{𝑎:𝛽6| arg 𝑎−𝜋|<𝜋/2}

(
1

(𝑥+ 𝑎̄)2
− 1

(𝑥− 𝑎)2
) ∈ 𝐿1(−∞,−1].

Ми отримуємо з елементарних обчислень

|𝑆1| 6∑︀
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:𝛽6| arg 𝑎−𝜋|<𝜋/2}

|−4𝑥Re 𝑎+4𝑖Re 𝑎 Im 𝑎|
|𝑥−𝑎|2|𝑥+𝑎̄|2 6∑︀

𝑎∈𝐴
⋂︀
{𝑎:𝛽6| arg 𝑎−𝜋|<𝜋/2}

4|𝑥||Re 𝑎|+4|Re 𝑎||Im 𝑎|
|𝑥−𝑎|2|𝑥+𝑎̄|2 =∑︀

𝑎∈𝐴
⋂︀
{𝑎:𝛽6| arg 𝑎−𝜋|<𝜋/2}

4|𝑥||Re 𝑎|+4|Re 𝑎||Im 𝑎|
(𝑥2−|𝑎|2)2+4𝑥2(Im 𝑎)2

6

𝐶𝛽
∑︀

𝑎∈𝐴
⋂︀
{𝑎:𝛽6| arg 𝑎−𝜋|<𝜋/2}

4|𝑥||Re 𝑎|+4|Re 𝑎||Im 𝑎|
(𝑥2+|𝑎|2)2 =: 𝑔1(𝑥), (3.34)

де 𝐶𝛽 є додатною сталою, яка залежить тiльки вiд 𝛽. Тепер покажемо, що

𝑔1 ∈ 𝐿1(−∞, 0]. Ми маємо ∫︁ 0

−∞
𝑔1(𝑥)𝑑𝑥 =

∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:𝛽6| arg 𝑎−𝜋|<𝜋/2}

∫︁ ∞

0

4𝑦|Re 𝑎|+ 4|Re 𝑎||Im 𝑎|
(𝑦2 + |𝑎|2)2

𝑑𝑦 =



109

∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:𝛽6| arg 𝑎−𝜋|<𝜋/2}

∫︁ ∞

0

4|𝑎||Re 𝑎|𝑡+ 4|Re 𝑎||Im 𝑎|
|𝑎|4(1 + 𝑡2)2

|𝑎|𝑑𝑡 6

∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:𝛽6| arg 𝑎−𝜋|<𝜋/2}

4|Re 𝑎|
|𝑎|2

∫︁ ∞

0

(𝑡+ 1)

(1 + 𝑡2)2
𝑑𝑡 <∞ (3.35)

(дивись (3.28) ). Щоб отримати (3.33) залишилося показати, що∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:| arg 𝑎−𝜋|<𝛽}

1

(𝑥+ 𝑎̄)2
∈ 𝐿1(−∞,−1].

Ми маємо ∫︁ −1

−∞
|

∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:| arg 𝑎−𝜋|<𝛽}

1

(𝑥+ 𝑎̄)2
|𝑑𝑥 6

∫︁ −1

−∞

∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:| arg 𝑎−𝜋|<𝛽}

1

|𝑥+ 𝑎̄|2
𝑑𝑥

6
∫︁ −1

−∞

∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:| arg 𝑎−𝜋|<𝛽}

1

𝑥2 + (Re 𝑎)2

6
∑︁

𝑎∈𝐴
⋂︀
{𝑎:| arg 𝑎−𝜋|<𝛽}

1

Re 𝑎

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

1 + 𝑡2
<∞ (3.36)

(ми використали умову (3.28) для випадку | arg 𝑎 − 𝜋| < 𝛽). Беручи до

уваги (3.35) i (3.36) ми робимо висновок, що твердження теореми 3.4.3 є

еквiвалентним (3.33). 2

Твердження 3.4.4. ([116]). Нехай {𝛼𝑘}∞𝑘=1 i {𝛽𝑘}∞𝑘=1 є двома послiдовно-

стями додатних чисел, 𝛼𝑘 → +∞, 𝛽𝑘 → +∞, i
∞∑︁
𝑘=1

1

𝛼𝑘
<∞, 𝛽𝑘 = 𝑜(𝛼𝑘),

∞∑︁
𝑘=1

1

𝛽𝑘
= ∞.

Припустимо, що iснує 𝜆 > 1, таке що

𝛼𝑘 + 𝜆𝛽𝑘 6 𝛼𝑘+1 − 𝛽𝑘+1, 𝑘 ∈ N. (3.37)

Тодi 𝐴 := {𝛼𝑘 + 𝑖𝛽𝑘}
⋃︀
{𝛼𝑘 − 𝑖𝛽𝑘} не задовольняє умову (3.33).

Доведення. Оскiльки множина 𝐴 є симетричною вiдносно дiйсної осi,

умова (3.33) може бути переписана у виглядi: iснує невiд’ємна неперерв-
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на функцiя ℎ, ℎ ∈ 𝐿1(−∞,−1], така що∑︁
𝑎∈𝐴

Re
1

(𝑥− 𝑎)2
6 ℎ(𝑥). (3.38)

Для кожного 𝑘 ми маємо

Re
1

(𝑥− 𝑎)2
=

(𝑥− 𝛼𝑘)
2 − 𝛽2

𝑘

((𝑥− 𝛼𝑘)2 + 𝛽2
𝑘)

2
> 0

для усiх

𝑥 ∈ (−∞, 𝛼𝑘 − 𝛽𝑘)
⋃︁

(𝛼𝑘 + 𝛽𝑘,∞).

Позначимо через 𝐼 :=
⋃︀∞
𝑘=1(𝛼𝑘+𝛽𝑘, 𝛼𝑘+1 −𝛽𝑘+1) (дивись (3.37)). Таким

чином, ми маємо∑︁
𝑎∈𝐴

(𝑥− 𝛼𝑘)
2 − 𝛽2

𝑘

((𝑥− 𝛼𝑘)2 + 𝛽2
𝑘)

2
>

(𝑥− 𝛼𝑗)
2 − 𝛽2

𝑗

((𝑥− 𝛼𝑗)2 + 𝛽2
𝑗 )

2
(3.39)

для усiх

𝑥 ∈ (𝛼𝑗 + 𝛽𝑗, 𝛼𝑗+1 − 𝛽𝑗+1).

З останньої оцiнки випливає (дивись також (3.37)):∫︀
𝐼 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 >

∑︀∞
𝑘=1

∫︀ 𝛼𝑘+1−𝛽𝑘+1

𝛼𝑘+𝛽𝑘

(𝑥−𝛼𝑘)2−𝛽2
𝑘

((𝑥−𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘)2
𝑑𝑥 >∑︀∞

𝑘=1

∫︀ 𝛼𝑘+𝜆𝛽𝑘
𝛼𝑘+𝛽𝑘

(𝑥−𝛼𝑘)2−𝛽2
𝑘

((𝑥−𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘)2
𝑑𝑥 =

∑︀∞
𝑘=1

1
𝛽𝑘

∫︀ 𝜆
1

𝑢2−1
(𝑢2+1)2𝑑𝑢

= 𝐶(𝜆)
∑︀∞

𝑘=1
1
𝛽𝑘

= ∞. (3.40)

2

Приклад 3.4.5. Використовуючи твердження 3.4.4, ми отримуємо, що

𝐴𝛾 := {−𝑘𝛾 + 𝑖𝑘}
⋃︀
{−𝑘𝛾 − 𝑖𝑘}, 𝑘 ∈ N, не є нульовою множиною абсолютно

монотонної функцiї при 𝛾 > 2, але множина 𝐴𝛾 задовольняє (3.27), (3.28)

i (3.29). Прямим обчисленням ми отримуємо, що множина 𝐴2 задовольняє

умовi (3.30).

Зауваження 3.4.6. Беручи до уваги (3.30) ми можемо переписати (3.33)

у виглядi: для кожного 𝛽 ∈ (0, 𝜋/2)∑︁
𝑎∈𝐴

⋂︀
{𝑎:| arg 𝑎−𝜋|<𝛽}

1

(𝑥− 𝑎)2
∈ 𝐿1(−∞,−1].
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3.5 Неперервний аналог однiєї теореми М. Фекете i

Дж. Полiа

У 1912 роцi М. Фекете i Дж. Полiа [78] довели наступну теорему.

Теорема 3.5.1. ([78]). Нехай 𝑓(𝑢) = 𝑝0 + 𝑝1𝑢 + . . . + 𝑝𝑛𝑢
𝑛 є многочленом

степеня 𝑛 з дiйсними коефiцiєнтами, i припустимо, що

𝑓(𝑢) > 0 для усiх 𝑢 > 0. (3.41)

Тодi iснує додатне число 𝜆0, таке що для кожного 𝜆 > 𝜆0 цiла функцiя

exp(𝜆𝑢)𝑓(𝑢) має усi додатнi коефiцiєнти Тейлора.

Ми збираємося довести неперервний аналог цiєї теореми. Для функцiї

𝑓 : [0; +∞) → R ми позначимо через 𝐿(𝑥, 𝑓) її перетворення Лапласу:

𝐿(𝑥, 𝑓) :=
∫︀∞

0 exp(𝑥𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Головним результатом цього параграфу є наступна теорема.

Теорема 3.5.2. ([117]). Нехай 𝑝 : [0; +∞) → R є функцiєю, яка задоволь-

няє наступнi умови:

1. 𝑝 ∈ 𝐶[0; +∞);

2. 𝐿(𝑥, |𝑝|) <∞ для усiх 𝑥 > 0;

3. iснують дiйснi числа 𝑎, 𝑏, 0 < 𝑎 6 𝑏 < +∞, такi що 𝑝(𝑡) > 0 для

𝑡 ∈ [0, 𝑎] ∪ [𝑏,+∞);

4. iснують 𝑡1 ∈ [0, 𝑎] i 𝑡2 ∈ [𝑏,+∞), такi що 𝑝(𝑡1) > 0, 𝑝(𝑡2) > 0;

5. 𝐿(𝑥, 𝑝) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R.

Тодi iснує 𝜀0 > 0, таке що для усiх 𝜀 ∈ (0; 𝜀0] iснує 𝜆𝜀 > 0, таке що для

усiх 𝜆 > 𝜆𝜀 функцiя

𝐹𝜆,𝜀(𝑥) = 𝐿(𝑥, 𝑝) exp(𝜆𝑒𝜀𝑥) (3.42)

є перетворенням Лапласу невiд’ємної функцiї 𝑞𝜆,𝜀.

Наступна теорема про функцiї з компактним носiєм є прямим наслiдком

теореми 3.5.2.
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Теорема 3.5.3. ([117]). Нехай 𝑝 : [𝑎; 𝑏] → R є функцiєю, яка задовольняє

наступнi умови:

1. 𝑝 ∈ 𝐶[𝑎; 𝑏];

2. 𝑝(𝑎) > 0, 𝑝(𝑏) > 0;

3. 𝐿(𝑥, 𝑝) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R.

Тодi iснує 𝜀0 > 0, таке що для усiх 𝜀 ∈ (0; 𝜀0] iснує 𝜆𝜀 > 0, таке що для усiх

𝜆 > 𝜆𝜀 функцiя

𝐹𝜆,𝜀(𝑥) = 𝐿(𝑥, 𝑝) exp(𝜆𝑒𝜀𝑥) (3.43)

є перетворенням Лапласу невiд’ємної функцiї 𝑞𝜆,𝜀.

Останню теорему можна розглядати як неперервний аналог теоре-

ми 3.5.1 М.Фекете i Дж.Полiа. Дiйсно, якщо ми iнтерпретуємо коефiцiєнти

многочлена 𝑓 як маси дискретної мiри 𝜇 з носiєм у множинi {0, 1, 2, . . . , 𝑛},
𝜇({𝑘}) = 𝑓 (𝑘)(0)

𝑘! , тодi значенням перетворення Лапласу цiєї мiри у точцi

𝑥 = log 𝑢, 𝑢 > 0 буде многочлен 𝑓(𝑢). У цiєї iнтерпретацiї умова 3 тео-

реми 3.5.3 перейде до умови (3.41) теореми 3.5.1. Зауважимо, що (3.41)

забезпечує 𝑝0 > 0 i 𝑝𝑛 > 0, що є аналогами умови 2 теореми 3.5.3.

Умова неперервностi 1 в теоремах 3.5.2 i 3.5.3 може бути послаблена,

але тодi доведення буде дуже громiздким.

Функцiя exp(𝜆𝑒𝜀𝑥) є перетворенням Лапласу мiри 𝜇𝜆,𝜀 з носiєм на мно-

жинi точок {𝜀𝑘}∞𝑘=0, 𝜇𝜆,𝜀({𝜀𝑘}) = 𝜆𝑘/𝑘!. Тому теореми 3.5.2 i 3.5.3 означа-

ють, що згортка 𝑝*𝜇𝜆,𝜀 є невiд’ємною на [0,∞) для досить малих 𝜀 i великих

𝜆. Умови на функцiю 𝑝, якi гарантують iснування невiд’ємної Борелiвсь-

кої мiри 𝜇, такої що згортка 𝑝 * 𝜇 є невiд’ємною мiрою, були дослiдженi

Х.Дайамондом i М.Ессеном [67]. Однiєю з вiдмiнностей нашого результату

вiд теорем Х.Дайамонда i М.Ессена є той факт, що мiра 𝜇𝜆,𝜀 в теоремах

3.5.2 i 3.5.3 є “стандартною”, тобто її вигляд не є залежним вiд 𝑝. Бiльш

суттєвою вiдмiннiстю є те, що перетворення Лапласу 𝜇𝜆,𝜀 не має коренiв у

всiєї комплекснiй площинi, звiдки нульовi множини 𝐿(𝑥, 𝑝) i 𝐿(𝑥, 𝑝 * 𝜇𝜆,𝜀)
збiгаються. У дещо iншому випадку, коли 𝑝 i 𝜇 мають носiї на усiй дiйснiй
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прямiй R, таке збереження нульової множини вiдiгравало велику роль у рi-
шеннi (даному I.П. Каминiним i I.В. Островським в роботi [109]) проблеми

характеризацiї нульових множин цiлих перетворень Фур’є невiд’ємних мiр

з носiями на R. Тобто, теореми 3.5.2 i 3.5.3 є цiкавими у зв’язку з вiдкри-

тою проблемою характеризацiї нульових множин цiлих перетворень Фур’є

невiд’ємних мiр з носiями на пiвосi або вiдрiзку (дивись [174]).

Далi ми будемо доводити теореми 3.5.2 i 3.5.3.

Доведення. Доведемо спершу еквiвалентнiсть цих теорем.

Очевидно, що теорема 3.5.3 є окремим випадком теореми 3.5.2. Пока-

жемо, що теорема 3.5.2 є наслiдком теореми 3.5.3.

Припустимо, що теорема 3.5.3 є вiрною, i що виконуються умови теоре-

ми 3.5.2. Позначимо через 𝑙 i 𝑟 лiвий i правий кiнцi iнтервалу, що є носiєм

функцiї 𝑝, 0 6 𝑙 6 𝑡1, 𝑡2 6 𝑟 6 ∞ (числа 𝑡1 i 𝑡2 беремо iз умови 4 теоре-

ми 3.5.2. Ясно, що

𝑓(𝑥) :=

∫︁ 𝑟

𝑙

exp(𝑥𝑡)𝑝(𝑡)𝑑𝑡 > 0, 𝑥 ∈ R. (3.44)

Оскiльки число 𝑟 є правим кiнцем iнтервалу, що є носiєм функцiї 𝑝

(можливо 𝑟 = ∞), i умови 3 i 4 теореми 3.5.2 є виконаними, ми отримуємо,

що iснує послiдовнiсть сегментiв {[𝑟′𝑘, 𝑟′′𝑘 ]}∞𝑘=1, 𝑟
′
1 < 𝑟′′1 < 𝑟′2 < 𝑟′′2 < · · · ,

lim𝑘→+∞ 𝑟′′𝑘 = 𝑟, таких що 𝑝(𝑡) > 0 для кожного 𝑡 ∈ [𝑟′𝑘, 𝑟
′′
𝑘 ] i 𝑘 ∈ N.

Мiркуючи аналогiчно, ми отримуємо, що що iснує послiдовнiсть сегмен-

тiв {[𝑙′𝑘, 𝑙′′𝑘]}∞𝑘=1, 𝑙
′′
1 > 𝑙′1 > 𝑙′′2 > 𝑙′2 > · · · , lim𝑘→+∞ 𝑙′𝑘 = 𝑙, таких що 𝑝(𝑡) > 0

для усiх 𝑡 ∈ [𝑙′𝑘, 𝑙
′′
𝑘] i 𝑘 ∈ N. Ми припустимо, що 𝑟′1 > 𝑏, 𝑙′′1 6 𝑎, де числа 𝑎 i

𝑏 взятi з умови 3 теореми 3.5.2. Положимо

𝑓𝑘(𝑥) :=

∫︁ 𝑟′′𝑘

𝑙′𝑘

exp(𝑥𝑡)𝑝(𝑡)𝑑𝑡, 𝑘 ∈ N. (3.45)

Покажемо, що 𝑓𝑘0(𝑥) > 0 для деякого 𝑘0 ∈ N i довiльного 𝑥 ∈ R. Ми маємо

𝑓𝑘(𝑥) >
∫︁ 𝑟′′1

𝑙′1

exp(𝑥𝑡)𝑝(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓1(𝑥), 𝑥 ∈ R. (3.46)
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Нехай 𝑥 > 0, тодi iз (3.46) випливає, що

𝑓𝑘(𝑥) >
∫︀ 𝑟′′1
𝑙′1

exp(𝑥𝑡)𝑝(𝑡)𝑑𝑡 > (3.47)∫︀ 𝑟′′1
(𝑟′1+𝑟′′1 )/2 exp(𝑥𝑡)𝑝(𝑡)𝑑𝑡−

∫︀ 𝑟′1
𝑙′1

exp(𝑥𝑡)|𝑝(𝑡)|𝑑𝑡

> 𝐾1 exp((𝑟
′
1 + 𝑟′′1)𝑥/2)−𝐾2 exp(𝑟

′
1𝑥),

де 𝐾1 > 0 i 𝐾2 > 0 є незалежними вiд 𝑥 i 𝑘. Таким чином, iснує додатне

число 𝑅1, таке що 𝑓𝑘(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 > 𝑅1 i 𝑘 ∈ N. Мiркуючи аналогiчно

для 𝑥 6 0, ми отримуємо

𝑓𝑘(𝑥) > 𝐾3 exp((𝑙
′
1 + 𝑙′′1)𝑥/2)−𝐾4 exp(𝑙

′′
1𝑥),

де 𝐾3 > 0 i 𝐾4 > 0 є незалежними вiд 𝑥 i 𝑘. Таким чином, iснує додатне

число 𝑅2, таке що 𝑓𝑘(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 6 𝑅2 i 𝑘 ∈ N. Тобто, 𝑓𝑘(𝑥) > 0 для

усiх 𝑘 ∈ N i для усiх 𝑥 ∈ (−∞;𝑅2] ∪ [𝑅1; +∞).

Залишилося показати, що iснує 𝑘 ∈ N, таке що 𝑓𝑘(𝑥) > 0, коли 𝑥 ∈
[𝑅2;𝑅1]. Iз умов 1, 2 теореми 3.5.2 випливає. що 𝑓𝑘(𝑥) → 𝑓(𝑥), 𝑘 → +∞,

рiвномiрно на кожному компактi в R. Iз умови 5 теореми 3.5.2 випливає,

що iснує 𝑘0 ∈ N, таке що для кожного 𝑥 ∈ [𝑅2;𝑅1] виконується нерiвнiсть

𝑓𝑘0(𝑥) > 0. Звiдки ми маємо 𝑓𝑘0(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R.
Позначимо через

𝑝1(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝜒[𝑙, 𝑙′𝑘0](𝑡), (3.48)

𝑝2(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝜒[𝑙′𝑘0, 𝑟
′′
𝑘0
](𝑡), (3.49)

𝑝3(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝜒[𝑟′′𝑘0, 𝑟](𝑡), (3.50)

де 𝜒[𝑚,𝑛] означає характеристичну функцiю вiдрiзка [𝑚,𝑛]:

𝜒[𝑚,𝑛](𝑡) =

{︃
1, 𝑡 ∈ [𝑚,𝑛],

0, 𝑡 ∈ (−∞;𝑚) ∪ (𝑛; +∞).
(3.51)

Тодi

𝑝(𝑡) = 𝑝1(𝑡) + 𝑝2(𝑡) + 𝑝3(𝑡), (3.52)

де

𝑝1(𝑡) > 0, 𝑝3(𝑡) > 0. (3.53)
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Ясно, що

exp(𝜆𝑒𝜀𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘 exp(𝑘𝜀𝑥)

𝑘!
=

∫︁ ∞

0

exp(𝑥𝑡)𝑑Φ𝜆,𝜀(𝑡), (3.54)

де Φ𝜆,𝜀 є сходинковою функцiєю зi стрибком 𝜆𝑘/𝑘! у точцi 𝜀𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . ..

Таким чином, функцiя 𝐹𝜆,𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥) exp(𝜆𝑒𝜀𝑥) має представлення

𝐹𝜆,𝜀(𝑥) =

∫︁ ∞

0

exp(𝑥𝑡)𝑞𝜆,𝜀(𝑡)𝑑𝑡, (3.55)

де

𝑞𝜆,𝜀(𝑡) = (𝑝 * Φ𝜆,𝜀) (𝑡) = (𝑝1 * Φ𝜆,𝜀) (𝑡) + (3.56)

(𝑝2 * Φ𝜆,𝜀) (𝑡) + (𝑝3 * Φ𝜆,𝜀) (𝑡).

Для 𝜀 > 0, 𝜆 > 0 i 𝑡 > 0 ми маємо

(𝑝1 * Φ𝜆,𝜀) (𝑡) > 0, (𝑝3 * Φ𝜆,𝜀) (𝑡) > 0. (3.57)

Таким чином ми довели, що (𝑝2 * Φ𝜆,𝜀) (𝑡) > 0 для 0 < 𝜀 6 𝜀0 i 𝜆 > 𝜆𝜀.

Це є наслiдком теореми 3.5.3, тому що функцiя 𝑝2 задовольняє усi вимоги

цiєї теореми.

Отже, ми довели, що теорема 3.5.2 є наслiдком теореми 3.5.3. Залиши-

лося довести теорему 3.5.3.

Без втрати загальностi ми можемо припустити, що [𝑎, 𝑏] = [0, 1]. Iз умов

1, 2 випливає, що iснує Δ ∈ (0, 1), таке що

𝑝(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [0,Δ] ∪ [1−Δ, 1]. (3.58)

Ми будемо вважати, що 𝑝 є заданою в кожнiй точцi дiйснiй осi, положимо

для цього 𝑝(𝑡) = 0, коли 𝑡 ∈ (−∞, 0) ∪ (1;+∞).

Ми маємо

𝐹𝜆,𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥) exp(𝜆𝑒𝜀𝑥) =

∫︁ ∞

0

exp(𝑥𝑡)𝑞𝜆,𝜀(𝑡)𝑑𝑡, (3.59)

де

𝑞𝜆,𝜀(𝑡) = (𝑝 * Φ𝜆,𝜀) (𝑡). (3.60)

Обчислимо 𝑞𝜆,𝜀. За означенням Φ𝜆,𝜀 (дивись (3.54) ) ми маємо

𝑞𝜆,𝜀(𝑡) =

∫︁ 𝑡

𝑡−1

𝑝(𝑡− 𝑢)𝑑Φ𝜆,𝜀(𝑢). (3.61)
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Iз (3.61) ясно, що

𝑞𝜆,𝜀(𝑡) = 0, коли 𝑡 6 0, (3.62)

i, бiльш того, з (3.58) ми маємо

𝑞𝜆,𝜀(𝑡) > 0, коли 𝑡 ∈ [0,Δ]. (3.63)

Ми цiкавимося формою функцiї 𝑞𝜆,𝜀 для 𝑡 > Δ. Фiксуємо таке 𝑡.

Ми будемо використовувати наступнi позначення: 𝑚 = 𝑚(𝜀, 𝑡) := [𝑡/𝜀],

𝛿 = 𝛿(𝜀, 𝑡) := 𝑡 − [𝑡/𝜀]𝜀, 𝑛 = 𝑛(𝜀, 𝑡) := [(1 − 𝛿)/𝜀]*, де [𝑎] є найбiльшим

цiлим числом, яке є меншим за 𝑎, а [𝑎]* є найменшим цiлим числом, яке є

бiльшим за 𝑎.

Вiдмiчаємо, що

𝑛(𝜀, 𝑡) 6 [𝜀−1] + 1. (3.64)

Ми маємо з (3.54) i (3.61)

𝑞𝜆,𝜀(𝑡) =
∫︀ 𝑡
𝑡−1 𝑝(𝑡− 𝑢)𝑑Φ𝜆,𝜀(𝑢) =

𝑝(𝛿)𝜆𝑚

𝑚! + 𝑝(𝛿+𝜀)𝜆𝑚−1

(𝑚−1)! (3.65)

+ . . .+ 𝑝(𝛿+(𝑛−1)𝜀)𝜆𝑚−𝑛+1

(𝑚−𝑛+1)! = 𝜆𝑚

𝑚!

(︃
𝑝(𝛿) + 𝑝(𝛿 + 𝜀)𝑚𝜆 +

𝑝(𝛿 + 2𝜀)𝑚𝜆
(︀
𝑚
𝜆 − 1

𝜆

)︀
+ . . .

+𝑝(𝛿 + (𝑛− 1)𝜀)𝑚𝜆
(︀
𝑚
𝜆 − 1

𝜆

)︀
· · ·
(︀
𝑚
𝜆 − 𝑛−2

𝜆

)︀)︃
. (3.66)

Ми введемо наступну систему многочленiв вiд змiнної 𝑦:

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) := (3.67)

𝑝(𝜇) + 𝑝(𝜇+ 𝜀)𝑦 + 𝑝(𝜇+ 2𝜀)𝑦(𝑦 − 𝛽) + . . .+

+𝑝(𝜇+ (𝑛− 1)𝜀)𝑦(𝑦 − 𝛽) · · · (𝑦 − (𝑛− 2)𝛽), (3.68)

де

0 6 𝜇 6 𝜀, 0 6 𝛽 6 1, 0 6 𝜀 6 1, 𝑛 6 [𝜀−1] + 1, (3.69)

(порiвняйте з (3.64) i (3.66)). З (3.66) ми бачимо, що

𝑞𝜆,𝜀(𝑡) =
𝜆𝑚

𝑚!
𝑄𝑛

(︂
𝑚

𝜆
, 𝛿,

1

𝜆

)︂
, 𝑡 > 0. (3.70)
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Ми вивчимо систему многочленiв 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽). Нехай 𝜀 > 0 буде фiксова-

ним i досить малим числом (величину 𝜀 > 0 буде вибрано пiзнiше). Iз

(3.68) випливає, що степенi многочленiв 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) є обмеженими, коли 𝜀

є фiксованим. Покажемо тепер, що при цих умовах многочлени 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽)

мають спiльну границю додатних коренiв для усiх 𝜇 ∈ [0, 𝜀] i 𝛽 ∈ [0, 1]. Ми

будемо використовувати наступну добре вiдому теорему.

Теорема 3.5.4. (дивись, наприклад, [7, задача 686]). Многочлен 𝑃 (𝑧) =

𝑎0 + 𝑎1𝑧 + . . .+ 𝑎𝑛𝑧
𝑛 не має коренiв при |𝑧| > 𝑅, де

𝑅 = 1 + (1/𝑎𝑛)max {|𝑎𝑗| : 0 6 𝑗 6 𝑛− 1} . (3.71)

Число 𝑝(𝜇+ (𝑛− 1)𝜀) є старшим коефiцiєнтом многочлена 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽).

Нехай 𝜀 > 0 буде фiксованим числом, 𝜀 < Δ/4 (дивись (3.58)). Якщо

𝜇 ∈ [0, 𝜀], 𝛽 ∈ [0, 1], 𝑛 6 [𝜀−1] + 1, ми маємо

𝑝(𝜇+ (𝑛− 1)𝜀) > min {𝑝(𝑡) : 𝑡 ∈ [1−Δ, 1]} > 0. (3.72)

Очевидно, що решта коефiцiєнтiв многочлена 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) є обмеженими

зверху сталою, яка залежить тiльки вiд max {|𝑝(𝑡)| : 0 6 𝑡 6 1} , якщо 𝜀
є фiксованим, 𝜀 ∈ (0,Δ/4], 𝜇 ∈ [0, 𝜀], 𝛽 ∈ [0, 1]. Тому для фiксованого

𝜀 ∈ (0,Δ/4] iснує дiйсне число 𝑅0 > 1, яке не залежить вiд 𝛽, таке що

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) > 0, 𝑦 > 𝑅0. (3.73)

Нехай 𝜀 > 0 буде фiксованим маленьким числом. Нагадуємо, що 𝑝 є

неперервною функцiєю, число 𝑛 = 𝑛(𝜀, 𝑡) задовольняє (3.64), тому ми от-

римуємо наступне

lim𝛽→0𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) = 𝑝(𝜇) + 𝑝(𝜇+ 𝜀)𝑦 + 𝑝(𝜇+ 2𝜀)𝑦2 + . . .+

+𝑝(𝜇+ (𝑛− 1)𝜀)𝑦𝑛−1 =: 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇), (3.74)

де границя є рiвномiрною по 𝜇 ∈ [0, 1] i 𝑦 ∈ 𝐶 для кожного компакту

𝐶 ⊂ C.

Лема 3.5.5. Iснують додатнi числа 𝜀0 i 𝜈0, такi що

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) > 𝜈0 > 0 (3.75)
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для довiльних 𝜀 ∈ (0, 𝜀0], 𝜇 ∈ [0, 𝜀] i 𝑦 > 0.

Перед доведенням леми 3.5.5 ми покажемо, що теорема 3.5.3 є наслiдком

леми 3.5.5.

Припустимо, що лема 3.5.5 є вiрною. Ми виберемо i фiксуємо додатне

число 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] (𝜀0 – те ж саме, що i в лемi 3.5.5). Розглянемо систему

многочленiв 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) на вiдрiзку [0, 𝑅0], де 𝑅0 вибрано з (3.73). Оскiль-

ки 𝜀0 є фiксованим, з (3.64) ми отримуємо, що степенi цих многочленiв є

обмеженими числом [𝜀−1]+1. З (3.75) i рiвномiрної збiжностi 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) до

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) по змiнної 𝑦 ∈ [0, 𝑅0], iснує додатне число 𝛽0, таке що

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) > 𝜈0/2 > 0 (3.76)

для кожного 𝛽 ∈ (0, 𝛽0], 𝑦 ∈ [0, 𝑅0] i 𝜇 ∈ [0, 𝜀]. З (3.73) i (3.76), iснує

додатне число 𝜀0, таке що для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] ми можемо вибрати

𝛽0 > 0, таке що для кожного 𝛽 ∈ (0, 𝛽0], 𝑦 > 0 виконується нерiвнiсть

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽) > 0. Покладемо 𝜆𝜀 = (1/𝛽0) i зробимо замiну в (3.70), i ми

отримуємо твердження теореми 3.5.3.

Таким чином, теорема 3.5.3 є наслiдком леми 3.5.5.

Для доведення леми 3.5.5, нам потрiбно знайти бiльш точну границю

додатних коренiв многочленiв 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇, 𝛽), нiж це зроблено в теоремi 3.5.4.

Лема 3.5.6. Нехай 𝐹 (𝑡) = 𝑎0+𝑎1𝑡+. . .+𝑎𝑛−1𝑡
𝑛−1 є многочленом з дiйсними

коефiцiєнтами. Припустимо, що для деякого 𝑞 ∈ N, такого що 𝑛/2 6 𝑞 < 𝑛

виконуються нерiвностi

𝑎𝑞 > 0, 𝑎𝑞+1 > 0, . . . , 𝑎𝑛−1 > 0. (3.77)

Нехай

max {|𝑎𝑗| : 0 6 𝑗 6 𝑞 − 1} 6 𝐵, min {𝑎𝑗 : 𝑞 6 𝑗 6 𝑛− 1} > 𝑏. (3.78)

Тодi 𝐹 (𝑡) > 0 для

𝑡 > max

{︃
1,

(︂
𝐵𝑞

𝑏(𝑛− 𝑞)

)︂1/(𝑛−𝑞)
}︃
. (3.79)
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Доведення. Ми маємо для 𝑡 > 0

𝐹 (𝑡) = 𝑎𝑛−1𝑡
𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑞𝑡

𝑞 + 𝑎𝑞−1𝑡
𝑞−1 + . . .+ 𝑎0 >

> 𝑏
(︀
𝑡𝑛−1 + 𝑡𝑛−2 + . . .+ 𝑡𝑞

)︀
−𝐵

(︀
𝑡𝑞−1 + 𝑡𝑞−2 + . . .+ 1

)︀
=

= 𝑏𝑡𝑞
𝑡𝑛−𝑞 − 1

𝑡− 1
−𝐵

𝑡𝑞 − 1

𝑡− 1
=

= 𝑏
𝑡𝑛−𝑞 − 1

𝑡− 1

[︂
𝑡𝑞 − 𝐵

𝑏

𝑡𝑞 − 1

𝑡𝑛−𝑞 − 1

]︂
. (3.80)

Нескладно побачити, що за умовами леми 3.5.6

𝑡𝑞 − 1

𝑡𝑛−𝑞 − 1
6

𝑞

𝑛− 𝑞
𝑡2𝑞−𝑛 (3.81)

для 𝑡 > 1. З (3.80) i (3.81) маємо

𝐹 (𝑡) > 𝑏
𝑡𝑛−𝑞 − 1

𝑡− 1

[︂
𝑡𝑞 −𝐵𝑞

𝑡2𝑞−𝑛

𝑏(𝑛− 𝑞)

]︂
. (3.82)

Тому, якщо 𝑡 > 1 i задовольняє умову

𝑡𝑞 −𝐵𝑞
𝑡2𝑞−𝑛

𝑏(𝑛− 𝑞)
> 0, (3.83)

то 𝐹 (𝑡) > 0. Легко перевiрити, що з (3.83) випливає твердження леми 3.5.6.

Лема 3.5.6 доведена. 2

Будемо тепер доводити лему 3.5.5. Ми знайдемо верхнi i нижнi межi

додатних коренiв многочленiв𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) за допомогою леми 3.5.6. Покладемо

𝐵 = max {|𝑝(𝑡)| : 0 6 𝑡 6 1} ; (3.84)

𝑏 = min {𝑝(𝑡) : 𝑡 ∈ [0,Δ] ∪ [1−Δ, 1]} > 0.

Число 𝑝(𝜇+𝑘𝜀) (дивись (3.74)) є коефiцiєнтом многочлена 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) при 𝑦𝑘.

Iз наших умов ми маємо 𝑝(𝑡) > 0 для 𝑡 ∈ [0,Δ] ∪ [1−Δ, 1]. Ми застосуємо

лему 3.5.6 до многочленiв

𝐹1(𝑦) = 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇)− 𝑏/2 (3.85)

i

𝐹2(𝑦) = 𝑦𝑛−1 (𝑄𝑛(1/𝑦, 𝜇)− 𝑏/2) = (𝑝(𝜇)− 𝑏/2) 𝑦𝑛−1 +

+𝑝(𝜇+ 𝜀)𝑦𝑛−2 + 𝑝(𝜇+ 2𝜀)𝑦𝑛−3 + . . .+ 𝑝(𝜇+ (𝑛− 1)𝜀). (3.86)



120

Положимо

𝜀1 = min {1/4,Δ/4} . (3.87)

Ми виберемо 𝜀0 < 𝜀1 (нагадуємо, що 0 < 𝜇 6 𝜀 < 𝜀0). Будемо оцiнювати

натуральнi числа 𝑛 i 𝑞 iз леми 3.5.6 для многочленiв 𝐹1 i 𝐹2. Вiдмiтимо,

що число 𝑛 iз леми 3.5.6 є числом усiх коефiцiєнтiв многочлена 𝐹 , а число

𝑞 є числом додатних “старших” коефiцiєнтiв. З (3.58) “старшi” коефiцiєнти

многочлена 𝐹1 будуть додатними, якщо iндекс 𝑘 задовольняє 1−Δ < 𝜇+

𝑘𝜀 < 1. Тому для многочлена 𝐹1 число додатних “старших” коефiцiєнтiв є

не меншим, нiж [Δ/𝜀] − 1, i iз (3.64) загальне число усiх коефiцiєнтiв не

перевищує [1/𝜀] + 1. Використовуючи лему 3.5.6 для многочлена 𝐹1, ми

отримуємо

𝐹1(𝑦) > 0 для 𝑦 > max

{︃
1,

(︂
2𝐵([(1−Δ)/𝜀] + 1)

𝑏([Δ/𝜀]− 1)

)︂1/([∆/𝜀]−1)
}︃
. (3.88)

Таким чином, iснує стала 𝐶1 > 0, яка не залежить вiд 𝜇 i 𝜀, така що

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) > 𝑏/2, для 𝑦 > exp(𝐶1𝜀). (3.89)

Мiркуючи аналогiчно для многочлена 𝐹2, ми отримуємо, що iснує стала

𝐶2 > 0, яка не залежить вiд 𝜇 i 𝜀, така що

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) > 𝑏/2 для 0 6 𝑦 6 exp(−𝐶2𝜀). (3.90)

Залишилося довести, що многочлени 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) є обмеженими знизу до-

датною константою, коли exp(−𝐶2𝜀) 6 𝑦 6 exp(𝐶1𝜀). Ми зробимо замiну

змiнної 𝑦 = exp(𝑥𝜀). Ця замiна є коректною, оскiльки ми розглядаємо си-

стему многочленiв 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) для 𝑦 > 0. Положимо

𝑞𝑛(𝑥, 𝜇) = 𝑄𝑛(𝑒
𝑥𝜀, 𝜇) = 𝑝(𝜇) + 𝑝(𝜇+ 𝜀)𝑒𝑥𝜀 + 𝑝(𝜇+ 2𝜀)𝑒2𝑥𝜀

+ . . .+ 𝑝(𝜇+ (𝑛− 1)𝜀)𝑒(𝑛−1)𝑥𝜀. (3.91)

Iз (3.89) i (3.90) ми маємо

𝑞𝑛(𝑥, 𝜇) > 𝑏/2 для |𝑥| > 𝐶 = max{𝐶1, 𝐶2}, (3.92)
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де 𝐶 є незалежною вiд 𝜇 i 𝜀. Ми розглянемо функцiї 𝑞𝑛(𝑥, 𝜇) для |𝑥| 6 𝐶.

Iз умов 1, 3 теореми 3.5.3 iснує додатне число 𝑎1, таке що

𝑓(𝑥) =

∫︁ 1

0

exp(𝑥𝑡)𝑝(𝑡)𝑑𝑡 > 𝑎1 (3.93)

для кожного |𝑥| 6 𝐶. Вiдмiтимо, що

𝜀 exp(𝑥𝜇)𝑞𝑛(𝑥, 𝜇) = 𝜀
(︁
𝑝(𝜇) + 𝑝(𝜇+ 𝜀)𝑒𝑥(𝜀+𝜇) +

𝑝(𝜇+ 2𝜀)𝑒𝑥(2𝜀+𝜇) + . . .++𝑝(𝜇+ (𝑛− 1)𝜀)𝑒𝑥(𝑛−1)𝜀+𝜇)
)︁
→

→
∫︀ 1

0 exp(𝑥𝑡)𝑝(𝑡)𝑑𝑡 > 𝑎1, 𝜀→ 0, (3.94)

рiвномiрно по вiдношенню до 𝑥 ∈ [−𝐶,𝐶]. Таким чином, iснує додатне

число 𝜀0(𝐶), таке що для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀0(𝐶)] ми маємо

𝜀 exp(𝑥𝜇)𝑞𝑛(𝑥, 𝜇) > 𝑎1/2 для |𝑥| 6 𝐶, 𝜇 ∈ [0, 𝜀]. (3.95)

З (3.95) ми отримуємо, що

𝑞𝑛(𝑥, 𝜇) > 𝑎1 exp(−𝐶𝜀0)/(2𝜀0) для |𝑥| 6 𝐶. (3.96)

Положимо

𝜀0 = min {𝜀1, 𝜀0(𝐶)} , 𝜈0 = min {𝑏/2, 𝑎1 exp(−𝐶𝜀0)/(2𝜀0)} . (3.97)

Тодi для кожного 𝜀 ∈ (0; 𝜀0] i 𝑥 ∈ [−𝐶,𝐶] виконується нерiвнiсть

𝑞𝑛(𝑥, 𝜇) > 𝜈0 > 0. (3.98)

З (3.92) i (3.98) ми маємо 𝑞𝑛(𝑥, 𝜇) > 𝜈0 > 0 для кожного 𝜀 ∈ (0; 𝜀0], 𝜇 ∈ (0; 𝜀],

𝑥 ∈ R . Нагадуємо, що 𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) = 𝑞𝑛(𝜀
−1 ln 𝑦, 𝜇), i ми маємо

𝑄𝑛(𝑦, 𝜇) > 𝜈0 > 0 (3.99)

для кожного 𝜀 ∈ (0; 𝜀0], 𝜇 ∈ (0; 𝜀], 𝑦 > 0. Таким чином, лема 3.5.5 доведена.

Це закiнчує доведення теореми 3.5.3 i теореми 3.5.2. 2

Зауваження 3.5.7. Функцiю 𝑝 в теоремах 3.5.3 i 3.5.2 можна розгляда-

ти як щiльнiсть деякої дiйсної мiри 𝑚𝑝. Теореми 3.5.3 i 3.5.2 можна пере-

формулювати наступним чином. Нехай 𝑚𝑝 є дiйсною мiрою iз неперервною
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щiльнiстю з носiєм на додатної пiвосi або сегментi. Нехай перетворення Ла-

пласу цiєї мiри 𝐿𝑚𝑝
(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R, i 𝑚𝑝 є додатною в деяких окiлах

кiнцевих точок носiя. Тодi для деяких 𝜀 > 0 i 𝜆𝜀 > 0 згортка 𝑚𝑝 * 𝜇𝜆,𝜀 > 0

(де 𝐿𝜇𝜆,𝜀
(𝑥) = exp(𝜆𝑒𝜀𝑥) ). Виникає питання: чи є це твердження вiрним

для довiльної мiри з носiєм на пiвосi або сегментi, яка є додатною в деяких

окiлах кiнцевих точок носiя i з додатним перетворенням Лапласу? Вiдпо-

вiдь є негативною. Нехай 𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1) є iррацiональними числами, якi не

є рацiонально лiнiйно залежними. Нехай 𝑚 := 𝐷0 − 𝜀𝐷𝛼 − 𝜀𝐷𝛽 + 𝐷1, де

𝐷𝑥 є мiрою Дiрака в точцi 𝑥 i 𝜀 > 0. Ясно, що якщо 𝜀 є достатньо малим,

то 𝐿𝑚(𝑥) =
∫︀ 1

0 exp(𝑥𝑡)𝑑𝑚(𝑡) > 0 для усiх дiйсних 𝑥. Якщо згортка 𝑚 * 𝜇𝜆,𝜀
є невiд’ємною в точцi 𝛼, то 𝜀 = 𝛼

𝑘 , 𝑘 ∈ N , i якщо 𝑚 * 𝜇𝜆,𝜀 є невiд’ємною
в точцi 𝛽, то 𝜀 = 𝛽

𝑙 , 𝑙 ∈ N. Тому для довiльного вибору чисел 𝜀, 𝜆 згортка

𝑚 * 𝜇𝜆,𝜀 не може бути невiд’ємною.

3.6 О нульових множинах цiлих абсолютно монотонних

функцiй

В цьому параграфi ми будемо описувати нульовi множини цiлих абсо-

лютно монотонних функцiй. Нагадуємо, що проблема опису цих множин

була поставлена в роботi I.В.Островського [174], i була вирiшена для скiн-

чених множин в цiй роботi. Ми дамо рiшення цiєї проблеми для множин,

якi не перетинаються з деяким кутом {𝑧 : | arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼} для 𝛼 > 0.

Цiлi абсолютно монотоннi функцiї утворюють пiдклас класу цiлих

функцiй, якi мають представлення у виглядi

𝑓(𝑧) =

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑧𝑢𝑃 (𝑑𝑢), (3.100)

де 𝑃 є скiнченою невiд’ємною Борелевською мiрою на R i iнтеграл абсо-

лютно збiгається в C. Нульовi множини класу цiлих функцiй, якi мають

представлення (3.100) були повнiстю описанi в роботi [109] I.П.Каминiна i

I.В.Островського. Цей опис є таким.

Теорема 3.6.1. ([109]). Множина 𝐸 ⊂ C без скiнчених граничних точок
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є нульовою множиною для деякої функцiї, яка має представлення (3.100),

тодi i тiльки тодi, коли виконуються наступнi умови:

1.

𝐸
⋂︁

R = ∅, 𝑏 ∈ 𝐸 ⇔ 𝑏̄ ∈ 𝐸 (3.101)

(кратностi точок 𝑏 i 𝑏̄ є рiвними);

2. для кожного 𝐻 > 0 виконується

log 𝑛(𝑟,𝐻) = 𝑜(𝑟), 𝑟 → ∞, (3.102)

де

𝑛(𝑟,𝐻) := #{𝑧 : 𝑧 ∈ 𝐸, |Im 𝑧| 6 𝑟, |Re 𝑧| 6 𝐻} (3.103)

(точки множини 𝐸 рахуються з їхнiми кратностями).

Ясно, що клас нульових множин цiлих абсолютно монотонних функцiй

утворює пiдклас класу нульових множин, що вони описанi в попереднiй

теоремi. З iншого боку, очевидно, що цiлi абсолютно монотоннi функцiї

формують пiдклас класу цiлих функцiй, якi є обмеженими в кожнiй пiв-

площинi вигляду

C𝜔 := {𝑧 : Re 𝑧 6 𝜔}, 𝜔 ∈ R. (3.104)

Тому характеризацiя нульових множин цiлих функцiй, якi є обмеженими

в кожнiй пiвплощинi вигляду C𝜔 є цiкавою. Наступна теорема роботи [118]

дає повну характеризацiю таких множин:

Теорема 3.6.2. ([118]). Множина 𝐸 = {𝑏𝑘}∞𝑘=1 ⊂ C без скiнчених гранич-

них точок є нульовою множиною деякої цiлої функцiї, яка є обмеженою в

C𝜔, ∀𝜔 ∈ R, тодi i тiльки тодi, коли∑︁
𝑏𝑘∈𝐸

⋂︀
C𝜔

|Re 𝑏𝑘|+ 1

|𝑏𝑘|2 + 1
<∞, ∀𝜔 ∈ R. (3.105)

Ми приведемо доведення цiєї теореми.

Доведення. Вiдмiтимо, що необхiднiсть умови (3.105) є простим наслiд-

ком добре вiдомої умови Бляшке для пiвплощини. Нескладно перевiрити,
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що з умови (3.105) випливає (2) в теоремi 3.6.1. Доведення достатностi ба-

зується на iдеї I.В.Островського.

Нехай множина 𝐸 задовольняє умови теоремi 3.6.2. Нехай

𝐸− := 𝐸
⋂︁

{𝑧 : Re 𝑧 < 0} = (𝑎𝑘)
∞
𝑘=1. (3.106)

Iснує послiдовнiсть додатних 𝛿𝑘 ↑ +∞, 𝑘 ↑ +∞, таких що
∞∑︁
𝑘=1

|Re 𝑎𝑘| · 𝛿𝑘 + 𝛿2
𝑘

|𝑎𝑘|2 + 1
<∞. (3.107)

Вiдзначимо, що з (3.107) випливає

𝛿𝑘 = 𝑜(|𝑎𝑘|), 𝑘 → ∞. (3.108)

Покладемо

𝐵1(𝑧) :=
∞∏︁
𝑘=1

1− 𝑧/𝑎𝑘
1− 𝑧/(𝛿𝑘 − 𝑎̄𝑘)

. (3.109)

З (3.107) нескiнчений добуток (3.109) збiгається i є мероморфною функ-

цiєю. Ми покажемо, що 𝐵1 є обмеженою функцiєю в C𝜔 ∖𝐾𝜔, ∀𝜔 ∈ R, де
𝐾𝜔 є компактною пiдмножиною {𝑧 : Re 𝑧 > 0}. Ми маємо

|𝐵1(𝑧)|2 =
∏︀∞

𝑘=1

(︁
1 +

𝛿2𝑘−2Re 𝑎𝑘·𝛿𝑘
|𝑎𝑘|2

)︁∏︀∞
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝑎𝑘−𝑧

𝛿𝑘−𝑎̄𝑘−𝑧

⃒⃒⃒2
(3.110)

=: 𝐶
∏︀∞

𝑘=1

⃒⃒⃒
𝑎𝑘−𝑧

𝛿𝑘−𝑎̄𝑘−𝑧

⃒⃒⃒2
.

Тут i надалi ми будемо позначати через 𝐶 не обов’язково рiвнi додатнi

константи.

Для 𝛿𝑘 > 2𝜔 виконується⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑘 − 𝑧

𝛿𝑘 − 𝑎̄𝑘 − 𝑧

⃒⃒⃒⃒
6 1, ∀𝑧 ∈ C𝜔. (3.111)

Зокрема, для 𝜔 = 0 нерiвнiсть (3.111) виконується для усiх 𝑘 ∈ N, звiдки

|𝐵1(𝑧)|2 6 𝐶, ∀𝑧 ∈ {Re 𝑧 6 0}. (3.112)

Оскiльки 𝛿𝑘 ↑ +∞, нерiвнiсть (3.111) виконується для усiх 𝜔 > 0 i усiх

достатньо великих 𝑘 > 𝑘0(𝜔). Тому, 𝐵1 є обмеженою в C𝜔 ∖𝐾𝜔, ∀𝜔 > 0, де
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𝐾𝜔 ⊂ {𝑧 : Re 𝑧 > 0} є компактною множиною, яка включає у себе точки

−𝑎̄𝑘 + 𝛿𝑘, 𝑘 = 1, . . . 𝑘0(𝜔)− 1.

Нехай

𝐸+ := 𝐸
⋂︁

{𝑧 : Re 𝑧 > 0} = (𝑏𝑘)
∞
𝑘=1. (3.113)

Без обмеження загальностi ми можемо вважати, що 0 ̸∈ 𝐸+. Iз (3.105)

випливає ∑︁
𝑏𝑘∈C𝜔

⋂︀
𝐸+

1

|𝑏𝑘|2
<∞, ∀𝜔 ∈ R. (3.114)

Звiдки, для кожного 𝑛 ∈ N, iснує 𝐴𝑛 > 0, таке що

∑︁
𝑛−16Re 𝑏𝑘6𝑛; |Im 𝑏𝑘|>𝐴𝑛

𝑛

|𝑏𝑘|2
6

1

𝑛2
. (3.115)

Положимо

Π𝑛 := {𝑧 : 𝑛− 1 6 Re 𝑧 6 𝑛, |Im 𝑧| 6 𝐴𝑛}, (3.116)

Ω :=
∞⋃︁
𝑛=1

Π𝑛, Λ := {𝑧 : Re 𝑧 > 0} ∖ Ω. (3.117)

З (3.115), iснує послiдовнiсть 0 < 𝜇𝑘 ↑ ∞, 𝑘 ↑ ∞, така що∑︁
𝑏𝑘∈Λ

Re 𝑏𝑘 · 𝜇𝑘 + 𝜇2
𝑘

|𝑏𝑘|2
<∞, (3.118)

звiдки маємо

𝜇𝑘 = 𝑜(|𝑏𝑘|), 𝑘 → +∞. (3.119)

Положимо

𝐵2(𝑧) :=
∏︁
𝑏𝑘∈Λ

1− 𝑧/𝑏𝑘
1− 𝑧/(𝑏𝑘 + 𝜇𝑘)

. (3.120)

З (3.118) нескiнченний добуток збiгається i є мероморфною функцiєю. Мiр-

куючи аналогiчно до мiркувань щодо функцiї 𝐵1, можна показати, що 𝐵2

є обмеженою в множинi C𝜔 ∖𝐾
′

𝜔, ∀𝜔 ∈ R+, де 𝐾
′

𝜔 є компактною множиною

в {𝑧 : Re 𝑧 > 0}.
Нехай 𝑉 є цiлою функцiєю, у якої нульова множина є об’єднанням трьох

множин: множини полюсiв функцiї 𝐵1, множини полюсiв функцiї 𝐵2, i мно-

жини 𝐸
⋂︀
Ω. Розглянемо наступну цiлу функцiю

𝑓0(𝑧) := 𝐵1(𝑧)𝐵2(𝑧)𝑉 (𝑧). (3.121)
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Нульова множина 𝑓0 спiвпадає з множиною 𝐸. Але 𝑓0 не обов’язково є

обмеженою в C𝜔, ∀𝜔 ∈ R.
Далi нам потрiбна наступна теорема, яка є простим окремим випадком

добре вiдомої теореми М.В.Келдиша.

Теорема 3.6.3. (М.В.Келдиш, дивись [167]). Нехай 𝜏(𝑥) > 0 є неперерв-

ною неспадаючою функцiєю на R+, такою що 𝜏(𝑥) ↑ +∞, 𝑥 ↑ +∞. Нехай

𝑔 є функцiєю, яка аналiтична в замкненiй областi

𝐺 = C ∖ {𝑧 : Re 𝑧 > 0, |Im 𝑧| < 𝜏(Re 𝑧)}. (3.122)

Тодi iснує цiла функцiя Φ, така що

|𝑔(𝑧)− Φ(𝑧)| 6 1, ∀𝑧 ∈ 𝐺. (3.123)

Очевидно, що iснує функцiя 𝜏 , яка задовольняє умовам теореми 3.6.4, i

така, що вiдповiдна область 𝐺 є вiльною вiд коренiв функцiї 𝑉 . Застосову-

ючи теорему 3.6.4 до 𝑔(𝑧) = log 𝑉 (𝑧), ми знаходимо цiлу функцiю Φ, таку

що

| log 𝑉 (𝑧)− Φ(𝑧)| 6 1, ∀𝑧 ∈ 𝐺. (3.124)

Очевидно, що

𝑓(𝑧) := 𝑓0(𝑧) exp(−Φ(𝑧)) = 𝐵1(𝑧)𝐵2(𝑧)𝑉 (𝑧) exp(−Φ(𝑧)) (3.125)

є цiлою функцiєю, яка є обмеженою в областi C𝜔, ∀𝜔, i з нульовою мно-

жиною 𝐸. 2

Виявляється, що, якщо ми додамо умову (3.105) до умов теореми 3.6.1,

ми не отримуємо повної характеризацiї нульових множин цiлих абсолютно

монотонних функцiй. В роботi [174] I.В.Островського було вiдмiчено, що

наступна умова, яка є незалежною вiд усiх попереднiх, є також необхiдною:

dist(𝑥,𝐸) → +∞, 𝑥→ −∞ (3.126)

(тут dist(𝑥,𝐸) є вiдстанню вiд точки 𝑥 до множини 𝐸).
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I.В.Островського показав також (усне повiдомлення), що наступна

незалежна умова є також необхiдною:

∃𝛼 ∈ (0, 𝜋/2) :
∑︁

𝑏𝑘∈𝐸
⋂︀
{𝑧:| arg 𝑧−𝜋|<𝛼}

Re
1

𝑥− 𝑏𝑘
→ 0, 𝑥→ −∞. (3.127)

У пунктi 3.4 цього роздiлу ми довели ще одну незалежну умову для

множини 𝐸, щоб вона була нульовою множиною цiлої абсолютно монотон-

ної функцiї:

∃𝛼 ∈ (0, 𝜋/2) :
∑︁

𝑏𝑘∈𝐸
⋂︀
{𝑧:| arg 𝑧−𝜋|<𝛼}

Re
1

(𝑥− 𝑏𝑘)2
∈ 𝐿1(−∞,−1]. (3.128)

На даний момент ми не знаємо, чи дають (3.101), (3.105), (3.126), (3.127)

i (3.128) набiр необхiдних i достатнiх умов для того, щоб множина була

нульовою множиною цiлої абсолютно монотонної функцiї.

В роботi ([118]) ми отримали повний опис нульових множин цiлих аб-

солютно монотонних функцiй, якщо цi множини розташованi в правiй пiв-

площинi. Було доведено, що для множини 𝐸 = (𝑏𝑘)
∞
𝑘=1 ⊂ {𝑧 : Re 𝑧 > 0}

без скiнчених граничних точок умови (3.101) i (3.105) є необхiдними i до-

статнiми для того, щоб множина була нульовою множиною деякої цiлої

абсолютно монотонної функцiї.

Головним результатом цього параграфу є наступна теорема, яка дає

характеризацiю нульових множин цiлих абсолютно монотонних функцiй,

якщо цi множини не перетинають деякий кут {𝑧 : | arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼} для

𝛼 > 0.

Теорема 3.6.4. ([122]). Нехай 𝐸 = (𝑏𝑘)
∞
𝑘=1 є множиною без скiнчених

граничних точок. Припустимо, що iснує 𝛼 ∈ (0, 𝜋/2], таке що 𝐸 ∩ {𝑧 :

| arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼} = ∅. Множина 𝐸 є нульовою множиною деякої цiлої аб-

солютно монотонної функцiї тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови

(3.101) i (3.105).

Доведення. Необхiднiсть вказаних умов є очевидною. Вiдмiтимо, що у

нашому випадку умови (3.126), (3.127) i (3.128) виконуються автоматично.

Для початку ми доведемо наступну теорему.
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Теорема 3.6.5. ([122]). Нехай 𝐸 = (𝑏𝑘)
∞
𝑘=1 є множиною без скiнчених гра-

ничних точок, яка задовольняє умови (3.101) i (3.105). Припустимо, що

iснує 𝛼 ∈ (0, 𝜋/2], таке що 𝐸 ∩ {𝑧 : | arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼} = ∅. Тодi iснує цiла
функцiя 𝜓1 з нульовою множиною 𝐸, яка має представлення абсолютно

збiжним в C iнтегралом

𝜓1(𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝑧𝑥𝑝1(𝑥)𝑑𝑥, (3.129)

де 𝑝1 є дiйсною неперервною на R+ функцiєю, яка є додатною на деякому

iнтервалi (0, 𝑥1), 𝑥1 > 0.

Ми отримуємо потрiбну теорему 3.6.4 з теореми 3.6.5 за допомогою ще

одного результату iз [118].

Теорема 3.6.6. ([118]). Нехай 𝜓 є цiлою функцiєю, яка є обмеженою в

C𝜔, ∀𝜔 ∈ R i 𝜓(𝑢) > 0, 𝑢 ∈ R. Тодi iснує цiла абсолютно монотонна функцiя
𝜒 без коренiв, така що добуток 𝜓 ·𝜒 має представлення абсолютно збiжним

в C iнтегралом

𝜓2(𝑧) := 𝜓(𝑧)𝜒(𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝑧𝑥𝑝2(𝑥)𝑑𝑥, (3.130)

де 𝑝2 є дiйсною неперервною функцiєю на R+, яка є додатною на деякiй

пiвосi [𝑥2,+∞), 𝑥2 > 0.

Нехай 𝐸 буде множиною, яка задовольняє умови теореми 3.6.4 . Iз тео-

реми 3.6.5 iснує цiла функцiя 𝜓1 з нульовою множиною 𝐸, яка має пред-

ставлення (3.129), де 𝑝1 є дiйсною неперервною функцiєю, яка є додатною

на деякому iнтервалi (0, 𝑥1), 𝑥1 > 0. Покажемо, що 𝜓1 задовольняє умови

теореми 3.6.6.

Очевидно, що 𝜓1 є цiлою функцiєю, яка є обмеженою в C𝜔, ∀𝜔 ∈ R.
Бiльш того, 𝜓1(𝑢) ∈ R для 𝑢 ∈ R. Оскiльки 𝐸

⋂︀
R = ∅, ми маємо 𝜓1(𝑢) ̸= 0

для 𝑢 ∈ R. Оскiльки 𝑝1(𝑥) > 0 для 𝑥 ∈ (0, 𝑥1), ми отримуємо, що 𝜓1(𝑢) > 0

для усiх 𝑢 < 0, коли |𝑢| є достатньо великим. Тобто, 𝜓1(𝑢) > 0, ∀𝑢 ∈ R, i
умови теореми 3.6.6 є виконаними.

Iз теореми 3.6.6, iснує цiла абсолютно монотонна функцiя 𝜒 без ко-

ренiв, така що добуток 𝜓2(𝑧) = 𝜓1(𝑧)𝜒(𝑧) має представлення абсолютно
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збiжним в C iнтегралом (3.130), де 𝑝2 є дiйсною неперервною функцiєю,

яка є додатною для 𝑥 > 𝑥2 > 0. Оскiльки 𝜒(𝑢) > 0, ∀𝑢 ∈ R, ми маємо

𝜓2(𝑢) > 0, ∀𝑢 ∈ R. Оскiльки 𝜒 не має коренiв, нульова множина функцiї

𝜓2 дорiвнює 𝐸. Як i кожна абсолютно монотонна функцiя, 𝜒 має представ-

лення

𝜒(𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝑧𝑥𝑄(𝑑𝑥) (3.131)

де 𝑄 є скiнченою Борелевською мiрою на R+. Звiдки

𝑝2(𝑥) = (𝑝1 *𝑄)(𝑥) =
∫︁ 𝑥

0

𝑝1(𝑥− 𝑡)𝑄(𝑑𝑡). (3.132)

Ми маємо 𝑝2(𝑥) > 0 для 𝑥 ∈ (0, 𝑥1), оскiльки 𝑝1(𝑥) > 0 для 𝑥 ∈ (0, 𝑥1).

З цього випливає, що 𝑝2 задовольняє умови теореми 3.5.3 iз попереднього

параграфу.

Iз теореми 3.5.3, для деяких 𝜀 > 0, 𝜆 > 0, функцiя 𝜓2(𝑧) exp(𝜆𝑒
𝜀𝑧) має

представлення

𝜓𝜆,𝜀(𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝑧𝑥𝑤𝜆,𝜀(𝑥)𝑑𝑥, (3.133)

де 𝑤𝜆,𝜀(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R+. Очевидно, що нульова множина функцiї

𝜓𝜆,𝜀 дорiвнює 𝐸.

Таким чином, теорема 3.6.4 буде доведеною, якщо ми доведемо теоре-

му 3.6.5. Будемо доводити теорему 3.6.5.

Нехай 𝐸 є множиною, яка задовольняє умови теореми 3.6.5. Побудуємо

цiлу функцiю 𝑓 , яка є обмеженою в C𝜔, ∀𝜔 ∈ R,

𝑓(𝑧) = 𝐵1(𝑧)𝐵2(𝑧)𝑉 (𝑧) exp(−Φ(𝑧)) =: 𝐵(𝑧)𝑉 (𝑧) exp(−Φ(𝑧)), (3.134)

де коренi 𝐵1 розташованi поза кутом {𝑧 : | arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼}, 𝛼 ∈ (0, 𝜋/2].

Оскiльки 𝐸 є симетричним по вiдношенню до R, то iз (3.109)

𝐵1(𝑧) =
∏︀∞

𝑘=1

(︁
1 +

2|Re 𝑎𝑘|·𝛿𝑘+𝛿2𝑘
|𝑎𝑘|2

)︁
· (3.135)∏︀∞

𝑘=1
(𝑎𝑘−𝑧)(𝑎̄𝑘−𝑧)

(−𝑎𝑘+𝛿𝑘−𝑧)(−𝑎̄𝑘+𝛿𝑘−𝑧) ,

i, якщо ми позначимо Λ+ := Λ
⋂︀
{𝑧 : Im 𝑧 > 0}, то iз (3.120)

𝐵2(𝑧) =
∏︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
1 +

2Re 𝑏𝑘·𝜇𝑘+𝜇2
𝑘

|𝑏𝑘|2

)︁
· (3.136)∏︀

𝑏𝑘∈Λ+

(𝑏𝑘−𝑧)(𝑏̄𝑘−𝑧)
(𝑏𝑘+𝜇𝑘−𝑧)(𝑏̄𝑘+𝜇𝑘−𝑧)

.
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В подальшому нам буде потрiбною оцiнка функцiї log𝐵(−𝑟) i ї ї по-
хiдних. Для того, щоб оцiнити цi функцiї, ми введемо деякi позначення.

Фiксуємо довiльне 0 < 𝛽 < 1 i положимо

𝑞(𝑟) := 1
𝑟1+𝛽 +

∑︀∞
𝑘=1(

2𝑟(2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘)
(|𝑎𝑘|2+𝑟2)2 + (3.137)

2|Re 𝑎𝑘|𝛿𝑘+𝛿2𝑘
|𝑎𝑘| · 1

|𝑎𝑘|2+𝑟2 ) +
∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
2𝑟𝜇𝑘

(|𝑏𝑘|2+𝑟2)2 +
𝜇𝑘

|𝑏𝑘| ·
1

|𝑏𝑘|2+𝑟2

)︁
.

З (3.107), (3.108), (3.118) i (3.119) обидва ряди в правiй частинi (3.138) збi-

гаються рiвномiрно по вiдношенню до 𝑟 на кожнiй компактнiй пiдмножинi

множини R+ i 𝑞(𝑟) → 0, якщо 𝑟 → ∞. Нехай

𝑄(𝑟) :=
∫︀∞
𝑟 𝑞(𝑡)𝑑𝑡 = 1

𝛽 ·
1
𝑟𝛽

+ (3.138)∑︀∞
𝑘=1

(︁
2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘

|𝑎𝑘|2+𝑟2 +
2|Re 𝑎𝑘|𝛿𝑘+𝛿2𝑘

|𝑎𝑘|2

(︁
𝜋
2 − arctan 𝑟

|𝑎𝑘|

)︁)︁
+∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
𝜇𝑘

|𝑏𝑘|2+𝑟2 +
𝜇𝑘

|𝑏𝑘|2

(︁
𝜋
2 − arctan 𝑟

|𝑏𝑘|

)︁)︁
, 𝑟 > 1.

Вiдмiтимо, що 𝑄(𝑟) ↓ 0, коли 𝑟 ↑ ∞.

Лема 3.6.7. Виконуються наступнi оцiнки:

|(log𝐵(𝑧))
′|𝑧=−𝑟 6 𝐶𝑄(𝑟), 𝑟 > 1; (3.139)⃒⃒⃒(︁

𝑑𝑗

𝑑𝑧𝑗 log𝐵(𝑧)
)︁⃒⃒⃒

𝑧=−𝑟
6 𝐶 · 𝑗!𝑞(𝑟)(𝐶𝑟)2−𝑗, 𝑗 > 2, 𝑟 > 1; (3.140)

log(|𝐵(−𝑟 + 𝑖𝑦)|/𝐵(−𝑟)) 6 𝐶𝑞(𝑟)𝑦2, 𝑦 ∈ R, 𝑟 > 1; (3.141)

log(|𝐵(−𝑟 + 𝑖𝑦)|/𝐵(−𝑟)) 6 𝐶𝑞(𝑦)𝑦2, 𝑦 ∈ R+, 1 6 𝑟 6 𝑦/2. (3.142)

Доведення. Спочатку будемо доводити виконання нерiвностей (3.139) i

(3.140).

Iз (3.137) маємо (︁
𝑑𝑗

𝑑𝑧𝑗 log𝐵(𝑧)
)︁
𝑧=−𝑟

= (3.143)

(𝑗 − 1)!
∑︀∞

𝑘=1

{︁
− 1

(𝑎𝑘+𝑟)𝑗 −
1

(𝑎̄𝑘+𝑟)𝑗 +
1

(−𝑎𝑘+𝛿𝑘+𝑟)𝑗 +
1

(−𝑎̄𝑘+𝛿𝑘+𝑟)𝑗

}︁
+

(𝑗 − 1)!
∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

{︁
− 1

(𝑏𝑘+𝑟)𝑗 −
1

(𝑏̄𝑘+𝑟)𝑗
+ 1

(𝑏𝑘+𝜇𝑘+𝑟)𝑗 +
1

(𝑏̄𝑘+𝜇𝑘+𝑟)𝑗

}︁
=

(𝑗 − 1)!
∑︀∞

𝑘=1 2Re
(︁

1
(−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘)𝑗 −

1
(𝑎𝑘+𝑟)𝑗

)︁
+

(𝑗 − 1)!
∑︀

𝑏𝑘∈Λ+
2Re

(︁
1

(𝑏𝑘+𝑟+𝜇𝑘)𝑗 −
1

(𝑏𝑘+𝑟)𝑗

)︁
=: 2𝑗!

∑︀∞
𝑘=1 𝜎

1
𝑘 + 2𝑗!

∑︀
𝑏𝑘∈Λ+

𝜎2
𝑘,
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де

𝜎1
𝑘 :=

∫︁ |Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘

−|Re 𝑎𝑘|
Re

1

(𝑟 + 𝑢+ 𝑖Im 𝑎𝑘)𝑗+1
𝑑𝑢, (3.144)

𝜎2
𝑘 :=

∫︁ 𝜇𝑘

0

Re
1

(𝑏𝑘 + 𝑟 + 𝑢)𝑗+1
𝑑𝑢. (3.145)

Доведемо (3.139). Ми будемо оцiнювати 𝜎1
𝑘 i 𝜎2

𝑘 для 𝑗 = 1. Оскiль-

ки точки 𝑎𝑘 розташованi поза кутом {𝑧 : |𝜋 − arg 𝑧| < 𝛼}, то для

𝑢 ∈ [−|Re 𝑎𝑘|, |Re 𝑎𝑘|+ 𝛿𝑘] ми маємо

|𝑟+𝑢+ 𝑖Im 𝑎𝑘|2 > (1− cos𝛼)
(︀
𝑟2 + 𝑢2 + (Im 𝑎𝑘)

2
)︀
> 𝐶𝛼(𝑟

2+ |𝑎𝑘|2). (3.146)

Тут i надалi ми будемо позначати через 𝐶𝛼 не обов’язково однаковi кон-

станти, якi залежать тiльки вiд 𝛼. Таким чином, iз (3.144)

|𝜎1
𝑘| 6 𝐶𝛼

2|Re 𝑎𝑘|+ 𝛿𝑘
|𝑎𝑘|2 + 𝑟2

, (3.147)

i, оскiльки |𝑟 + 𝑢+ 𝑏𝑘|2 > 𝑟2 + |𝑏𝑘|2 для 𝑢 ∈ [0, 𝜇𝑘], то

|𝜎2
𝑘| 6

𝜇𝑘
|𝑏𝑘|2 + 𝑟2

, (3.148)

|𝜎𝑘| 6 𝜇𝑘𝑟
(|𝑏𝑘|2+𝑟2)2 ·

𝑟𝑗−3

(|𝑏𝑘|2+𝑟2)(𝑗−3)/2 · 1
𝑟𝑗−2 6 (3.149)

𝜇𝑘𝑟
(|𝑏𝑘|2+𝑟2)2 ·

1
𝑟𝑗−2 .

Використовуючи (3.138), (3.143), (3.144), (3.147) i (3.149), ми отримуємо

(3.139).

Доведемо тепер (3.140). Спочатку ми оцiнимо 𝜎1
𝑘 i 𝜎2

𝑘 для 𝑗 > 3. Iз

(3.144) i (3.146)

|𝜎1
𝑘| 6 𝐶𝛼

(2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘)𝑟
(|𝑎𝑘|2+𝑟2)2 · 𝑟𝑗−3

(|𝑎𝑘|2+𝑟2)(𝑗−3)/2 ·
(︀
𝐶𝛼

𝑟

)︀𝑗−2
(3.150)

6 𝐶𝛼
(2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘)𝑟

(|𝑎𝑘|2+𝑟2)2 ·
(︀
𝐶𝛼

𝑟

)︀𝑗−2
.

Аналогiчно ми маємо

|𝜎2
𝑘| 6

𝜇𝑘𝑟

(|𝑏𝑘|2 + 𝑟2)2
·
(︂
1

𝑟

)︂𝑗−2

. (3.151)

Використовуючи (3.138), (3.107), (3.118), (3.143), ми отримуємо (3.140) для

𝑗 > 3.
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Розглянемо тепер 𝑗 = 2. Iз (3.144) ми маємо

𝜎1
𝑘 = Re

(︁
1

(−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘)2 −
1

(𝑎𝑘+𝑟)2

)︁
= (3.152)(︁

1
|−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘|2 −

1
|𝑎𝑘+𝑟|2

)︁
−

2(Im 𝑎𝑘)
2 ·
(︁

1
|−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘|4 −

1
|𝑎𝑘+𝑟|4

)︁
i

𝜎2
𝑘 = Re

(︁
1

(𝑏𝑘+𝑟+𝜇𝑘)2 −
1

(𝑏𝑘+𝑟)2

)︁
= (3.153)(︁

1
|𝑏𝑘+𝑟+𝜇𝑘|2 −

1
|𝑏𝑘+𝑟|2

)︁
−

2(Im 𝑏𝑘)
2 ·
(︁

1
|𝑏𝑘+𝑟+𝜇𝑘|4 −

1
|𝑏𝑘+𝑟|4

)︁
.

Таким чином, iз (3.152), ми отримуємо

|𝜎1
𝑘| 6 (3.154)⃒⃒⃒

1
|−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘|2 −

1
|𝑎𝑘+𝑟|2

⃒⃒⃒ (︁
1 + 2(Im 𝑎𝑘)

2
(︁

1
|−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘|2+

1
|𝑎𝑘+𝑟|2

)︁)︁
6 3

⃒⃒⃒
1

|−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘|2 −
1

|𝑎𝑘+𝑟|2

⃒⃒⃒
6

6 (2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘)𝑟
|−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘|2·|𝑎𝑘+𝑟|2 + 3

2|Re 𝑎𝑘|𝛿𝑘+𝛿2𝑘
|−𝑎̄𝑘+𝑟+𝛿𝑘|2·|𝑎𝑘+𝑟|2 .

Iз (3.146)

|𝜎1
𝑘| 6 𝐶𝛼

(︂
2𝑟(2|Re 𝑎𝑘|+ 𝛿𝑘)

(|𝑎𝑘|2 + 𝑟2)2
+

2|Re 𝑎𝑘|𝛿𝑘 + 𝛿2
𝑘

|𝑎𝑘|2𝑟2

)︂
. (3.155)

Мiркуючи аналогiчно, ми отримуємо iз (3.153)

|𝜎2
𝑘| 6 𝐶

(︂
2𝑟𝜇𝑘

(|𝑏𝑘|2 + 𝑟2)2
+
Re 𝑏𝑘𝜇𝑘 + 𝜇2

𝑘

|𝑏𝑘|2𝑟2

)︂
. (3.156)

Використовуючи (3.138), (3.107), (3.118), (3.155) i (3.156), ми отримуємо

(3.140) для 𝑗 = 2.⃒⃒
(log𝐵(𝑧))

′′ ⃒⃒
𝑧=−𝑟 6 𝐶( 1

𝑟2 +
∑︀∞

𝑘=1(
2𝑟(2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘)

(|𝑎𝑘|2+𝑟2)2 + (3.157)∑︀
𝑏𝑘∈Λ+

2𝜇𝑘𝑟
(|𝑏𝑘|2+𝑟2)2 ) 6 𝐶𝛼𝑞(𝑟), 𝑟 > 1.

Доведемо тепер (3.141) i (3.142). Пiдставляючи 𝑧 = −𝑟+ 𝑖𝑦, 𝑎𝑘 = −𝛼*
𝑘+

𝑖𝛽*
𝑘, 𝑏𝑘 = 𝛼𝑘 + 𝑖𝛽𝑘, (𝑟 > 0, 𝛼𝑘 > 0, 𝛼*

𝑘 > 0, 𝛽𝑘 > 0, 𝛽*
𝑘 > 0, 𝑦 > 0) в (3.137) i
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(3.136), ми отримуємо

2 log |𝐵(𝑧)|
𝐵(−𝑟) =

∑︀∞
𝑘=1

(︁
log

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝑦−𝛽*

𝑘)2

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝑦−𝛽*

𝑘)2− (3.158)

log
(𝑟−𝛼*

𝑘)2+(𝛽*
𝑘)2

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2

)︁
+∑︀∞

𝑘=1

(︁
log

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝑦+𝛽*

𝑘)2

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝑦+𝛽*

𝑘)2 − log
(𝑟−𝛼*

𝑘)2+(𝛽*
𝑘)2

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2

)︁
+∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
log (𝑟+𝛼𝑘)2+(𝑦−𝛽𝑘)2

(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+(𝑦−𝛽𝑘)2 − log
(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2

𝑘

(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+𝛽2
𝑘

)︁
+∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
log (𝑟+𝛼𝑘)2+(𝑦+𝛽𝑘)2

(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+(𝑦+𝛽𝑘)2 − log
(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2

𝑘

(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+𝛽2
𝑘

)︁
=∑︀∞

𝑘=1

(︁
log

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝑦−𝛽*

𝑘)2

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2 − log
(𝑟+𝛼*

𝑘+𝛿𝑘)2+(𝑦−𝛽*
𝑘)2

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2

)︁
+∑︀∞

𝑘=1

(︁
log

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝑦+𝛽*

𝑘)2

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2 − log
(𝑟+𝛼*

𝑘+𝛿𝑘)2+(𝑦+𝛽*
𝑘)2

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2

)︁
+∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
log (𝑟+𝛼𝑘)2+(𝑦−𝛽𝑘)2

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘

− log (𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+(𝑦−𝛽𝑘)2

(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+𝛽2
𝑘

)︁
+∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
log (𝑟+𝛼𝑘)2+(𝑦+𝛽𝑘)2

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘

− log (𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+(𝑦+𝛽𝑘)2

(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+𝛽2
𝑘

)︁
=:∑︀∞

𝑘=1

(︁
𝛾

(1)
𝑘 + 𝛾

(2)
𝑘

)︁
+
∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
𝛾

(3)
𝑘 + 𝛾

(4)
𝑘

)︁
.

Ми отримуємо оцiнки для 𝛾
(𝑗)
𝑘 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 за допомогою наступних

елементарних нерiвностей:

log(1− 𝑢)− log(1− 𝑝𝑢) 6 𝑢
𝑝𝑢−1(1− 𝑝), для 0 < 𝑢, 𝑝 < 1; (3.159)

log(1 + 𝑢)− log(1 + 𝑝𝑢) 6 𝑢
𝑝𝑢+1(1− 𝑝), для 𝑢 > 0, 0 < 𝑝 < 1. (3.160)

Розглянемо 𝛾(1)
𝑘 , 𝛾

(3)
𝑘 . Якщо 𝛽 > 𝑦/2, то

0 <
2𝛽𝑦 − 𝑦2

(𝑟 + 𝛼)2 + 𝛽2
=
𝛽2 − (𝑦 − 𝛽)2

(𝑟 + 𝛼)2 + 𝛽2
6

𝛽2

(𝑟 + 𝛼)2 + 𝛽2
< 1, (3.161)

i ми використовуємо (3.159) з

𝑢1 =
|𝑦2−2𝛽*

𝑘𝑦|
(𝑟−𝛼*

𝑘)2+(𝛽*
𝑘)2 , 𝑝1 =

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2 ; (3.162)

𝑢3 =
|𝑦2−2𝛽𝑘𝑦|

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘
, 𝑝3 =

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘

(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+𝛽2
𝑘
.

Якщо 𝛽 6 𝑦/2, то 𝑦2 − 2𝛽𝑦 > 0, i ми використовуємо (3.160) з 𝑢1, 𝑢3 i

𝑝1, 𝑝3, визначеному в (3.163). В обох випадках ми отримуємо

𝛾
(1)
𝑘 6

4𝛼*
𝑘𝑟+2𝛿𝑘𝑟+2𝛿𝑘𝛼

*
𝑘+𝛿2𝑘

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2 · 𝑦2−2𝛽*
𝑘𝑦

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝑦−𝛽*

𝑘)2 ; (3.163)

𝛾
(3)
𝑘 6

2𝜇𝑘𝑟+2𝜇𝑘𝛼𝑘+𝜇2
𝑘

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘

· 𝑦2−2𝛽𝑘𝑦
(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+(𝑦−𝛽𝑘)2 .



134

Для оцiнки 𝛾(2)
𝑘 , 𝛾

(4)
𝑘 , ми використовуємо (3.160) з

𝑢2 =
2𝛽*

𝑘𝑦+𝑦2

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2 , 𝑝2 = 𝑝1; (3.164)

𝑢4 =
2𝛽𝑘𝑦+𝑦2

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘
, 𝑝4 = 𝑝3.

Ми отримуємо

𝛾
(2)
𝑘 6

4𝛼*
𝑘𝑟+2𝛿𝑘𝑟+2𝛿𝑘𝛼

*
𝑘+𝛿2𝑘

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2 · 𝑦2+2𝛽*
𝑘𝑦

(𝑟+𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)2+(𝑦+𝛽*

𝑘)2 ; (3.165)

𝛾
(4)
𝑘 6

2𝜇𝑘𝑟+2𝜇𝑘𝛼𝑘+𝜇2
𝑘

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘

· 𝑦2+2𝛽𝑘𝑦
(𝑟+𝛼𝑘+𝜇𝑘)2+(𝑦+𝛽𝑘)2 .

Об’єднуючи (3.166), (3.164) i (3.158), ми отримуємо

log |𝐵(𝑧)|
𝐵(−𝑟) 6 2𝑦2

∑︀∞
𝑘=1

4𝛼*
𝑘𝑟+2𝛿𝑘𝑟+2𝛿𝑘𝛼

*
𝑘+𝛿2𝑘

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2 𝐷(𝛼*
𝑘, 𝛽

*
𝑘, 𝛿𝑘) + (3.166)

2𝑦2
∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

2𝜇𝑘𝑟+2𝜇𝑘𝛼𝑘+𝜇2
𝑘

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘
𝐷(𝛼𝑘, 𝛽𝑘, 𝜇𝑘),

де

𝐷(𝛼, 𝛽, 𝜈) := (3.167)
(𝑟+𝛼+𝜈)2+𝑦2−3𝛽2

[(𝑟+𝛼+𝜈)2+(𝑦−𝛽)2][(𝑟+𝛼+𝜈)2+(𝑦+𝛽)2] .

Положимо

𝑀1 := {𝑘 ∈ N : (𝑟 + 𝛼*
𝑘 + 𝛿𝑘)

2 + 𝑦2 − 3(𝛽*
𝑘)

2 > 0}, (3.168)

𝑀2 := {𝑘 : 𝑏𝑘 ∈ Λ+, (𝑟 + 𝛼𝑘 + 𝜇𝑘)
2 + 𝑦2 − 3𝛽2

𝑘 > 0}.

Тодi (3.167) можна переписати у виглядi

log |𝐵(𝑧)|
𝐵(−𝑟) 6 (3.169)

2𝑦2
∑︀

𝑘∈𝑀1

4𝛼*
𝑘𝑟+2𝛿𝑘𝑟+2𝛿𝑘𝛼

*
𝑘+𝛿2𝑘

(𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2 𝐷(𝛼*
𝑘, 𝛽

*
𝑘, 𝛿𝑘) +

2𝑦2
∑︀

𝑘∈𝑀2

2𝜇𝑘𝑟+2𝜇𝑘𝛼𝑘+𝜇2
𝑘

(𝑟+𝛼𝑘)2+𝛽2
𝑘
𝐷(𝛼𝑘, 𝛽𝑘, 𝜇𝑘).

Далi нам потрiбна наступна лема.

Лема 3.6.8. Для довiльних додатних 𝑟, 𝑦, 𝛼, 𝛽, 𝜈 виконуються наступнi

оцiнки

𝐷(𝛼, 𝛽, 𝜈) 6
1

𝑟2 + 𝛼2 + 𝛽2
, (3.170)

бiльш того, якщо (𝑟 + 𝛼+ 𝜈)2 + 𝑦2 − 3𝛽2 > 0, 1 6 𝑟 6 𝑦/2 i 𝜈 6
√
𝛼2+𝛽2

4 , то

𝐷(𝛼, 𝛽, 𝜈) 6
𝐶

𝑦2 + 𝛼2 + 𝛽2
. (3.171)
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Доведення. Очевидно, що

(𝑟2 + 𝛼2 + 𝛽2)𝐷(𝛼, 𝛽, 𝜈) = (3.172)
(𝑟2+𝛼2+𝛽2)[(𝑟+𝛼+𝜈)2+𝑦2−3𝛽2]

[(𝑟+𝛼+𝜈)2+(𝑦−𝛽)2][(𝑟+𝛼+𝜈)2+(𝑦+𝛽)2] .

Позначаючи 𝑥 := 𝑟 + 𝛼 + 𝜈, ми маємо

(𝑟2 + 𝛼2 + 𝛽2)𝐷(𝛼, 𝛽, 𝜈) 6
(𝑥2 + 𝛽2)(𝑥2 + 𝑦2 − 3𝛽2)

[𝑥2 + (𝑦 − 𝛽)2][𝑥2 + (𝑦 + 𝛽)2]
. (3.173)

Щоб отримати (3.170), достатньо показати, що

(𝑥2 + 𝛽2)(𝑥2 + 𝑦2 − 3𝛽2)

[𝑥2 + (𝑦 − 𝛽)2][𝑥2 + (𝑦 + 𝛽)2]
6 1. (3.174)

Ця нерiвнiсть еквiвалентна до наступної

𝑥2(𝑦2 + 4𝛽2) + (𝑦2 − 𝛽2)2 − 𝛽2(𝑦2 − 𝛽2) + 2𝛽4 > 0. (3.175)

Остання нерiвнiсть випливає з наступних розрахункiв:

𝑥2(𝑦2 + 4𝛽2) + (𝑦2 − 𝛽2)2 − 𝛽2(𝑦2 − 𝛽2) + 2𝛽4 > (3.176)

(𝑦2 − 𝛽2)2 − 𝛽2(𝑦2 − 𝛽2) + 2𝛽4 =

𝛽4

(︂(︁
𝑦2−𝛽2

𝛽2

)︁2

− 𝑦2−𝛽2

𝛽2 + 2

)︂
> 0

для усiх 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝛽 > 0.

Це завершує доведення (3.170).

Доведемо тепер (3.171). Якщо 𝛼 > 𝛽/4, 𝛽 > 𝑦/2, то

𝐷(𝛼, 𝛽, 𝜈) 6 3(𝑟2+𝛼2+𝜈2)+𝑦2−𝛽2

[(𝑟+𝛼+𝜈)2+(𝑦−𝛽)2][(𝑟+𝛼+𝜈)2+(𝑦+𝛽)2] 6 (3.177)

3
𝛼2 6 𝐶

𝑦2+𝛼2+𝛽2 .

Якщо 𝛼 > 𝛽/4, 𝛽 6 𝑦/2, то

𝐷(𝛼, 𝛽, 𝜈) 6 3(𝑟2+𝛼2+𝜈2)+𝑦2−𝛽2

[(𝑟+𝛼+𝜈)2+(𝑦−𝛽)2][(𝑟+𝛼+𝜈)2+(𝑦+𝛽)2] 6 (3.178)

3
𝛼2+𝑦2/4 6

𝐶
𝑦2+𝛼2+𝛽2 .

Якщо 𝛼 6 𝛽/4, то

(𝑟 + 𝛼 + 𝜈)2 + 𝑦2 − 3𝛽2 6 3(𝑟2 + 𝛼2 + 𝜈2) + 𝑦2 − 3𝛽2 6 (3.179)

7
4𝑦

2 − 21
8 𝛽

2 6 0, 𝛽 >
√︀
2/3𝑦.
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Таким чином, якщо (𝑟 + 𝛼 + 𝜈)2 + 𝑦2 − 3𝛽2 > 0, то 𝛽 <
√︀

2/3𝑦. З цього

маємо
(𝑦 − 𝛽)2

𝑦2 + 𝛽2
= 1− 2(𝑦/𝛽)

(𝑦/𝛽)2 + 1
> 1−

2
√︀

3/2

5/2
=: 𝐾1 > 0. (3.180)

Таким чином,[︀
(𝑟 + 𝛼 + 𝜈)2 + (𝑦 + 𝛽)2

]︀ [︀
(𝑟 + 𝛼 + 𝜈)2 + (𝑦 − 𝛽)2

]︀
> (3.181)[︀

𝑦2 + 𝛼2 + 𝛽2
]︀ [︀
𝛼2 + (𝑦 − 𝛽)2

]︀
> 𝐾1(𝑦

2 + 𝛼2 + 𝛽2)2.

Ми отримали

𝐷(𝛼, 𝛽, 𝜈) 6 (7/4)𝑦2−(21/8)𝛽2

𝐾1(𝑦2+𝛽2)2 6 (3.182)

𝐶 𝑦2

(𝑦2+𝛽2)2 6
𝐶

𝑦2+𝛼2+𝛽2 .

Це завершує доведення (3.171), тому лема 3.6.8 доведена. 2

Для завершення доведення (3.141) ми оцiнимо (3.170) за допомогою

(3.170). Тодi ми отримуємо (3.141) iз наступних обчислень:

log |𝐵(𝑧)|
𝐵(−𝑟) 6 𝑦2

∑︀
𝑘∈𝑀1

2𝑟(2𝛼*
𝑘+𝛿𝑘)

(𝑟2+|𝑎𝑘|2)((𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2) + (3.183)

𝑦2
∑︀

𝑘∈𝑀1

2𝛼*
𝑘𝛿𝑘+𝛿2𝑘

(𝑟2+|𝑎𝑘|2)((𝑟−𝛼*
𝑘)2+(𝛽*

𝑘)2) +

𝑦2
(︁∑︀

𝑘∈𝑀2

2𝜇𝑘𝑟
(𝑟2+|𝑏𝑘|2)2 +

∑︀
𝑘∈𝑀2

2𝜇𝑘𝛼𝑘+𝜇2
𝑘

(𝑟2+|𝑏𝑘|2)2

)︁
6

𝐶𝛼𝑦
2
(︁∑︀∞

𝑘=1
(2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘)𝑟

(𝑟2+|𝑎𝑘|2)2 + 1
𝑟2

)︁
+

𝐶𝑦2
(︁∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

2𝜇𝑘𝑟
(𝑟2+|𝑏𝑘|2)2 +

1
𝑟2

)︁
6 𝐶𝛼𝑦

2𝑞(𝑟).

Залишилося довести (3.142). Вiдмiтимо, що з (3.108) i (3.119) ми може-

мо припустити, що 𝛿𝑘/|𝑎𝑘| 6 1/4, 𝜇𝑘/|𝑏𝑘| 6 1/4. Тобто, ми можемо вико-

ристовувати (3.171) для оцiнки (3.170). Ми отримуємо (3.142) iз наступних

обчислень:

log |𝐵(𝑧)|
𝐵(−𝑟) 6 𝐶𝛼𝑦

2
∑︀

𝑘∈𝑀1

𝛿2𝑘+|Re 𝑎𝑘|𝛿𝑘
𝑟2+|𝑎𝑘|2 · 1

𝑦2+|𝑎𝑘|2 (3.184)

+𝐶𝛼𝑦
2
∑︀

𝑘∈𝑀1

𝑟(2|Re 𝑎𝑘|𝛿𝑘+𝛿2𝑘)
𝑟2+|𝑎𝑘|2 · 1

𝑦2+|𝑎𝑘|2 +

𝐶𝑦2
(︁∑︀

𝑘∈𝑀2

𝜇2
𝑘+Re 𝑏𝑘𝜇𝑘

𝑟2+|𝑏𝑘|2 · 1
𝑦2+|𝑏𝑘|2 +

∑︀
𝑘∈𝑀2

2𝜇𝑘𝑟
𝑟2+|𝑏𝑘|2 ·

1
𝑦2+|𝑏𝑘|2

)︁
6

𝐶𝛼𝑦
2
(︁

1
𝑦2 +

∑︀∞
𝑘=1

2|Re 𝑎𝑘|𝛿𝑘+𝛿2𝑘
|𝑎𝑘| · 1

𝑦2+|𝑎𝑘|2

)︁
+

𝐶𝑦2
(︁

1
𝑦2 +

∑︀
𝑏𝑘∈Λ+

𝜇𝑘

|𝑏𝑘| ·
1

𝑦2+|𝑏𝑘|2

)︁
6 𝐶𝛼𝑦

2𝑞(𝑦).
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Лема 3.6.7 доведена. 2

Теорема 3.6.5 є прямим наслiдком наступного результату.

Теорема 3.6.9. ([122]). Нехай 𝑓 є цiлою функцiєю, визначеною за допомо-

гою (3.134). Iснує цiла функцiя 𝜙 без коренiв, така що добуток 𝜓1(𝑧) :=

𝑓(𝑧)𝜙(𝑧) має представлення у виглядi

𝜓1(𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝑧𝑥𝑝1(𝑥)𝑑𝑥, (3.185)

де 𝑝1 є дiйсною неперервною функцiєю на R+, яка є додатною на деякому

iнтервалi (0, 𝑥1), 𝑥1 > 0.

Нехай

Δ(𝑡) :=
(︁
−𝑞(𝑡)

𝑡

)︁′

𝑡2 = 2+𝛽
𝑡1+𝛽 +∑︀∞

𝑘=1

(︁
8(2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘)𝑡3

(𝑡2+|𝑎𝑘|2)3 + 2|Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘
|𝑎𝑘| · 1

𝑡2+|𝑎𝑘|2+ (3.186)

2| Re 𝑎𝑘|+𝛿𝑘
|𝑎𝑘| · 2𝑡2

(𝑡2+|𝑎𝑘|2)2

)︁
+∑︀

𝑏𝑘∈Λ+

(︁
8𝜇𝑘𝑡

3

(𝑡2+|𝑏𝑘|2)3 +
𝜇𝑘

|𝑏𝑘| ·
1

𝑡2+|𝑏𝑘|2+ (3.187)

𝜇𝑘

|𝑏𝑘| ·
2𝑡2

(𝑡2+|𝑏𝑘|2)2

)︁
, 𝑡 > 1.

Лема 3.6.10. Функцiя Δ має наступнi властивостi:

1. Δ(𝑡) > 0, 𝑡 > 1;

2.
∫︀∞

Δ(𝑡)𝑑𝑡 <∞;

3. Δ(𝑡)𝑡→ 0 при 𝑡→ +∞;

4. Δ(𝑡)𝑡3 ↑ +∞ при 𝑡 ↑ +∞;

5. Δ(𝑡) 6 4𝑞(𝑡), 𝑡 > 1.

Лема 3.6.10 може бути доведена простими оцiнками.

Положимо

ℎ(𝑧) :=

∫︁ 𝐴

0

(𝑒𝑡𝑧 − 1)
Δ(1/𝑡)

𝑡3
𝑑𝑡, 0 < 𝐴 6 1. (3.188)
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Iз леми 3.6.10 (2), iнтеграл в правiй частинi (3.188) є абсолютно збiжним i

ℎ є цiлою функцiєю. Оскiльки

ℎ(𝑘)(𝑥) > 0, ∀𝑘 ∈ N
⋃︁

{0}, ∀𝑥 ∈ R, (3.189)

функцiя ℎ є цiлою абсолютно монотонною функцiєю. Легко побачити, що

Re ℎ(𝑥+ 𝑖𝑦) 6 ℎ(𝑥), ∀𝑥, 𝑦 ∈ R. (3.190)

Нехай 𝜙𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1), є цiлою функцiєю, яка задана наступним чином

𝜙𝛼(𝑧) := exp

∫︁ 1

0

(𝑒𝑧𝑡 − 1)𝑡−1−𝛼𝑑𝑡. (3.191)

Вiдмiтимо, що log𝜙𝛼 є окремим випадком (3.188), який вiдповiдає Δ =

Δ𝛼 = 𝑡𝛼−2, 𝐴 = 1.

Лема 3.6.11. Для фiксованого 𝜔 наступна асимптотична рiвнiсть вико-

нується в пiвплощинi C𝜔:

log𝜙𝛼(𝑧) = −𝐶𝛼|𝑧|𝛼𝑒𝑖𝛼(arg 𝑧−𝜋) +𝑂(1), (3.192)

𝜋/2 < arg 𝑧 < 3𝜋/2, |𝑧| → ∞, (3.193)

де 𝐶𝛼 > 0 не залежить вiд 𝑧.

Доведення. Поклавши 𝑧 = 𝜔 + 𝜌𝑒𝑖𝜃, 𝜋/2 < 𝜃 < 3𝜋/2, ми отримуємо

(3.192) iз наступних обчислень:

log𝜙𝛼(𝑧) = 𝜌𝛼
∫︀ 𝜌

0 (𝑒
𝜔𝑡/𝜌 exp(𝑒𝑖𝜃𝑡)− 1)𝑡−1−𝛼𝑑𝑡 = (3.194)

𝜌𝛼
∫︀∞

0 (exp(𝑒𝑖𝜃𝑡)− 1)𝑡−1−𝛼𝑑𝑡−

𝜌𝛼
∫︀∞
𝜌 (exp(𝑒𝑖𝜃𝑡)− 1)𝑡−1−𝛼𝑑𝑡+

𝜌𝛼
∫︀ 𝜌

0 exp(𝑒𝑖𝜃𝑡)(𝑒𝜔𝑡/𝜌 − 1)𝑡−1−𝛼𝑑𝑡 =

𝜌𝛼𝑒−𝛼(𝜋−𝜃)𝑖 ∫︀∞
0 (𝑒−𝑠 − 1)𝑠−1−𝛼𝑑𝑠+𝑂(1), 𝜌→ ∞.

2

Покладемо

𝜓1(𝑧) := 𝑓(𝑧) exp[𝑀(ℎ(𝑧)− ℎ(0))]𝜙𝛼(𝑧) =

𝐵2(𝑧)𝑉 (𝑧)𝑒−Φ(𝑧) exp[𝑀(ℎ(𝑧)− ℎ(0))]𝜙𝛼(𝑧), (3.195)



139

де константа 𝑀 > 0 буде обраною пiзнiше. Нехай

𝜙(𝑧) := exp[𝑀(ℎ(𝑧)− ℎ(0))]𝜙𝛼(𝑧). (3.196)

Очевидно, 𝜙 є абсолютно монотонною функцiєю. Нехай

𝑝1(𝑥) :=
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝑖𝑥𝜂𝜓1(𝑖𝜂)𝑑𝜂, 𝜂 ∈ R. (3.197)

Беручи до уваги обмеженiсть функцiї 𝑓 в C𝜔, ∀𝜔 ∈ R, i (3.190), (3.192),
ми бачимо, що iнтеграл в правiй частинi (3.197) збiгається абсолютно i

рiвномiрно по вiдношенню до 𝑥 ∈ R. Використовуючи (3.190), (3.192), ми

можемо перенести iнтегрування в (3.197) на пряму {𝑧 : Im 𝑧 = 𝜉}, ∀𝜉 ∈ R.
Вiдмiтимо, що

(𝜓1(𝑥) ∈ R, ∀𝑥 ∈ R) ⇒ (𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂) = 𝜓1(𝜉 − 𝑖𝜂), 𝜉, 𝜂 ∈ R). (3.198)

Ми маємо

𝑝1(𝑥) =
𝑒−𝑥𝜉𝜓1(𝜉)

2𝜋

∫︁ ∞

0

Re
(︂
𝑒−𝑖𝑥𝜂

𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)

𝜓1(𝜉)

)︂
𝑑𝜂, ∀𝜉 ∈ R. (3.199)

Звiдки 𝑝1(𝑥) ∈ R для 𝑥 ∈ R i

sign 𝑝1(𝑥) = sign
∫︁ ∞

0

Re
(︂
𝑒−𝑖𝑥𝜂

𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)

𝜓1(𝜉)

)︂
𝑑𝜂, ∀𝜉 ∈ R. (3.200)

Використовуючи (3.190) i (3.192) i спрямовуючи 𝜉 → −∞ в (3.199), ми

приходимо до висновку, що 𝑝1(𝑥) = 0 для 𝑥 < 0. Беручи достатньо велике

додатне 𝜉 в (3.199), ми отримуємо

𝑝1(𝑥) = 𝑂(𝑒−𝐶𝑥), 𝑥→ +∞, ∀𝐶 > 0. (3.201)

Тобто, iз формули обернення Фур’є,

𝜓1(𝑧) =

∫︁ ∞

0

𝑒𝑥𝑧𝑝1(𝑥)𝑑𝑥, ∀𝑧 ∈ C. (3.202)

Ми хочемо показати, що 𝑝1(𝑥) > 0 на деякому iнтервалi (0, 𝑥1), 𝑥1 > 0.

Для цього ми представимо iнтеграл в правiй частинi (3.200) у виглядi(︂∫︁ 𝜀1

0

+

∫︁ 𝜀2

𝜀1

+

∫︁ ∞

𝜀2

)︂
Re

(︂
𝑒−𝑖𝑥𝜂

𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)

𝜓1(𝜉)

)︂
𝑑𝜂 =: 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3, (3.203)

де 𝜀1 = 𝜀1(𝜉), 𝜀2 = 𝜀2(𝜉) будуть обранi пiзнiше.

Ми будемо оцiнювати iнтеграл 𝐼1 знизу, а iнтеграли |𝐼2| i |𝐼3| зверху, i
хочемо показати, що 𝐼1 > 0 i 𝐼1 > |𝐼2|+ |𝐼3| для достатньо великого |𝜉|.
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Лема 3.6.12. Нехай

𝜃(𝑟) := 𝑞(𝑟) +

∫︁ ∞

𝑟

𝑞(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢. (3.204)

Виконуються наступнi оцiнки

ℎ
′
(𝜉) >

2

𝑒
𝑄(|𝜉|); (3.205)

ℎ
′′
(𝜉) >

1

𝑒
𝑞(|𝜉|); (3.206)

ℎ
′
(𝜉) 6

∫︁ ∞

|𝜉|
Δ(𝑢)𝑑𝑢+ 𝐶Δ(|𝜉|)|𝜉|; (3.207)

0 < ℎ(𝑗)(𝜉) 6 𝐶
𝑗!

|𝜉|𝑗−2
𝜃(|𝜉|), 𝑗 = 2, 3, . . . ; (3.208)

(log𝜙𝛼(𝜉))
′
> 𝐶|𝜉|𝛼−1; (3.209)

(log𝜙𝛼(𝜉))
′′
> 𝐶|𝜉|𝛼−2; (3.210)

0 <
𝑑𝑗

𝑑𝜉𝑗
log𝜙𝛼(𝜉) 6 𝐶 𝑗!|𝜉|𝛼−𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , (3.211)

де 𝜉 6 𝜉0 < 0.

Доведення. Диференцiюючи (3.188), ми отримуємо для |𝜉| > 1/𝐴:

ℎ
′
(𝜉) >

∫︁ 1/|𝜉|

0

𝑒−𝑡|𝜉|
Δ(1/𝑡)

𝑡2
𝑑𝑡 >

1

𝑒

∫︁ ∞

|𝜉|
Δ(𝑢)𝑑𝑢. (3.212)

Використовуючи (3.188) i (3.139), ми отримуємо (3.205).

Справедливiсть (3.206) є наслiдком таких обчислень:

ℎ
′′
(𝜉) =

∫︀ 𝐴
0 𝑒−𝑡|𝜉|∆(1/𝑡)

𝑡 𝑑𝑡 >
∫︀ 1/|𝜉|

0 𝑒−𝑡|𝜉|∆(1/𝑡)
𝑡 𝑑𝑡 > (3.213)

1
𝑒

∫︀∞
|𝜉|

∆(𝑢)
𝑢 𝑑𝑢 = 1

𝑒

∫︀∞
|𝜉|

(︁
−𝑞(𝑢)

𝑢

)︁′

𝑢𝑑𝑢 = 1
𝑒𝜃(|𝜉|) >

1
𝑒𝑞(|𝜉|). (3.214)

Iз (3.188)

ℎ(𝑗)(𝜉) =
∫︀ 𝐴

0 𝑒−𝑡|𝜉|Δ(1/𝑡)𝑡𝑗−3𝑑𝑡 = (3.215)(︁∫︀ 1/|𝜉|
0 +

∫︀ 𝐴
1/|𝜉|

)︁
𝑒−𝑡|𝜉|Δ(1/𝑡)𝑡𝑗−3𝑑𝑡 =:

𝐿1
𝑗(𝜉) + 𝐿2

𝑗(𝜉), 𝑗 = 1, 2, . . . . (3.216)
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Як було вiдмiчено в (3.189), ℎ(𝑗)(𝜉) > 0, 𝑗 = 1, 2, . . .. Далi,

𝐿1
𝑗(𝜉) 6

∫︁ 1/|𝜉|

0

Δ(1/𝑡)𝑡𝑗−3𝑑𝑡 =

∫︁ ∞

|𝜉|
Δ(𝑢)𝑢1−𝑗𝑑𝑢, 𝑗 = 1, 2, . . . , (3.217)

𝐿1
1(𝜉) 6

∫︁ ∞

|𝜉|
Δ(𝑢)𝑑𝑢, (3.218)

𝐿1
𝑗(𝜉) 6

∫︁ ∞

|𝜉|

Δ(𝑢)

𝑢

𝑑𝑢

𝑢𝑗−2
6

1

|𝜉|𝑗−2

∫︁ ∞

|𝜉|

Δ(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢, 𝑗 = 2, 3, . . . . (3.219)

Iнтегруючи (3.219) частинами як в (3.214), ми отримуємо

𝐿1
𝑗(𝜉) 6

1

|𝜉|𝑗−2
𝜃(|𝜉|), 𝑗 = 2, 3, . . . . (3.220)

Використовуючи лему 3.6.10 (4), ми маємо

𝐿2
𝑗(𝜉) =

∫︀ 𝐴
1/|𝜉| 𝑒

−𝑡|𝜉|𝑡𝑗∆(1/𝑡)
𝑡3 𝑑𝑡 6 (3.221)

Δ(|𝜉|)|𝜉|3
∫︀ 𝐴

1/|𝜉| 𝑒
−𝑡|𝜉|𝑡𝑗𝑑𝑡 6

6 Δ(|𝜉|) 𝑗!
|𝜉|𝑗−2 , 𝑗 = 1, 2, . . . . (3.222)

Для 𝑗 = 1 ми виводимо (3.207) з (3.218) i (3.222). Далi, для 𝑗 = 2, 3, . . ., з

(3.220) i (3.222) випливає

ℎ(𝑗)(𝜉) 6
𝑗!

|𝜉|𝑗−2
(𝜃(|𝜉|) + Δ(|𝜉|)). (3.223)

Використовуючи лему 3.6.10 (5) i означення 𝜃(𝑟), ми отримуємо праву

частину (3.208).

Оскiльки log𝜙𝛼(𝑧) є окремим випадком (3.188) (для Δ(𝑢) = Δ𝛼(𝑢) =

𝑢𝛼−2, 𝐴 = 1), необхiднi оцiнки (3.209), (3.210), (3.211) є вiрними. 2

Оскiльки функцiя log(𝑉 (𝜉 + 𝑧)𝑒−Φ(𝜉+𝑧)) є аналiтичною в колi {𝑧 : |𝑧| <
|𝜉|/2} для 𝜉 < 0 i виконується (3.124), iз нерiвностей Коши отримуємо⃒⃒⃒⃒

𝑑𝑗

𝑑𝜉𝑗
log(𝑉 (𝜉 + 𝑧)𝑒−Φ(𝜉+𝑧))

⃒⃒⃒⃒
6 𝑗!

2𝑗

|𝜉|𝑗
. (3.224)

Покладемо

𝑏(𝜉) := log𝜓1(𝜉) = log𝐵2(𝜉) + log𝜙𝛼(𝜉) (3.225)

+𝑀(ℎ(𝜉)− ℎ(0)) + log(𝑉 (𝜉)𝑒−Φ(𝜉)).
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Оскiльки 𝑓(𝜉 + 𝑧) ̸= 0 для |𝑧| < |𝜉|, 𝜉 < 0, ми маємо для |𝜂| < |𝜉|/2

log

{︂
𝑒−𝑖𝑥𝜂

𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)

𝜓1(𝜉)

}︂
= −𝑖𝑥𝜂 +

∞∑︁
𝑗=1

(𝑖𝜂)𝑗

𝑗!
𝑏(𝑗)(𝜉). (3.226)

З (3.139),(3.205), (3.209) i (3.224),

𝑏
′
(𝜉) = (log𝐵2(𝜉))

′
+ (log𝜙𝛼(𝜉))

′
+ (3.227)

𝑀ℎ
′
(𝜉) +

[︀
log
(︀
𝑉 (𝜉)𝑒−Φ(𝜉)

)︀]︀′
>

−𝐶𝑄(|𝜉|) + 𝐶|𝜉|𝛼−1 + 2𝑀
𝑒 𝑄(|𝜉|)−

2
|𝜉| . (3.228)

Далi ми будемо вважати, що 𝑀 є достатньо великим. Тодi, для |𝜉| > 1,

𝑏
′
(𝜉) > 𝐶𝑄(|𝜉|) + 𝐶|𝜉|𝛼−1 > 0. (3.229)

З iншого боку, з (3.139), (3.207), (3.211) i (3.224) випливає

𝑏
′
(𝜉) 6 𝐶𝑄(|𝜉|) + 𝐶|𝜉|𝛼−1 +

∫︁ ∞

|𝜉|
Δ(𝑢)𝑑𝑢+ 𝐶Δ(|𝜉|)|𝜉|+ 2

|𝜉|
. (3.230)

Беручi до уваги лему 3.6.10 (2) i (3), ми робимо висновок, що

𝑏
′
(𝜉) → 0, коли 𝜉 → −∞. (3.231)

Бiльш того, з (3.140), (3.206), (3.210) i (3.224) випливає

𝑏
′′
(𝜉) = (log𝐵2(𝜉))

′′
+ (log𝜙𝛼(𝜉))

′′
+𝑀ℎ

′′
(𝜉) +[︀

log
(︀
𝑉 (𝜉)𝑒−Φ(𝜉)

)︀]︀′′
> −2𝐶𝑞(|𝜉|) + 𝐶|𝜉|𝛼−2 + 𝑀

𝑒 𝑞(|𝜉|)−
8
|𝜉|2 . (3.232)

Вважаючи, що 𝑀 є достатньо великим, ми маємо

𝑏
′′
(𝜉) > 2𝐶𝑞(|𝜉|) + 𝐶|𝜉|𝛼−2, |𝜉| > 1. (3.233)

З (3.229), (3.231), (3.233) ми робимо висновок, що 𝑏
′
(𝜉) ↓ 0 при 𝜉 ↓ −∞.

Тому рiвняння

𝑏
′
(𝜉) = 𝑥 (3.234)

має єдиний розв’язок 𝜉(𝑥) для кожного 𝑥, 0 6 𝑥 6 𝑥0, такий що

𝜉(𝑥) ↓ −∞, при 𝑥 ↓ 0. (3.235)

Пiдставляючи 𝜉 = 𝜉(𝑥) в (3.226), ми маємо

log

{︂
𝑒−𝑖𝑥𝜂

𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)

𝜓1(𝜉)

}︂
= −𝑏

′′
(𝜉)

2
𝜂2 + 𝜏(𝜉, 𝜂), (3.236)
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де

𝜏(𝜉, 𝜂) :=
∞∑︁
𝑗=3

(𝑖𝜂)𝑗

𝑗!
𝑏(𝑗)(𝜉). (3.237)

Iз (3.140), (3.211), (3.208) i (3.224),

|𝑏(𝑗)(𝜉)| 6 |(log𝐵2(𝜉))
(𝑗)|+ (log𝜙𝛼(𝜉))

(𝑗) + (3.238)

𝑀ℎ(𝑗)(𝜉) +
⃒⃒⃒[︀
log(𝑉 (𝜉)𝑒−Φ(𝜉))

]︀(𝑗) ⃒⃒⃒
6

𝐶𝑗!𝑞(|𝜉|)(𝐶|𝜉|)2−𝑗 + 𝐶𝑗!|𝜉|𝛼−𝑗 + 𝐶𝑗!|𝜉|2−𝑗𝜃(|𝜉|) + 𝑗! 2𝑗

|𝜉|𝑗 ,

звiдки, використовуючи означення 𝜃(𝑟), ми отримуємо

|𝑏(𝑗)(𝜉)| 6 𝐶𝑗!(𝜃(|𝜉|)|𝜉|2 + |𝜉|𝛼)
(︂
𝐶

|𝜉|

)︂𝑗
, 𝑗 = 2, 3, . . . . (3.239)

Для |𝜂| 6 |𝜉|/4, з (3.239) випливає

|𝜏(𝜉, 𝜂)| 6 𝐶(𝜃(|𝜉|)|𝜉|2 + |𝜉|𝛼)
∑︀∞

𝑗=3

(︁
𝐶|𝜂|
|𝜉|

)︁𝑗
6 (3.240)

𝐾 𝜃(|𝜉|)+|𝜉|𝛼−2

|𝜉| |𝜂|3, 𝐾 > 0.

Ми виберемо

𝜀1 = 𝜀1(𝜉) :=

(︂
𝜋

3𝐾
· |𝜉|
𝜃(|𝜉|) + |𝜉|𝛼−2

)︂1/3

. (3.241)

Тодi, для |𝜂| < 𝜀1, виконується нерiвнiсть

|𝜏(𝜉, 𝜂)| 6 𝜋

3
. (3.242)

Використовуючи це i (3.236), ми маємо

𝐼1 =
∫︀ 𝜀1

0 exp
{︁
−𝑏

′′
(𝜉)
2 𝜂2 + Re 𝜏(𝜉, 𝜂)

}︁
cos(Im 𝜏(𝜉, 𝜂))𝑑𝜂 > (3.243)

1
2𝑒

−𝜋/3 ∫︀ 𝜀1
0 exp

(︁
−𝑏

′′
(𝜉)
2 𝜂2

)︁
𝑑𝜂.

Тобто, з (3.239), маємо

𝐼1 >
1

2
𝑒−𝜋/3(𝜃(|𝜉|) + |𝜉|𝛼−2)−1/2

∫︁ (𝜃(|𝜉|)+|𝜉|𝛼−2)1/2𝜀1

0

exp(−𝐶𝑢2)𝑑𝑢. (3.244)

Вiдмiтимо, що з (3.241) випливає

(𝜃(|𝜉|) + |𝜉|𝛼−2)1/2𝜀1 = 𝐶|𝜉|1/3(𝜃(|𝜉|) + |𝜉|𝛼−2)1/6 > (3.245)

𝐶|𝜉|𝛼/6 → ∞, при 𝜉 → −∞.
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Таким чином, з (3.244) маємо

𝐼1 > 𝐶(𝜃(|𝜉|) + |𝜉|𝛼−2)−1/2 → ∞, при 𝜉 → −∞. (3.246)

Положимо

𝜀2 = 𝜀2(𝜉) = 2|𝜉|. (3.247)

Очевидно, що

𝜀1(𝜉) = 𝑂(|𝜉|1−𝛼/3) < 𝜀2(𝜉) (3.248)

для достатньо великих |𝜉|. Ми маємо

|𝐼2| 6
∫︀ 𝜀2
𝜀1

⃒⃒⃒
𝐵2(𝜉+𝑖𝜂)
𝐵2(𝜉)

⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒
𝜙𝛼(𝜉+𝑖𝜂)
𝜙𝛼(𝜉)

⃒⃒⃒
· (3.249)⃒⃒⃒

𝑉 (𝜉+𝑖𝜂)𝑒−Φ(𝜉+𝑖𝜂)

𝑉 (𝜉)𝑒−Φ(𝜉)

⃒⃒⃒
exp{𝑀(Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉))}𝑑𝜂.

Для достатньо великих |𝜉|,

Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉) = −2
∫︀ 𝐴

0 𝑒−𝑡|𝜉| sin2 𝑡𝜂
2 Δ(1

𝑡 )
𝑑𝑡
𝑡3 6 (3.250)

−2
∫︀ 1/|𝜉|

0 𝑒−𝑡|𝜉| sin2 𝑡𝜂
2 Δ(1

𝑡 )
𝑑𝑡
𝑡3 .

Оскiльки 𝑡𝜂/2 6 𝜂/(2|𝜉|) 6 1 < 𝜋/2 для 𝜂 6 2|𝜉|, ми маємо

Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉) 6 − 2

𝑒𝜋2
𝜂2

∫︁ 1/|𝜉|

0

Δ(
1

𝑡
)
𝑑𝑡

𝑡
. (3.251)

Iнтегруючи частинами як в (3.214), ми отримуємо

Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉) 6 − 2

𝑒𝜋2
𝜂2𝜃(|𝜉|). (3.252)

Пiдставляючи Δ = Δ𝛼 = 𝑢𝛼−2 в (3.251), ми маємо

log |𝜙𝛼(𝜉 + 𝑖𝜂)| − log𝜙𝛼(𝜉) 6 (3.253)

− 2
𝑒𝜋2𝜂

2
∫︀ 1/|𝜉|

0 𝑡1−𝛼𝑑𝑡 = − 2
𝑒𝜋2(2−𝛼)𝜂

2|𝜉|𝛼−2.

З (3.141), (3.252), (3.254), ми робимо висновок, що

log |𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)| − log𝜓1(𝜉) = (3.254)

(log |𝐵2(𝜉 + 𝑖𝜂)| − log𝐵2(𝜉)) +

(log |𝜙𝛼(𝜉 + 𝑖𝜂)| − log𝜙𝛼(𝜉)) +

𝑀(Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉)) + [log
⃒⃒
𝑉 (𝜉 + 𝑖𝜂)𝑒−Φ(𝜉+𝑖𝜂)

⃒⃒
−

log
(︀
𝑉 (𝜉)𝑒−Φ(𝜉)

)︀
] 6 𝐶𝑞(|𝜉|)𝜂2 − 2

𝑒𝜋2(2−𝛼)𝜂
2|𝜉|𝛼−2 −

2
𝑒𝜋2𝑀𝜂2𝜃(|𝜉|) + 𝐶.
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Якщо 𝑀 є достатньо великим, ми отримуємо

log |𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)| − log𝜓1(𝜉) 6 −𝐶(𝜃(|𝜉|) + |𝜉|𝛼−2)𝜂2 + 𝐶. (3.255)

Оскiльки 𝜂 > 𝜀1, з (3.241) випливає

log |𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)| − log𝜓1(𝜉) 6 −𝐶(𝜃(|𝜉|) + |𝜉|𝛼−2)𝜀2
1 + 𝐶 6

−𝐶|𝜉|2/3(𝜃(|𝜉|) + |𝜉|𝛼−2)1/3 + 𝐶 = (3.256)

−𝐶(𝜃(|𝜉|)|𝜉|2 + |𝜉|𝛼)1/3 + 𝐶.

Тобто,

|𝐼2| 6 𝐶|𝜉| exp[−𝐶(𝜃(|𝜉|)|𝜉|2 + |𝜉|𝛼)1/3] → 0, при 𝜉 → −∞. (3.257)

Ми маємо

|𝐼3| 6
∫︀∞
𝜀2

⃒⃒⃒
𝐵2(𝜉+𝑖𝜂)
𝐵2(𝜉)

⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒
𝜙𝛼(𝜉+𝑖𝜂)
𝜙𝛼(𝜉)

⃒⃒⃒
· (3.258)⃒⃒⃒

𝑉 (𝜉+𝑖𝜂)𝑒−Φ(𝜉+𝑖𝜂)

𝑉 (𝜉)𝑒−Φ(𝜉)

⃒⃒⃒
exp{𝑀(Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉))}𝑑𝜂.

Для |𝜉| > 1/(2𝐴), ми маємо 𝜂 > 2|𝜉| > 1/𝐴, тобто

Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉) = −2
∫︀ 𝐴

0 𝑒−𝑡|𝜉| sin2 𝑡𝜂
2 Δ(1

𝑡 )
𝑑𝑡
𝑡 6 (3.259)

−2
∫︀ 1/𝜂

0 𝑒−𝑡|𝜉| sin2 𝑡𝜂
2 Δ(1

𝑡 )
𝑑𝑡
𝑡3 .

Оскiльки 𝑡𝜂/2 6 1/2 < 𝜋/2 для 0 6 𝑡 6 1/2,

Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉) 6 −2𝜂2

𝜋2 𝑒
−|𝜉|/𝜂 ∫︀ 1/𝜂

0 Δ(1
𝑡 )
𝑑𝑡
𝑡 (3.260)

6 − 2𝜂2

𝜋2
√
𝑒

∫︀∞
𝜂 Δ(𝑢)𝑑𝑢𝑢 .

Iнтегруючи частинами, як в (3.214), ми отримуємо

Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉) 6 − 2

𝜋2
√
𝑒
𝜃(𝜂)𝜂2. (3.261)

Оскiльки |𝜉| < 𝜂/2, ми робимо висновок з (3.142), що

log |𝐵2(𝜉 + 𝑖𝜂)| − log𝐵2(𝜉) 6 𝐶𝑞(𝜂)𝜂2 6 𝐶𝜃(𝜂)𝜂2, 1 6 |𝜉| < 𝜂

2
. (3.262)

Використовуючи (3.259), (3.261), (3.124) i нерiвнiсть

|𝜙𝛼(𝜉 + 𝑖𝜂)| 6 𝜙𝛼(𝜉) (3.263)



146

(яка є окремим випадком (3.190)), ми маємо⃒⃒⃒
𝜓1(𝜉+𝑖𝜂)
𝜓1(𝜉)

⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
𝐵2(𝜉+𝑖𝜂)
𝐵2(𝜉)

⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒
𝜙𝛼(𝜉+𝑖𝜂)
𝜙𝛼(𝜉)

⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒
𝑉 (𝜉+𝑖𝜂)𝑒−Φ(𝜉+𝑖𝜂)

𝑉 (𝜉)𝑒−Φ(𝜉)

⃒⃒⃒
· (3.264)

exp{𝑀(Re ℎ(𝜉 + 𝑖𝜂)− ℎ(𝜉))} 6

𝐶 exp
{︁
𝐶𝜃(𝜂)𝜂2 − 2𝑀

𝜋2
√
𝑒
𝜃(𝜂)𝜂2

}︁
, 2|𝜉| < 𝜂 <∞.

Якщо 𝑀 є достатньо великим, використовуючи (3.204), (3.138), ми отри-

муємо ⃒⃒⃒
𝜓1(𝜉+𝑖𝜂)
𝜓1(𝜉)

⃒⃒⃒
6 𝐶 exp(−𝐶𝜃(𝜂)𝜂2) 6 (3.265)

𝐶 exp(−𝐶𝑞(𝜂)𝜂2) 6 𝐶 exp(−𝐶𝜂1−𝛽).

Таким чином,

|𝐼3| 6 𝐶

∫︁ ∞

2|𝜉|
exp(−𝐶𝜂1−𝛽)𝑑𝜂 → 0, при |𝜉| → ∞. (3.266)

Пiдставляючи (3.246), (3.257), (3.266) в (3.203), ми робимо висновок, що∫︁ ∞

0

Re
(︂
𝑒−𝑖𝑥𝜂

𝜓1(𝜉 + 𝑖𝜂)

𝜓1(𝜉)

)︂
𝑑𝜂 > 0, для 𝜉 6 𝜉0 < 0. (3.267)

Таким чином, з (3.200) i (3.235) випливає, що 𝑝1(𝑥) > 0 для 0 < 𝑥 < 𝑥0. 2

Висновки до роздiлу 3

Цей роздiл присвячений рiзним видам додатностi. Ми розглядаємо ко-

нус многочленiв з додатними коефiцiєнтами, якi є невiд’ємними на всiй

дiйснiй осi, i знаходимо крайнi напрямки цього нормального конусу. Ми

також даємо повний опис дiагональних в стандартному мономiальному ба-

зисi лiнiйних операторiв, що вони зберiгають вказаний конус. Ми вивчаємо

диференцiальнi оператори скiнченого порядку з полiномiальними коефi-

цiєнтами, якi зберiгають множину невiд’ємних многочленiв зi степенем не

бiльшим за задане число. Ми дослiджуємо множину перетворень Фур’є до-

датних скiнчених Борелевських мiр на дiйснiй пiвосi, так званих абсолютно

монотонних функцiй. Ми отримуємо нову необхiдну умову для нульових

множин абсолютно монотонних функцiй. Ми описуємо нульовi множини
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цiлих абсолютно монотонних функцiй, якщо цi множини не перетинають

деякий кут, який мiстить вiд’ємну дiйсну пiввiсь. Крiм того, ми знаходи-

мо характеризацiю нульових множин цiлих функцiй, якi є обмеженими в

кожнiй “лiвiй” пiвплощинi, яка мiстить мниму вiсь. Ми отримуємо також

неперервний аналог теореми М. Фекете i Дж. Полiа.

До основних результатiв роздiлу вiдносяться:

– Теорема 3.1.1, яка дає просту достатню умову для того, щоб много-

член парного степеня з додатними коефiцiєнтами був додатним на всiй

дiйснiй осi.

– Теорема 3.2.5, яка дає опис крайнiх напрямкiв конусу многочленiв з

додатними коефiцiєнтами, якi є невiд’ємними на всiй дiйснiй осi i мають

степiнь не бiльше за задане число.

– Теорема 3.2.9, яка дає характеризацiю дiагональних в стандартному

мономiальному базисi лiнiйних операторiв, що вони зберiгають конус

многочленiв з додатними коефiцiєнтами, якi є невiд’ємними на всiй

дiйснiй осi.

– Теореми 3.3.6 i 3.3.8, якi дають опис диференцiальних операторiв скiн-

ченого порядку з полiномiальними коефiцiєнтами, що вони зберiгають

множину невiд’ємних многочленiв зi степенем не бiльшим за задане

число.

– Теорема 3.4.3, яка дає нову необхiдну умову для нульових множин аб-

солютно монотонних функцiй в лiвiй комплекснiй пiвплощинi.

– Теорема 3.6.2, яка дає опис нульових множин цiлих функцiй, якi є об-

меженими в кожнiй пiвплощини вигляду {𝑧 : Re 𝑧 6 𝑤}.

– Теорема 3.5.3, яка демонструє, що кожну неперервну щiльнiсть на

пiвосi, яка є додатною в кiнцях носiя, можна згорнути зi спецiальною

мiрою (мiрою Пуассона) так, що згортка є невiд’ємною мiрою.
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– Теорема 3.6.4, яка дає характеризацiю нульових множин цiлих абсо-

лютно монотонних функцiй, якщо цi множини не перетинають деякий

кут {𝑧 : | arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼} для 𝛼 > 0.
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РОЗДIЛ 4

МНОГОЧЛЕНИ З УСIМА ДIЙСНИМИ КОРЕНЯМИ I ЦIЛI

ФУНКЦIЇ КЛАСУ ЛАҐЕРРА-ПОЛIА

4.1 Часткова тета-функцiя

Розподiл коренiв цiлих функцiй, а також вiдрiзкiв i залишкiв їх рядiв

Тейлора, вивчалися багатьма авторами, дивись, наприклад, чудовий огляд

цiєї тематики в роботi I.В.Островського [175].

Спершу нам потрiбнi означення класу гiперболiчних многочленiв, а та-

кож знаменитого класу цiлих функцiй Лаґерра-Полiа.

Означення 4.1.1. Многочлен з дiйсними коефiцiєнтами називається гi-

перболiчним, якщо усi його коренi є дiйсними числами. Множина гiпер-

болiчних многочленiв позначаєтьсяℋ𝒫 . Для зручностi формулювання тео-
рем ми (як це загальноприйнято) будемо вважати, що тотожно нульовий

многочлен є гiперболiчним.

Означення 4.1.2. Цiла функцiя 𝑓 з дiйсними коефiцiєнтами називається

функцiєю класу Лаґерра-Полiа, позначається 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 , якщо її можна

представити у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥𝑛𝑒−𝛼𝑥
2+𝛽𝑥

∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑥

𝑥𝑘

)︂
𝑒

𝑥
𝑥𝑘 , (4.1)

де 𝑐, 𝛼, 𝛽, 𝑥𝑘 ∈ R, 𝑥𝑘 ̸= 0, 𝛼 > 0, 𝑛 є невiд’ємним цiлим числом i∑︀∞
𝑘=1 𝑥

−2
𝑘 < ∞. Як зазвичай, добуток в правiй частинi цього представ-

лення може бути скiнченим або навiть порожнiм (в останньому випадку за

означенням добуток дорiвнює одиницi).

Цей клас є важливим в теорiї цiлих функцiй у зв’язку з тим, що функцiї

цього класу, i тiльки вони, є рiвномiрними на компактах у площинi грани-

цями дiйсних многочленiв з усiма дiйсними коренями. Наступна визначна

теорема Е.Лаґерра i Дж.Полiа стверджує навiть бiльш загальний факт.
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Теорема 4.1.3. (Е.Лаґерр i Дж.Полiа, дивись, наприклад, [99, с. 42-46]).

(i) Нехай (𝑃𝑛)
∞
𝑛=1, 𝑃𝑛(0) = 1, є послiдовнiстю дiйсних многочленiв з усiма

дiйсними коренями, i ця послiдовнiсть рiвномiрно збiгається в деякому колi

|𝑧| 6 𝐴,𝐴 > 0. Тодi ця послiдовнiсть збiгається рiвномiрно на компактах у

площинi до цiлої функцiї iз класу ℒ − 𝒫 .
(ii) Для кожної 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 iснує послiдовнiсть дiйсних многочленiв з

усiма дiйсними коренями, яка збiгається рiвномiрно на компактах у пло-

щинi до функцiї 𝑓 .

Означення 4.1.4. Цiла функцiя 𝑓 з дiйсними коефiцiєнтами називається

функцiєю класу Лаґерра-Полiа типу I, позначається 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫𝐼, якщо її
можна представити у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥𝑛𝑒𝛽𝑥
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑥

𝑥𝑘

)︂
, (4.2)

де 𝑐 ∈ R, 𝛽 > 0, 𝑥𝑘 > 0, 𝑛 є невiд’ємним цiлим числом i
∑︀∞

𝑘=1 𝑥
−1
𝑘 <∞.

Теорема Е.Лаґерра i Дж.Полiа (дивись, наприклад, [161, глава VIII,

§3] ) стверджує, що функцiї класу ℒ − 𝒫𝐼, i тiльки вони, є рiвномiрними

на компактах у площинi границями дiйсних многочленiв з усiма дiйсни-

ми недодатними коренями. Насправдi, виконується навiть бiльш сильний

результат.

Теорема 4.1.5. (Е.Лаґерр i Дж.Полiа, дивись, наприклад, [161, глава

VIII, §3]). (i) Нехай (𝑃𝑛)∞𝑛=1, 𝑃𝑛(0) = 1, є послiдовнiстю дiйсних многочленiв

з усiма дiйсними недодатними коренями, i ця послiдовнiсть рiвномiрно збi-

гається в деякому колi |𝑧| 6 𝐴,𝐴 > 0. Тодi ця послiдовнiсть збiгається

рiвномiрно на компактах у площинi до цiлої функцiї iз класу ℒ − 𝒫𝐼.
(ii) Для кожної 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫𝐼 iснує послiдовнiсть дiйсних многочленiв з

усiма дiйсними недодатними коренями, яка збiгається рiвномiрно на ком-

пактах у площинi до функцiї 𝑓 .

Щодо рiзноманiтних цiкавих властивостей функцiй класiв Лаґерра-

Полiа i Лаґерра-Полiа типу I, а також рiзних еквiвалентних характерiзацiй
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цих класiв, дивись збiрку праць Дж.Полiа [186, с. 100], роботу Дж.Полiа i

I.Шура [190] або монографiю Н.Обрешкова [173, глава II].

Вiдзначимо, що для дiйсної цiлої функцiї (що не є тотожно нульовою)

порядку зростання менше за 2 наступнi умови є еквiвалентними: мати усi

дiйснi коренi i належати до класу Лаґерра-Полiа. Ситуацiя змiнюється для

цiлих функцiй порядку 2. Наприклад, цiла функцiя 𝑓1(𝑥) = 𝑒−𝑥
2

належить

до класу Лаґерра-Полiа, а цiла функцiя 𝑓2(𝑥) = 𝑒𝑥
2

не належить до цього

класу.

Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 є цiлою функцiєю з додатними коефiцiєнтами.

Ми визначимо першi i другi вiдношення коефiцiєнтiв Тейлора функцiї 𝑓 ,

𝑝𝑛 i 𝑞𝑛, наступним чином:

𝑝𝑛 = 𝑝𝑛(𝑓) :=
𝑎𝑛−1

𝑎𝑛
, 𝑛 > 1; (4.3)

𝑞𝑛 = 𝑞𝑛(𝑓) :=
𝑝𝑛
𝑝𝑛−1

=
𝑎2𝑛−1

𝑎𝑛−2𝑎𝑛
, 𝑛 > 2.

Наступнi формули легко перевiрити прямим обчисленням:

𝑎𝑛 =
𝑎0

𝑝1𝑝2...𝑝𝑛
, 𝑛 > 1 ; (4.4)

𝑎𝑛 =
𝑎1

𝑞𝑛−1
2 𝑞𝑛−2

3 ...𝑞2𝑛−1𝑞𝑛

(︁
𝑎1
𝑎0

)︁𝑛−1

, 𝑛 > 2.

Дослiдження того факту, що дана цiла функцiя має тiльки дiйснi ко-

ренi, є дуже складною i тонкою проблемою. Ми нагадаємо цитовану в пер-

шому роздiлi теорему 1.1.12 Хатчинсона, яка дає просту достатню умову

для того, щоб функцiя мала усi дiйснi коренi. Деякi узагальнення теоре-

ми 1.1.12 можна знайти в роботi Т.Кравена i Дж.Ксордаша [56, §4].

Ми введемо ще поняття 𝒞𝒵𝒟𝒮-послiдовностi, тобто послiдовностi, яка
зменшує число недiйсних коренiв дiйсного многочлена. Для дiйсного мно-

гочлена 𝑃 ми позначаємо через 𝑍𝑐(𝑃 ) число недiйсних коренiв 𝑃 iз ураху-

ванням кратностей.

Означення 4.1.6. Дiйсна послiдовнiсть (𝛾𝑘)
∞
𝑘=0 називається 𝒞𝒵𝒟𝒮-

послiдовнiстю (вiд англiйського “complex zero decreasing sequence”; позна-
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чається (𝛾𝑘)
∞
𝑘=0 ∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮), якщо

𝑍𝑐

(︃
𝑛∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘

)︃
6 𝑍𝑐

(︃
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘

)︃
(4.5)

для довiльного дiйсного многочлена
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘.

Iснування нетривiальних 𝒞𝒵𝒟𝒮-послiдовностей є наслiдком наступної

визначної теореми, доведеної Е.Лаґерром i узагальненої Дж.Полiа.

Теорема 4.1.7. (Е.Лаґерр i Дж.Полiа, дивись, наприклад, [189] або [186,

с. 314-321]). Нехай 𝑓 є цiлою функцiєю класу Лаґерра-Полiа з усiма

вiд’ємними коренями. Тодi (𝑓(𝑘))∞𝑘=0 ∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮.

Наслiдком цiєї теореми є, наприклад, такi твердження, якi ми будемо

неодноразово використовувати в подальшому:(︁
𝑏−𝑘

2
)︁∞
𝑘=0

∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮, 𝑏 > 1,

(︂
1

𝑘!

)︂∞

𝑘=0

∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮. (4.6)

В цьому роздiлi ми будемо дослiджувати належнiсть до класу Лаґерра-

Полiа так званої часткової тета-функцiї, а саме цiлої функцiї

𝑔𝑎(𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1, (4.7)

яка має наступну цiкаву властивiсть:

𝑞𝑛(𝑔𝑎) = 𝑎2 для усiх 𝑛 > 2.

Зазначимо, що “старша сестра” часткової тета-функцiї: класична тета-

функцiя Якобi, –

𝜃3

(︂
𝑧,

1

𝑎

)︂
=

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, |𝑎| > 1,

є добре вiдомою i вiдiграє значну роль в комплексному аналiзi (дивись,

наприклад, книгу Е.Т.Вiтакера [234]). Тета-функцiя Якобi задовольняє ба-

гато чудових тотожностей, серед них (мабуть, найбiльш вiдома) потрiйний

добуток Якобi

𝜃3

(︂
𝑧,

1

𝑎

)︂
=

∞∏︁
𝑘=1

(︁
1 +

𝑧

𝑎2𝑘−1

)︁(︂
1 +

1

𝑧𝑎2𝑘−1

)︂(︂
1− 1

𝑎2𝑘

)︂
.
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Часткова тета-функцiя має багату iсторiю дослiджень. Уся наведе-

на нижче iсторiя дослiдження часткової тета-функцiї була повiдомлена

нам вiдомим дослiдником часткової тета-функцiї та iнших важливих спе-

цiальних функцiй С.О.Варнааром (приватне повiдомлення). Як повiдом-

ляє С.О.Варнаар, мабуть, вперше часткова тета-функцiя з’являється (не

пiд цим iм’ям) в 1844 роцi в двох роботах Дж.Еiзенштейна (дивись [72]

i [73]). В цих роботах Дж.Еiзенштейн дослiджує представлення часткової

тета-функцiї ланцюговим дробом, з якого отримує iррацiональнiсть дея-

ких спецiальних чисел. Двома роками пiзнiше Е.Гейне [97] перевiдкриває

представлення цiєї функцiї ланцюговим дробом, а також представляє лан-

цюговими дробами деякi гiпергеометричнi функцiї. У 1915 роцi результати

Дж.Еiзенштейна про iррацiональнiсть спецiальних чисел були посиленi в

сумiснiй роботi Ф.Берштейна i О.Сатца ([26]), а пiзнiше ще в однiй в роботi

О.Сатца ([209]). Невдовзi пiсля цього Л.Шакалов (дивись [214] i [215]) дослi-

див не тiльки iррацiональнiсть, але лiнiйну незалежнiсть над Q тих самих

чисел. Крiм того, Л.Шакалов вперше вiдзначив функцiональне рiвняння

для часткової тета-функцiї: 𝑔𝑎(𝑎𝑧) = 1 + 𝑔𝑎
(︀
𝑧
𝑎

)︀
. Пiзнiше часткова тета-

функцiя неодноразово з’являється в роботах С.Рамануджана. У “втрачено-

му записнику” Рамануджана є багато красивих тотожностей з частковою

тета-функцiєю. Саму назву “часткова тета-функцiя” (англiйською “partial

theta-function”) дав цiєї функцiї Дж.Андрюс в вiдомих роботах [16] i [17]

(дивись також роботу С.О.Варнаара [233]).

На наш погляд, цiкавою є iсторiя дослiджень розташування коренiв

часткової тета-функцiї. В роботi ([95], с. 95-100) Ґ.Гардi довiв, що частко-

ва тета-функцiя 𝑔𝑎 має тiльки дiйснi коренi, якщо 𝑎2 > 9. В задачнику

Дж.Полiа i Г.Сеге ([191], задача 176, с. 66) доведено, що часткова тета-

функцiя має тiльки дiйснi коренi, якщо 𝑎2 > 4 (без посилання на теорему

Хатчинсона 1.1.12, яка цитується в роздiлi 1, i з якої цей результат одразу

випливає). В цьому роздiлi ми дамо точну вiдповiдь на питання: для яких 𝑎

часткова тета-функцiя 𝑔𝑎 має тiльки дiйснi коренi? Головним результатом
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цього роздiлу є наступна теорема.

Теорема 4.1.8. ([121]). Iснує константа 𝑞∞ (𝑞∞ ≈ 3.233636665), така що:

1. Для кожного 𝑛 ∈ N вiдрiзок ряду 𝑆𝑛(𝑧, 𝑔𝑎) :=
∑︀𝑛

𝑗=0
𝑧𝑗

𝑎𝑗2
має усi дiйснi

коренi ⇔ iснує точка 𝑥𝑛 ∈ (𝑎; 𝑎3), така що 𝑆𝑛(−𝑥𝑛, 𝑔𝑎) 6 0.

2. Функцiя 𝑔𝑎(𝑧) належить до класу ℒ − 𝒫 (тобто має усi дiйснi коренi)

⇔ iснує точка 𝑥0 ∈ (𝑎; 𝑎3), така що 𝑔𝑎(−𝑥0) 6 0.

3. Для усiх 𝑘 ∈ N усi непарнi вiдрiзки ряду 𝑆2𝑘+1(𝑧, 𝑔𝑎) :=
∑︀2𝑘+1

𝑗=0
𝑧𝑗

𝑎𝑗2
на-

лежать до класу ℒ − 𝒫 ⇔ 𝑎2 > 𝑞∞;

4. Iснує таке 𝑁0 ∈ N, що для усiх 𝑘 > 𝑁0 парнi вiдрiзки ряду 𝑆2𝑘(𝑧, 𝑔𝑎) :=∑︀2𝑘
𝑗=0

𝑧𝑗

𝑎𝑗2
належать до класу ℒ − 𝒫 ⇔ 𝑎2 > 𝑞∞;

5. Функцiя 𝑔𝑎(𝑧) належить до класу ℒ − 𝒫 ⇔ 𝑎2 > 𝑞∞.

Чудова робота ([152]) В.П.Костова i Б.Шапiро, серед iнших важливих

i глибоких результатiв, пояснює ту важливу роль, яку вiдiграє константа

𝑞∞ при вивченнi множини цiлих функцiй з додатними коефiцiєнтами Тей-

лора, у яких усi вiдрiзки ряду Тейлора мають тiльки дiйснi коренi. А саме,

В.П.Костов i Б.Шапiро доводять, зокрема, таку теорему.

Теорема 4.1.9. (В.П.Костов i Б.Шапiро, [152]). Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘

є цiлою функцiєю з додатними коефiцiєнтами, i нехай iснує таке 𝑁0 ∈
N, що для усiх 𝑛 > 𝑁0 виконується 𝑆𝑛(𝑧) =

∑︀𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘𝑧

𝑘 ∈ ℋ𝒫 . Тодi
lim inf𝑛→∞ 𝑞𝑛(𝑓) > 𝑞∞.

Тепер ми будемо доводити теорему 4.1.8.

Доведення. Позначимо через

𝑓𝑎(𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1, (4.8)

i

𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) :=
𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1. (4.9)
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Ми будемо дослiджувати розташування коренiв многочленiв 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎).

Для доведення теореми 4.1.8 нам потрiбно декiлька лем.

Лема 4.1.10. Для усiх 𝑎2 > 3 виконується наступна нерiвнiсть

|𝑆4(𝑎
3𝑒𝑖𝜙, 𝑎)| > 𝑎−4, ∀𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. (4.10)

Доведення. Ми маємо

𝑆4(𝑎
3𝑒𝑖𝜙, 𝑎) = 1− 𝑎2𝑒𝑖𝜙 + 𝑎2𝑒2𝑖𝜙 − 𝑒3𝑖𝜙 + 𝑎−4𝑒4𝑖𝜙 = (4.11)

−𝑖𝑒3𝑖𝜙/2
(︀
(2 sin(3𝜙/2)− 2𝑎2 sin(𝜙/2)) + 𝑖𝑎−4𝑒5𝑖𝜙/2

)︀
,

звiдки

|𝑆4(𝑎
3𝑒𝑖𝜙, 𝑎)|2 = 4

(︀
sin(3𝜙/2)− 𝑎2 sin(𝜙/2)

)︀2 − (4.12)

4𝑎−4 sin(5𝜙/2)
(︀
sin(3𝜙/2)− 𝑎2 sin(𝜙/2)

)︀
+ 𝑎−8.

Пiсля простих перетворень отримуємо

|𝑆4(𝑎
3𝑒𝑖𝜙, 𝑎)|2 = 4 sin2(𝜙/2)

(︀
(𝑎2 − 3) + 4 sin2(𝜙/2)

)︀2
+ (4.13)

4𝑎−4 sin(5𝜙/2) sin(𝜙/2)
(︀
(𝑎2 − 3) + 4 sin2(𝜙/2)

)︀
+ 𝑎−8.

Для 𝑎2 > 3 i 𝜙 ∈ [0, 2𝜋] (4.10) є наслiдком нерiвностi

sin(𝜙/2)
(︀
(𝑎2 − 3) + 4 sin2(𝜙/2)

)︀
+ 𝑎−4 sin(5𝜙/2) > 0.

Остання нерiвнiсть випливає з

4𝑎4 sin3 𝜙/2 + sin(5𝜙/2) > 0 (4.14)

для 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]. Якщо 𝜙 ∈ [0, 2𝜋/5] ∪ [8𝜋/5, 2𝜋], то sin(5𝜙/2) > 0 i (4.14)

виконується. Якщо 𝜙 ∈ [2𝜋/5, 8𝜋/5], то (4.14) випливає з

4𝑎4 sin3 𝜋/5− 1 > 0,

що є вiрним, оскiльки sin3 𝜋/5 > sin3 𝜋/6 = 1/8. 2

Лема 4.1.11. Якщо 𝑎2 > 3, то многочлен 𝑆4(𝑧, 𝑎) має точно два коренi в

колi {𝑧 : |𝑧| < 𝑎3} i не має коренiв на окружностi {𝑧 : |𝑧| = 𝑎3}.
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Доведення. Позначимо 𝑃𝑎(𝑡) := 𝑆4(𝑎
4𝑡, 𝑎) = 1− 𝑎3𝑡+ 𝑎4𝑡2 − 𝑎3𝑡3 + 𝑡4. Ми

збираємося показати, що 𝑃𝑎(𝑡) має точно два коренi в колi {𝑡 : |𝑡| < 𝑎−1}
(i має точно два коренi в замкненому колi {𝑡 : |𝑡| 6 𝑎−1} ). Позначимо

𝑤(𝑡) := 𝑡 + 𝑡−1. Функцiя 𝑤(𝑡) конформно вiдбиває коло {𝑡 : |𝑡| < 𝑎−1} на

деяку область Ω, таку що {𝑤 : |𝑤| > 𝑎 + 𝑎−1} ⊂ Ω. Ми маємо 𝑃𝑎(𝑡) =

𝑡2(𝑤2−2−𝑎3𝑤+𝑎4). Покажемо, що многочлен 𝑄𝑎(𝑤) := (𝑤2−2−𝑎3𝑤+𝑎4)

має точно два коренi в областi {𝑤 : |𝑤| > 𝑎+ 𝑎−1}. Позначимо через 𝑤1, 𝑤2

- коренi многочлена 𝑄𝑎(𝑧), а через 𝐷 - дискримiнант многочлена 𝑄𝑎(𝑧).

Якщо 𝐷 6 0, то ми маємо |𝑤𝑗| > Re 𝑤𝑗 = 𝑎3

2 >
3𝑎
2 > 𝑎 + 𝑎−1 для 𝑗 = 1, 2.

Якщо 𝐷 > 0, то ми маємо

|𝑤𝑗| >
𝑎3 −

√
𝑎6 − 4𝑎4 + 8

2
> 𝑎+ 𝑎−1, 𝑗 = 1, 2.

Тобто, для 𝑎2 > 3 многочлен 𝑄𝑎(𝑤) має точно два коренi в областi {𝑤 :

|𝑤| > 𝑎 + 𝑎−1}. Оскiльки deg𝑄𝑎 = 2, ми маємо, що 𝑄𝑎(𝑤) має точно два

коренi в областi Ω i має точно два коренi в замкненнi Ω. Звiдки многочлен

𝑃𝑎(𝑡) має точно два коренi в колi {𝑡 : |𝑡| < 𝑎−1} i не має коренiв на границi
цього кола. 2

Припустимо, що 𝑎2 > 3 i 𝑛 > 5.Ми маємо 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) =: 𝑆4(𝑧, 𝑎)+𝑅𝑛(𝑧, 𝑎).

Легко перевiрити, що

|𝑅𝑛(𝑎
3, 𝑎)| 6

𝑛∑︁
𝑘=5

𝑎3𝑘

𝑎𝑘2
6 𝑎−10

∞∑︁
𝑘=0

𝑎−8𝑘 =
1

𝑎2(𝑎8 − 1)
.

Оскiльки
1

𝑎4
>

1

𝑎2(𝑎8 − 1)
,

ми отримуємо з леми 4.1.10 i теореми Руше, що для 𝑎2 > 3 i 𝑛 > 5 число

коренiв многочлена 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝑎3} (i в колi {𝑧 : |𝑧| 6 𝑎3}
дорiвнює числу коренiв многочлена 𝑆4(𝑧, 𝑎) в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝑎3} (i в {𝑧 :

|𝑧| 6 𝑎3}. Користуючись лемою 4.1.11, ми отримуємо, що для 𝑎2 > 3 i

𝑛 > 4 многочлен 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝑎3} (i в замкненому колi

{𝑧 : |𝑧| 6 𝑎3}) точно два коренi.
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Лема 4.1.12. Якщо 𝑛 > 4, 𝑎2 > 2.25, то 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має 𝑛 − 4 кореня на

вiдрiзку [𝑎4, 𝑎2𝑛−4].

Доведення. Ми маємо для 2 6 𝑘 6 𝑛− 2:

(−1)𝑘𝑆𝑛(𝑎
2𝑘) =

∑︀𝑛
𝑗=1(−1)𝑗−𝑘 𝑎

2𝑘𝑗

𝑎𝑗2
= (4.15)

𝑎𝑘
2∑︀𝑛

𝑗=1(−1)𝑗−𝑘𝑎−(𝑗−𝑘)2 >

𝑎𝑘
2

[1− 2𝑎−1 + 2𝑎−4 − 2𝑎−9].

Оскiльки нескладно перевiрити, що останнiй вираз є додатним для 𝑎 > 1.5,

ми отримуємо необхiдний висновок. 2

Лема 4.1.13. Припустимо, що 𝑎2 > 3, 𝑛 > 4, тодi

𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 ⇔ ∃𝑥𝑛 ∈ (𝑎, 𝑎3) : 𝑆𝑛(𝑥𝑛, 𝑎) 6 0. (4.16)

Доведення. Оскiльки для 0 6 𝑧 6 𝑎 виконується

1 >
𝑧

𝑎
>
𝑧2

𝑎4
> . . . >

𝑧𝑛

𝑎𝑛2
> . . . ,

то для кожного 𝑛 ∈ N многочлен 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) не має коренiв для 𝑧 ∈ [0, 𝑎].

Тобто, якщо 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 для 𝑛 > 4, 𝑎2 > 3, то iснує 𝑥𝑛 ∈ (𝑎, 𝑎3),

такий що 𝑆𝑛(𝑥𝑛, 𝑎) 6 0.

Припустимо, що iснує 𝑥𝑛 ∈ (𝑎, 𝑎3) : 𝑆𝑛(𝑥𝑛, 𝑎) 6 0. Оскiльки для 𝑎2 > 3

i 𝑛 > 4 многочлен 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має точно два коренi в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝑎3},
це означає, що iснують два коренi многочлена 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) в iнтервалi (0, 𝑎3).

Легко перевiрити наступну тотожнiсть

𝑆𝑛(
𝑎𝑛

𝑡
, 𝑎) = (−1)𝑛𝑡−𝑛𝑆𝑛(𝑎

𝑛𝑡, 𝑎). (4.17)

Тобто, многочлен 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має два коренi в iнтервалi (𝑎2𝑛−3,∞). Iз ле-

ми 4.1.12 многочлен 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має 𝑛− 4 кореня на вiдрiзку [𝑎4, 𝑎2𝑛−4]. Тобто,

многочлен 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має 𝑛 дiйсних коренiв. 2

Для 𝑛 > 2 ми позначимо

𝑞𝑛 := inf{𝑎2 > 1 : ∃𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑎3) 𝑆𝑛(𝑥0, 𝑎) 6 0};
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𝑞∞ := inf{𝑎2 > 1 : ∃𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑎3) 𝑓𝑎(𝑥0) 6 0}

Легко обчислити, що 𝑞2 = 4, 𝑞3 = 3.

Оскiльки для 𝑘 > 1, 0 6 𝑥 6 𝑎3

𝑆2𝑘+2(𝑥, 𝑎) = 𝑆2𝑘(𝑥, 𝑎)−
𝑥2𝑘+1

𝑎(2𝑘+1)2

(︁
1− 𝑥

𝑎4𝑘+3

)︁
< 𝑆2𝑘(𝑥, 𝑎),

ми маємо

4 = 𝑞2 > 𝑞4 > 𝑞6 > . . . .

Таким чином, iснує границя послiдовностi {𝑞2𝑘}∞𝑘=1 i ми маємо

lim
𝑘→∞

𝑞2𝑘 =: 𝑏 < 4.

Оскiльки для 𝑘 > 1, 0 6 𝑥 6 𝑎3,

𝑆2𝑘+1(𝑥, 𝑎) = 𝑆2𝑘−1(𝑥, 𝑎) +
𝑥2𝑘

𝑎(2𝑘)2

(︁
1− 𝑥

𝑎4𝑘+1

)︁
> 𝑆2𝑘−1(𝑥, 𝑎),

ми маємо

3 = 𝑞3 < 𝑞5 < 𝑞7 < . . . .

Таким чином, iснує границя послiдовностi {𝑞2𝑘+1}∞𝑘=1 i ми маємо

lim
𝑘→∞

𝑞2𝑘+1 =: 𝑐 > 3.

Для кожного 𝑥 > 0, 𝑘 ∈ N,

𝑆2𝑘+1(𝑥, 𝑎) = 𝑆2𝑘(𝑥, 𝑎)−
𝑥2𝑘+1

𝑎(2𝑘+1)2
< 𝑆2𝑘(𝑥, 𝑎),

тому для усiх 𝑘 ∈ N ми маємо

𝑞2𝑘+1 6 𝑞2𝑘,

звiдки

𝑐 6 𝑏.

Ми отримуємо

𝑆2𝑘(𝑥, 𝑎)−
∞∑︁

𝑛=2𝑘+1

(−1)𝑛−1𝑥𝑛

𝑎𝑛2
= 𝑓𝑎(𝑥) = 𝑆2𝑘+1(𝑥, 𝑎) +

∞∑︁
𝑛=2𝑘+2

(−1)𝑛𝑥𝑛

𝑎𝑛2
.

Для 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑎3], 𝑛 > 1, ми маємо 𝑥𝑛

𝑎𝑛2
> 𝑥𝑛+1

𝑎(𝑛+1)2
, звiдки

𝑆2𝑘(𝑥, 𝑎) > 𝑓𝑎(𝑥) > 𝑆2𝑘+1(𝑥, 𝑎),
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i ми отримуємо

3 < 𝑐 6 𝑞∞ 6 𝑏 < 4.

Ми доведемо, що 𝑐 = 𝑞∞ = 𝑏. Для цього нам потрiбна наступна лема.

Лема 4.1.14. Припустимо, що 3 6 𝑎2
1 < 𝑎2

2, 𝑘 > 1. Тодi виконуються

наступнi iмплiкацiї

𝑆𝑘(𝑥1, 𝑎1) 6 0, 𝑥1 ∈ (𝑎1, 𝑎
3
1) ⇒ 𝑆𝑘(𝑥2, 𝑎2) < 0, (4.18)

де 𝑥2 =
𝑥1𝑎2
𝑎1

∈ (𝑎2, 𝑎
3
2),

i

𝑓𝑎1(𝑥1) 6 0, 𝑥1 ∈ (𝑎1, 𝑎
3
1) ⇒ 𝑓𝑎2(𝑥2) < 0, де 𝑥2 =

𝑥1𝑎2

𝑎1
∈ (𝑎2, 𝑎

3
2). (4.19)

Доведення. Положимо 𝑦1 =
𝑥1
𝑎1
i позначимо через

𝐶𝑘(𝑦, 𝑎) := 𝑆𝑘(𝑎𝑦, 𝑎), 𝑔𝑎(𝑦) := 𝑓𝑎(𝑎𝑦).

Оскiльки 𝑥1 ∈ [𝑎1, 𝑎
3
1], ми маємо 𝑦1 ∈ [1, 𝑎2

1]. Ми отримуємо для 𝑎 ∈ (𝑎1, 𝑎2)

𝜕

𝜕𝑎
𝐶𝑘(𝑦1, 𝑎) = −𝑦

2
1

𝑎3

(︃
2− 6𝑦1

𝑎4
+

𝑘−2∑︁
𝑝=2

(−1)𝑝𝑦𝑝1(𝑝+ 2)(𝑝+ 1)

𝑎𝑝2+3𝑝

)︃
; (4.20)

𝜕

𝜕𝑎
𝑔𝑎(𝑦1) = −𝑦

2
1

𝑎3

(︃
2− 6𝑦1

𝑎4
+

∞∑︁
𝑝=2

(−1)𝑝𝑦𝑝1(𝑝+ 2)(𝑝+ 1)

𝑎𝑝2+3𝑝

)︃
. (4.21)

Для 𝑎2 > 𝑎2
1 > 3 i 𝑦1 ∈ [1, 𝑎2

1] ми маємо

2 >
6𝑦1

𝑎4
> . . . >

𝑦𝑝1(𝑝+ 2)(𝑝+ 1)

𝑎𝑝2+3𝑝
>
𝑦𝑝+1

1 (𝑝+ 3)(𝑝+ 2)

𝑎(𝑝+1)2+3(𝑝+1)
,

тобто
𝜕

𝜕𝑎
𝐶𝑘(𝑦1, 𝑎) < 0, 𝑎 ∈ (𝑎1, 𝑎2); (4.22)

𝜕

𝜕𝑎
𝑔𝑎(𝑦1) < 0, 𝑎 ∈ (𝑎1, 𝑎2). (4.23)

Тобто ми отримуємо

𝐶𝑘(𝑦1, 𝑎1) > 𝐶𝑘(𝑦1, 𝑎2);

𝑔𝑎1(𝑦1) > 𝑔𝑎2(𝑦1),

звiдки випливає твердження леми. 2



160

Для 𝑎2 > 3, 𝑛 > 4, многочлен 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має два кореня у колi {𝑧 : |𝑧| <
𝑎3}, i, використовуючи лему 4.1.14, отримуємо, що для 𝑎2 = 𝑞𝑛 многочлен

𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має один корiнь кратностi два на iнтервалi (𝑎, 𝑎3), а для 𝑎2 > 𝑞𝑛

многочлен 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) має два простих кореня на iнтервалi (𝑎, 𝑎3). Аналогiчно,

функцiя 𝑓𝑎(𝑧) для 𝑎2 = 𝑞∞ має один корiнь кратностi два на iнтервалi

(𝑎, 𝑎3), а для 𝑎2 > 𝑞∞ має два простих кореня на iнтервалi (𝑎, 𝑎3).

Припустимо, що 𝑐 < 𝑞∞. Виберемо 𝑐1, 𝑐 < 𝑐1 < 𝑞∞, i положимо 𝑎1 := 𝑐
1
2
1 .

Тодi 𝑓𝑎1(𝑥) > 0 для 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑎
3
1], i тому iснує 𝑁 ∈ N, таке що для кожного

𝑛 > 𝑁 ми маємо 𝑆2𝑘+1(𝑥, 𝑎1) > 0 для 𝑥 ∈ [𝑎1, 𝑎
3
1]. Тобто 𝑞2𝑛+1 > 𝑐1 для усiх

𝑛 > 𝑁, звiдки випливає, що 𝑐 = 𝑞∞.

Припустимо, що 𝑞∞ < 𝑏. Виберемо 𝑏1, 𝑞∞ < 𝑏1 < 𝑏, i положимо 𝑎2 := 𝑏
1
2
1 .

Тодi iснує 𝑥0 ∈ [𝑎2, 𝑎
3
2], такий що 𝑓𝑎2(𝑥0) < 0, i тому iснує 𝑀 ∈ N, таке що

для кожного 𝑚 >𝑀 ми маємо 𝑆2𝑚(𝑥0, 𝑎2) < 0. Тобто 𝑞2𝑚 < 𝑏1 для кожного

𝑚 >𝑀, звiдки випливає, що 𝑏 = 𝑞∞.

Ми довели, що для 𝑎2 > 𝑞∞ многочлени 𝑆2𝑘+1(𝑧, 𝑎) мають тiльки дiйснi

коренi для кожного 𝑘 ∈ N. Якщо 3 6 𝑎2 < 𝑞∞, то iснує 𝑘0 ∈ N, таке що
для кожного 𝑘 > 𝑘0 не всi коренi многочленiв 𝑆2𝑘+1(𝑧, 𝑎) є дiйсними, тому

що кожен з цих многочленiв має два недiйсних кореня у колi {𝑧 : |𝑧| 6 𝑎3}
(ми обираємо 𝑘0 iз умови 𝑞2𝑘0+1 > 𝑎2). Якщо 𝑎2 > 𝑞∞, то iснує 𝑘1 ∈ N,
такий що для кожного 𝑘 > 𝑘1 многочлени 𝑆2𝑘(𝑧, 𝑎) мають усi дiйснi коренi

(ми обираємо 𝑘1 iз умови 𝑞2𝑘1 < 𝑎2). Для 3 6 𝑎2 < 𝑞∞ ми маємо, що для

усiх 𝑘 ∈ N не всi коренi многочленiв 𝑆2𝑘(𝑧, 𝑎) є дiйсними, тому що кожен

з цих многочленiв має два недiйсних кореня у колi {𝑧 : |𝑧| 6 𝑎3}. Також
ми довели, що для 𝑎2 > 𝑞∞ функцiя 𝑓𝑎(𝑧) має тiльки дiйснi коренi, а для

3 6 𝑎2 < 𝑞∞ функцiя 𝑓𝑎(𝑧) має два недiйсних кореня у колi {𝑧 : |𝑧| 6 𝑎3}.
Для завершення доведення теореми нам потрiбно розглянути випадок

𝑎2 < 3. Для цього ми будемо використовувати теорему 4.1.7 Е.Лаґерра

i Дж.Полiа, а саме, наслiдок з цiєї теореми (4.1.8). Застосуємо (4.1.8) до

многочленiв 𝑆𝑘(𝑧, 𝑎), 𝑘 > 2, 1 < 𝑎2 < 3, з 𝑏 =
√

3
𝑎 . Ми отримуємо, що якщо

𝑆𝑘(𝑧, 𝑎) має усi дiйснi коренi, то 𝑆𝑘(𝑧,
√
3) також має усi дiйснi коренi. Але
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для 𝑘 > 4 ми довели, що 𝑆𝑘(𝑧,
√
3) має недiйснi коренi. Звiдки, для 𝑎2 < 3

i 𝑘 > 4 многочлени 𝑆𝑘(𝑧, 𝑎) мають недiйснi коренi.

Припустимо, що iснує 𝑎0, 1 < 𝑎2
0 < 3, таке що 𝑓𝑎0(𝑧) має тiльки дiйснi

коренi. Оскiльки 𝑓𝑎0(𝑧) є цiлою функцiєю нульового порядку зростання,

iснує (𝑏𝑚)∞𝑚=1 ⊂ (0,+∞) з
∑︀∞

𝑚=1 𝑏
−1
𝑚 <∞, така що

𝑓𝑎0(𝑧) =
∞∏︁
𝑚=1

(1− 𝑧

𝑏𝑚
),

i добуток рiвномiрно збiгається на компактах в C. Позначимо через

𝑄𝑛(𝑧) :=
𝑛∏︁

𝑚=1

(1− 𝑧

𝑏𝑚
) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝛽𝑘(𝑛)𝑧
𝑘, 𝛽𝑘(𝑛) > 0.

Для кожного 𝐾 ⊂⊂ C ми маємо 𝑄𝑛(𝑧) →𝑛→∞ 𝑓𝑎0(𝑧) рiвномiрно для 𝑧 ∈ 𝐾.

Оскiльки 𝑄𝑛(𝑧) має тiльки дiйснi коренi, ми маємо для кожного 𝑏 > 1

𝑄̃𝑛(𝑧) :=
𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝛽𝑘(𝑛)𝑏
−𝑘2𝑧𝑘 ∈ ℒ − 𝒫 .

Очевидно, для кожного 𝐾 ⊂⊂ C ми маємо 𝑄̃𝑛(𝑧) →𝑛→∞ 𝑓𝑎0𝑏(𝑧) рiвно-

мiрно по 𝑧 ∈ 𝐾. Тобто, якщо усi коренi функцiї 𝑓𝑎0(𝑧) є дiйсними, то усi

коренi функцiї 𝑓𝑎0𝑏(𝑧) є також дiйсними для кожного 𝑏 > 1. Оскiльки для

3 6 𝑎2 < 𝑞∞ функцiя 𝑓𝑎(𝑧) має недiйснi коренi, то для 1 6 𝑎2 < 𝑞∞ функцiя

𝑓𝑎(𝑧) також має недiйснi коренi.

Щоб оцiнити численне значення константи 𝑞∞, ми вiдзначимо, що

нетрудно вирахувати, що

𝑞4 = 1 +
√
5 ≈ 3.2361, 𝑞5 ≈ 3.2336.

Теорема 4.1.8 доведена. 2

Зауваження 4.1.15. Ми довели ще наступнi iмплiкацiї

𝑆2𝑘(𝑧, 𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 ⇒ ∀𝑚 > 𝑘 𝑆2𝑚(𝑧, 𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 ;

𝑆2𝑘+1(𝑧, 𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 ⇒ ∀𝑚 6 𝑘 𝑆2𝑚+1(𝑧, 𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 .

Вiдмiтимо, що дослiдження цiкавих властивостей коренiв часткової

тета-функцiї i коренiв її похiдних, знаходження комплексних областей,
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якi мiстять усi коренi цiєї функцiї, а також iншi результати, пов’язанi з

частковою тета-функцiєю, можна знайти у великої серiї глибоких робiт

В.П.Костова [141] [142], [143], [144], [147], [145], [146], [148], [149] i [150].

Зауваження 4.1.16. У нещодавньому дуже цiкавому препринтi

Р.Флореса i Ж.Гонзалеса-Менесеса обговорюється важлива роль част-

кової тета-функцiї i константи 𝑞∞ при дослiдженнi зростання моноїдiв

Артiна-Тiтса (дивись [81]).

4.2 Деякi спецiальнi цiлi функцiї, пов’язанi з частковою

тета-функцiєю

В цьому параграфi ми будемо вивчати спецiальнi цiлi функцiї з додат-

ними коефiцiєнтами i дослiджувати питання, чи належать цi функцiї та

їхнi вiдрiзкi ряду Тейлора до класу Лаґерра-Полiа.

Вiдзначимо, що, хоча кожна цiла функцiя з класу Лаґерра-Полiа є рiв-

номiрною на компактах границею многочленiв з усiма дiйсними коренями,

але вiдрiзки ряду Тейлора цих функцiй не обов’язково мають усi дiйснi

коренi. Наприклад, 𝑓(𝑧) = 𝑒𝑧 ∈ ℒ − 𝒫 , i послiдовнiсть многочленiв з усiма
дiйсними коренями 𝑃𝑛(𝑧) =

(︀
1 + 𝑧

𝑛

)︀𝑛
збiгається рiвномiрно на компактах

в C до 𝑓 . Але, для кожного 𝑛 ∈ N, 𝑛-тий вiдрiзок ряду Тейлора функ-

цiї 𝑓 має не бiльш одного дiйсного кореня, враховуючи кратностi (дивись

елементарне доведення цього важливого факту, наприклад, в вiдомому за-

дачнику Дж.Полiа i Г.Сегьо [191, глава 5, задача 74]).

Ми будемо вивчати цiлi функцiї з додатними коефiцiєнтами Тейлора i

такi, що послiдовнiсть других вiдношень 𝑞𝑛(𝑓) (дивись (4.3)) зростає по 𝑛 i

𝑞2(𝑓) > 1. З (4.4) випливає, що кожна цiла функцiя з такими властивостями

має нульовий порядок зростання. Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑗=0 𝑎𝑗𝑧
𝑗 є цiлою функцiєю

з додатними коефiцiєнтами i порядком менше за 2. Добре вiдомо i часто

використовується, що така функцiя має тiльки дiйснi коренi тодi i тiльки

тодi, коли послiдовнiсть (𝑘!𝑎𝑘)
∞
𝑘=0 є послiдовнiстю множникiв.
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Означення 4.2.1. Послiдовнiсть (𝛾𝑘)
∞
𝑘=0 дiйсних чисел називається по-

слiдовнiстю множникiв, якщо для кожного дiйсного многочлена 𝑃 (𝑥) =∑︀𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘𝑧

𝑘 з усiма дiйсними коренями, многочлен
∑︀𝑛

𝑘=0 𝛾𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘 також має

усi дiйснi коренi. Клас послiдовностей множникiв позначається ℳ𝒮 (вiд

англiйського “multiplier sequences”).

Наступна визначна теорема Дж.Полiа i I.Шура дає одразу i алгебраїч-

ну, i трансцендентну характеризацiї послiдовностей множникiв.

Теорема 4.2.2. (дивись [190], [186] або [161, глава VIII, §3]). Нехай (𝛾𝑘)
∞
𝑘=0

є даною дiйсною послiдовнiстю. Наступнi три твердження є еквiвалентни-

ми.

1. (𝛾𝑘)∞𝑘=0 є послiдовнiстю множникiв.

2. Для кожного 𝑛 ∈ N многочлен 𝑃𝑛(𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀
𝛾𝑘𝑧

𝑘 має тiльки

дiйснi коренi одного знаку.

3. Степеневий ряд Φ(𝑧) :=
∑︀∞

𝑘=0
𝛾𝑘
𝑘! 𝑧

𝑘 збiгається абсолютно во всiй ком-

плекснiй площини, i цiла функцiя Φ(𝑧) або цiла функцiя Φ(−𝑧) має пред-
ставлення

𝐶𝑒𝜎𝑧𝑧𝑚
∞∏︁
𝑘=1

(1 +
𝑧

𝑥𝑘
), (4.24)

де 𝐶 ∈ R, 𝜎 > 0,𝑚 ∈ N ∪ {0}, 0 < 𝑥𝑘 6∞,
∑︀∞

𝑘=1
1
𝑥𝑘
<∞.

Простим наслiдком цiєї теореми є таке твердження: послiдовнiсть

(𝛾0, 𝛾1, . . . , 𝛾𝑙, 0, 0, . . .) є послiдовнiстю множникiв тодi i тiльки тодi, коли

многочлен 𝑃 (𝑧) =
∑︀𝑙

𝑘=0
𝛾𝑘
𝑘! 𝑧

𝑘 має тiльки дiйснi коренi одного знаку.

Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 = 1 + 𝑧 +

+∞∑︀
𝑘=2

𝑧𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ···𝑞2𝑘−1𝑞𝑘
є даною цiлою

функцiєю з додатними коефiцiєнтами Тейлора i порядком зростання мен-

шим за 1. Ми будемо позначати 𝑆𝑛(𝑧) 𝑛-тий Тейлоровський вiдрiзок 𝑓 :

𝑆𝑛(𝑧) = 1 + 𝑧 +
𝑛∑︀
𝑘=2

𝑧𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ···𝑞2𝑘−1𝑞𝑘
. В цьому параграфi будемо дослiджува-

ти необхiднi i достатнi умови для того, щоб функцiя 𝑓 належала до класу

Лаґерра-Полiа.

Вiдзначимо просту необхiдну умову. Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 ∈ ℒ − 𝒫

є функцiєю порядку менше за 1, 𝑓(0) ̸= 0, i (𝑥𝑘)∞𝑘=1 ⊂ R є послiдовнiстю
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коренiв цiєї функцiї. Ми маємо
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑥2
𝑘

= 𝑎2
1 − 2𝑎0𝑎2 > 0.

Таким чином, для такої функцiї

𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 ⇒ 𝑞2(𝑓) > 2. (4.25)

Першим результатом цього параграфу є наступна теорема.

Теорема 4.2.3. ([33]). Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 = 1 + 𝑧 +

+∞∑︀
𝑘=2

𝑧𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ···𝑞2𝑘−1𝑞𝑘

є цiлою функцiєю з додатними коефiцiєнтами Тейлора.

(1) Якщо 𝑞2 > 3, 𝑞3 >
𝑞32
𝑞22−1

i 𝑞𝑗 > 𝑞2 для 𝑗 > 4, то функцiя 𝑓 i її вiдрiзки 𝑆𝑛

для усiх 𝑛 > 2 має точно два коренi в колi {𝑧 : |𝑧| 6 𝑞2}.
(2) Якщо 𝑞2 > 1 i 𝑞𝑗+1 > 4 для усiх 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛− 1, то 𝑆𝑛 має не менше

за (𝑛 − 2) дiйсних кореня на iнтервалi [𝑞2; +∞). Бiльш того, iснує точка

𝑦 ∈ [𝑞2; 𝑞3], така що 𝑆𝑛(−𝑦) > 0.

(3) Якщо 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 , 𝑞2 > 3, 𝑞3 >
𝑞32
𝑞22−1

i 𝑞𝑗 > 4 для усiх 𝑗 = 3, 4, . . . , то для

кожного 𝑛 ∈ N ми маємо 𝑆2𝑛+1 ∈ ℒ − 𝒫 .
(4) Якщо 2 6 𝑞2 < 3 i 𝑞𝑘 >

4𝑞2
3 для усiх 𝑘 > 3, то 𝑓 /∈ ℒ − 𝒫 .

Доведення. З невеликою неакуратнiстю в позначеннях ми будемо вивчати

наступну цiлу функцiю 𝑓(𝑧) =
∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘 = 1−𝑧+

+∞∑︀
𝑘=2

(−1)𝑘 𝑧𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ···𝑞2𝑘−1𝑞𝑘
.

Наступна лема дає деяку iнформацiю щодо поведiнки вiдрiзку степеня два

функцiї 𝑓 .

Лема 4.2.4. min
𝜙∈[0;2𝜋]

|𝑆2(𝑞2𝑒
𝑖𝜙)| =

⎧⎨⎩1, якщо 𝑞2 > 3√︁
1− (3−𝑞2)2

4 𝑞2, якщо 2 6 𝑞2 6 3
.

Доведення. Для 𝑆2(𝑧) = 1− 𝑧 + 𝑧2

𝑞2
ми отримуємо прямим рахуванням

|𝑆2(𝑞2𝑒
𝑖𝜙)|2 = 1 + 4𝑞2

2 sin
2 𝜙

2
− 4𝑞2 sin

𝜙

2
sin

3𝜙

2
. (4.26)

Пiдставляючи 𝑣 = sin2 𝜑
2 ∈ [0; 1], ми маємо sin 𝜑

2 sin
3𝜑
2 = 𝑣(3− 4𝑣), тому ми

отримуємо

|𝑆2(𝑞2𝑒
𝑖𝜙)|2 = 16𝑞2𝑣

2 + 4𝑞2𝑣(𝑞2 − 3) + 1 =: ℎ(𝑣).
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Вiдмiтимо, що ℎ(𝑣) є квадратичною параболою з осями доверху з вершиною

в точцi 𝑣0 = 3−𝑞2
8 . Якщо 2 6 𝑞2 6 3, то min

𝑣∈[0;1]
ℎ(𝑣) = ℎ(𝑣0) = 1 − (3−𝑞2)2𝑞2

4 .

Якщо 𝑞2 > 3, то 𝑣0 < 0 i min
𝑣∈[0;1]

ℎ(𝑣) = ℎ(0) = 1. 2

Наступна лема дає оцiнку третього залишку нашого степеневого ряду.

Лема 4.2.5. Нехай 𝑞2 > 1 i 𝑞𝑗 > 𝑞2 для 𝑗 > 3. Тодi

|𝑅3(𝑞2𝑒
𝑖𝜙)| 6 𝑞3

2

𝑞3(𝑞2
2 − 1)

.

Доведення.

|𝑅3(𝑞2𝑒
𝑖𝜙)| 6

+∞∑︁
𝑘=3

𝑞𝑘2
𝑞𝑘−1

2 𝑞𝑘−2
3 · · · 𝑞2

𝑘−1𝑞𝑘
=

𝑞2

𝑞3

(︂
1 +

1

𝑞3𝑞4
+

1

𝑞2
3𝑞

2
4𝑞5

+ · · ·
)︂
6
𝑞2

𝑞3

(︂
1 +

1

𝑞2
2

+
1

𝑞5
2

+
1

𝑞9
2

· · ·
)︂
6

6
𝑞2

𝑞3

(︂
1 +

1

𝑞2
2

+
1

𝑞4
2

+
1

𝑞6
2

· · ·
)︂

=
𝑞3

2

𝑞3(𝑞2
2 − 1)

.

2

Тепер ми доведемо пункт (1) теореми 4.2.3.

Лема 4.2.6. Якщо 𝑞2 > 3, 𝑞3 >
𝑞32
𝑞22−1

i 𝑞𝑗 > 𝑞2 для 𝑗 > 4, то функцiя 𝑓 i ї ї

вiдрiзки 𝑆𝑛 для усiх 𝑛 > 2 мають точно два коренi у колi {𝑧 : |𝑧| < 𝑞2}.

Доведення. Для 𝑞2 > 3, використовуючи лему 4.2.4, ми отримуємо

min
𝜙∈[0;2𝜋]

|𝑆2(𝑞2𝑒
𝑖𝜙)| = 1. Далi, по лемi 4.2.5 ми маємо |𝑅3(𝑞2𝑒

𝑖𝜑)| 6 𝑞32
𝑞3(𝑞22−1)

< 1.

Розглянемо коренi многочлена 𝑆2(𝑧) = 1 − 𝑧 + 𝑧2

𝑞2
. Якщо 𝐷 = 1 − 4

𝑞2
>

0 ⇔ 𝑞2 > 4, то обидва коренi многочлена 𝑆2 є дiйсними i додатними, i для

бiльшого кореня ми маємо
𝑞2

(︁
1+
√︁

1− 4
𝑞2

)︁
2 < 𝑞2. Якщо 𝐷 < 0, то 𝑆2 має два

недiйсних коренi 𝑧0 i 𝑧0, такi що 𝑧0𝑧0 = 𝑞2. Це означає, що |𝑧0| =
√
𝑞2 < 𝑞2

i 𝑆2 має два коренi в колi |𝑧| < 𝑞2. Тепер, використовуючи теорему Руше

до 𝑆2 i 𝑅3 (тобто до 𝑆2(𝑧) i 𝑆𝑛(𝑧) − 𝑆2(𝑧)), те ж саме доведення, як у ле-

мi 4.2.5 демонструє, що |𝑆𝑛(𝑧)−𝑆2(𝑧)| 6 𝑞32
𝑞3(𝑞22−1)

), i ми отримуємо необхiдне

твердження. 2

Тепер ми опишемо поведiнку 𝑓 , 𝑆2𝑛+1 i 𝑆2𝑛 на вiдрiзку [0; 𝑞2].
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Лема 4.2.7. Припустимо, що 𝑞𝑗 > 1 для 𝑗 > 2.

1) Якщо 𝑥 ∈ [0; 𝑞2], то 𝑆3(𝑥) < 𝑆5(𝑥) < . . . < 𝑓(𝑥),

2) Якщо 𝑥 ∈ [0; 1], то 0 < 𝑆1(𝑥) < 𝑆3(𝑥) < 𝑆5(𝑥) < . . . < 𝑓(𝑥),

3) Якщо 𝑥 ∈ [0; 𝑞2], то 𝑆2(𝑥) > 𝑆4(𝑥) > . . . > 𝑓(𝑥).

Доведення. Ми перепишемо 𝑆2𝑛+1(𝑥) = (1− 𝑥) + (𝑎2𝑥
2 − 𝑎3𝑥

3) + (𝑎4𝑥
4 −

𝑎5𝑥
5)+ . . .+(𝑎2𝑛𝑥

2𝑛−𝑎2𝑛+1𝑥
2𝑛+1). Ми маємо 𝑎𝑘𝑥𝑘 > 𝑎𝑘+1𝑥

𝑘+1 ⇔ 𝑥 < 𝑎𝑘
𝑎𝑘+1

⇔

𝑥 <
𝑞𝑘2𝑞

𝑘−1
3 ...𝑞2𝑘𝑞𝑘+1

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ...𝑞2𝑘−1𝑞𝑘
= 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑘+1, 𝑘 = 2, 4, 6, . . . . Остання нерiвнiсть вико-

нується, оскiльки 𝑥 6 𝑞2 i 𝑞𝑗 > 1. Це означає, що 𝑆2𝑛+1(𝑥) > 𝑆2𝑛−1(𝑥). Тi ж

аргументи ми застосуємо для того, щоб довести, що 𝑓(𝑥) > 𝑆2𝑘+1(𝑥). Бiльш

того, якщо 𝑥 ∈ [0; 1], то можна використати тi ж мiркування, починаючи з

𝑆1(𝑥) (а не 𝑆3(𝑥)).

Щоб довести 3), ми перепишемо 𝑆2𝑛(𝑥) як (1−𝑥+𝑎2𝑥
2)+(−𝑎3𝑥

3+𝑎4𝑥
4)+

. . .+(−𝑎2𝑛−1𝑥
2𝑛−1+𝑎2𝑛𝑥

2𝑛). Таким чином, 𝑆2𝑛 < 𝑆2𝑛−2𝑘 є наслiдком того, що

𝑥 < 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞2𝑛−2𝑘. Остання нерiвнiсть виконується, тому що 𝑥 6 𝑞2 i 𝑞𝑗 > 1.

Тi ж аргументи ми застосуємо для того, щоб довести, що 𝑓(𝑥) < 𝑆2𝑘(𝑥) для

усiх 𝑘 ∈ N. 2

Наступна лема дає необхiднi i достатнi умови для того, щоб 𝑆3 мала

тiльки дiйснi коренi.

Лема 4.2.8. Якщо 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 , 𝑞2 > 3, 𝑞3 >
𝑞32
𝑞22−1

, то 𝑆3 має тiльки дiйснi

коренi тодi i тiльки тодi, коли iснує 𝑥0 ∈ [1; 𝑞2], такий що 𝑆3(𝑥0) < 0.

Доведення. Оскiльки 𝑞2 > 3, 𝑞3 >
𝑞32
𝑞22−1

i 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 , ми отримуємо, що 𝑓

має два дiйснi коренi на вiдрiзку [0; 𝑞2] (за лемою 4.2.6). Використовуємо

твердження 2 леми 4.2.7, ми маємо 𝑓(𝑥) > 0 на [0; 1]. Тому, 𝑓 має два

дiйснi коренi на вiдрiзку [1; 𝑞2]. Це означає, що iснує 𝑥0 ∈ [1; 𝑞2], такий

що 𝑓(𝑥0) 6 0. Тепер, з твердження 𝑆3(𝑥) < 𝑓(𝑥) на [1; 𝑞2] випливає, що

𝑆3(𝑥0) < 0. Тобто, так як 𝑆3(0) > 0, 𝑆3(𝑥0) < 0, за нашими припущеннями

𝑆3(𝑞2) > 0 i 𝑆3(+∞) = −∞, ми отримуємо, що 𝑆3 має усi дiйснi коренi. 2

Зауваження 4.2.9. Добре вiдомо, що многочлен третього степеня 𝑆3

має тiльки дiйснi коренi тодi i тiльки тодi, коли його дискримiнант є
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невiд’ємним. У наших позначеннях ми можемо твердити, що 𝑆3 має тiльки

дiйснi коренi тодi i тiльки тодi, коли 𝛿(𝑞2, 𝑞3) > 0, де 𝛿(𝑢, 𝑣) = −4𝑢𝑣2 +

𝑢2𝑣2 − 4𝑢2𝑣 + 18𝑢𝑣 − 27.

Зауваження 4.2.10. 𝛿(3, 𝑣) > 0 ⇔ 𝑣 = 3.

Доведення. Ми бачимо, що 𝛿(3, 𝑣) = −3(𝑣−3)2 > 0. Це означає, що 𝑣 = 3.

2

Наступна лема використовує iдеї Хатчинсона про видiлення трьох по-

слiдовних членiв ряду. Так ми доведемо пункт (2) теореми 4.2.3.

Лема 4.2.11. Якщо 𝑞2 > 1 i 𝑞𝑗+1 > 4 для усiх 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛− 1, то 𝑆𝑛(𝑥)

має не менше за (𝑛 − 2) дiйсних кореня на вiдрiзку [𝑞2; +∞). Бiльш того,

iснує точка 𝑦 ∈ [𝑞2; 𝑞3], така що 𝑆𝑛(𝑦) > 0.

Доведення. Очевидно, що iснує 𝑥 > 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑛, такий що sign 𝑆𝑛(𝑥) =

(−1)𝑛. Для кожного 𝑗 = 2, 3, , . . . , 𝑛 − 1 ми розглянемо 𝑥0(𝑗) =

𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1 =

√
𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗

√
𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗+1. Тому ми маємо 𝑥0(𝑗) ∈

[𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗; 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗+1].

Тепер ми отримуємо

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝑥0(𝑗)) =

(−1)𝑗

(︃
1− 𝑥0 +

𝑥2
0

𝑞2
+ . . .+

(−1)𝑗−2𝑥𝑗−2
0

𝑞𝑗−3
2 𝑞𝑗−4

3 . . . 𝑞𝑗−2

)︃
+(︃

𝑥𝑗0
𝑞𝑗−1

2 . . . 𝑞𝑗
− 𝑥𝑗−1

0

𝑞𝑗−2
2 . . . 𝑞𝑗−1

− 𝑥𝑗+1
0

𝑞𝑗2 . . . 𝑞𝑗+1

)︃

+(−1)𝑗

(︃
( − 1)𝑗+2𝑥𝑗+2

0

𝑞𝑗+1
2 . . . 𝑞𝑗+2

+ . . .+
(−1)𝑛𝑥𝑛0
𝑞𝑛−1

2 . . . 𝑞𝑛

)︃
=: 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3.

Розглянемо спершу 𝐴3. Ми маємо 𝑎𝑘𝑥𝑘 > 𝑎𝑘+1𝑥
𝑘+1 ⇔ 𝑥 < 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑘+1,

𝑘 > 𝑗 + 2. Це є вiрним, тому що 𝑥0(𝑗) 6 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗+1. Тобто, 𝐴3 > 0.

Аналогiчно, 𝑎𝑘𝑥𝑘 < 𝑎𝑘+1𝑥
𝑘+1 ⇔ 𝑥 > 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑘+1, 𝑘 6 𝑗−3. Це є вiрним,

тому що 𝑥0(𝑗) > 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗. Тобто, 𝐴1 > 0.
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На останок, оскiльки 𝑞𝑗+1 > 4, ми маємо

𝐴2 =
𝑥𝑗−1

0

𝑞𝑗−2
2 . . . 𝑞𝑗−1

(︃
−1 +

𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1

𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗
−
𝑞2

2𝑞
2
3 . . . 𝑞

2
𝑗 𝑞𝑗+1

𝑞2
2𝑞

2
3 . . . 𝑞

2
𝑗 𝑞𝑗+1

)︃

=
𝑥𝑗−1

0

𝑞𝑗−2
2 . . . 𝑞𝑗−1

(︀√
𝑞𝑗+1 − 2

)︀
> 0.

Таким чином, ми знайшли 𝑛− 1 рiзних точок знакозмiн многочлена 𝑆𝑛(𝑥).

Це означає, що ми знайшли як мiнiмум 𝑛 − 2 дiйсних кореня многочлена

𝑆𝑛(𝑥). 2

Зауваження 4.2.12. Ми отримали, що, якщо виконуються нерiвностi

𝑞2 > 1 i 𝑞𝑗+1 > 4 для усiх 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛 − 1, то цiла функцiя 𝑓 має не

бiльше за два недiйсних коренi.

Наступна лема пiдсумовує усi факти, якi були доведенi ранiше, i дово-

дить пункт (3) теореми 4.2.3.

Лема 4.2.13. Якщо 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 , 𝑞2 > 3, 𝑞3 >
𝑞32
𝑞22−1

, 𝑞𝑗 > 4 для 𝑗 = 3, 4, . . . ,

то для кожного 𝑛 ∈ N ми маємо 𝑆2𝑛+1 ∈ ℒ − 𝒫 .

Доведення. За лемою 4.2.8, iснує 𝑥0 ∈ [1; 𝑞2], такий що 𝑆3(𝑥0) < 0, звiдки

𝑆3 має усi дiйснi коренi. За лемою 4.2.7 ми маємо: 𝑆2𝑘+1(𝑥0) < 0 для усiх

𝑘 ∈ N. Оскiльки 𝑆2𝑘+1(0) = 1, ми робимо висновок, що iснує 𝑟𝑘 ∈ [1; 𝑞2) :

𝑆2𝑘+1(𝑟𝑘) = 0. Iз леми 4.2.11 ми отримуємо, що 𝑆2𝑘+1(𝑥) має 2𝑘− 1 дiйсних

кореня на промiжку [𝑞2; +∞). Отже, многочлен 𝑆2𝑘+1(𝑥) має 2𝑘 дiйсних

кореня. З останнього твердження випливає, що многочлен 𝑆2𝑘+1 має усi

дiйснi коренi. 2

Наступна лема стверджує, що, якщо, при виконаннi умов теореми, чис-

ла 𝑞2 i 𝑞3 сильно вiдрiзняються за величиною, то функцiя 𝑓 не може нале-

жати до класу Лаґерра-Полiа, що доводить пункт (4) теореми 4.2.3.

Лема 4.2.14. Якщо 2 6 𝑞2 < 3, i для усiх 𝑘 > 3 виконується 𝑞𝑘 > 4, то

𝑓 /∈ ℒ − 𝒫
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Доведення. Припустимо, що 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 . Розглянемо наступну цiлу функ-
цiю: 𝑔𝑎(𝑥) =

∞∑︀
𝑘=0

(−1)𝑘𝑎𝑘𝑥
𝑘

𝑎𝑘2
, де 𝑎 > 1. Оскiльки

(︁
1
𝑎𝑘2

)︁∞
𝑘=0

∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮, ми маємо

𝑔𝑎(𝑥) ∈ ℒ − 𝒫 для усiх 𝑎 > 1. Легко перевiрити, що 𝑞𝑘(𝑔𝑎) = 𝑞𝑘(𝑓) · 𝑎2.

Тому iснує 𝑎 > 1, таке що 𝑞2(𝑔𝑎) = 3. Очевидно, що 𝑞𝑘(𝑔𝑎) > 4 для усiх

𝑘 > 2. Використовуючи лему 4.2.8, ми маємо
3∑︀

𝑘=0

(−1)𝑘𝑎𝑘𝑥
2

𝑎𝑘2
∈ ℒ − 𝒫 (ми мо-

жемо використати цю лему, тому що 𝑞2(𝑔𝑎) = 3, 𝑞32(𝑔𝑎)
𝑞22(𝑔𝑎)−1

= 27
8 , 𝑞3(𝑔𝑎) >

27
8 ).

За зауваженням 4.2.9, 𝛿(𝑞2(𝑔𝑎), 𝑞3(𝑔𝑎)) = 𝛿(3, 𝑞3(𝑔𝑎)) > 0. Тодi, за заува-

женням 4.2.10, 𝑞3(𝑔𝑎) = 3, але 𝑞3(𝑔𝑎) > 4. Ми отримали протирiччя, яке

доводить твердження леми. 2

Зауваження 4.2.15. Як видно iз доведення, теорема залишається вiрною

в наступнiй формi: якщо 2 6 𝑞2 < 3 i для усiх 𝑘 > 3 ми маємо 𝑞𝑘 >
4𝑞2
3 , то

𝑓 /∈ ℒ − 𝒫 .

Ми довели пункт (4) теореми 4.2.3, тому теорема 4.2.3 доведена. 2

Ми будемо дослiджувати сiм’ю цiлих функцiй

𝑓 (𝑚,𝑎)(𝑧) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘(𝑘!)𝑚

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1, 𝑚 > 1,

i їхнi вiдрiзки ряду Тейлора

𝑆(𝑚,𝑎)
𝑛 (𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘(𝑘!)𝑚

𝑎𝑘2
.

Iз (4.6) ми отримуємо
(︁
𝑎−𝑘

2
)︁∞
𝑘=0

∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮 ⊂ ℳ𝒮 для кожного 𝑎 >

1. Таким чином ми отримуємо, що, якщо для деякого 𝑎0 > 1 ми маємо

𝑓 (𝑚,𝑎0) ∈ ℒ − 𝒫 , то для усiх 𝑎 > 𝑎0 ми маємо 𝑓 (𝑚,𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 . Аналогiчно,
якщо для деякого 𝑎0 > 1 ми маємо 𝑆(𝑚,𝑎0)

𝑛 ∈ ℒ − 𝒫 , то для усiх 𝑎 > 𝑎0

ми маємо 𝑆(𝑚,𝑎)
𝑛 ∈ ℒ − 𝒫 . Таким чином, ми отримали, що для кожного

𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, iснує константа 𝑑(𝑛,𝑚) > 1, така що

𝑆(𝑚,𝑎)
𝑛 ∈ ℒ − 𝒫 ⇔ 𝑎2 > 𝑑(𝑛,𝑚). (4.27)

Аналогiчно ми отримуємо, що iснує константа 𝑑(∞,𝑚) > 1, така що

𝑓 (𝑚,𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 ⇔ 𝑎2 > 𝑑(∞,𝑚). (4.28)
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Основним результатом цього параграфу є наступна теорема:

Теорема 4.2.16. ([33]). В позначеннях, що їх введено вище, ми маємо:

(1) Для кожного фiксованого 𝑚 > 1 функцiя 𝑓 (𝑚,𝑎) належить до класу

ℒ − 𝒫 тодi i тiльки тодi, коли iснує 𝑥0 = 𝑥0(𝑚) ∈ [−𝑞2(𝑓
(𝑚,𝑎));−1], такий що

𝑓 (𝑚,𝑎)(𝑥0) 6 0. Для кожного фiксованого 𝑚 > 1 i 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, многочлен

𝑆
(𝑚,𝑎)
𝑛 має тiльки дiйснi коренi тодi i тiльки тодi, коли iснує 𝑥0 = 𝑥0(𝑚,𝑛) ∈

[−𝑞2(𝑓
(𝑚,𝑎));−1], такий що 𝑆(𝑚,𝑎)

𝑛 (𝑥0) 6 0.

(2) 3 · 2𝑚 < 𝑑(3,𝑚) < 𝑑(5,𝑚) < 𝑑(7,𝑚) < . . . < 𝑑(∞,𝑚).

(3) lim
𝑛→∞

𝑑(2𝑛+1,𝑚) = 𝑑(∞,𝑚).

(4) 4 · 2𝑚 = 𝑑(2,𝑚) > 𝑑(4,𝑚) > 𝑑(6,𝑚) > . . . > 𝑑(∞,𝑚).

(5) lim
𝑛→∞

𝑑(2𝑛,𝑚) = 𝑑(∞,𝑚).

(6) Для кожного 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, функцiя 𝑑(𝑛,𝑚) є неперервною функцiєю вiд

𝑚, яка зростає. Функцiя 𝑑(∞,𝑚) є також неперервною функцiєю вiд 𝑚, яка

зростає.

Доведення. Як i при доведеннi теореми 4.2.3, з невеликою неакуратнiстю

в позначеннях ми будемо вивчати наступну цiлу функцiю

𝑓 (𝑚,𝑎)(𝑧) =
+∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑧𝑘(𝑘!)𝑚

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1, 𝑚 > 1,

i вiдрiзки її ряду Тейлора

𝑆(𝑚,𝑎)
𝑛 (𝑧) =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑧𝑘(𝑘!)𝑚

𝑎𝑘2
.

Проблема, яку ми дослiджуємо, залишається тiєю ж самою: якими є необ-

хiднi i достатнi умови для того, щоб цiла функцiя 𝑓 (𝑚,𝑎) i вiдрiзки її ряду

Тейлора належали до класу Лаґерра-Полiа.

Будемо вивчати поведiнку 𝑑(∞,𝑚) для рiзних значень 𝑚.

Лема 4.2.17. 𝑑(∞,𝑚) > 2𝑚+1.

Доведення. За теоремою 4.2.2 Дж.Полiа i I.Шура, 𝑓 (𝑚,𝑎) ∈ ℒ − 𝒫 ⇔
𝑇

(𝑚,𝑎)
𝑛 :=

∑︀𝑛
𝑘=0

(︀
𝑛
𝑘

)︀ (−1)𝑘𝑧𝑘(𝑘!)𝑚

𝑎𝑘2
∈ ℒ − 𝒫 для усiх 𝑛 ∈ N. Розглянемо

𝑇
(𝑚,𝑎)
2 (𝑧) = 1 − 2𝑧𝑎 + 2𝑚+1 𝑧2

𝑎4 . Ми маємо 𝑇 (𝑚,𝑎)
2 ∈ ℒ − 𝒫 тодi i тiльки то-

дi, коли 𝑎2 > 2𝑚+1. 2
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Ми вiдмiчаємо, що 𝑞𝑘(𝑓 (𝑚,𝑎)) =
(︀
1− 1

𝑘

)︀𝑚
𝑎2. Таким чином, 𝑞𝑘(𝑓 (𝑚,𝑎)) 6

𝑞𝑘+1(𝑓
(𝑚,𝑎)) для усiх 𝑘 > 2. Важливо вiдмiтити, що 𝑞2(𝑓

(𝑚,𝑎)) =
1

2𝑚𝑎
2, 𝑞3(𝑓

(𝑚,𝑎)) = 2𝑚

3𝑚𝑎
2.

Ми будемо використовувати результати, якi були отриманi ранiше. Для

цього ми припустимо спочатку, що 𝑞2(𝑓
(𝑚,𝑎)) > 3 i з’ясуємо, що 𝑞𝑗(𝑓 (𝑚,𝑎)) >

4 для усiх 𝑗 > 3.

Лема 4.2.18. Якщо 𝑞2(𝑓
(𝑚,𝑎)) > 3, то 𝑞𝑗(𝑓 (𝑚,𝑎)) > 4 для усiх 𝑗 > 3.

Доведення. Звичайно, 𝑞2(𝑓
(𝑚,𝑎)) > 3 ⇔ 𝑎2 > 3 · 2𝑚. Нерiвнiсть, яку ми

хочемо довести, переходить в наступну: 𝑎2 > 4
(︁
1− 1

𝑗

)︁−𝑚
. Легко побачити,

що max
𝑗>3

4

(1− 1
𝑗 )

𝑚 = 4·3𝑚
2𝑚 . Очевидно, 3 · 2𝑚 > 4 ·

(︀
3
2

)︀𝑚 ⇔
(︀

4
3

)︀𝑚
> 4

3 . Це є вiрним

для усiх 𝑚 ∈ N. 2

Використовуючи лему 4.2.11 можна отримати наступне твердження.

Наслiдок 4.2.19. Якщо 𝑎2 > 3 ·2𝑚, то 𝑆(𝑚,𝑎)
𝑛 має не менш за 𝑛−2 дiйсних

коренiв на [ 𝑎
2

2𝑚 ; +∞) для усiх 𝑛 > 2.

Таким чином, поведiнка 𝑑(𝑛,𝑚) визначається двома коренями 𝑆
(𝑚,𝑎)
𝑛 бiля

нуля (а саме, в колi радiусу 𝑎2

2𝑚 ).

Далi ми знайдемо зв’язок мiж 𝑑(2𝑛+1,𝑚) для рiзних значень 𝑛 i 𝑑(∞,𝑚). В

наступнiй лемi є припущення, що 𝑎2 > 3 · 2𝑚. Пiзнiше ми покажемо, що це
припущення є iстотним.

Ми будемо позначати ̃︀𝑑(𝑛,𝑚) = max(𝑑(𝑛,𝑚), 3·2𝑚) i ̃︀𝑑(∞,𝑚) = max(𝑑(∞,𝑚), 3·
2𝑚).

Зараз ми перевiримо, що для 𝑎2 > 3 · 2𝑚 виконується нерiвнiсть

𝑞3(𝑓
(𝑚,𝑎)) > 𝑞32(𝑓 (𝑚,𝑎))

𝑞22(𝑓 (𝑚,𝑎))−1
. Ця нерiвнiсть еквiвалентна до

(︀
2
3

)︀𝑚
> 𝑎4

2𝑚𝑎4−23𝑚 , або

пiсля перетворень 𝑎4 > 24𝑚

4𝑚−3𝑚 . Оскiльки 𝑎
2 > 3 · 2𝑚, достатньо довести, що

9 · 22𝑚 > 24𝑚

4𝑚−3𝑚 . Тому ми отримуємо нерiвнiсть
(︀

4
3

)︀𝑚
> 9

8 , яка виконується

для усiх 𝑚 > 1.

Лема 4.2.20. ̃︀𝑑(3,𝑚) 6 ̃︀𝑑(5,𝑚) 6 ̃︀𝑑(7,𝑚) 6 . . . 6 ̃︀𝑑(∞,𝑚)
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Доведення. Доведемо, що ̃︀𝑑(2𝑛−1,𝑚) 6 ̃︀𝑑(2𝑛+1,𝑚). Якщо 𝑎2 > ̃︀𝑑(2𝑛+1,𝑚), то

𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 ∈ ℒ − 𝒫 . Оскiльки 𝑎2 > 3 · 2𝑚, ми знаємо, що 𝑆(𝑚,𝑎)

2𝑛−1 (𝑥) має 2𝑛 − 3

дiйсних кореня на [ 𝑎
2

2𝑚 ; +∞) (це випливає з наслiдку 4.2.19) i 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛−1 (𝑥) <

𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 (𝑥) на [1; 𝑎

2

2𝑚 ] (що є наслiдком леми 4.2.7). Тому, 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 має 2 кореня

на [1; 𝑎
2

2𝑚 ] (що є наслiдком леми 4.2.6) i 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 (0) > 0. Тому ми отримуємо,

що iснує 𝑥0 ∈ [1; 𝑎
2

2𝑚 ] : 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 (𝑥0) 6 0. Тодi 𝑆(𝑚,𝑎)

2𝑛−1 (𝑥0) < 0. Об’єднуючи з

𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛−1 (0) > 0, ми маємо, що 𝑆(𝑚,𝑎)

2𝑛−1 (𝑥) має не менше нiж 1 дiйсний корiнь

на [𝑞; 𝑎
2

2𝑚 ]. Таким чином, 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛−1 має 2 кореня на вiдрiзку [1; 𝑎

2

2𝑚 ], цi коренi є

дiйсними, тому 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛−1 ∈ ℒ − 𝒫 .

Доведення твердження щодо ̃︀𝑑(∞,𝑚) є точно таким же (зi змiною 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛+1

на 𝑓 (𝑚,𝑎)). 2

Наступна лема дає iнформацiю про 𝑑(3,𝑚).

Лема 4.2.21. 𝑑(3,𝑚) > 3 · 2𝑚.

Доведення. 𝑆(𝑚,𝑎)
3 (𝑥) = 1− 𝑥 + 1

𝑞2
𝑥2 − 1

𝑞22𝑞3
𝑥3. Якщо 𝑆(𝑚,𝑎)

3 (𝑥) ∈ ℒ − 𝒫 , то
𝑃 (𝑥) = 𝑥3𝑆

(𝑚,𝑎)
3 ( 1

𝑥) = 𝑥3 −𝑥2 + 1
𝑞2
𝑥− 1

𝑞22𝑞3
∈ ℒ − 𝒫 . Тодi 𝑑

𝑑𝑥𝑃 (𝑥) = 3𝑥2 −2𝑥+
1
𝑞2
∈ ℒ − 𝒫 . Останнє є еквiвалентним до такого 𝐷 = 4− 4 3

𝑞2
> 0 ⇔ 𝑞2 > 3.

Таким чином, 𝑑(3,𝑚) > 3 · 2𝑚.
Припустимо, що 𝑎2 = 𝑑(3,𝑚) = 3 ·2𝑚 ⇔ 𝑞2(𝑆

(𝑚,𝑎)
3 ) = 3. Тодi ми маємо, що

𝑆
(𝑚,𝑎)
3 (𝑥) ∈ ℒ − 𝒫 . Але iз зауваження 4.2.9 i зауваження 4.2.10 отримуємо,

що 𝑞3(𝑆
(𝑚,𝑎)
3 ) = 3, в той час як з леми 4.2.18 𝑞3(𝑆

(𝑚,𝑎)
3 ) > 4. Протирiччя

доводить твердження леми. 2

Таким чином, ми отримали, що ̃︀𝑑(2𝑘+1,𝑚) = 𝑑(2𝑘+1,𝑚), 𝑘 ∈ N, i ̃︀𝑑(∞,𝑚) =

𝑑(∞,𝑚).

Далi ми будемо доводити, що послiдовнiсть (𝑑(2𝑛+1,𝑚))
∞
𝑛=1 є такою, що

строго зростає.

Лема 4.2.22. 𝑑(2𝑛−1,𝑚) ̸= 𝑑(2𝑛+1,𝑚).

Доведення. Нехай 𝑎2 = 𝑑(2𝑛+1,𝑚). Тодi 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 має один двократний корiнь

на вiдрiзку [1; 𝑎
2

2𝑚 ]. Якщо 𝑑(2𝑛+1,𝑚) = 𝑑(2𝑛−1,𝑚), то 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛−1 також має один



173

двократний корiнь. Але 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛−1 (0) > 0, i тому 𝑆(𝑚,𝑎)

2𝑛−1 (𝑥) > 0 на [1; 𝑎
2

2𝑚 ]. Iз

леми 4.2.7 ми отримуємо, що 0 6 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛−1 (𝑥) < 𝑆

(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 (𝑥), тобто 𝑆

(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 (𝑥) > 0

для кожного 𝑥 ∈ [1; 𝑎
2

2𝑚 ]. Але це суперечить твердженню, що 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛+1 ∈ ℒ − 𝒫 .

2

Зауваження 4.2.23. Якщо 𝑎2 = 𝑑(𝑛,𝑚), то 𝑆
(𝑚,𝑎)
𝑛 має рiвно один двократ-

ний корiнь i не має iнших коренiв на вiдрiзку [1; 𝑎
2

2𝑚 ]. Якщо 𝑎
2 = 𝑑(∞,𝑚), то

𝑓 (𝑚,𝑎) має рiвно один двократний корiнь i не має iнших коренiв на вiдрiзку

[1; 𝑎
2

2𝑚 ].

Тепер ми будемо шукати границю послiдовностi 𝑑(2𝑛+1,𝑚) при 𝑛→ ∞.

Лема 4.2.24. lim
𝑛→∞

𝑑(2𝑛+1,𝑚) = 𝑑(∞,𝑚).

Доведення. З леми 4.2.22 випливає, що послiдовнiсть
(︀
𝑑(2𝑛+1,𝑚)

)︀∞
𝑛=1

мо-

нотонно зростає, i ця послiдовнiсть є обмеженою зверху константою 𝑑(∞,𝑚).

Тобто, ми отримуємо, що iснує границя lim
𝑛→∞

𝑑(2𝑛+1,𝑚), котру ми позначи-

мо через 𝐿0. Доведемо, що 𝐿0 = 𝑑(∞,𝑚). Очевидно, 𝐿0 6 𝑑(∞,𝑚). Припу-

стимо, що 𝐿0 < 𝑑(∞,𝑚). Виберемо 𝑎0, таке що 𝑎2
0 ∈ (𝐿0; 𝑑(∞,𝑚)). Оскiльки

𝑎2
0 > 𝐿0 = sup𝑛∈N 𝑑(2𝑛+1,𝑚), ми маємо 𝑆(𝑚,𝑎0)

2𝑛+1 ∈ ℒ − 𝒫 для усiх 𝑛 ∈ N. Але
𝑓 (𝑚,𝑎0)(𝑧) = lim

𝑛→∞
𝑆

(𝑚,𝑎0)
2𝑛+1 (𝑧), i ця границя є рiвномiрною на компактах в C,

тому з теореми Гурвиця 𝑓 (𝑚,𝑎0) ∈ ℒ − 𝒫 . Але з 𝑎2
0 < 𝑑(∞,𝑚) випливає, що

𝑓 (𝑚,𝑎0) /∈ ℒ − 𝒫 . Це протирiччя доводить потрiбне твердження. 2

Тепер ми будемо дослiджувати поведiнку 𝑑(2𝑛,𝑚). Очевидно, що 𝑑(2,𝑚) =

4 · 2𝑚. Наступне твердження дає оцiнку знизу на 𝑑(2𝑛,𝑚)

Лема 4.2.25. 𝑑(∞,𝑚) < 𝑑(2𝑛,𝑚) для усiх 𝑛 ∈ N.

Доведення. Ми довели, що 𝑑(∞,𝑚) > 3 ·2𝑚. Тодi з зауваження 4.2.23 𝑓 (𝑚,𝑎)

має точно один подвiйний корiнь i не має iнших коренiв на вiдрiзку [1; 𝑎
2

2𝑚 ].

З 𝑓 (𝑚,𝑎)(0) > 0 ми отримуємо 𝑓 (𝑚,𝑎)(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ [0; 𝑎
2

2𝑚 ]. Тому, з

пункту 3) леми 4.2.7 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛 (𝑥) > 𝑓 (𝑚,𝑎)(𝑥) > 0 ⇒ 𝑆

(𝑚,𝑎))
2𝑛 (𝑥) > 0 для усiх

𝑥 ∈ [0; 𝑎
2

2𝑚 ]. З останнього випливає, що 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛 не має дiйсних коренiв на

цьому iнтервалi. Але лема 4.2.6 гарантує, що 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛 має точно два коренi
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у колi |𝑧| 6 𝑎2

2𝑚 . Тому цi два коренi є недiйсними i 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛 /∈ ℒ − 𝒫 . Таким

чином, 𝑑(2𝑛,𝑚) > 𝑑(∞,𝑚). 2

Наслiдок 4.2.26. 𝑑(2𝑛,𝑚) > 3 · 2𝑚 для усiх 𝑛 ∈ N.

Наступне твердження описує монотоннiсть послiдовностi
(︀
𝑑(2,𝑚)

)︀∞
𝑛=1

.

Лема 4.2.27. 𝑑(2,𝑚) > 𝑑(4,𝑚) > 𝑑(6,𝑚) > · · · .

Доведення. Нехай 𝑎2 = 𝑑(2𝑛,𝑚). Тодi 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛 ∈ ℒ − 𝒫 . З наслiдку 4.2.26

ми отримуємо, що 𝑎2 > 3 · 2𝑚. Це означає, що 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛+2 має не менше за

2𝑛 дiйсних коренiв на промiжку ( 𝑎
2

2𝑚 ;∞) (наслiдок 4.2.19). Далi, iснує 𝑥0 ∈
[0; 𝑎

2

2𝑚 ] : 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛 (𝑥0) = 0, i 𝑥0 є єдиним двократним коренем на цьому iнтервалi

(зауваження 4.2.23). Тепер маємо 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛+2 (𝑥0) < 𝑆

(𝑚,𝑎)
2𝑛 (𝑥0) = 0 (лема 4.2.7).

Тому, iз 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛+2 (0) > 0 i 𝑆(𝑚,𝑎)

2𝑛+2 (𝑥0) < 0, ми маємо, що 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛+2 (𝑥0) має не менше

одного кореня на вiдрiзку [0; 𝑎
2

2𝑚 ]. Тодi 𝑆
(𝑚,𝑎)
2𝑛+2 має не менше 2𝑛 + 1 дiйсних

коренiв, тому 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛+2 ∈ ℒ − 𝒫 .

Бiльш того, легко побачити, що 𝑆(𝑚,𝑎)
2𝑛+2 має два рiзних кореня на вiдрiзку

[0; 𝑎
2

2𝑚 ], i тому 𝑎
2 ̸= 𝑑(2𝑛+2,𝑚). 2

В наступнiй лемi ми покажемо, що подвiйний корiнь функцiї 𝑓 (𝑚,𝑎) не

може “ковзати” по дiйснiй осi.

Лема 4.2.28. Припустимо, що 3 ·2𝑚 6 𝑎2
1 6 𝑎2

2. Тодi для усiх𝑚 > 1 i 𝑛 > 2

виконується:

1) якщо 𝑆(𝑚,𝑎1)
𝑛 (𝑥1) 6 0 для деякого 𝑥1 ∈ (0; 𝑎

2
1

2𝑚 ), то 𝑆
(𝑚,𝑎2)
𝑛 (𝑥2) < 0, де

𝑥2 =
𝑥1𝑎2
𝑎1

∈ (0; 𝑎
2
2

2𝑚 ), i

2) якщо 𝑓 (𝑚,𝑎1)(𝑥1) 6 0 для деякого 𝑥1 ∈ (0; 𝑎
2
1

2𝑚 ), то 𝑓
(𝑚,𝑎2)(𝑥2) < 0, де

𝑥2 =
𝑥1𝑎2
𝑎1

∈ (0; 𝑎
2
2

2𝑚 ).

Доведення. Розглянемо 𝑦1 = 𝑥1
𝑎1
, 𝐶(𝑚,𝑎)

𝑛 (𝑦) = 𝑆
(𝑚,𝑎)
𝑛 (𝑎𝑦) i 𝑔(𝑚,𝑎)(𝑦) =

𝑓 (𝑚,𝑎)(𝑎𝑦).

Оскiльки 𝑥1 ∈
(︁
0; 𝑎

2
1

2𝑚

)︁
, ми маємо 𝑦1 ∈

(︀
0; 𝑎12𝑚

)︀
. Ми отримуємо для 𝑎 ∈

(𝑎1; 𝑎2), що
𝜕

𝜕𝑎
𝐶(𝑚,𝑎)
𝑛 (𝑦1) = −𝑦1

𝑎3

(︂
2 · 2𝑚 − 6𝑦1 · 6𝑚

𝑎4
+
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𝑛−2∑︁
𝑝=2

(−1)𝑝𝑦𝑝1(𝑝+ 2)(𝑝+ 1)((𝑝+ 1)!)𝑚

𝑎𝑝2+3𝑝

)︃
,

i
𝜕

𝜕𝑎
𝑔(𝑚,𝑎)(𝑦1) = −𝑦1

𝑎3

(︂
2 · 2𝑚 − 6𝑦1 · 6𝑚

𝑎4
+

∞∑︁
𝑝=2

(−1)𝑝𝑦𝑝1(𝑝+ 2)(𝑝+ 1)((𝑝+ 1)!)𝑚

𝑎𝑝2+3𝑝

)︃
.

Для 𝑎2 > 𝑎2
1 > 3 · 2𝑚 i 𝑦1 ∈ (0; 𝑎12𝑚 ) ми маємо

2 · 2𝑚 > 6𝑦1 · 6𝑚

𝑎4
>
𝑦𝑝1(𝑝+ 2)(𝑝+ 1)((𝑝+ 1)!)𝑚

𝑎𝑝2+3𝑝

>
𝑦𝑝+1

1 (𝑝+ 3)(𝑝+ 2)((𝑝+ 2)!)𝑚

𝑎(𝑝+1)2+3(𝑝+1)
.

Це означає, що 𝜕
𝜕𝑎𝐶

(𝑚,𝑎)
𝑛 (𝑦1) < 0 i 𝜕

𝜕𝑎𝑔
(𝑚,𝑎)(𝑦1) < 0 для 𝑎 ∈ (𝑎1; 𝑎2), i тому

𝐶
(𝑚,𝑎1)
𝑛 (𝑦1) > 𝐶

(𝑚,𝑎2)
𝑛 (𝑦1) i 𝑔(𝑚,𝑎1)(𝑦1) > 𝑔(𝑚,𝑎2)(𝑦1). 2

Наслiдок 4.2.29. a) Якщо 𝑎2 = 𝑑(𝑛,𝑚), то 𝑆
(𝑚,𝑎)
𝑛 має один подвiйний корiнь

на вiдрiзку [0; 𝑎
2

2𝑚 ],

b) якщо 𝑎2 > 𝑑(𝑛,𝑚), то 𝑆
(𝑚,𝑎)
𝑛 має два рiзних кореня на вiдрiзку [0; 𝑎

2

2𝑚 ],

c) якщо 𝑎2 = 𝑑(∞,𝑚), то 𝑓 (𝑚,𝑎) має один подвiйний корiнь на вiдрiзку [0; 𝑎
2

2𝑚 ],

d) якщо 𝑎2 > 𝑑(∞,𝑚), то 𝑓 (𝑚,𝑎) має два рiзних кореня на вiдрiзку [0; 𝑎
2

2𝑚 ].

Доведення. Твердження a) i c) випливають з зауваження 4.2.23.

Для доведення b) розглянемо 𝑎1 = 𝑑(𝑛,𝑚) i 𝑎2 : 𝑎2
2 > 𝑑(𝑛,𝑚). Ясно, що

iснує єдиний двократний корiнь 𝑥1 многочлена 𝑆
(𝑚,𝑎1)
𝑛 . Тепер, з леми 4.2.28

випливає, що iснує 𝑥2 ∈ (0; 𝑎
2
2

2𝑚 ), такий що 𝑆
(𝑚,𝑎2)
𝑛 (𝑥2) < 0. Очевидно, 𝑆(𝑚,𝑎2)

𝑛

не може мати подвiйного кореня на iнтервалi (0; 𝑎
2
2

2𝑚 ), тому 𝑆
(𝑚,𝑎2)
𝑛 має два

рiзних кореня на iнтервалi (0; 𝑎
2
2

2𝑚 ). Тi ж самi мiркування доводять d). 2

Тепер ми знайдемо границю послiдовностi
(︀
𝑑(2,𝑚)

)︀∞
𝑛=1

.

Лема 4.2.30. lim
𝑛→∞

𝑑(2𝑛,𝑚) = 𝑑(∞,𝑚).

Доведення. З леми 4.2.27 ми отримуємо те, що послiдовнiсть
(︀
𝑑(2𝑛,𝑚)

)︀∞
𝑛=1

є монотонною, i з леми 4.2.25, що ця послiдовнiсть є обмеженою зверху



176

константою 𝑑(∞,𝑚). Тому ми отримуємо, що ця послiдовнiсть має границю,

i цю границю ми позначимо 𝐿1 := lim
𝑛→∞

𝑑(2𝑛,𝑚). Доведемо, що 𝐿1 = 𝑑(∞,𝑚).

Очевидно, 𝐿1 > 𝑑(∞,𝑚). Припустимо, що 𝐿1 > 𝑑(∞,𝑚). Оберемо 𝑎0, таке що

𝑎2
0 ∈ (𝑑(∞,𝑚);𝐿1). Оскiльки 𝑎2

0 > 𝑑(∞,𝑚), ми маємо, що 𝑓 (𝑚,𝑎0) має два рiзних

кореня на промiжку [1; 𝑎
2
0

2𝑚 ). Тобто, iснує 𝑥0 ∈ [1; 𝑎
2
0

2𝑚 ), такий що 𝑓
(𝑚,𝑎0)(𝑥0) <

0. Але 𝑆(𝑚,𝑎0)
2𝑛 (𝑥0) −−−→

𝑛→∞
𝑓 (𝑚,𝑎0)(𝑥0). Тому, iснує𝑁0 ∈ N, таке що для кожного

𝑛 > 𝑁0 ми маємо 𝑆(𝑚,𝑎0)
2𝑛 (𝑥0) < 0. Це означає, що 𝑆(𝑚,𝑎0)

2𝑛 має не менше

одного кореня на промiжку [1; 𝑎
2
0

2𝑚 ). Використовуючи наслiдок 4.2.19, ми

отримуємо, що 𝑆(𝑚,𝑎0)
2𝑛 має не менше за 2𝑛 − 2 кореня на [ 𝑎

2
0

2𝑚 ;∞). Тому,

𝑆
(𝑚,𝑎0)
2𝑛 має не менше за 2𝑛 − 1 дiйсних кореня, звiдки 𝑆

(𝑚,𝑎0)
2𝑛 ∈ ℒ − 𝒫

для усiх 𝑛 > 𝑁0. Це означає, що 𝑑(2𝑛,𝑚) 6 𝑎2
0 для кожного 𝑛 > 𝑁0. Тодi

lim
𝑛→∞

𝑑(2𝑛,𝑚) 6 𝑎2
0. Але тодi 𝑎

2
0 > 𝐿1, хоча ми обирали 𝑎2

0 ∈ (𝑑(∞,𝑚);𝐿1). Це

протирiччя доводить потрiбне твердження. 2

Наш останнiй крок у доведеннi теореми – довести, що функцiї 𝑑(𝑛,𝑚) i

𝑑(∞,𝑚) є неперервними i монотонними функцiями вiд 𝑚.

Лема 4.2.31. 𝑑(𝑛,𝑚) ∈ 𝐶([1; +∞)) i 𝑑(∞,𝑚) ∈ 𝐶([1; +∞)).

Доведення. 1) Якщо 𝑎2 = 𝑑(𝑛,𝑚) + 𝛿, 𝛿 > 0, то 𝑆(𝑚,𝑎)
𝑛 має 𝑛 дiйсних рiз-

них кореня (наслiдок 4.2.29). Тепер, з теореми Гурвиця, iснує 𝜀(𝛿)
0 , таке що

𝑆
(𝑚+𝜀,𝑎)
𝑛 має усi дiйснi коренi для усiх |𝜀| < 𝜀

(𝛿)
0 . Тобто, 𝑑(𝑛,𝑚+𝜀) 6 𝑎2 =

𝑑(𝑛,𝑚) + 𝛿.

2) Якщо 𝑎2 = 𝑑(𝑛,𝑚)−𝛿, 𝛿 > 0, то 𝑆(𝑚,𝑎)
𝑛 має принаймнi два недiйсних кореня.

Тепер, з теореми Гурвиця, iснує 𝜀(𝛿)
0 , таке що 𝑆(𝑚+𝜀,𝑎)

𝑛 також має принаймнi

два недiйсних кореня для усiх |𝜀| < 𝜀
(𝛿)
0 . Тобто, 𝑑(𝑛,𝑚+𝜀) > 𝑎2 = 𝑑(𝑛,𝑚) − 𝛿.

Об’єднуючи 1) i 2) ми отримуємо потрiбне твердження. Це доведення за-

лишається в силi для 𝑑(∞,𝑚). 2

Щоб проiлюструвати твердження, що вони доведенi вище, ми покажемо

деякi графiки iз значеннями 𝑑(𝑛,𝑚).

Лема 4.2.32. 𝑑(𝑛,𝑚1) 6 𝑑(𝑛,𝑚2) для усiх 𝑚1 < 𝑚2.
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Рис. 1: Поведiнка 𝑑(3,𝑚) (на y-осi з логарифмiчною шкалою) при рiзних значеннях 𝑚 (на x-осi 𝑚

змiнюється вiд 0 до 5.6) показана як товста лiнiя. Пунктирна лiнiя показує межу, дану теоретичними

оцiнками.

Рис. 2: Поведiнка 𝑑(3,𝑚)(нижня регулярна лiнiя) i 𝑑(4,𝑚) (верхня лiнiя) при рiзних значеннях 𝑚. Пунк-

тирна лiнiя показує межу, дану теоретичними оцiнками.

Доведення. Розглянемо 𝜕
𝜕𝑚𝑓

(𝑚,𝑎)(𝑥) =
∞∑︀
𝑘=2

(−1)𝑘(𝑘!)𝑚 log (𝑘!)𝑥𝑘

𝑎𝑘2
. Легко пе-

ревiрити, що для усiх 𝑎2 > 3 · 2𝑚 i 𝑥 ∈ (0; 𝑎
2

2𝑚 ) виконується
(𝑘!)𝑚 log (𝑘!)𝑥𝑘

𝑎𝑘2
>

((𝑘+1)!)𝑚 log ((𝑘+1)!)𝑥𝑘+1

𝑎(𝑘+1)2
, 𝑘 = 2, 3, . . . .

Тобто, 𝜕
𝜕𝑚𝑓

(𝑚,𝑎)(𝑥) > 0.

Виберемо 𝑚2 i 𝑎2 = 𝑑(𝑛,𝑚2). Iз наслiдку 4.2.29 ми отримуємо, що 𝑆
(𝑚2,𝑎)
𝑛

має один двократний корiнь на промiжку (0; 𝑎2

2𝑚2
), а саме 𝑥0. Оскiльки

𝜕
𝜕𝑚𝑆

(𝑚2,𝑎)
𝑛 (𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ (0;𝑥0) i 𝑆

(𝑚2,𝑎)
𝑛 (𝑥0) = 0, маємо 𝑆(𝑚1,𝑎)

𝑛 (𝑥0) < 0

для усiх 𝑚1 < 𝑚2 (𝑥0 ∈ (0; 𝑎2

2𝑚2
) ⊂ (0; 𝑎2

2𝑚1
)), що означає, що 𝑆(𝑚1,𝑎)

𝑛 ∈ ℒ − 𝒫
для усiх 𝑚1 < 𝑚2 (iз наслiдку 4.2.19 цей многочлен має 𝑛−2 дiйсних коре-

ня на [ 𝑎
2

2𝑚1
; +∞), i, використовуючи, що 𝑆(𝑚1,𝑎)

𝑛 (0) = 1 > 0 i 𝑆(𝑚1,𝑎)
𝑛 (𝑥0) < 0,

ми отримуємо потрiбне твердження). 2

Теорема 4.2.16 доведена. 2
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4.3 Стiйкiсть вiдрiзкiв ряду часткової тета-функцiї

Ми нагадуємо, що дiйсний многочлен 𝐹 називається стiйким (iнодi ста-

бiльним, або гурвiцевим), якщо усi його коренi мають вiд’ємнi дiйснi ча-

стини, тобто 𝐹 (𝑧0) = 0 ⇒ Re 𝑧0 < 0. Усi необхiднi попереднi вiдомостi про

такi многочлени дивись в роздiлi 2.

У роботi [69] Д.К. Дiмiтрова i Х.М. Пеньї було сформульоване наступне

питання: якщо задано натуральне число 𝑛, чому дорiвнює найменша стала

𝑠𝑛, така що усi коренi вiдрiзкiв ряду часткової тета-функцiї 𝑆𝑛(𝑧, 𝑎) :=∑︀𝑛
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑎𝑘2
мають вiд’ємнi дiйснi частини при 𝑎 > 𝑠𝑛? Нижче ми доведемо,

що така константа 𝑠𝑛 iснує для кожного 𝑛. Ми також доведемо, що iснує

константа 𝑠∞, така що усi коренi часткової тета-функцiї мають вiд’ємнi

дiйснi частини тодi i тiльки тодi, коли 𝑎 > 𝑠∞.

Теорема 4.3.1. ([126]).

1. 𝑠3 6 𝑠7 6 𝑠11 6 . . .;

2. 𝑠5 > 𝑠9 > 𝑠13 > . . . ;

3. lim𝑛→∞ 𝑠4𝑛+3 = lim𝑛→∞ 𝑠4𝑛+1 = 𝑠∞

Зауваження 4.3.2. Використовуючи мiркування, близькi до тих, що бу-

дуть використаними при доведеннi останньої теореми, ми можемо показати,

що послiдовнiсть 𝑠2𝑛 є збiжною i lim𝑛→∞ 𝑠2𝑛 = 𝑠∞. Ми не включаємо дове-

дення цього факту, бо це доведення мiстить дуже громiздкi обчислення.

Доведення. Для доведення теореми ми будемо використовувати знамени-

тий критерiй стiйкостi Ермiта-Бiлера.

З невеликою неакуратнiстю в позначеннях, ми будемо розглядати

функцiю

𝑔𝑎(𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1, (4.29)

i вивчати розподiл коренiв її вiдрiзков ряду Тейлора

𝑆𝑛(𝑥, 𝑎) =
𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥𝑘

𝑎𝑘2
.
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Ми вивчаємо питання про розташування коренiв цих многочленiв в

правiй пiвплощинi {𝑧 : Re 𝑧 > 0}. Розглянемо непарний вiдрiзок

𝑆2𝑛+1(𝑥, 𝑎) = 1− 𝑥

𝑎
+
𝑥2

𝑎4
− 𝑥3

𝑎9
+ . . .− 𝑥2𝑛+1

𝑎4𝑛2+4𝑛+1
.

Для цього многочлена два многочлена, що вони виникають у критерiї стiй-

костi Ермiта-Бiлера (дивись роздiл 2, теорема 2.1.8) 𝑃𝑛(𝑥, 𝑎) i 𝑄𝑛(𝑥, 𝑎) за-

даються виразами

𝑃𝑛(𝑥, 𝑎) = 1− 𝑥2

𝑎4
+
𝑥4

𝑎16
− . . .+ (−1)𝑛

𝑥2𝑛

𝑎4𝑛2

i

𝑄𝑛(𝑥, 𝑎) = (−1

𝑎
)

(︂
1− 𝑥2

𝑎8
+
𝑥4

𝑎24
− . . .+ (−1)𝑛

𝑥2𝑛

𝑎4𝑛2+4𝑛

)︂
.

Нас цiкавить наступне питання: для яких 𝑎 многочлени 𝑃𝑛(𝑥, 𝑎) i 𝑥𝑄𝑛(𝑥, 𝑎)

мають простi дiйснi коренi, якi перемежовуються?

Позначимо через 𝑞 = 𝑎4 i 𝑡 = 𝑥2. Многочлени 𝑃𝑛(𝑥, 𝑎) i 𝑄𝑛(𝑥, 𝑎) перей-

дуть до

𝑃𝑛(𝑡, 𝑞) = 1− 𝑡
𝑞 +

𝑡2

𝑞4 − . . .+ (−1)𝑛 𝑡𝑛

𝑞𝑛2
; (4.30)

𝑄̃𝑛(𝑡, 𝑞) = 1− 𝑡
𝑞2 +

𝑡2

𝑞6 − . . .+ (−1)𝑛 𝑡𝑛

𝑞𝑛(𝑛+1) .

Усi коренi многочленiв 𝑃𝑛(𝑥, 𝑎) i 𝑄𝑛(𝑥, 𝑎) є дiйсними i простими тодi i тiль-

ки тодi, коли усi коренi многочленiв 𝑃𝑛(𝑡, 𝑞) i 𝑄̃𝑛(𝑡, 𝑞) є дiйсними i про-

стими. Припустимо, що усi коренi многочленiв 𝑃𝑛(𝑡, 𝑞) i 𝑄̃𝑛(𝑡, 𝑞) є дiйсни-

ми i простими. Позначимо через 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛 коренi многочлена

𝑃𝑛(𝑡, 𝑞) i через 𝑡*1 < 𝑡*2 < . . . < 𝑡*𝑛 коренi многочлена 𝑄̃𝑛(𝑡, 𝑞). Очевидно,

що коренi 𝑃𝑛(𝑥, 𝑎) i 𝑥𝑄𝑛(𝑥, 𝑎) перемежовуються тодi i тiльки тодi, коли

𝑡1 < 𝑡*1 < 𝑡2 < 𝑡*2 < . . . < 𝑡𝑛 < 𝑡*𝑛. Ми маємо 𝑄̃𝑛(𝑡, 𝑞) = 𝑃𝑛(
𝑡
𝑞 , 𝑞), тому много-

член 𝑃𝑛(𝑡, 𝑞) має усi дiйснi простi коренi тодi i тiльки тодi, коли многочлен

𝑄̃𝑛(𝑡, 𝑞) має усi дiйснi простi коренi. Позначимо через

𝑅𝑛(𝑦, 𝑞) := 𝑃𝑛(𝑞
𝑛𝑦, 𝑞) = 𝑄̃𝑛(𝑞

𝑛+1𝑦, 𝑞) =
𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑞𝑘(𝑛−𝑘)𝑦𝑘. (4.31)

Нехай 𝑦1 < 𝑦2 < . . . < 𝑦𝑛 є коренями многочлена 𝑅𝑛(𝑦, 𝑞). Тодi ко-

ренями 𝑃𝑛(𝑡, 𝑞) є 𝑡𝑘 = 𝑦𝑘𝑞
𝑛, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛; коренями 𝑄̃𝑛(𝑡, 𝑞) є 𝑡*𝑘 =
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𝑦𝑘𝑞
𝑛+1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Тому умова 𝑡𝑘 < 𝑡*𝑘, очевидно, виконується для усiх

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. Умова 𝑡*𝑘 < 𝑡𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, може бути переписаною

у виглядi
𝑦𝑘+1

𝑦𝑘
> 𝑞, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (4.32)

Тому, усi коренi многочлена 𝑆2𝑛+1(𝑥, 𝑎) розташованi у правiй пiвплощинi

тодi i тiльки тодi, коли коренi 𝑅𝑛(𝑦, 𝑞) є дiйсними i задовольняють (4.32)

(ми нагадуємо, що 𝑞 = 𝑎4).

З того, що многочлени 𝑆𝑛(𝑥, 𝑎0) :=
∑︀𝑛

𝑘=0
(−1)𝑘𝑥𝑘

𝑎𝑘
2

0

мають тiльки дiйснi

коренi, випливає, що для усiх 𝑎 > 𝑎0 многочлени 𝑆𝑛(𝑥, 𝑎) :=
∑︀𝑛

𝑘=0
(−1)𝑘𝑥𝑘

𝑎𝑘2

мають тiльки дiйснi коренi. Тому,

∀𝑛 = 2, 3, 4, . . . ∃𝑟𝑛 > 1 : 𝑆𝑛(𝑥, 𝑎) має усi дiйснi коренi ⇔ 𝑎 > 𝑟𝑛. (4.33)

Ми нагадуємо визначення 4.2.1 послiдовностi множникiв. Ми будемо

також використовувати вiдомий факт, що, якщо (𝛾𝑘)
∞
𝑘=0 ∈ ℳ𝒮, то з того,

що многочлен
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 є стiйким випливає, що многочлен

∑︀𝑛
𝑘=0 𝛾𝑘𝑎𝑘𝑧

𝑘

також є стiйким (дивись, наприклад, [161, глава VIII, параграф 3]). Зо-

крема, якщо многочлен 𝑆𝑛(𝑥, 𝑎0) :=
∑︀𝑛

𝑘=0
(−1)𝑘𝑥𝑘

𝑎𝑘
2

0

має усi коренi в правiй

пiвплощинi, то для усiх 𝑎 > 𝑎0 многочлени 𝑆𝑛(𝑥, 𝑎) :=
∑︀𝑛

𝑘=0
(−1)𝑘𝑥𝑘

𝑎𝑘2
мають

усi коренi в правiй пiвплощинi. Таким чином,

∀𝑛 = 1, 2, 3, . . . ∃𝑠𝑛 > 0 : (4.34)

𝑆𝑛(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй пiвплощинi ⇔ 𝑎 > 𝑠𝑛.

Прямим обчисленням можна отримати, що

𝑆1(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй пiвплощинi ⇔ 𝑎 > 0 (4.35)

⇒ 𝑠1 = 0;

𝑆2(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй пiвплощинi ⇔ 𝑎 > 0

⇒ 𝑠2 = 0;

𝑆3(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй пiвплощинi ⇔ 𝑎 > 1

⇒ 𝑠3 = 1;
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𝑆4(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй пiвплощинi ⇔ 𝑎4 > 2 (4.36)

⇒ 𝑠4 ≈ 1.1892;

𝑆5(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй пiвплощинi ⇔ 𝑎6 − 𝑎4 − 1 > 0

⇒ 𝑠5 ≈ 1.2106;

𝑆6(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй пiвплощинi ⇔ 𝑎4 > 2

⇒ 𝑠6 ≈ 1.1892;

𝑆7(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй пiвплощинi ⇔

𝑎16 − 2𝑎12 + 1 > 0 ∧ 𝑎 > 1 ⇒ 𝑠7 ≈ 1.1646.

Нам потрiбна наступна лема.

Лема 4.3.3. Припустимо, що для деякого 𝑞 > 1 усi коренi многочлена

𝑅2𝑛(𝑦, 𝑞) є дiйсними i задовольняють (4.32). Тодi

1. Усi коренi многочлена 𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) є дiйсними i задовольняють (4.32).

2. Усi коренi многочлена 𝑅2𝑛+2(𝑦, 𝑞) є дiйсними i задовольняють (4.32).

Доведення. 1. Дiйснiсть коренiв є наслiдком теореми 4.1.8. Вiдмiтимо, що

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) =
∑︀2𝑛

𝑘=0(−1)𝑘𝑞𝑘(2𝑛+1−𝑘)𝑦𝑘 − 𝑦2𝑛+1 = (4.37)∑︀2𝑛
𝑘=0(−1)𝑘𝑞𝑘(2𝑛−𝑘)(𝑞𝑦)𝑘 − 𝑦2𝑛+1 = 𝑅2𝑛(𝑞𝑦, 𝑞)− 𝑦2𝑛+1,

i

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) = 1−
∑︀2𝑛+1

𝑘=1 (−1)𝑘−1𝑞𝑘(2𝑛+1−𝑘)𝑦𝑘 = (4.38)

1−
∑︀2𝑛

𝑘=0(−1)𝑘𝑞(𝑘+1)(2𝑛−𝑘)𝑦𝑘+1 =

1− 𝑞2𝑛𝑦
∑︀2𝑛

𝑘=0(−1)𝑘𝑞𝑘(2𝑛−𝑘)(𝑦𝑞 )
𝑘 =

1− 𝑞2𝑛𝑦𝑅2𝑛(
𝑦
𝑞 , 𝑞).

Позначимо через 𝑦1 < 𝑦2 < . . . < 𝑦2𝑛−1 < 𝑦2𝑛 коренi многочлена

𝑅2𝑛(𝑦, 𝑞). Вiдмiтимо, що 𝑅2𝑛(𝑡, 𝑞) > 0 для 𝑡 ∈ (0, 𝑦1) ∪ (𝑦2, 𝑦3) ∪ . . . ∪
(𝑦2𝑛−2, 𝑦2𝑛−1) ∪ (𝑦2𝑛,∞) i 𝑅2𝑛(𝑡, 𝑞) < 0 для 𝑡 ∈ (𝑦1, 𝑦2) ∪ (𝑦3, 𝑦4) ∪ . . . ∪
(𝑦2𝑛−1, 𝑦2𝑛). З (4.37) ми маємо

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) < 0, для 𝑦2𝑘−1 < 𝑞𝑦 < 𝑦2𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. (4.39)
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I з (4.38) ми маємо

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) > 0, для 𝑦2𝑘−1 <
𝑦

𝑞
< 𝑦2𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. (4.40)

Таким чином, ми отримуємо

𝑅2𝑛+1(0, 𝑞) = 1 > 0; (4.41)

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) < 0, для 𝑦2𝑘−1

𝑞 < 𝑦 < 𝑦2𝑘
𝑞 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛;

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) > 0, для 𝑞𝑦2𝑘−1 < 𝑦 < 𝑞𝑦2𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛;

𝑅2𝑛+1(∞, 𝑞) = −∞.

Оскiльки з наших припущень коренi 𝑅2𝑛(𝑦, 𝑞) задовольняють (4.32) ми має-

мо
𝑦2𝑘+1

𝑦2𝑘−1
=
𝑦2𝑘+1

𝑦2𝑘
· 𝑦2𝑘

𝑦2𝑘−1
> 𝑞2, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

звiдки
𝑦2𝑘−1

𝑞
< 𝑞𝑦2𝑘−1 <

𝑦2𝑘+1

𝑞
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

або
𝑦1

𝑞
<
𝑦2

𝑞
< 𝑞𝑦1 < 𝑞𝑦2 <

𝑦3

𝑞
<
𝑦4

𝑞
< 𝑞𝑦3 < 𝑞𝑦4 < . . .

<
𝑦2𝑛−1

𝑞
<
𝑦2𝑛

𝑞
< 𝑞𝑦2𝑛−1 < 𝑞𝑦2𝑛.

Позначимо через 𝑢1 < 𝑢2 < . . . < 𝑢2𝑛 < 𝑢2𝑛+1 коренi многочлена

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞). Тодi

𝑢2𝑘−1 <
𝑦2𝑘−1

𝑞
<
𝑦2𝑘

𝑞
< 𝑢2𝑘 < 𝑞𝑦2𝑘−1 < 𝑞𝑦2𝑘 < 𝑢2𝑘+1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛. (4.42)

Таким чином, 𝑢2𝑘
𝑢2𝑘−1

> 𝑦2𝑘
𝑦2𝑘−1

> 𝑞 i 𝑢2𝑘+1

𝑢2𝑘
> 𝑦2𝑘

𝑦2𝑘−1
> 𝑞. Тобто, перше твердження

леми доведено.

Доведемо твердження 2. Ми нагадуємо, що 𝑆𝑛(𝑥, 𝑞) = 𝑅𝑛(
𝑥
𝑞𝑛 , 𝑞). Тобто,

усi коренi 𝑅2𝑛(𝑦, 𝑞) належать до iнтервалу (𝑞−2𝑛+1, 𝑞2𝑛−1). Ми маємо

𝑅2𝑛+2(𝑦, 𝑞) =
∑︀2𝑛

𝑘=0(−1)𝑘𝑞𝑘(2𝑛+2−𝑘)𝑦𝑘 − 𝑞2𝑛+1𝑦2𝑛+1 + 𝑦2𝑛+2 = (4.43)∑︀2𝑛
𝑘=0(−1)𝑘𝑞𝑘(2𝑛−𝑘)(𝑞2𝑦)𝑘 − 𝑦2𝑛+1(𝑞2𝑛+1 − 𝑦) =

𝑅2𝑛(𝑞
2𝑦, 𝑞)− 𝑦2𝑛+1(𝑞2𝑛+1 − 𝑦);
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𝑅2𝑛+2(𝑦, 𝑞) = 1−
∑︀2𝑛+1

𝑘=1 (−1)𝑘−1𝑞𝑘(2𝑛+2−𝑘)𝑦𝑘 + 𝑦2𝑛+2 = (4.44)

1−
∑︀2𝑛

𝑘=0(−1)𝑘𝑞(𝑘+1)(2𝑛+1−𝑘)𝑦𝑘+1 + 𝑦2𝑛+2 =

(1 + 𝑦2𝑛+2)− 𝑞2𝑛+1𝑦
∑︀2𝑛

𝑘=0(−1)𝑘𝑞𝑘(2𝑛−𝑘)𝑦𝑘 =

(1 + 𝑦2𝑛+2)− 𝑞2𝑛+1𝑦𝑅2𝑛(𝑦, 𝑞).

З (4.43) ми маємо 𝑅2𝑛+2(𝑦, 𝑞) < 0 для 𝑦2𝑘−1

𝑞2 < 𝑦 < 𝑦2𝑘
𝑞2 , 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛

(оскiльки 𝑦2𝑛 < 𝑞2𝑛−1 ⇔ 𝑦2𝑛
𝑞2 < 𝑞2𝑛−3, останнiй доданок в (4.43) є вiд’ємним).

З (4.44) ми маємо 𝑅2𝑛+2(𝑦, 𝑞) > 0 для 𝑦2𝑘−1 < 𝑦 < 𝑦2𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, i

𝑅2𝑛+2(0, 𝑞) = 1 > 0.

Ми нагадуємо, що усi коренi 𝑅2𝑛(𝑦, 𝑞) належать до iнтервалу

(𝑞−2𝑛+1, 𝑞2𝑛−1).

З (4.32) ми маємо 𝑦2𝑘+1

𝑦2𝑘−1
> 𝑞2, i тому

0 <
𝑦1

𝑞2
<
𝑦2

𝑞2
< 𝑦1 < 𝑦2 <

𝑦3

𝑞2
<
𝑦4

𝑞2
< 𝑦3 < 𝑦4 < . . . <

𝑦2𝑛−1

𝑞2
<
𝑦2𝑛

𝑞2
< 𝑦2𝑛−1 < 𝑦2𝑛 < 𝑞2𝑛−1.

Позначимо через 𝑣1 < 𝑣2 < . . . < 𝑣2𝑛+2 коренi многочлена

𝑅2𝑛+2(𝑦, 𝑞). З теореми 4.1.8 є два кореня многочлена𝑅2𝑛+2(𝑦, 𝑞) на iнтервалi

(𝑞2𝑛−1, 𝑞2𝑛+1). Тому ми отримуємо

𝑣2𝑘−1 <
𝑦2𝑘−1

𝑞2
<
𝑦2𝑘

𝑞2
< 𝑣2𝑘 < 𝑦2𝑘−1 < 𝑦2𝑘 < 𝑣2𝑘+1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛,

звiдки

𝑣2𝑘

𝑣2𝑘−1
>

𝑦2𝑘

𝑦2𝑘−1
> 𝑞,

𝑣2𝑘+1

𝑣2𝑘
>

𝑦2𝑘

𝑦2𝑘−1
> 𝑞, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Залишилося довести, що 𝑣2𝑛+2

𝑣2𝑛+1
> 𝑞. Вiдмiтимо, що 𝑅2𝑛+2(𝑦, 𝑞) =

𝑦2𝑛+2𝑅2𝑛+2(
1
𝑦 , 𝑞), тобто 𝑣2𝑛+2 =

1
𝑣1
, 𝑣2𝑛+1 =

1
𝑣2
. Таким чином, 𝑣2𝑛+2

𝑣2𝑛+1
= 𝑣2

𝑣1
> 𝑞.

Твердження 2 доведено. 2

Лема 4.3.4. Припустимо, що для деякого 𝑞 > 1 усi коренi многочлена

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) є дiйсними i задовольняють (4.32). Тодi усi коренi многочлена

𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) є дiйсними i задовольняють (4.32).
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Доведення. Дiйснiсть усiх коренiв є наслiдком теореми 4.1.8. Ми маємо

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) =
∑︀2𝑛−1

𝑘=0 (−1)𝑘𝑞𝑘(2𝑛+1−𝑘)𝑦𝑘 + 𝑞2𝑛𝑦2𝑛 − 𝑦2𝑛+1 = (4.45)∑︀2𝑛−1
𝑘=0 (−1)𝑘𝑞𝑘(2𝑛−1−𝑘)(𝑞2𝑦)𝑘 + 𝑞2𝑛𝑦2𝑛 − 𝑦2𝑛+1 =

𝑅2𝑛−1(𝑞
2𝑦, 𝑞) + 𝑞2𝑛𝑦2𝑛 − 𝑦2𝑛+1,

або

𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) = 𝑅2𝑛+1(
𝑦

𝑞2
, 𝑞)− 𝑦2𝑛

𝑞2𝑛
+

𝑦2𝑛+1

𝑞2(2𝑛+1)
. (4.46)

Також ми маємо

𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) = −𝑞2𝑛𝑦𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) + 1− 𝑦2𝑛+1, (4.47)

або

𝑞2𝑛𝑦𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) = −𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) + 1− 𝑦2𝑛+1. (4.48)

Оскiльки

𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) = −𝑦2𝑛−1𝑅2𝑛−1(
1

𝑦
, 𝑞), (4.49)

достатньо довести твердження леми для тих коренiв многочлена

𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞), якi належать до сегмента [0, 1]. Позначимо через 𝑦1 < 𝑦2 <

. . . < 𝑦𝑛 < 1 першi 𝑛+1 коренiв многочлена 𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞). Очевидно, що для

кожного 𝑘 ∈ N многочлен 𝑅2𝑘+1(1, 𝑞) = 0. З (4.46)

𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) < 0, для 𝑦2𝑘−1𝑞
2 < 𝑦 < 𝑦2𝑘𝑞

2, 𝑘 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛+ 1

2
⌋. (4.50)

Для 𝑦 6 1 з (4.46) ми маємо

𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) > 0, для 𝑦2𝑘−1 < 𝑦 < 𝑦2𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , ⌊𝑛+ 1

2
⌋. (4.51)

Оскiльки 𝑆2𝑛+1(𝑥, 𝑞) = 𝑅2𝑛+1(
𝑥

𝑞2𝑛+1 , 𝑞) i 𝑆2𝑛+1(𝑥, 𝑞) має точно два коренi

на iнтервалi (𝑞, 𝑞3), ми виводимо, що 𝑅2𝑛+1(𝑦, 𝑞) має точно два коренi на

iнтервалi ( 1
𝑞2𝑛 ,

1
𝑞2𝑛−2 ). Бiльш того, 𝑆2𝑛−1(𝑥, 𝑞) не має коренiв на iнтервалi

(0, 𝑞), тому 𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) не має коренiв на iнтервалi (0, 1
𝑞2𝑛−2 ). Як наслiдок,

[𝑦1, 𝑦2] ⊂ (0, 1
𝑞2𝑛−2 ), i 𝑅2𝑛−1(𝑦, 𝑞) > 0 для 𝑦 ∈ (0, 1

𝑞2𝑛−2 ). Оскiльки
𝑦2𝑘+1

𝑦2𝑘−1
> 𝑞2,

ми маємо

𝑦1 < 𝑦2 < 𝑞2𝑦1 < 𝑞2𝑦2 < 𝑦3 < 𝑦4 < 𝑞2𝑦3 < 𝑞2𝑦4 < . . .
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< 𝑦2⌊𝑛+1
2 ⌋−1 < 𝑦2⌊𝑛+1

2 ⌋ < 𝑞2𝑦2⌊𝑛+1
2 ⌋−1 < 𝑞2𝑦2⌊𝑛+1

2 ⌋.

Припустимо, що 𝑛 = 2𝑚. Позначимо через 𝑤1, 𝑤2, . . . , 𝑤4𝑚−1 коренi

многочлена 𝑅2𝑛−1 (ми будемо розглядати першi 2𝑚 коренiв 𝑅2𝑛+1, розта-

шованi на сегментi [0, 1], 𝑤2𝑚 = 1). Вiдмiтимо, що 1
𝑦2𝑚

= 𝑦2𝑚+1

𝑦2𝑚
> 𝑞,

1
𝑦2𝑚−1

= 𝑦2𝑚+1

𝑦2𝑚
· 𝑦2𝑚
𝑦2𝑚−1

> 𝑞2. Використовуючи (4.50) i (4.51), ми отримуємо

𝑦1 < 𝑦2 < 𝑤1 < 𝑞2𝑦1 < 𝑞2𝑦2 < 𝑤2 < 𝑦3 < 𝑦4 < 𝑤3 < 𝑞2𝑦3 < 𝑞2𝑦4 (4.52)

< . . . < 𝑤2𝑚−1 < 𝑞2𝑦2𝑚−1 < 𝑞2𝑦2𝑚 < 𝑦2𝑚+1 = 𝑤2𝑚 = 1.

Як i при доведеннi першої леми, ми робимо висновок, що 𝑤𝑘+1

𝑤𝑘
> 𝑞, 𝑘 =

1, 2, . . . , 2𝑚− 1, звiдки 𝑤𝑘+1

𝑤𝑘
> 𝑞, 𝑘 = 1, 2, . . . , 4𝑚− 2.

Припустимо, що 𝑛 = 2𝑚 + 1. Позначимо через 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡4𝑚+1 коренi

многочлена 𝑅2𝑛−1 (ми розглянемо першi 2𝑚+1 коренiв многочлена 𝑅2𝑛−1,

розташованi на сегментi [0, 1], 𝑡2𝑚+1 = 1). Використовуючи (4.50) i (4.51),

ми отримуємо, що

𝑦1 < 𝑦2 < 𝑡1 < 𝑞2𝑦1 < 𝑞2𝑦2 < 𝑡2 < 𝑦3 < 𝑦4 < 𝑡3 < 𝑞2𝑦3 < 𝑞2𝑦4 (4.53)

< . . . < 𝑡2𝑚−1 < 𝑞2𝑦2𝑚−1 < 𝑞2𝑦2𝑚 < 𝑡2𝑚 < 𝑦2𝑚+1 < 𝑦2𝑚+2 = 𝑡2𝑚+1 = 1.

Як i при доведеннi леми 4.3.3, ми робимо висновок, що 𝑡𝑘+1

𝑡𝑘
> 𝑞, 𝑘 =

1, 2, . . . , 2𝑚, звiдки 𝑤𝑘+1

𝑤𝑘
> 𝑞, 𝑘 = 1, 2, . . . , 4𝑚. 2

Припустимо, що усi коренi функцiї 𝑔𝑎(𝑧) є дiйсними i простими (згiдно з

теоремою 4.1.8 це означає, що 𝑎2 > 𝑞∞). Позначимо через 0 < 𝑥1 < 𝑥2 < . . .

коренi функцiї 𝑔𝑎(𝑧).

Лема 4.3.5. 𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
> 𝑥2

𝑥1
, 𝑛 = 2, 3, 4, . . ..

Доведення. Вiдмiтимо, що

𝑔𝑎(𝑥) = (1− 𝑥
𝑎 + . . .+ (−1)𝑛−2 𝑥𝑛−2

𝑎(𝑛−2)2
) + (4.54)

(−1)𝑛−1 𝑥𝑛−1

𝑎(𝑛−1)2
(1− 𝑥

𝑎2𝑛−1 + . . .+ (−1)𝑘−𝑛+1 𝑥𝑘−𝑛+1

𝑎𝑘2−(𝑛−1)2
+ . . .)

= 𝑆𝑛−2(𝑥, 𝑎) + (−1)𝑛−1 𝑥𝑛−1

𝑎(𝑛−1)2
𝑔𝑎(

𝑥
𝑎2𝑛−2 ), 𝑛 = 2, 3, . . .

Нехай 𝑥 ∈ (𝑥1𝑎
2𝑛−2, 𝑥2𝑎

2𝑛−2). Тодi 𝑔𝑎( 𝑥
𝑎2𝑛−2 ) < 0. Звiдки маємо,

sign
(︂
(−1)𝑛−1 𝑥𝑛−1

𝑎(𝑛−1)2
𝑔𝑎(

𝑥

𝑎2𝑛−2
)

)︂
= (−1)𝑛−2, 𝑥 ∈ (𝑥1𝑎

2𝑛−2, 𝑥2𝑎
2𝑛−2). (4.55)
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Iз теореми 4.1.8, 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑎3, тому 𝑥1𝑎
2𝑛−2 > 𝑎2𝑛−1 > 𝑎2𝑛−5 i

(−1)𝑛−2𝑆𝑛−2(𝑥, 𝑎) > 0, 𝑥 ∈ (𝑥1𝑎
2𝑛−2, 𝑥2𝑎

2𝑛−2). (4.56)

З (4.54), (4.55) i (4.56) ми отримуємо, що

(−1)𝑛−2𝑔𝑎(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ (𝑥1𝑎
2𝑛−2, 𝑥2𝑎

2𝑛−2), 𝑛 = 2, 3, . . . . (4.57)

Таким чином, ми маємо 2𝑛 iнтервалiв (0, 𝑥1), (𝑥1, 𝑥2), (𝑥1𝑎
2, 𝑥2𝑎

2),

(𝑥1𝑎
4, 𝑥2𝑎

4), . . . , (𝑥1𝑎
4𝑛−4, 𝑥2𝑎

4𝑛−4), якi мiстяться в iнтервалi (0, 𝑎4𝑛−1), i

𝑔𝑎(𝑥) є знакозмiнною на цих iнтервалах. Використовуючи теорему 4.1.8,

ми приходимо до висновку, що

𝑥𝑗 < 𝑥1𝑎
2𝑗−2 < 𝑥2𝑎

2𝑗−2 < 𝑥𝑗+1, 𝑗 = 2, 3, . . . , 2𝑛− 1.

Оскiльки 𝑛 > 2 є довiльним, ми маємо

𝑥𝑗 < 𝑥1𝑎
2𝑗−2 < 𝑥2𝑎

2𝑗−2 < 𝑥𝑗+1, 𝑗 > 2. (4.58)

Тобто, 𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
> 𝑥2

𝑥1
, 𝑛 > 2. 2

Ми нагадуємо, що з (4.34) многочлен 𝑆𝑛(𝑥, 𝑎) має усi коренi в правiй

пiвплощинi тодi i тiльки тодi, коли 𝑎 > 𝑠𝑛, i що усi коренi многочлена

𝑆2𝑛+1(𝑥, 𝑎) розташованi в правiй пiвплощинi тодi i тiльки тодi, коли усi

коренi многочлена𝑅𝑛(𝑦, 𝑎
4) є дiйсними i задовольняють (4.32). Твердження

леми 4.3.3 еквiвалентнi наступним

𝑠4𝑛+3 6 𝑠4𝑛+1, 𝑠4𝑛+5 6 𝑠4𝑛+1, 𝑛 = 1, 2, . . . . (4.59)

Друга iз цих нерiвностей дає

1.2106 ≈ 𝑠5 > 𝑠9 > 𝑠13 > . . . . (4.60)

Звiдки, iснує границя lim𝑛→∞ 𝑠4𝑛+1 i

𝐵 := lim
𝑛→∞

𝑠4𝑛+1. (4.61)

Твердження леми 4.3.4 еквiвалентнi наступним

𝑠4𝑛+3 > 𝑠4𝑛−1, 𝑛 = 1, 2, . . . , (4.62)
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або,

1 = 𝑠3 6 𝑠7 6 𝑠11 6 . . . . (4.63)

Звiдки, iснує границя lim𝑛→∞ 𝑠4𝑛+3 i

𝐶 := lim
𝑛→∞

𝑠4𝑛+3. (4.64)

З (4.59) ми маємо

𝐵 > 𝐶. (4.65)

Добре вiдомо (дивись [161, глава 7]), що знаменитий критерiй Ермiта-

Бiлера виконується не тiльки для многочленiв, а i для деяких класiв цiлих

функцiй. Наступна теорема є узагальненням теореми Ермiта-Бiлера для

цiлих функцiй, якi зростають не вище мiнiмального типу порядку один.

Теорема 4.3.6. ([161, глава 7]). Нехай 𝐺(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 > 0, є цiлою

функцiєю, яка зростає не вище мiнiмального типу порядку один. Усi коренi

цiлої функцiї 𝐺 мають вiд’ємнi дiйснi частини тодi i тiльки тодi, коли на-

ступнi двi цiлi функцiї 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

0 (−1)𝑚𝑎2𝑚𝑧
𝑚 i 𝑔(𝑧) = 𝑧

∑︀∞
0 (−1)𝑚𝑎2𝑚+1𝑧

𝑚

мають простi дiйснi коренi, якi перемежовуються.

Також добре вiдомо, що порядок зростання цiлої функцiї з коефiцiєнта-

ми 𝑎𝑘 дається наступним виразом lim sup𝑛→∞
𝑛 log 𝑛

log |𝑎𝑛|−1 (дивись, наприклад,

[161, глава 1]). Тому, цiла функцiя 𝑔𝑎(𝑧) є функцiєю порядку 0, i тому ми

можемо застосувати критерiй Ермiта-Бiлера для цiєї функцiї. Легко по-

казати, що (аналогiчно до полiномiального випадку), якщо для деякого

𝑎0 > 1 всi коренi цiлої функцiї 𝑔𝑎0(𝑧) розташованi в правiй пiвплощинi, то

для усiх 𝑎 > 𝑎0 всi коренi цiлої функцiї 𝑔𝑎(𝑧) розташованi в правiй пiвпло-

щинi. Таким чином,

∃𝑠∞ > 1 : всi коренi функцiї 𝑔𝑎(𝑧) (4.66)

розташованi в правiй пiвплощинi ⇔ 𝑎 > 𝑠∞.

Зауважимо, що lim𝑛→∞ 𝑆4𝑛+1(𝑥, 𝑎) = 𝑔𝑎(𝑥), i ця границя є рiвномiрною

на компактах. З цього випливає, що для усiх 𝑎 > 𝐵 усi коренi 𝑔𝑎 розташо-

ванi в замкненiй пiвплощинi {𝑧 : Re𝑧 > 0}. Припустимо, що для деякого
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𝑎0 функцiя 𝑔𝑎0 має корiнь 𝑖𝑥0, 𝑥0 ∈ R. Тодi

1− 𝑥2
0

𝑎4
+
𝑥4

0

𝑎16
− 𝑥6

0

𝑎36
+ · · · = 0

i

1− 𝑥2
0

𝑎8
+
𝑥4

0

𝑎24
− 𝑥6

0

𝑎48
+ · · · = 0.

Позначимо через 𝑡0 = 𝑥2
0, 𝑞0 = 𝑎4

0. Тодi

𝑔𝑞0(𝑡0) = 1− 𝑡0
𝑞0

+
𝑡20
𝑞4

0

− 𝑡30
𝑞9

0

+ · · · = 0

i

1− 𝑡0
𝑞2

0

+
𝑡20
𝑞6

0

− 𝑡30
𝑞12

0

+ · · · = 𝑔𝑞0(
𝑡0
𝑞0
) = 0,

звiдки 𝑡0 = 𝑥𝑗, 𝑥𝑗+1 = 𝑡0𝑞0. Тому iснує 𝑗 ∈ N, таке що 𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
= 𝑞0 (з теоре-

ми 4.1.8, для кожного 𝑗 iснує корiнь функцiї 𝑔𝑞0, який розташований мiж

𝑞2𝑗
0 i 𝑞2𝑗+2

0 , рiвнiсть 𝑥𝑛
𝑥𝑗

= 𝑞0 є неможливою для 𝑛 > 𝑗 + 1). Як ми довели,

якщо усi коренi многочлена 𝑆4𝑛+1(𝑥, 𝑎0) належать до вiдкритої правої пiв-

площини, то коренi многочлена 𝑃2𝑛(𝑡, 𝑞0) = 1− 𝑡
𝑞0
+ 𝑡2

𝑞40
− . . .+(−1)2𝑛+1 𝑡2𝑛

𝑞
(2𝑛)2

0

,

позначенi як 𝑡1(2𝑛), 𝑡2(2𝑛), . . . , 𝑡2𝑛(2𝑛) є дiйсними i задовольняють умову
𝑡𝑗+1(2𝑛+1)
𝑡𝑗(2𝑛+1) > 𝑞0.

Доведемо, що 𝑠∞ 6 𝐵. Припустимо, що 𝑎 > 𝐵. Тодi для усiх достатньо

великих 𝑛 > 𝑛0 i усiх 𝑗 ми маємо
𝑡𝑗+1(2𝑛)
𝑡𝑗(2𝑛) > 𝑞. Оскiльки lim𝑛→∞ 𝑡𝑗(2𝑛) = 𝑥𝑗,

ми отримуємо 𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
> 𝑞. Iз леми 4.3.5, якщо ми покажемо, що 𝑥2

𝑥1
> 𝑞, то для

усiх 𝑗 ми будемо мати 𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
> 𝑞. Вiдмiтимо, що 𝑔𝑞(𝑡) = 1− 𝑡

𝑞 +
𝑡2

𝑞4 −
𝑡3

𝑞9 + · · · =
𝑃2𝑛(𝑡, 𝑞) − 𝑡2𝑛+1

𝑞(2𝑛+1)2
+ 𝑡2𝑛+2

𝑞(2𝑛+2)2
− · · · . Нехай 𝑞 < 𝑡1(2𝑛) 6 𝑡 6 𝑡2(2𝑛) < 𝑞3, тодi

𝑔𝑞(𝑡) < 0. Тобто, 𝑞 < 𝑥1 < 𝑡1(2𝑛) < 𝑡2(2𝑛) < 𝑥2 < 𝑞3, звiдки 𝑥2
𝑥1
> 𝑡2(2𝑛)

𝑡1(2𝑛) > 𝑞.

Тодi немає таких 𝑗, що 𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
= 𝑞. Тому ми отримуємо, що немає коренiв

𝑔𝑎(𝑧) на прямiй {𝑧 : Re 𝑧 = 0}, i тому для 𝑎 > 𝐵 усi коренi 𝑔𝑎 розташованi

в вiдкритiй правiй пiвплощинi. Тому ми маємо

𝑠∞ 6 𝐵. (4.67)

Доведемо тепер, що 𝑠∞ > 𝐶. Припустимо, що 𝑠∞ < 𝐶. Виберемо

𝑎, 𝑠∞ < 𝑎 < 𝐶, i позначимо через 𝑞 = 𝑎4. Iз теореми 4.3.6, усi коренi
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функцiй 𝑔𝑞(𝑡) = 1− 𝑡
𝑞 +

𝑡2

𝑞4 −
𝑡3

𝑞9 + · · · i 𝑔𝑞( 𝑡𝑞) = 1− 𝑡
𝑞2 +

𝑡2

𝑞6 −
𝑡3

𝑞12 + · · · є дiйс-
ними, i вони перемежовуються. Якщо ми позначимо 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < · · ·
дiйснi коренi функцiї 𝑔𝑞(𝑡), то, як ми довели,

∀𝑗 = 1, 2, 3, . . .
𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
> 𝑞.

Iз леми 4.3.5, ∀𝑗 = 2, 3, . . .
𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
> 𝑥2

𝑥1
> 𝑞, i, якщо ми позначимо 𝜀 := 𝑥2

𝑥1
−𝑞 >

0, то

∀𝑗 = 1, 2, 3, . . .
𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
> 𝑞 + 𝜀. (4.68)

Ми маємо

𝑃2𝑛+1(𝑡, 𝑞) = 1− 𝑡

𝑞
+
𝑡2

𝑞4
− . . .− 𝑡2𝑛+1

𝑞(2𝑛+1)2
= 𝑔𝑞(𝑡)−

𝑡2𝑛+2

𝑞(2𝑛+2)2
+

𝑡2𝑛+3

𝑞(2𝑛+3)2
− . . . .

Тобто, якщо 𝑥2𝑘−1 6 𝑡 6 𝑥2𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, то 𝑃2𝑛+1(𝑡, 𝑞) < 0. Якщо ми

позначимо через 𝑡𝑘,2𝑛+1, 1 6 𝑘 6 2𝑛 + 1, коренi многочлена 𝑃2𝑛+1(𝑡, 𝑞), то

𝑡2𝑘−1,2𝑛+1 < 𝑥2𝑘−1 < 𝑥2𝑘 < 𝑡2𝑘,2𝑛+1, тобто

𝑡2𝑘,2𝑛+1

𝑡2𝑘−1,2𝑛+1
> 𝑞 + 𝜀, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . 𝑛. (4.69)

З iншого боку,

𝑃2𝑛+1(𝑡, 𝑞) = − 𝑡2𝑛+1

𝑞(2𝑛+1)2

(︂
1− 𝑞4𝑛+2

𝑡𝑞
+
𝑞8𝑛+4

𝑡2𝑞4
− . . .

)︂
= − 𝑡2𝑛+1

𝑞(2𝑛+1)2
𝑃2𝑛+1(

𝑞4𝑛+2

𝑡
, 𝑞).

Ця формула демонструє симетрiю мiж iнтервалами додатностi i вiд’ємностi

для многочлена 𝑃2𝑛+1(𝑡, 𝑞). Звiдки,

𝑡2𝑘+1,2𝑛+1

𝑡2𝑘,2𝑛+1
> 𝑞 + 𝜀, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . 𝑛. (4.70)

Тому ми довели, що для 𝑠∞ < 𝑎 < 𝐶 i для усiх 𝑛 ∈ N, усi коренi 𝑃2𝑛+1(𝑡, 𝑞)

є дiйсними i задовольняють умову 𝑡𝑗+1,2𝑛+1

𝑡𝑗,2𝑛+1
> 𝑞+𝜀. Це означає, що усi коренi

𝑆4𝑛+3(𝑥, 𝑎) розташованi у вiдкритiй правiй пiвплощинi для 𝑠∞ < 𝑎 < 𝐶 i

для усiх 𝑛 ∈ N. Це суперечить визначенню константи 𝐶 (дивись (4.64)).

Звiдки маємо

𝑠∞ > 𝐶. (4.71)
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Тепер ми доведемо, що 𝑠∞ > 𝐵. Припустимо, що 𝑠∞ < 𝐵. Виберемо

𝑎, 𝑠∞ < 𝑎 < 𝐵, i позначимо через 𝑞 = 𝑎4. Iз теореми 4.3.6 усi коренi функцiй

𝑔𝑞(𝑡) = 1− 𝑡
𝑞 +

𝑡2

𝑞4 −
𝑡3

𝑞9 + · · · i 𝑔𝑞( 𝑡𝑞) = 1− 𝑡
𝑞2 +

𝑡2

𝑞6 −
𝑡3

𝑞12 + · · · є дiйсними, i вони
перемежовуються. Якщо 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < · · · є дiйсними коренями функцiї

𝑔𝑞(𝑡), то, як ми довели, iснує 𝜀 > 0, таке що

∀𝑗 = 1, 2, 3, . . .
𝑥𝑗+1

𝑥𝑗
> 𝑞 + 𝜀. (4.72)

Ми маємо

𝑃2𝑛(𝑡, 𝑞) = 1− 𝑡

𝑞
+
𝑡2

𝑞4
− . . .+

𝑡2𝑛

𝑞(2𝑛)2

= 𝑔𝑞(𝑡) +
𝑡2𝑛+1

𝑞(2𝑛+1)2
− 𝑡2𝑛+2

𝑞(2𝑛+2)2
+ . . . .

Звiдки, якщо 𝑥2𝑘 6 𝑡 6 𝑥2𝑘+1, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, то 𝑃2𝑛(𝑡, 𝑞) > 0. Якщо

ми позначимо через 𝑡𝑘,2𝑛, 1 6 𝑘 6 2𝑛, коренi многочлена 𝑃2𝑛(𝑡, 𝑞), то

𝑡2𝑘,2𝑛 < 𝑥2𝑘 < 𝑥2𝑘+1 < 𝑡2𝑘+1,2𝑛, тобто

𝑡2𝑘+1,2𝑛

𝑡2𝑘,2𝑛
> 𝑞 + 𝜀, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . 𝑛− 1. (4.73)

З того, що 𝑃2𝑛(𝑡, 𝑞)⇒ 𝑔𝑞(𝑡), 𝑛→ ∞, на компактах, випливає, що 𝑡1(2𝑛) →
𝑥1, 𝑡2(2𝑛) → 𝑥2. Звiдки,

∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 :
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

> 𝑞 +
𝜀

2
. (4.74)

Лема 4.3.7. Нерiвнiсть 𝑡2𝑘,4𝑛−4

𝑡2𝑘−1,4𝑛−4
>

𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

виконується для 𝑛 = 3, 4, 5, . . . i

𝑘 = 1, 2, . . . , 2𝑛− 2.

Доведення. Ми маємо

𝑃2𝑛+2(𝑡, 𝑞) = 𝑃2𝑛(𝑡, 𝑞)−
𝑡2𝑛+1

𝑞(2𝑛+1)2
+

𝑡2𝑛+2

𝑞(2𝑛+2)2

i

𝑃2𝑛+2(𝑡, 𝑞) = 1− 𝑡

𝑞
+
𝑡2

𝑞4
𝑃2𝑛(

𝑡

𝑞4
, 𝑞).

Таким чином, якщо 𝑡1,2𝑛 < 𝑡 < 𝑡2,2𝑛 або 𝑡1,2𝑛𝑞4 < 𝑡 < 𝑡2,2𝑛𝑞
4, ми маємо

𝑃2𝑛+2(𝑡, 𝑞) < 0. Звiдки маємо

𝑡2,2𝑛+2

𝑡1,2𝑛+2
>
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

,
𝑡4,2𝑛+2

𝑡3,2𝑛+2
>
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

. (4.75)
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Застосовуючи такi мiркування до 𝑃2𝑛+4(𝑡, 𝑞), ми отримуємо з (4.75)
𝑡2,2𝑛+4

𝑡1,2𝑛+4
>
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

,
𝑡4,2𝑛+4

𝑡3,2𝑛+4
>
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

,
𝑡6,2𝑛+4

𝑡5,2𝑛+4
>
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

, (4.76)

i так далi. Для 𝑃4𝑛−4(𝑡, 𝑞) ми маємо
𝑡2𝑘,4𝑛−4

𝑡2𝑘−1,4𝑛−4
>
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. (4.77)

Зазначимо, що

𝑃4𝑛−4(𝑡, 𝑞) =
𝑡4𝑛−4

𝑞(4𝑛−4)2
𝑃4𝑛−4(

𝑞4𝑛−6

𝑡
, 𝑞).

Таким чином,

𝑡𝑗,4𝑛−4 =
𝑞4𝑛−6

𝑡4𝑛−4−𝑗+1,4𝑛−4
=

𝑞4𝑛−6

𝑡4𝑛−𝑗−3,4𝑛−4
.

Звiдки, використовуючи (4.77), ми отримуємо
𝑡2𝑘,4𝑛−4

𝑡2𝑘−1,4𝑛−4
=
𝑡4𝑛−2𝑘−2,4𝑛−4

𝑡4𝑛−2𝑘−3,4𝑛−4
>
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

, 2𝑛− 𝑘 − 1 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

або
𝑡2𝑘,4𝑛−4

𝑡2𝑘−1,4𝑛−4
=
𝑡4𝑛−2𝑘−2,4𝑛−4

𝑡4𝑛−2𝑘−3,4𝑛−4
>
𝑡2,2𝑛
𝑡1,2𝑛

, 𝑘 = 𝑛, 𝑛+ 1, . . . , 2𝑛− 2.

Беручи до уваги (4.77), ми отримуємо твердження леми. 2

Фiксуємо натуральне число 𝑚 > 𝑛0 у (4.74). Iз леми 4.3.7 , ми маємо
𝑡2𝑘,4𝑚−4

𝑡2𝑘−1,4𝑚−4
> 𝑞 +

𝜀

2
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 2𝑚− 2.

Використовуючи (4.73), ми отримуємо
𝑡2𝑘+1,4𝑚−4

𝑡2𝑘,4𝑚−4
> 𝑞 + 𝜀 > 𝑞 +

𝜀

2
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 2𝑚− 3.

Тобто, для усiх коренiв 𝑃4𝑛𝑚−4(𝑡, 𝑞) виконується нерiвнiсть
𝑡𝑗+1,4𝑚−4

𝑡𝑗,4𝑚−4
> 𝑞 +

𝜀

2
> 𝑞, 𝑗 = 1, 2, . . . , 4𝑚− 5.

Це означає, що усi коренi 𝑆8𝑚−7(𝑥, 𝑎) розташованi у вiдкритiй правiй пiв-

площинi для 𝑠∞ < 𝑎 < 𝐵 i для усiх 𝑚 > 𝑛0. Це суперечить визначенню

константи 𝐵 (дивись (4.61)). Таким чином,

𝑠∞ > 𝐵. (4.78)

Остаточно ми маємо 𝐵 = 𝐶 = 𝑠∞.

Теорема 4.3.1 доведена. 2
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4.4 Цiлi функцiї, у яких вiдрiзки ряду Тейлора мають усi

дiйснi коренi

У цьому параграфi ми будемо вивчати цiлi функцiї з додатними ко-

ефiцiєнтами Тейлора, у яких усi (або усi, починаючи з деякого) вiдрiзки

ряду Тейлора мають тiльки дiйснi коренi. Очевидно, що такi функцiї фор-

мують деякий пiдклас класу Лаґерра-Полiа. Якщо функцiя 𝑓 належить до

вказаного пiдкласу, то з (4.25) легко довести, що

lim inf
𝑛→∞

𝑞𝑛(𝑓) > 2. (4.79)

В роботi ([121]) ми довели, що константа 2 в останньої нерiвностi може бути

збiльшена до 1+
√
3. Використовуючи метод, подiбний до використаного в

([121]), ми можемо збiльшити цю константу до 3.

Спершу ми будемо дослiджувати функцiю

𝑓𝑎(𝑧) :=
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘! 𝑎𝑘2
, 𝑎 > 1,

iз властивiстю

𝑞𝑛(𝑓𝑎) =
𝑛

𝑛− 1
𝑎2 → 𝑎2, 𝑛→ ∞. (4.80)

Оскiльки {𝑎−𝑘2}∞𝑘=0 ∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮 для 𝑎 > 1, ця послiдовнiсть є послiдовнiстю

множникiв. Тобто, з того, що 𝑒𝑧 =
∑︀∞

𝑘=0
𝑧𝑘

𝑘! ∈ ℒ − 𝒫 випливає, що 𝑓𝑎(𝑧) ∈
ℒ − 𝒫 , тобто має усi дiйснi вiд’ємнi коренi для усiх 𝑎 > 1. Спершу ми

вiдповiмо на питання: для яких 𝑎 функцiя 𝑓𝑎 має вiдрiзки ряду Тейлора з

усiма дiйсними коренями?

Теорема 4.4.1. ([123]). Функцiя 𝑓𝑎 має усi вiдрiзки ряду Тейлора з усiма

дiйсними коренями тодi i тiльки тодi, коли функцiя 𝑓𝑎 має усi, починаючи

з деякого, вiдрiзки ряду Тейлора з усiма дiйсними коренями, i це тодi i

тiльки тодi, коли 𝑎2 > 𝑞∞, де константа 𝑞∞ введена в теоремi 4.1.8.

Доведення. Наступна тотожнiсть

𝑑

𝑑𝑧
𝑆𝑛(𝑧, 𝑓𝑎) =

1

𝑎
𝑆𝑛−1(

𝑧

𝑎2
, 𝑓𝑎) (4.81)
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демонструє, що

𝑆𝑛(𝑧, 𝑓𝑎) ∈ ℋ𝒫 =⇒ 𝑆𝑛−1(𝑧, 𝑓𝑎) ∈ ℋ𝒫 .

Iз теореми 4.1.8 ми маємо

2𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗

𝑎𝑗2
∈ ℋ𝒫 для усiх 𝑘 ∈ N ⇐⇒ 𝑎2 > 𝑞∞. (4.82)

Оскiльки { 1
𝑘!}

∞
𝑘=0 ∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮, i iз (4.81) ми маємо

𝑎2 > 𝑞∞ =⇒ ∀𝑘 ∈ N 𝑆2𝑘+1(𝑧, 𝑓𝑎) ∈ ℋ𝒫 . (4.83)

Залишилося довести, що

∀𝑛 ∈ N 𝑆𝑛(𝑧, 𝑓𝑎) ∈ ℋ𝒫 =⇒ 𝑎2 > 𝑞∞. (4.84)

Оскiльки {𝑎−𝑘2}∞𝑘=0 ∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮, ∀𝑎 > 1, ми маємо

𝑆𝑛(𝑧, 𝑓𝑎̃) ∈ ℋ𝒫 =⇒ ∀𝑎 > 𝑎̃ 𝑆𝑛(𝑧, 𝑓𝑎) ∈ ℋ𝒫 .

Нехай

𝑘𝑛 := inf{𝑎 > 1 : 𝑆𝑛(𝑧, 𝑓𝑎) ∈ ℋ𝒫}. (4.85)

З (4.81) ми маємо

𝑘2 6 𝑘3 6 𝑘4 6 . . . ,

тому

∃ lim
𝑛→∞

𝑘𝑛.

Позначимо через 𝑘∞ = lim𝑛→∞ 𝑘𝑛.Ми знаємо, що 𝑘∞ 6 𝑞∞, i ми збираємося

довести, що 𝑘∞ = 𝑞∞.

Ми розглянемо многочлени

𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) := 𝑆𝑛(−𝑧, 𝑓𝑎) =
𝑛∑︁
𝑘=𝑜

(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑘!𝑎𝑘2
.

Очевидно, що

𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) ∈ ℋ𝒫 ⇔ 𝑆𝑛(𝑧, 𝑓𝑎) ∈ ℋ𝒫 .

Ми вiдповiмо на наступне питання: для яких 𝑎 многочлени 𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) мають

тiльки дiйснi коренi? Для цього нам потрiбна наступна лема.
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Лема 4.4.2. Припустимо, що 𝑎2 > 3. Тодi iснує 𝑛0 ∈ N таке, що для усiх

𝑛 > 𝑛0 многочлен 𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) має точно два кореня у колi {𝑧 : |𝑧| > 𝑛𝑎2𝑛−3}.

Доведення. Ми маємо

𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) =
(−1)𝑛𝑧𝑛

𝑛! 𝑎𝑛2

𝑛∑︁
𝑘=𝑜

(−1)𝑘−𝑛
𝑛!

𝑘!𝑧𝑛−𝑘𝑎𝑘2−𝑛2
.

Позначимо через 𝑡 := 𝑛𝑎2𝑛

𝑧 . Для |𝑧| > 𝑛𝑎2𝑛−3 ми маємо |𝑡| < 𝑎3. Ми

отримуємо для 𝑛 > 4

𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) =
(−1)𝑛𝑧𝑛

𝑛! 𝑎𝑛2

∑︀𝑛
𝑘=𝑜(−1)𝑘−𝑛 (𝑛−1)!

𝑘! 𝑛𝑛−𝑘−1
𝑡𝑛−𝑘

𝑎(𝑛−𝑘)2
= (4.86)

(−1)𝑛 𝑧𝑛

𝑛! 𝑎𝑛2

∑︀𝑛
𝑗=𝑜(−1)𝑗 (𝑛−1)!

(𝑛−𝑗)! 𝑛𝑗−1
𝑡𝑗

𝑎𝑗2
=

(−1)𝑛𝑧𝑛

𝑛! 𝑎𝑛2

(︁
(1− 𝑡

𝑎 +
𝑛−1
𝑛

𝑡2

𝑎4 −
(𝑛−1)(𝑛−2)

𝑛2
𝑡3

𝑎9 +
(𝑛−1)(𝑛−2)(𝑛−3)

𝑛3
𝑡4

𝑎16 )

+
∑︀𝑛

𝑗=5(−1)𝑗 (𝑛−1)!
(𝑛−𝑗)! 𝑛𝑗−1

𝑡𝑗

𝑎𝑗2

)︁
.

Далi ми будемо використовувати двi леми з першого параграфу цього

роздiлу, в яких йдеться про часткову тета-функцiю 𝑔𝑎 i про многочлен

𝑆4(−𝑧, 𝑔𝑎) = 1− 𝑡
𝑎 +

𝑡2

𝑎4 −
𝑡3

𝑎9 +
𝑡4

𝑎16 , а саме лема 4.1.10 i лема 4.1.11. Оскiльки

𝑄4(𝑡, 𝑎) := (1− 𝑡
𝑎 +

𝑛−1
𝑛

𝑡2

𝑎4 −
(𝑛−1)(𝑛−2)

𝑛2
𝑡3

𝑎9 + (4.87)
(𝑛−1)(𝑛−2)(𝑛−3)

𝑛3
𝑡4

𝑎16 ) −→ 𝑆4(−𝑡, 𝑔𝑎), 𝑛→ ∞,

i ця границя є рiвномiрною на компактах, ми отримуємо з леми 4.1.10,

леми 4.1.11 i теореми Гурвиця, що

∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 ∀𝜑 ∈ [0, 2𝜋] |𝑄4(𝑎
3𝑒𝑖𝜑, 𝑎)| > 1

2
𝑎−4, (4.88)

i для усiх 𝑛 > 𝑛0 многочлен 𝑄4(𝑡, 𝑎) має точно два коренi у колi {𝑡 : |𝑡| <
𝑎3}.

З (4.86) ми маємо

𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) =
(−1)𝑛𝑧𝑛

𝑛! 𝑎𝑛2
(𝑄4(𝑡, 𝑎)+ (4.89)∑︀𝑛

𝑗=5(−1)𝑗 (𝑛−1)(𝑛−2)···(𝑛−𝑗+1)
𝑛𝑗−1

𝑡𝑗

𝑎𝑗2

)︁
=: (−1)𝑛𝑧𝑛

𝑛! 𝑎𝑛2
(𝑄4(𝑡, 𝑎) + 𝑇𝑛(𝑡, 𝑎)).

Оскiльки

|𝑇𝑛(𝑎3𝑒𝑖𝜑, 𝑎)| 6
𝑛∑︁
𝑗=5

(𝑎3)𝑗

𝑎𝑗2
6 𝑎−10

∞∑︁
𝑗=0

𝑎−8𝑗 =
1

𝑎2(𝑎8 − 1)
,
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i
1

2
𝑎−4 >

1

𝑎2(𝑎8 − 1)
, 𝑎2 > 3,

ми отримуємо потрiбне твердження леми. 2

Доведемо тепер (4.84). Припустимо, що для усiх 𝑛 ∈ N 𝑆𝑛(𝑧, 𝑓𝑎) ∈ ℋ𝒫
для деякого 𝑎2 > 3. Тодi iснує 𝑛0 ∈ N, такий що для усiх 𝑛 > 𝑛0 𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) ∈
ℋ𝒫 . По лемi 4.4.3 iснує 𝑛1 ∈ N, такий що для усiх 𝑛 > 𝑛1 многочлен

𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) має точно два коренi в областi {𝑧 : |𝑧| > 𝑛𝑎2𝑛−3}. Тодi для 𝑛 >
max(𝑛0, 𝑛1) =: 𝑛2 iснує 𝑥𝑛 ∈ (𝑛𝑎2𝑛−3,∞) : 𝐹𝑛(𝑥𝑛, 𝑎) = 0. Для 𝑥 > 𝑛𝑎2𝑛−1

ми маємо

1 <
𝑥

𝑎
<

𝑥2

2𝑎4
< · · · < 𝑥𝑛−1

(𝑛− 1)! 𝑎(𝑛−1)2
6

𝑥𝑛

𝑛! 𝑎𝑛2
,

i тому

𝑥 > 𝑛𝑎2𝑛−1 ⇒ 𝐹𝑛(𝑥, 𝑎) ̸= 0.

Таким чином, 𝑥𝑛 ∈ (𝑛𝑎2𝑛−3, 𝑛𝑎2𝑛−1). Зафiксуємо довiльне𝑚 ∈ N.Ми маємо

для 𝑛 > max(𝑛2, 2𝑚+ 4)

0 = (−1)𝑛−1𝐹𝑛(𝑥𝑛, 𝑎) =
∑︀𝑛−2𝑚

𝑘=0 (−1)𝑘+𝑛−1 𝑥𝑘𝑛
𝑘! 𝑎𝑘2

+ (4.90)(︁
𝑥𝑛−2𝑚+1
𝑛

(𝑛−2𝑚+1)! 𝑎(𝑛−2𝑚+1)2

− . . .− 𝑥𝑛−2
𝑛

(𝑛−2)! 𝑎(𝑛−2)2
+ 𝑥𝑛−1

𝑛

(𝑛−1)! 𝑎(𝑛−1)2
− 𝑥𝑛𝑛

(𝑛)! 𝑎(𝑛)2

)︁
.

Для 𝑥𝑛 ∈ (𝑛𝑎2𝑛−3, 𝑛𝑎2𝑛−1) доданки в
∑︀𝑛−2𝑚

𝑘=0 (−1)𝑘+𝑛−1 𝑥𝑘𝑛
𝑘! 𝑎𝑘2

є знакозмiнними

i їхнi модулi зростають. Тому

𝑛−2𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘+𝑛−1 𝑥𝑘𝑛
𝑘! 𝑎𝑘2

< 0,

i з (4.90) ми отримуємо(︂
𝑥𝑛−2𝑚+1
𝑛

(𝑛− 2𝑚+ 1)! 𝑎(𝑛−2𝑚+1)2
− . . .− 𝑥𝑛−2

𝑛

(𝑛− 2)! 𝑎(𝑛−2)2
+

𝑥𝑛−1
𝑛

(𝑛− 1)! 𝑎(𝑛−1)2
− 𝑥𝑛𝑛

(𝑛)! 𝑎(𝑛)2

)︂
> 0.



196

Роздiлимо останню нерiвнiсть на − 𝑥𝑛𝑛
(𝑛)! 𝑎(𝑛)2

i перепишемо з кiнця к по-

чатку, ми маємо

1− 𝑛
𝑥𝑛
𝑎2𝑛−1 + 𝑛(𝑛−1)

𝑥2𝑛
𝑎2(2𝑛−2) − 𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)

𝑥3𝑛
𝑎3(2𝑛−3) + · · · (4.91)

+𝑛(𝑛−1)···(𝑛−2𝑚+3)

𝑥2𝑚−2
𝑛

𝑎(2𝑚−2)(2𝑛−2𝑚+2) −
𝑛(𝑛−1)···(𝑛−2𝑚+2)

𝑥2𝑚−1
𝑛

𝑎(2𝑚−1)(2𝑛−2𝑚+1) < 0.

Позначимо 𝑦𝑛 = 𝑛𝑎2𝑛

𝑥𝑛
. Оскiльки 𝑥𝑛 ∈ (𝑛𝑎2𝑛−3, 𝑛𝑎2𝑛−1), ми маємо 𝑦𝑛 ∈ (𝑎, 𝑎3).

В цих позначеннях перепишемо (4.91) у виглядi

1− 𝑦𝑛
𝑎 + (𝑛−1)

𝑛
𝑦2𝑛
𝑎4 −

(𝑛−1)(𝑛−2)
𝑛2

𝑦3𝑛
𝑎9 + · · ·+ (4.92)

(𝑛−1)(𝑛−2)···(𝑛−2𝑚+3)
𝑛2𝑚−3

𝑦2𝑚−2
𝑛

𝑎(2𝑚−2)2
−

(𝑛−1)(𝑛−2)···(𝑛−2𝑚+2)
𝑛2𝑚−2

𝑦2𝑚−1
𝑛

𝑎(2𝑚−1)2
< 0.

Переходячи до границi у цiй формулi при 𝑛→ ∞, ми отримуємо, що iснує

𝑦0 ∈ [𝑎, 𝑎3], таке що

𝑆2𝑚−1(𝑦0, 𝑔𝑎) 6 0.

Iз першого пункту теореми 4.1.11 це означає, що

𝑆2𝑚−1(𝑧, 𝑔𝑎) ∈ ℋ𝒫 .

Оскiльки 𝑚 є довiльним натуральним числом, ми отримуємо з третього

пункту теореми 4.1.11, що

𝑎2 > 𝑞∞.

Використовуючи (4.82), ми робимо висновок , що

∀𝑛 ∈ N 𝐹𝑛(𝑧, 𝑎) ∈ ℋ𝒫 ⇐⇒ 𝑎2 > 𝑞∞.

2

Наступна теорема iз роботи [123] дає часткову iнформацiю про клас

цiлих функцiй з гiперболiчними вiдрiзками ряду Тейлора.

Теорема 4.4.3. ([123]). Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 > 0, є цiлою функ-

цiєю, i 𝑆𝑛(𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 – її вiдрiзки ряду Тейлора. Припустимо, що iснує
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послiдовнiсть {𝑛𝑘}∞𝑘=1 ⊂ N, така що 𝑆𝑛𝑘(𝑧) ∈ ℋ𝒫 для 𝑘 ∈ N. Якщо iс-

нує lim𝑛→∞ 𝑞𝑛(𝑓) i 𝑞0 := lim𝑛→∞ 𝑞𝑛(𝑓), то для кожного 𝑚 ∈ N ми маємо∑︀𝑚
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑘! (
√
𝑞0)𝑘2

∈ ℋ𝒫 .

З доведених теореми 4.4.1 i теореми 4.4.3 випливає, що, якщо цiла

функцiя з додатними коефiцiєнтами має гiперболiчнi вiдрiзки ряду Тейлору

i iснує границя lim𝑛→∞ 𝑞𝑛(𝑓), то lim𝑛→∞ 𝑞𝑛(𝑓) > 𝑞∞.

Наступна вiдома тотожнiсть належить Гаусу:
∞∏︁
𝑘=1

(1 +
𝑧

𝑞𝑘
) = 1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

(𝑞𝑘 − 1)(𝑞𝑘−1 − 1) · · · (𝑞 − 1)
, 𝑞 > 1. (4.93)

Тому цiла функцiя 𝑦𝑞(𝑧) := 1 +
∑︀∞

𝑘=1
𝑧𝑘

(𝑞𝑘−1)(𝑞𝑘−1−1)···(𝑞−1)
, 𝑞 > 1, iз вла-

стивiстю

𝑞𝑛(𝑦𝑞) =
𝑞𝑛 − 1

𝑞𝑛−1 − 1
→ 𝑞, 𝑛→ ∞. (4.94)

має тiльки дiйснi коренi.

Наш вчитель I.В.Островський поставив нам питання: для яких 𝑞 функ-

цiя 𝑦𝑞(𝑧) має вiдрiзки ряду Тейлора з усiма дiйсними коренями?

Теорема 4.4.4. ([123]).

1. 𝑞 > 𝑞∞ ⇒ ∃𝑁0 ∈ N ∀𝑛 > 𝑁0 𝑆𝑛(𝑧, 𝑦𝑞) ∈ ℋ𝒫 ;

2. 𝑞 < 𝑞∞ ⇒ ∃𝑁0 ∈ N ∀𝑛 > 𝑁0 𝑆𝑛(𝑧, 𝑦𝑞) /∈ ℋ𝒫 .

Доведення. Твердження

𝑞 < 𝑞∞ ⇒ ∃𝑁0 ∈ N ∀𝑛 > 𝑁0 𝑆𝑛(𝑧, 𝑦𝑞) /∈ ℋ𝒫

є простим наслiдком теореми 4.4.1 i теореми 4.4.3. Будемо доводити, що

𝑞 > 𝑞∞ ⇒ ∃𝑁0 ∈ N ∀𝑛 > 𝑁0 𝑆𝑛(𝑧, 𝑦𝑞) ∈ ℋ𝒫 .

Позначимо через

𝑆𝑛(𝑥, 𝑞) := 𝑆𝑛(−𝑥, 𝑦𝑞) = 1− 𝑥

𝑞 − 1
+

𝑥2

(𝑞2 − 1)(𝑞 − 1)
− · · ·

+(−1)𝑛
𝑥𝑛

(𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛−1 − 1) · · · (𝑞 − 1)
.
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Очевидно, що 𝑆𝑛(𝑥, 𝑞) ∈ ℋ𝒫 ⇔ 𝑆𝑛(𝑥, 𝑦𝑞) ∈ ℋ𝒫 . Ми будемо дослiджувати

многочлени 𝑆𝑛(𝑥, 𝑞) для 𝑞 > 𝑞∞. Для зручностi ми будемо вважати, що

вираз (𝑞𝑗 − 1)(𝑞𝑗−1 − 1) · · · (𝑞 − 1) дорiвнює 1 для 𝑗 = 0.

Нам потрiбнi двi наступнi леми.

Лема 4.4.5. Припустимо, що 𝑞 > 3. Тодi iснують невiд’ємнi числа 0 =

𝜉0 < 𝜉1 < 𝜉2 < . . . < 𝜉𝑛−2, такi що

(i) 𝑞𝑗 − 1 < 𝜉𝑗 < 𝑞𝑗+1 − 1;

(𝑖𝑖)(−1)𝑗𝑆𝑛(𝜉𝑗, 𝑞) > 0.

Доведення. Положимо 𝜉𝑗 =
√︀

(𝑞𝑗+1 − 1)(𝑞𝑗 − 1), 𝑗 = 1, 2, . . . . Очевидно,

що виконується (i). Для 𝑗 = 3, 4, . . . , 𝑛− 3 ми маємо

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝜉𝑗, 𝑞) =
𝜉𝑗𝑗

(𝑞𝑗−1)(𝑞𝑗−1−1)···(𝑞−1) − (4.95)(︂
𝜉𝑗−1
𝑗

(𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)···(𝑞−1) +
𝜉𝑗+1
𝑗

(𝑞𝑗+1−1)(𝑞𝑗−1)···(𝑞−1)

)︂
+

(︂
𝜉𝑗−2
𝑗

(𝑞𝑗−2−1)(𝑞𝑗−3−1)···(𝑞−1) +
𝜉𝑗+2
𝑗

(𝑞𝑗+2−1)(𝑞𝑗+1−1)···(𝑞−1)

)︂
−(︂

𝜉𝑗−3
𝑗

(𝑞𝑗−3−1)(𝑞𝑗−4−1)···(𝑞−1) +
𝜉𝑗+3
𝑗

(𝑞𝑗+3−1)(𝑞𝑗+2−1)···(𝑞−1)

)︂
+𝑅𝑗,𝑛(𝜉𝑗, 𝑞),

де

𝑅𝑗,𝑛(𝜉𝑗, 𝑞) =
∑︀𝑗−4

𝑘=0(−1)𝑘+𝑗 𝜉𝑘𝑗
(𝑞𝑘−1)(𝑞𝑘−1−1)···(𝑞−1)

(4.96)

+
∑︀𝑛

𝑘=𝑗+4(−1)𝑘+𝑗 𝜉𝑘𝑗
(𝑞𝑘−1)(𝑞𝑘−1−1)···(𝑞−1)

=: Σ1(𝜉𝑗, 𝑞) + Σ2(𝜉𝑗, 𝑞).

Для довiльних 𝑧 ∈ (𝑞𝑗 − 1, 𝑞𝑗+1 − 1)

𝑧𝑘

(𝑞𝑘 − 1)(𝑞𝑘−1 − 1) · · · (𝑞 − 1)
6

𝑧𝑘+1

(𝑞𝑘+1 − 1)(𝑞𝑘 − 1) · · · (𝑞 − 1)

виконується для 0 6 𝑘 6 𝑗 − 1. Тобто, для усiх 𝑧 ∈ (𝑞𝑗 − 1, 𝑞𝑗+1 − 1)

доданки в Σ1(𝑧, 𝑞) є знакозмiнними i їхнi модулi зростають. Аналогiчно,

для усiх 𝑧 ∈ (𝑞𝑗 − 1, 𝑞𝑗+1 − 1)

𝑧𝑘

(𝑞𝑘 − 1)(𝑞𝑘−1 − 1) · · · (𝑞 − 1)
>

𝑧𝑘+1

(𝑞𝑘+1 − 1)(𝑞𝑘 − 1) · · · (𝑞 − 1)
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виконується для 𝑗 + 1 6 𝑘 6 𝑛. Тобто, для усiх 𝑧 ∈ (𝑞𝑗 − 1, 𝑞𝑗+1 − 1)

доданки в Σ2(𝑧, 𝑞) є знакозмiнними i їхнi модулi спадають. Тому, Σ1(𝑧, 𝑞) >

0, Σ2(𝑧, 𝑞) > 0 для усiх 𝑧 ∈ (𝑞𝑗 − 1, 𝑞𝑗+1 − 1), i, зокрема, це є вiрним для

𝑧 = 𝜉𝑗 =
√︀
(𝑞𝑗 − 1)(𝑞𝑗+1 − 1). Тобто ми маємо

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝜉𝑗, 𝑞) >
(𝑞𝑗+1−1)𝑗/2(𝑞𝑗−1)𝑗/2−1

(𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)···(𝑞−1) − 2 (𝑞𝑗+1−1)(𝑗−1)/2(𝑞𝑗−1)(𝑗−1)/2

(𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)···(𝑞−1) (4.97)

+
(︁

(𝑞𝑗+1−1)𝑗/2−1(𝑞𝑗−1)𝑗/2−1

(𝑞𝑗−2−1)(𝑞𝑗−3−1)···(𝑞−1) +
(𝑞𝑗+1−1)𝑗/2+1(𝑞𝑗−1)𝑗/2+1

(𝑞𝑗+2−1)(𝑞𝑗+1−1)···(𝑞−1)

)︁
−(︁

(𝑞𝑗+1−1)(𝑗−3)/2(𝑞𝑗−1)(𝑗−3)/2

(𝑞𝑗−3−1)(𝑞𝑗−4−1)···(𝑞−1) + (𝑞𝑗+1−1)(𝑗+3)/2(𝑞𝑗−1)(𝑗+3)/2

(𝑞𝑗+3−1)(𝑞𝑗+2−1)···(𝑞−1)

)︁
= (𝑞𝑗+1−1)𝑗/2(𝑞𝑗−1)𝑗/2−1

(𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)···(𝑞−1) ×(︁
1− 2

√︁
𝑞𝑗−1
𝑞𝑗+1−1 + (𝑞

𝑗−1−1
𝑞𝑗+1−1 +

𝑞𝑗−1
𝑞𝑗+2−1)−

( (𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)
(𝑞𝑗+1−1)3/2(𝑞𝑗−1)1/2

+ (𝑞𝑗+1−1)1/2(𝑞𝑗−1)3/2

(𝑞𝑗+3−1)(𝑞𝑗+2−1) )
)︁
.

Оскiльки 𝑞𝑗−1−1
𝑞𝑗−1 6

1
𝑞 , ми маємо

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝜉𝑗, 𝑞) >
(𝑞𝑗+1−1)𝑗/2(𝑞𝑗−1)𝑗/2−1

(𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)···(𝑞−1)

(︁
1− 2

√︁
𝑞𝑗−1
𝑞𝑗+1−1+ (4.98)

(𝑞
𝑗−1−1
𝑞𝑗+1−1 +

𝑞𝑗−1
𝑞𝑗+2−1)−

2
𝑞9/2

)︁
=: (𝑞𝑗+1−1)𝑗/2(𝑞𝑗−1)𝑗/2−1

(𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)···(𝑞−1)𝐹𝑗(𝑞).

Мiркуючи аналогiчно для 𝑗 = 2 i 𝑗 = 𝑛− 2, ми маємо

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝜉𝑗, 𝑞) >
(𝑞𝑗+1−1)𝑗/2(𝑞𝑗−1)𝑗/2−1

(𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)···(𝑞−1)

(︁
1− 2

√︁
𝑞𝑗−1
𝑞𝑗+1−1+ (4.99)

(𝑞
𝑗−1−1
𝑞𝑗+1−1 +

𝑞𝑗−1
𝑞𝑗+2−1)−

1
𝑞9/2

)︁
> (𝑞𝑗+1−1)𝑗/2(𝑞𝑗−1)𝑗/2−1

(𝑞𝑗−1−1)(𝑞𝑗−2−1)···(𝑞−1)𝐹𝑗(𝑞).

Ми будемо оцiнювати 𝐹𝑗(𝑞) знизу. Ми маємо для усiх 𝐴 ∈ R

𝐹𝑗(𝑞) =
(︁
1− 2

√︁
𝑞𝑗−1
𝑞𝑗+1−1 + ((1− 𝐴)𝑞

𝑗−1−1
𝑞𝑗+1−1 +

𝑞𝑗−1
𝑞𝑗+2−1)

)︁
+ (4.100)

+
(︁
𝐴𝑞𝑗−1−1
𝑞𝑗+1−1 −

2
𝑞9/2

)︁
Оскiльки 𝑞𝑗+1−1

𝑞𝑗−1−1 6 𝑞2 + 𝑞 + 1 для 𝑗 > 2, ми отримуємо

𝐴
𝑞𝑗−1 − 1

𝑞𝑗+1 − 1
− 2

𝑞9/2
= 𝐴

𝑞𝑗−1 − 1

𝑞𝑗+1 − 1
𝑞−9/2

(︂
𝑞9/2 − 2

𝐴

𝑞𝑗+1 − 1

𝑞𝑗−1 − 1

)︂
> 𝐴

𝑞𝑗−1 − 1

𝑞𝑗+1 − 1
𝑞−9/2

(︂
𝑞9/2 − 2

𝐴
(𝑞2 + 𝑞 + 1)

)︂
> 0
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для 𝐴 > 2(𝑞2+𝑞+1)
𝑞9/2

. Так як 𝑞 > 3,

2(𝑞2 + 𝑞 + 1)

𝑞9/2
6

2 · 13
39/2

6 0.2 .

Положимо 𝐴 = 0.2 . Тодi з наших оцiнок ми маємо

𝐹𝑗(𝑞) >

(︃
1− 2

√︃
𝑞𝑗 − 1

𝑞𝑗+1 − 1
+ (0.8

𝑞𝑗−1 − 1

𝑞𝑗+1 − 1
+

𝑞𝑗 − 1

𝑞𝑗+2 − 1
)

)︃
.

Для 𝑗 > 2, 𝑞 > 3 виконується наступна нерiвнiсть

𝑞𝑗−1 − 1

𝑞𝑗+1 − 1
>

1

𝑞2 + 𝑞 + 1
>

9

13𝑞2
>

9

13

𝑞𝑗 − 1

𝑞𝑗+2 − 1
.

Таким чином,

𝐹𝑗(𝑞) > 1− 2

√︃
𝑞𝑗 − 1

𝑞𝑗+1 − 1
+ (1 +

9

13
· 0.8) 𝑞

𝑗 − 1

𝑞𝑗+2 − 1
=

𝑞𝑗 − 1

𝑞𝑗+2 − 1

(︂
𝑞𝑗+2 − 1

𝑞𝑗 − 1
− 2

(𝑞𝑗+2 − 1)1/2

(𝑞𝑗+1 − 1)1/2

(𝑞𝑗+2 − 1)1/2

(𝑞𝑗 − 1)1/2
+

202

130

)︂
>

𝑞𝑗 − 1

𝑞𝑗+2 − 1

(︂
𝑞𝑗+2 − 1

𝑞𝑗 − 1
− 2

(𝑞𝑗+2 − 1)3/4

(𝑞𝑗 − 1)3/4
+

202

130

)︂
.

Розглянемо многочлен

𝑄(𝑡) := 𝑡4 − 2𝑡3 +
202

130
.

Очевидно, що для 𝑡 > 3/2 цей многочлен зростає по 𝑡, i 𝑄(1.7) > 0. Тобто,

𝑄(𝑡) > 0 для 𝑡 > 1.7. Оскiльки(︂
𝑞𝑗+2 − 1

𝑞𝑗 − 1

)︂1/4

> 𝑞1/2 >
√
3,

для 𝑞 > 3 ми маємо

𝐹𝑗(𝑞) >
𝑞𝑗 − 1

𝑞𝑗+2 − 1
𝑄

(︂
(𝑞𝑗+2 − 1)1/4

(𝑞𝑗 − 1)1/4

)︂
>

𝑞𝑗 − 1

𝑞𝑗+2 − 1
𝑄(

√
3) > 0.

Тобто, з (4.98) i (4.99) ми отримуємо, що для 𝑞 > 3 i 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛− 2

виконується наступна нерiвнiсть:

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝜉𝑗, 𝑞) > 0.
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Очевидно, що 𝑆𝑛(0, 𝑞) > 0. Залишилося довести, що

𝑆𝑛(𝜉1, 𝑞) = 𝑆𝑛(
√︀

(𝑞2 − 1)(𝑞 − 1), 𝑞) 6 0.

Ми маємо

−𝑆𝑛(𝜉1, 𝑞) = −1 +
𝜉1

𝑞 − 1
− 𝜉2

1

(𝑞2 − 1)(𝑞 − 1)

+
𝑛∑︁
𝑘=3

(−1)𝑘+1
𝜉𝑘𝑗

(𝑞𝑘 − 1)(𝑞𝑘−1 − 1) · · · (𝑞 − 1)

>
𝜉1

𝑞 − 1
− (1 +

𝜉2
1

(𝑞2 − 1)(𝑞 − 1)
),

звiдки

−𝑆𝑛(𝜉1, 𝑞) >

√︃
𝑞2 − 1

𝑞 − 1
− 2 > 0 ⇔ 𝑞2 − 1 > 4(𝑞 − 1).

Тобто, для 𝑞 > 3 ми маємо −𝑆𝑛(𝜉1, 𝑞) > 0. 2

Лема 4.4.6. Нехай 𝑆2𝑘−2(𝑧, 𝑔√𝑞) :=
∑︀2𝑘−2

𝑗=0 (−1)𝑗 𝑧𝑗

𝑞𝑗2/2
∈ ℋ𝒫 . Тодi iснує 𝑁0,

таке що для кожного 𝑛 > 𝑁0 виконується 𝑆𝑛(𝑧, 𝑞) ∈ ℋ𝒫 .

Доведення. Ми маємо

(−1)𝑛𝑆𝑛(𝑧, 𝑞) =
𝑛∑︁

𝑗=𝑛−2𝑘

(−1)𝑛+𝑗 𝑧𝑗

(𝑞𝑗 − 1)(𝑞𝑗−1 − 1) · · · (𝑞 − 1)
+

𝑛−2𝑘−1∑︁
𝑗=0

(−1)𝑛+𝑗 𝑧𝑗

(𝑞𝑗 − 1)(𝑞𝑗−1 − 1) · · · (𝑞 − 1)
=

𝑧𝑛−2𝑘

(𝑞𝑛−2𝑘 − 1)(𝑞𝑛−2𝑘−1 − 1) · · · (𝑞 − 1)
·(︂

𝑧2𝑘

(𝑞𝑛 − 1)(𝑞𝑛−1 − 1) · · · (𝑞𝑛−2𝑘+1 − 1)
−

𝑧2𝑘−1

(𝑞𝑛−1 − 1)(𝑞𝑛−2 − 1) · · · (𝑞𝑛−2𝑘+1 − 1)
+ · · · −

𝑧

𝑞𝑛−2𝑘+1 − 1
+ 1

)︂
+𝑅𝑛,𝑘(𝑧),
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де 𝑅𝑛,𝑘(𝑧) < 0 для 𝑧 > 𝑞𝑛−3 − 1. Звiдки для всiх 𝑧 > 𝑞𝑛−3 − 1 ми отримуємо

(−1)𝑛𝑆𝑛(𝑧, 𝑞) <
𝑧𝑛−2𝑘

(𝑞𝑛−2𝑘−1)(𝑞𝑛−2𝑘−1−1)···(𝑞−1)
· (4.101)(︁

𝑧2𝑘

(𝑞𝑛−1)(𝑞𝑛−1−1)···(𝑞𝑛−2𝑘+1−1)

− 𝑧2𝑘−1

(𝑞𝑛−1−1)(𝑞𝑛−2−1)···(𝑞𝑛−2𝑘+1−1)
+ · · · − 𝑧

𝑞𝑛−2𝑘+1−1
+ 1
)︁
=:

𝑧𝑛−2𝑘

(𝑞𝑛−2𝑘−1)(𝑞𝑛−2𝑘−1−1)···(𝑞−1)
𝐹𝑛,𝑘(𝑧).

Позначимо через 𝑢 =
𝑧
√
𝑞

𝑞𝑛−2𝑘+1−1
. Ми маємо

𝐹𝑛,𝑘(𝑧) = Φ𝑛,𝑘(𝑢) =
(︁

(𝑞𝑛−2𝑘+1−1)2𝑘−1

(𝑞𝑛−1)(𝑞𝑛−1−1)···(𝑞𝑛−2𝑘+2−1)
· 𝑢2𝑘

(
√
𝑞)2𝑘

− (4.102)

(𝑞𝑛−2𝑘+1−1)2𝑘−2

(𝑞𝑛−1−1)(𝑞𝑛−2−1)···(𝑞𝑛−2𝑘+2−1)
· 𝑢2𝑘−1

(
√
𝑞)2𝑘−1 + · · · − 𝑢√

𝑞 + 1
)︁
−→𝑛→∞

𝑢2𝑘

(
√
𝑞)(2𝑘)2

− 𝑢2𝑘−1

(
√
𝑞)(2𝑘−1)2

+ · · · − 𝑢√
𝑞 + 1 = 𝑆2𝑘(𝑢, 𝑔√𝑞).

Нагадуємо, що 𝑆𝑛(𝑢, 𝑔√𝑞) – 𝑛-й вiдрiзок ряду часткової тета-функцiї. Iз

умов леми, 𝑃2𝑘−2(𝑢, 𝑞) ∈ ℋ𝒫 . В першому параграфi цього роздiлу (перший

пункт теореми 4.1.8) було доведено, що

𝑆2𝑘−2(𝑢, 𝑔√𝑞) ∈ ℋ𝒫 ⇔ ∃𝑢0 ∈ (
√
𝑞, (

√
𝑞)3) 𝑆2𝑘−2(𝑢0, 𝑔√𝑞) 6 0,

i, вiдповiдно,

𝑆2𝑘(𝑢0, 𝑔√𝑞) = 𝑆2𝑘−2(𝑢0, 𝑔√𝑞)−
(︂

𝑢2𝑘−1
0

(
√
𝑞)(2𝑘−1)2

− 𝑢2𝑘
0

(
√
𝑞)(2𝑘)2

)︂
< 0.

Оскiльки

𝑆2𝑘(𝑢, 𝑔√𝑞) ≡
𝑢2𝑘

(
√
𝑞)(2𝑘)2

𝑆2𝑘

(︂
(
√
𝑞)4𝑘

𝑢
, 𝑔√𝑞

)︂
,

ми маємо

∃𝑢1 ∈
(︀
(
√
𝑞)4𝑘−3, (

√
𝑞)4𝑘−1

)︀
𝑆2𝑘(𝑢1, 𝑔√𝑞) < 0.

З (4.102)

∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 Φ𝑛,𝑘(𝑢1) < 0,

звiдки

∀𝑛 > 𝑛0 ∃𝑧1,𝑛 =
𝑞𝑛−2𝑘+1 − 1

√
𝑞

𝑢1 ∈ (𝑞𝑛−1 − 𝑞2𝑘−2, 𝑞𝑛 − 𝑞2𝑘−1)) :

𝐹𝑛,𝑘(𝑧1,𝑛, 𝑞) < 0.
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З (4.101)

∀𝑛 > 𝑛0 (−1)𝑛𝑆𝑛(𝑧1,𝑛, 𝑞) < 0. (4.103)

Вiзьмемо 𝑛0 > 2𝑘 i перевiримо, що для усiх 𝑛 > 𝑛0

𝑞𝑛−1 − 𝑞2𝑘−2 >
√︀

(𝑞𝑛−1 − 1)(𝑞𝑛−2 − 1) = 𝜉𝑛−2. (4.104)

Дiйсно, ця нерiвнiсть еквiвалентна наступної

𝑞2𝑛−2 − 2𝑞𝑛+2𝑘−3 + 𝑞4𝑘−4 > 𝑞2𝑛−3 − 𝑞𝑛−1 − 𝑞𝑛−2 + 1. (4.105)

Оскiльки 𝑞 > 3, ми маємо 𝑞2𝑛−2 − 𝑞2𝑛−3 > 2𝑞2𝑛−3, i, беручи до уваги 𝑛 >

𝑛0 > 2𝑘, ми отримуємо

𝑞2𝑛−2 − 𝑞2𝑛−3 − 2𝑞𝑛+2𝑘−3 + 𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛−2 + 𝑞4𝑘−4 − 1 > 2𝑞2𝑛−3−

2𝑞𝑛+2𝑘−3 + 𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛−2 + 𝑞4𝑘−4 − 1 = 2𝑞𝑛+2𝑘−3(𝑞𝑛−2𝑘 − 1) + 𝑞𝑛−1+

𝑞𝑛−2 + 𝑞4𝑘−4 − 1 > 𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛−2 + 𝑞4𝑘−4 − 1 > 0.

Тобто, виконується (4.105), звiдки (4.104) є вiрним.

Iз леми 4.4.5, (4.104) i (4.101) iснують натуральнi числа 0 = 𝜉0 < 𝜉1 <

𝜉2 < . . . < 𝜉𝑛−2 < 𝑧1,𝑛 =: 𝜉𝑛−1, такi що

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝜉𝑗, 𝑞) > 0, lim
𝑥→∞

(−1)𝑛𝑆𝑛(𝑥, 𝑞) = +∞.

Тобто

𝑆2𝑘−2(𝑧, 𝑔√𝑞) =
2𝑘−2∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗
𝑧𝑗

𝑞𝑗2/2
∈ ℋ𝒫

⇒ ∃𝑁0 ∀𝑛 > 𝑁0 𝑆𝑛(𝑧, 𝑞) ∈ ℋ𝒫 .

2

Щоб завершити доведення теореми 4.4.4, ми вiдмiчаємо, що в четвер-

тому пунктi теореми 4.1.8 доведено, що

∃𝑁0 ∈ N ∀𝑘 > 𝑁0 𝑆2𝑘−2(𝑧, 𝑔√𝑞) ∈ ℋ𝒫 ⇔ 𝑞 > 𝑞∞.

Теорема 4.4.4 доведена. 2
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4.5 Цiлi функцiї з другими вiдношеннями коефiцiєнтiв Тей-

лора, якi спадають

В цьому параграфi ми будемо вивчати цiлi функцiї з додатними коефi-

цiєнтами Тейлора i такi, що послiдовнiсть других вiдношень коефiцiєнтiв

𝑞𝑛(𝑓) спадає по 𝑛. Ми отримуємо достатню умову для того, щоб такi функ-

цiї мали усi дiйснi коренi.

Головним результатом цього параграфу є наступна теорема.

Теорема 4.5.1. ([213]). Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 > 0 для усiх 𝑘, є цiлою

функцiєю. Припустимо, що 𝑞𝑛(𝑓) є такою послiдовнiстю, яка спадає по 𝑛,

тобто 𝑞2 > 𝑞3 > 𝑞4 > . . . , i lim
𝑛→∞

𝑞𝑛(𝑓) = 𝑏 > 𝑞∞. Тодi усi коренi функцiї 𝑓 є

дiйсними i вiд’ємними, iншими словами 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 .

Легко бачити, що, якщо дана тiльки оцiнка знизу на 𝑞𝑛(𝑓) i вимога

монотонностi опущена, то константа 4 в 𝑞𝑛(𝑓) > 4 є найменшою можливою

для висновку, що 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 . Крiм того, приклад часткової тета-функцiї

демонструє, що константу 𝑞∞ в цiй теоремi не можна замiнити на меншу.

Доведення. Нам потрiбнi двi леми для доведення теореми 4.5.1.

Лема 4.5.2. Нехай 𝜙(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0(−1)𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 > 0 для усiх 𝑘, є цi-

лою функцiєю, 𝑆𝑛(𝑧, 𝜙) є її частковими сумами ряду Тейлора степеня 𝑛,

i 𝑝𝑘(𝜙), 𝑞𝑘(𝜙) визначаються за (4.3). Припустимо, що 𝑞𝑘(𝜙) спадають по

𝑘, тобто 𝑞2(𝜙) > 𝑞3(𝜙) > 𝑞4(𝜙) > . . . , i lim
𝑘→∞

𝑞𝑘(𝜙) = 𝑏 > 𝑞∞. Тодi iс-

нує натуральне число 𝑚0 i нескiнчена послiдовнiсть додатних чисел (𝑦𝑗),

𝑝𝑗(𝜙) < 𝑦𝑗 < 𝑝𝑗+1(𝜙), така, що для кожного 𝑛 > 2𝑚0 виконуються наступнi

нерiвностi:

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝑦𝑗, 𝜙) > 0 для усiх 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛− 2𝑚0. (4.106)

Використовуючи 𝑆𝑛(0, 𝜙) > 0 i (4.106), ми отримуємо, що кожна часткова

сума ряду функцiї 𝜙 має не бiльше за 2𝑚0 недiйсних коренiв.

Доведення. Без втрати загальностi ми можемо припустити, що 𝑎0 = 𝑎1 =

1, оскiльки ми можемо розглянути функцiю 𝜓(𝑥) = 𝑎−1
0 𝜙(𝑎0𝑎

−1
1 𝑥) замiсть
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𝜙(𝑥), тому що ця замiна зберiгаю властивiсть мати усi дiйснi коренi. Бiльш

того, 𝑞𝑛(𝜓) = 𝑞𝑛(𝜙) для усiх 𝑛.

Протягом усього доведення ми будемо використовувати позначення 𝑝𝑛

i 𝑞𝑛 замiсть 𝑝𝑛(𝜙) i 𝑞𝑛(𝜙).

Фiксуємо довiльне 𝑗 ∈ N i припустимо, що 𝑥 ∈ (𝑝𝑗, 𝑝𝑗+1) = (𝑞2𝑞3 · . . . ·
𝑞𝑗; 𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗𝑞𝑗+1). Тодi ми отримуємо 1 < 𝑥 < 𝑥2𝑞−1

2 < 𝑥3𝑞−2
2 𝑞−1

3 < · · · <
𝑥𝑗𝑞1−𝑗

2 𝑞2−𝑗
3 · . . . · 𝑞−1

𝑗 i 𝑥𝑗𝑞1−𝑗
2 𝑞2−𝑗

3 · . . . · 𝑞−1
𝑗 > 𝑥𝑗+1𝑞−𝑗2 𝑞1−𝑗

3 · . . . · 𝑞−2
𝑗 𝑞−1

𝑗+1 >

𝑥𝑗+2𝑞−𝑗−1
2 · . . . · 𝑞−3

𝑗 𝑞−2
𝑗+1𝑞

−1
𝑗+2 > · · · . Для довiльного 𝑚 ∈ N i 𝑛 > 𝑗 + 2𝑚 ми

маємо

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝑥, 𝜙) =

𝑗−2∑︁
𝑘=0

(−1)𝑗+𝑘𝑥𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 · . . . · 𝑞𝑘
+

(︃
− 𝑥𝑗−1

𝑞𝑗−2
2 𝑞𝑗−3

3 · . . . · 𝑞𝑗−1

+

𝑥𝑗

𝑞𝑗−1
2 𝑞𝑗−2

3 · . . . · 𝑞𝑗
− 𝑥𝑗+1

𝑞𝑗2𝑞
𝑗−1
3 · . . . · 𝑞𝑗+1

+ . . .+
𝑥𝑗+2𝑚−2

𝑞𝑗+2𝑚−3
2 𝑞𝑗+2𝑚−4

3 · . . . · 𝑞𝑗+2𝑚−2

− 𝑥𝑗+2𝑚−1

𝑞𝑗+2𝑚−2
2 𝑞𝑗+2𝑚−3

3 · . . . · 𝑞𝑗+2𝑚−1

)︃
+

𝑛∑︁
𝑘=𝑗+2𝑚

(−1)𝑗+𝑘𝑥𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 · . . . · 𝑞𝑘
=:

=: Σ1(𝑥) + 𝑔𝑚(𝑥) + Σ2(𝑥).

Вiдмiтимо, що доданки в Σ1(𝑥) є знакозмiнними i їхнi модулi зростають,

звiдкиΣ1(𝑥) > 0. Аналогiчно, доданки вΣ2(𝑥) є знакозмiнними i їхнi модулi

спадають, звiдки Σ2(𝑥) > 0. Таким чином,

(−1)𝑗𝑆𝑛(𝑥, 𝜙) > 𝑔𝑚(𝑥) для усiх 𝑥 ∈ (𝑝𝑗; 𝑝𝑗+1). (4.107)

Ми маємо

𝑔𝑚(𝑥) =
𝑥𝑗−1

𝑞𝑗−2
2 𝑞𝑗−3

3 · . . . · 𝑞𝑗−1

·
(︂
−1 +

𝑥

𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗−1𝑞𝑗

− 𝑥2

𝑞2
2𝑞

2
3 · . . . · 𝑞2

𝑗−1𝑞
2
𝑗 𝑞𝑗+1

+
𝑥3

𝑞3
2𝑞

3
3 · . . . · 𝑞3

𝑗−1𝑞
3
𝑗 𝑞

2
𝑗+1𝑞𝑗+2

− . . .+
𝑥2𝑚−1

𝑞2𝑚−1
2 𝑞2𝑚−1

3 · . . . · 𝑞2𝑚−1
𝑗 𝑞2𝑚−2

𝑗+1 𝑞2𝑚−3
𝑗+2 · . . . · 𝑞2

𝑗+2𝑚−3𝑞𝑗+2𝑚−2

− 𝑥2𝑚

𝑞2𝑚
2 𝑞2𝑚

3 · . . . · 𝑞2𝑚
𝑗 𝑞2𝑚−1

𝑗+1 𝑞2𝑚−2
𝑗+2 · . . . · 𝑞2

𝑗+2𝑚−2𝑞𝑗+2𝑚−1

)︃
.
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Ми визначимо: 𝑦 = 𝑦(𝑗) = 𝑥𝑞−1
2 𝑞−1

3 · . . . · 𝑞−1
𝑗−1𝑞

−1
𝑗 . Ми маємо умову 𝑞2𝑞3 ·

. . . · 𝑞𝑗 < 𝑥 < 𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗𝑞𝑗+1, звiдки 1 < 𝑦 < 𝑞𝑗+1. На додаток, будемо

використовувати наступне переозначення для 𝑞𝑘:

𝑞𝑗+1 → ̃︀𝑞2;

𝑞𝑗+2 → ̃︀𝑞3;

...

𝑞𝑗+2𝑚 → ̃︀𝑞2𝑚+1;

𝑞𝑗+2𝑚+1 → ̃︀𝑞2𝑚+2.

З нашої гiпотези для 𝑞𝑘 випливають такi нерiвностi для ̃︀𝑞𝑘: ̃︀𝑞2 > ̃︀𝑞3 > ̃︀𝑞4 >

· · · > 𝑏.

Тепер ми перепишемо вираз для 𝑔𝑚(𝑥) в нових позначеннях.

𝑔𝑚(𝑥) = 𝑦𝑗−1 · 𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−1
𝑗 ·

(︁
−1 + 𝑦 − 𝑦2̃︀𝑞2 + 𝑦3̃︀𝑞22̃︀𝑞3− (4.108)

𝑦4̃︀𝑞32̃︀𝑞23̃︀𝑞4 + . . .+ 𝑦2𝑚−1̃︀𝑞2𝑚−2
2 ̃︀𝑞2𝑚−3

3 ·...·̃︀𝑞2𝑚−1
− 𝑦2𝑚̃︀𝑞2𝑚−1

2 ̃︀𝑞2𝑚−2
3 ·...·̃︀𝑞22𝑚−1̃︀𝑞2𝑚

)︁
=: 𝑦𝑗−1 · 𝑞2𝑞

2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−1
𝑗 𝜇𝑚(𝑦).

Ми бачимо, що sign 𝑔𝑚(𝑥) = sign𝜇𝑚(𝑦). Ми хочемо обрати 𝑦 ∈ (1, ̃︀𝑞2)

так, що 𝜇𝑚(𝑦) > 0. Ми маємо

𝜇𝑚(𝑦) = (−1 + 𝑦) +
(︁
−𝑦2̃︀𝑞2 + 𝑦3̃︀𝑞22̃︀𝑞3

)︁
+ (− 𝑦4̃︀𝑞32̃︀𝑞23̃︀𝑞4 + 𝑦5̃︀𝑞42̃︀𝑞33̃︀𝑞24̃︀𝑞5 ) + . . . (4.109)

+(− 𝑦2𝑚−2̃︀𝑞2𝑚−3
2 ̃︀𝑞2𝑚−4

3 ·...·̃︀𝑞2𝑚−2
+ 𝑦2𝑚−1̃︀𝑞2𝑚−2

2 ̃︀𝑞2𝑚−3
3 ·...·̃︀𝑞2𝑚−1

)− 𝑦2𝑚̃︀𝑞2𝑚−1
2 ̃︀𝑞2𝑚−2

3 ·...·̃︀𝑞22𝑚−1̃︀𝑞2𝑚 .
Ми доведемо, що для кожного фiксованого 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1, викону-

ються наступнi нерiвностi:

− 𝑦2𝑘̃︀𝑞2𝑘−1
2 ̃︀𝑞2𝑘−2

3 ·...·̃︀𝑞2𝑘 + 𝑦2𝑘+1̃︀𝑞2𝑘2 ̃︀𝑞2𝑘−1
3 ·...·̃︀𝑞22𝑘̃︀𝑞2𝑘+1

> (4.110)

− 𝑦2𝑘

𝑏2𝑘−1·𝑏2𝑘−2·...·𝑏 +
𝑦2𝑘+1

𝑏2𝑘·𝑏2𝑘−1·...·𝑏2·𝑏

Спочатку ми розглянемо (4.110) для 𝑘 = 1. Оскiльки ̃︀𝑞2 > ̃︀𝑞3, ми маємо

−𝑦
2̃︀𝑞2
+

𝑦3̃︀𝑞2
2̃︀𝑞3
> −𝑦

2̃︀𝑞2
+
𝑦3̃︀𝑞3

2

.
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Ми бачимо, що

𝜕

𝜕̃︀𝑞2

(︂
−𝑦

2̃︀𝑞2
+
𝑦3̃︀𝑞3

2

)︂
=
𝑦2̃︀𝑞2

2

− 3𝑦3̃︀𝑞4
2

> 0 ⇔ 𝑦 6
̃︀𝑞2

2

3
.

Оскiльки 𝑦 < ̃︀𝑞2 i
̃︀𝑞2
3 >

𝑏
3 > 1, ми маємо, що функцiя

(︁
−𝑦2̃︀𝑞2 + 𝑦3̃︀𝑞32

)︁
зростає

по ̃︀𝑞2, звiдки

−𝑦
2̃︀𝑞2
+

𝑦3̃︀𝑞2
2̃︀𝑞3
> −𝑦

2̃︀𝑞2
+
𝑦3̃︀𝑞3

2

> −𝑦
2

𝑏
+
𝑦3

𝑏3
. (4.111)

Ми будемо використовувати аналогiчнi аргументи, щоб довести (4.110)

для кожного 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 1. Визначимо наступну функцiю

𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘+1) :=

− 𝑦2𝑘̃︀𝑞2𝑘−1
2 ̃︀𝑞2𝑘−2

3 · . . . · ̃︀𝑞2𝑘

+
𝑦2𝑘+1̃︀𝑞2𝑘

2 ̃︀𝑞2𝑘−1
3 · . . . · ̃︀𝑞2

2𝑘̃︀𝑞2𝑘+1

для ̃︀𝑞2 > ̃︀𝑞3 > . . . > ̃︀𝑞2𝑘+1 > 𝑏.

Очевидно, що,

𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘+1) > 𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘).

Ми маємо
𝜕𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘)

𝜕̃︀𝑞2𝑘
=

𝑦2𝑘̃︀𝑞2𝑘−1
2 ̃︀𝑞2𝑘−2

3 · . . . · ̃︀𝑞2
2𝑘−1̃︀𝑞2

2𝑘

− 3𝑦2𝑘+1̃︀𝑞2𝑘
2 ̃︀𝑞2𝑘−1

3 · . . . · ̃︀𝑞3
2𝑘−1̃︀𝑞4

2𝑘

.

Таким чином,

𝜕𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘)

𝜕̃︀𝑞2𝑘
> 0 ⇔ 𝑦 6

̃︀𝑞2̃︀𝑞3 · . . . · ̃︀𝑞2𝑘−1̃︀𝑞2
2𝑘

3
.

Оскiльки 𝑦 < ̃︀𝑞2, ми отримуємо, що функцiя 𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘) зростає

по змiнної ̃︀𝑞2𝑘, звiдки

𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘+1) > 𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘) > 𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘−1, 𝑏, 𝑏).

Далi ми маємо
𝜕𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘−1, 𝑏, 𝑏)

𝜕̃︀𝑞2𝑘−1
=

2𝑦2𝑘̃︀𝑞2𝑘−1
2 ̃︀𝑞2𝑘−2

3 · . . . · ̃︀𝑞3
2𝑘−1𝑏

2
− 3𝑦2𝑘+1̃︀𝑞2𝑘

2 ̃︀𝑞2𝑘−1
3 · . . . · ̃︀𝑞4

2𝑘−1𝑏
3
.
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Отже,

𝜕𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘−1, 𝑏, 𝑏)

𝜕̃︀𝑞2𝑘−1
> 0 ⇔ 𝑦 6

2̃︀𝑞2̃︀𝑞3 · . . . · ̃︀𝑞2𝑘−1̃︀𝑞2𝑘−1𝑏

3
.

Оскiльки 𝑦 < ̃︀𝑞2, ми отримуємо, що функцiя 𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘−1, 𝑏, 𝑏) зростає

по змiнної ̃︀𝑞2𝑘−1, звiдки

𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘−1, 𝑏, 𝑏) > 𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘−2, 𝑏, 𝑏, 𝑏).

Використовуючи аналогiчнi аргументи, ми отримуємо наступний ланцюг

нерiвностей:

𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘, ̃︀𝑞2𝑘+1) > 𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘−1, 𝑏, 𝑏) >

𝐹 (̃︀𝑞2, ̃︀𝑞3, . . . , ̃︀𝑞2𝑘−2, 𝑏, 𝑏, 𝑏) > . . . > 𝐹 (𝑏, 𝑏, . . . , 𝑏, 𝑏).

Таким чином, ми довели (4.110). Крiм того,

− 𝑦2𝑚̃︀𝑞2𝑚−1
2 ̃︀𝑞2𝑚−2

3 · . . . · ̃︀𝑞2
2𝑚−1̃︀𝑞2𝑚

> − 𝑦2𝑚

𝑏2𝑚−1 · 𝑏2𝑚−2 · . . . · 𝑏2 · 𝑏
.

Ми пiдставимо останню нерiвнiсть i (4.110) у (4.109), щоб отримати на-

ступне

𝜇𝑚(𝑦) > −
2𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑦𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

= −𝑆2𝑚(𝑦, ̃︀𝑔𝑏), (4.112)

де ̃︀𝑔𝑏(𝑦) = 𝑔√𝑏(−
√
𝑏𝑦), i 𝑔𝑎 є часткова тета-функцiя. Оскiльки, за припу-

щеннями, (
√
𝑏)2 > 𝑞∞, ми маємо з пункту (4) теореми 4.1.8, що iснує таке

𝑚0 ∈ N, що 𝑐2𝑚0
< (

√
𝑏)2 (тут 𝑐2𝑚0

– така стала, що вiдрiзок ряду Тей-

лора часткової тета-функцiї 𝑔𝑎 з номером 2𝑚0 має усi дiйснi коренi тодi i

тiльки тодi, коли 𝑎2 > 𝑐2𝑚0
). Спочатку ми виберемо i зафiксуємо таке 𝑚0.

Таким чином, 𝑆2𝑚0
(𝑦, ̃︀𝑔𝑏) ∈ ℒ − 𝒫 , звiдки, з пункту (1) теореми 4.1.8, iснує

точка 𝑥0 = 𝑥0(𝑚0), 𝑥0 ∈ (
√
𝑏; (

√
𝑏)3) : 𝑆2𝑚0

(−𝑥0, 𝑔√𝑏) 6 0. Ми положимо

𝑦0 = 𝑥0(
√
𝑏)−1. Ми маємо 𝑦0 ∈ (1, 𝑏) ⊂ (1, ̃︀𝑞2) = (1, 𝑞𝑗+1), i, з (4.112), ми

отримуємо 𝜇𝑚0
(𝑦0) > 0. Ми визначаємо

𝑦𝑗 := 𝑦0 · 𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗−1𝑞𝑗, 𝑗 ∈ N. (4.113)

Ми маємо умову 𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗 < 𝑦𝑗 < 𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗𝑞𝑗+1.
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Ми нагадуємо, що 𝑚0 ∈ N залежить тiльки вiд 𝑏, потiм ми визначаємо

послiдовнiсть 𝑦𝑗 iз (4.113), так що 𝑝𝑗 < 𝑦𝑗 < 𝑝𝑗+1 для усiх 𝑗. Ми фiксуємо

довiльне 𝑗 ∈ N, i беремо натуральне число 𝑛 так, що 𝑛 > 𝑗 + 2𝑚0. Пiсля

цього, ми беремо 𝑥 = 𝑦𝑗 в (4.107). Тобто, використовуючи (4.108), (4.109),

(4.112) i той факт, що 𝜇𝑚0
(𝑦0) > 0, ми отримуємо (4.106). 2

Лема 4.5.3. Нехай 𝜙(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0(−1)𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘, 𝑎𝑘 > 0 для усiх 𝑘, є цiлою

функцiєю, i 𝑝𝑘(𝜙), 𝑞𝑘(𝜙) визначаються за (4.3). Припустимо, що 𝑞𝑘(𝜙) спа-

дає по 𝑘, lim
𝑘→∞

𝑞𝑘(𝜙) = 𝑏, i 𝑞∞ < 𝑏 < 1 +
√
5. Тодi iснує послiдовнiсть

додатних чисел (𝜌𝑗)
∞
𝑗=1 , 𝑝𝑗(𝜙) < 𝜌𝑗 < 𝑝𝑗+1(𝜙), таких що для кожного до-

сить великого 𝑗 функцiя 𝜙 має точно 𝑗 коренiв (враховуючи кратностi) у

колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑗}.

Доведення. Як i при доведеннi леми 4.5.2, ми припустимо, що 𝑎0 = 𝑎1 = 1,

i будемо використовувати позначення 𝑝𝑛 i 𝑞𝑛 замiсть 𝑝𝑛(𝜙) i 𝑞𝑛(𝜙). Для

кожного 𝑗 ∈ N ми визначаємо 𝜌𝑗 наступним чином:

𝜌𝑗 := 𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1, звiдки 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗 < 𝜌𝑗 < 𝑞2𝑞3 . . . 𝑞𝑗𝑞𝑗+1. (4.114)

Ми бачимо, що

𝜙(𝑧) =
∑︀𝑗−3

𝑘=0
(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ·...·𝑞𝑘
+
(︁∑︀𝑗+1

𝑘=𝑗−2
(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ·...·𝑞𝑘
+ (4.115)

(−1)𝑗+2𝑧𝑗+2

𝑞𝑗+1
2 𝑞𝑗3·...·𝑞5𝑗−2𝑞

4
𝑗−1𝑞

4
𝑗 𝑞

2
𝑗+1

)︂
+

(︂
(−1)𝑗+2𝑧𝑗+2

𝑞𝑗+1
2 𝑞𝑗3·...·𝑞5𝑗−2𝑞

4
𝑗−1𝑞

3
𝑗 𝑞

2
𝑗+1𝑞𝑗+2

−

(−1)𝑗+2𝑧𝑗+2

𝑞𝑗+1
2 𝑞𝑗3·...·𝑞5𝑗−2𝑞

4
𝑗−1𝑞

4
𝑗 𝑞

2
𝑗+1

)︂
+
∑︀∞

𝑘=𝑗+3
(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ·...·𝑞𝑘

=: Σ1(𝑧) + 𝑔𝑗(𝑧) + 𝜉𝑗(𝑧) + Σ2(𝑧).

Ми покажемо, що для кожного досить великого 𝑗 виконується наступна

нерiвнiсть:min06𝜃62𝜋 |𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)| > max06𝜃62𝜋 |𝜙(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)−𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)|, тобто, чис-
ло коренiв функцiї 𝜙 у колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑗} дорiвнює числу коренiв функцiї

𝑔𝑗 в цьому ж колi. Ми маємо

𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃) =

𝑞𝑗−2
2 𝑞𝑗−2

3 · . . . · 𝑞𝑗−2
𝑗 𝑞

𝑗−2
2

𝑗+1

𝑞𝑗−3
2 𝑞𝑗−4

3 · . . . · 𝑞2
𝑗−3𝑞𝑗−2

· 𝑒𝑖(𝑗−2)𝜃·(︂
1− 𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1𝑒

𝑖𝜃 + 𝑞𝑗𝑞+1𝑒
2𝑖𝜃 − 𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1𝑒

3𝑖𝜃 + 𝑒4𝑖𝜃

)︂
=
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𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−3
𝑗−2𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−2
𝑗 𝑞

𝑗−2
2

𝑗+1 · 𝑒
𝑖𝑗𝜃·(︂

𝑒−2𝑖𝜃 − 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1𝑒

−𝑖𝜃 + 𝑞𝑗𝑞𝑗+1 − 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1𝑒

𝑖𝜃 + 𝑒2𝑖𝜃

)︂
=

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−3
𝑗−2𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−2
𝑗 𝑞

𝑗−2
2

𝑗+1 · 𝑒
𝑖𝑗𝜃·(︂

2 cos 2𝜃 − 2𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1 cos 𝜃 + 𝑞𝑗𝑞𝑗+1

)︂
.

Ми хочемо знайти min06𝜃62𝜋 |𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)|. Нехай 𝑡 := cos 𝜃 ∈ [−1, 1]. Розгля-

немо вираз у великих круглих дужках:

̃︀𝑔𝑗(𝑡) := 4𝑡2 − 2𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1𝑡+ (𝑞𝑗𝑞𝑗+1 − 2).

Вершиною цiєї параболи є точка 𝑡𝑗 = 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1/4, i, за нашими припущення-

ми, 𝑡𝑗 > 1. Далi ми оцiнимо дискримiнант: lim𝑗→∞(4(𝑞2
𝑗 𝑞𝑗+1−4𝑞𝑗𝑞𝑗+1+8)) =

4(𝑏3−4𝑏2+8) = 4(𝑏−2)·(𝑏−(1−
√
5))·(𝑏−(1+

√
5)).Оскiльки 𝑞∞ < 𝑏 < 1+

√
5,

ми отримуємо, що𝐷𝑗 < 0 для усiх достатньо великих 𝑗. Тому ми отримуємо

для усiх достатньо великих 𝑗:

min
−16𝑡61

̃︀𝑔𝑗(𝑡) = ̃︀𝑔𝑗(1) = 2− 2𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1 + 𝑞𝑗𝑞𝑗+1.

Тобто, ми отримали оцiнку знизу для усiх достатньо великих 𝑗:

|𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)| > 𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−2
𝑗 𝑞

𝑗−2
2

𝑗+1

(︂
𝑞𝑗𝑞𝑗+1 − 2𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1 + 2

)︂
. (4.116)

Ми також хочемо отримати оцiнку |Σ2(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃)| зверху.

|Σ2(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃)| 6

∞∑︁
𝑘=𝑗+3

𝑞𝑘2𝑞
𝑘
3 · . . . · 𝑞𝑘𝑗 𝑞

𝑘
2

𝑗+1

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 · . . . · 𝑞𝑘
=

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗 𝑞

𝑗−3
2

𝑗+1

𝑞2
𝑗+2𝑞𝑗+3

·
(︂
1 +

1
√
𝑞𝑗+1𝑞𝑗+2𝑞𝑗+3𝑞𝑗+4

+
1

(
√
𝑞𝑗+1)2𝑞2

𝑗+2𝑞
2
𝑗+3𝑞

2
𝑗+4𝑞𝑗+5

+ . . .

)︂
.

Очевидно, що остання сума може бути оцiнена зверху сумою геомет-

ричної прогресiї, тому ми отримуємо

|Σ2(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃)| 6

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗 𝑞

𝑗−3
2

𝑗+1

𝑞2
𝑗+2𝑞𝑗+3

· 1

1− 1√
𝑞𝑗+1𝑞𝑗+2𝑞𝑗+3𝑞𝑗+4

. (4.117)
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Далi, ми хочемо отримати оцiнку зверху |Σ1(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃)|.

|Σ1(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃)| 6

𝑗−3∑︁
𝑘=0

𝑞𝑘2𝑞
𝑘
3 · . . . · 𝑞𝑘𝑗 𝑞

𝑘
2

𝑗+1

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 · . . . · 𝑞𝑘
= (ми переписуємо суму з кiнця

до початку) =
(︁
𝑞2𝑞

2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−4
𝑗−3𝑞

𝑗−3
𝑗−2𝑞

𝑗−3
𝑗−1𝑞

𝑗−3
𝑗 𝑞

𝑗−3
2

𝑗+1+

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−5
𝑗−4𝑞

𝑗−4
𝑗−3𝑞

𝑗−4
𝑗−2𝑞

𝑗−4
𝑗−1𝑞

𝑗−4
𝑗 𝑞

𝑗−4
2

𝑗+1 +

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−6
𝑗−5𝑞

𝑗−5
𝑗−4𝑞

𝑗−5
𝑗−3𝑞

𝑗−5
𝑗−2𝑞

𝑗−5
𝑗−1𝑞

𝑗−5
𝑗 𝑞

𝑗−5
2

𝑗+1 + · · ·
)︁
=

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−4
𝑗−3𝑞

𝑗−3
𝑗−2𝑞

𝑗−3
𝑗−1𝑞

𝑗−3
𝑗 𝑞

𝑗−3
2

𝑗+1 ·
(︂
1 +

1

𝑞𝑗−2𝑞𝑗−1𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1

+
1

𝑞𝑗−3𝑞2
𝑗−2𝑞

2
𝑗−1𝑞

2
𝑗 (
√
𝑞𝑗+1)2

+ . . .

)︃
6

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−4
𝑗−3𝑞

𝑗−3
𝑗−2𝑞

𝑗−3
𝑗−1𝑞

𝑗−3
𝑗 𝑞

𝑗−3
2

𝑗+1 ·
1

1− 1
𝑞𝑗−2𝑞𝑗−1𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1

(ми оцiнили останню суму зверху сумою нескiнченої геометричної про-

гресiї). Таким чином, ми маємо

|Σ1(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃)| 6 𝑞2𝑞

2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−4
𝑗−3𝑞

𝑗−3
𝑗−2𝑞

𝑗−3
𝑗−1𝑞

𝑗−3
𝑗 𝑞

𝑗−3
2

𝑗+1 ·
1

1− 1
𝑞𝑗−2𝑞𝑗−1𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1

. (4.118)

Ми також вiдмiтимо, що

|𝜉𝑗(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)| = (𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1)

𝑗+2 (4.119)⃒⃒⃒⃒
1

𝑞𝑗+1
2 𝑞𝑗3·...·𝑞5𝑗−2𝑞

4
𝑗−1𝑞

3
𝑗 𝑞

2
𝑗+1𝑞𝑗+2

− 1
𝑞𝑗+1
2 𝑞𝑗3·...·𝑞5𝑗−2𝑞

4
𝑗−1𝑞

4
𝑗 𝑞

2
𝑗+1

⃒⃒⃒⃒
= 𝑞2𝑞

2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−1
𝑗 𝑞

𝑗−2
2

𝑗+1

(︁
1

𝑞𝑗+2
− 1

𝑞𝑗

)︁
.

Оскiльки виконуються (4.116), (4.117), (4.118) i (4.119), то нерiвнiсть

min06𝜃62𝜋 |𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)| > max06𝜃62𝜋 |𝜙(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)− 𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃)| випливає з

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−2
𝑗 𝑞

𝑗−2
2

𝑗+1

(︂
𝑞𝑗𝑞𝑗+1 − 2𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1 + 2

)︂
>

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗 𝑞

𝑗−3
2

𝑗+1

𝑞2
𝑗+2𝑞𝑗+3

· 1

1− 1√
𝑞𝑗+1𝑞𝑗+2𝑞𝑗+3𝑞𝑗+4

+

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−4
𝑗−3𝑞

𝑗−3
𝑗−2𝑞

𝑗−3
𝑗−1𝑞

𝑗−3
𝑗 𝑞

𝑗−3
2

𝑗+1 ·
1

1− 1
𝑞𝑗−2𝑞𝑗−1𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1

+
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𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−1
𝑗 𝑞

𝑗−2
2

𝑗+1

(︂
1

𝑞𝑗+2
− 1

𝑞𝑗

)︂
,

або, еквiвалентно, (︂
𝑞𝑗𝑞𝑗+1 − 2𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1 + 2

)︂
>

𝑞𝑗√
𝑞𝑗+1𝑞2

𝑗+2𝑞𝑗+3
· 1

1− 1√
𝑞𝑗+1𝑞𝑗+2𝑞𝑗+3𝑞𝑗+4

+

𝑞−1
𝑗−1𝑞

−1
𝑗

√
𝑞𝑗+1

(︁
1− 1

𝑞𝑗−2𝑞𝑗−1𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1

)︁ +

(︂
𝑞𝑗
𝑞𝑗+2

− 𝑞𝑗
𝑞𝑗

)︂
.

Оскiльки lim
𝑘→∞

𝑞𝑘(𝜙) = 𝑏, остання нерiвнiсть (для усiх достатньо великих 𝑗)

виводиться з

𝑏2 − 2𝑏
√
𝑏+ 2 >

1

𝑏2
√
𝑏
· 1

1− 1
𝑏3
√
𝑏

+
1

𝑏2
√
𝑏
(︁
1− 1

𝑏3
√
𝑏

)︁ ,
або, еквiвалентно

𝑏2 − 2𝑏
√
𝑏+ 2 >

2𝑏

𝑏3
√
𝑏− 1

.

Позначаючи 𝑐 =
√
𝑏, ми отримуємо пiсля елементарних перетворень

𝑐11 − 2𝑐10 + 2𝑐7 − 𝑐4 + 2𝑐3 − 2𝑐2 − 2 > 0. (4.120)

Розглянемо функцiю 𝑝(𝑐) = 𝑐11 − 2𝑐10 + 2𝑐7 − 𝑐4 + 2𝑐3 − 2𝑐2 − 2 для 𝑐 ∈(︁√
𝑞∞,

√︀
1 +

√
5
)︁
⊂ (

√
3, 2). Ми маємо 𝑝(𝑐) =

(︀
𝑐11 − 2𝑐10 + (6

√
3− 9)𝑐7

)︀
+(︀

(11− 6
√
3)𝑐7 − 𝑐4

)︀
+ (2𝑐3 − 2𝑐2 − 2). Очевидно, що 2𝑐3 − 2𝑐2 − 2 >

2 · 3
√
3 − 2 · 4 − 2 > 0. Далi, 11 − 6

√
3 > 0, i (11 − 6

√
3)𝑐7 − 𝑐4 >

𝑐4
(︀
(11− 6

√
3) · 3

√
3− 1

)︀
> 0. Залишилося довести, що 𝑐11 − 2𝑐10 + (6

√
3−

9)𝑐7 > 0, або 𝛾(𝑐) := 𝑐4 − 2𝑐3 +(6
√
3− 9) > 0. Ми маємо 𝛾′(𝑐) = 4𝑐3 − 6𝑐2 =

2𝑐2(2𝑐 − 3) > 0, i 𝛾(
√
3) = 0. Таким чином, ми довели (4.120) при наших

припущеннях щодо 𝑐. З цього випливає, що для усiх достатньо великих

𝑗 виконується min06𝜃62𝜋 |𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃)| > max06𝜃62𝜋 |𝜙(𝜌𝑗𝑒𝑖𝜃) − 𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑒
𝑖𝜃)|, тоб-

то, число коренiв функцiї 𝜙 в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑗} дорiвнює числу коренiв

функцiї 𝑔𝑗 в цьому ж колi.
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Залишилося знайти число коренiв функцiї 𝑔𝑗 в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑗}. Ми

маємо

𝑔𝑗(𝑧) =

𝑗+1∑︁
𝑘=𝑗−2

(−1)𝑘𝑧𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 · . . . · 𝑞𝑘
+

(−1)𝑗+2𝑧𝑗+2

𝑞𝑗+1
2 𝑞𝑗3 · . . . · 𝑞5

𝑗−2𝑞
4
𝑗−1𝑞

4
𝑗 𝑞

2
𝑗+1

.

Ми використуємо позначення 𝑤 = 𝑧𝜌−1, так що |𝑤| < 1. З цього випливає,

що

𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑤) = (−1)𝑗+2𝑤𝑗−2𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−3
𝑗−2𝑞

𝑗−2
𝑗−1𝑞

𝑗−2
𝑗 𝑞

𝑗−2
2

𝑗+1·(︀
1− 𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1𝑤 + 𝑞𝑗𝑞𝑗+1𝑤

2 − 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1𝑤

3 + 𝑤4
)︀
.

З (4.116) випливає, що 𝑔𝑗 не має коренiв на окружностi {𝑧 : |𝑧| = 𝜌𝑗}, звiдки
𝑔𝑗(𝜌𝑗𝑤) не має коренiв на окружностi {𝑤 : |𝑤| = 1}. Оскiльки 𝑃𝑗(𝑤) = 1−
𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1𝑤+𝑞𝑗𝑞𝑗+1𝑤

2−𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1𝑤

3+𝑤4 є само-зворотнiм многочленом змiнної

𝑤, ми отримуємо, що 𝑃𝑗 має точно два коренi в колi {𝑤 : |𝑤| < 1}. Тобто,
𝑔𝑗(𝑧) має точно 𝑗 коренiв в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑗}, i ми довели твердження

леми 4.5.3. 2

Тепер ми готовi довести теорему 4.5.1. Припустимо, що теорема 4.5.1

доведена для усiх цiлих функцiй 𝑔 з додатними коефiцiєнтами, таких що

𝑞𝑛(𝑔) спадають по 𝑛 i lim
𝑛→∞

𝑞𝑛(𝑔) = 𝑞∞. Нехай 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑧
𝑘 є цiлою

функцiєю з додатними коефiцiєнтами, такою що 𝑞𝑛(𝑓) спадають по 𝑛 i

lim
𝑛→∞

𝑞𝑛(𝑓) = 𝑏 > 𝑞∞. Розглянемо нову цiлу функцiю з додатними кое-

фiцiєнтами 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘
(︀
𝑏𝑞−1

∞
)︀𝑘2/2

𝑧𝑘. Пряме обчислення показує, що

𝑞𝑛(𝑓) = 𝑞𝑛(𝑓) · 𝑞∞𝑏−1, тобто 𝑞𝑛(𝑓) спадають по 𝑛 i lim
𝑛→∞

𝑞𝑛(𝑓) = 𝑞∞. Таким

чином, за нашим припущенням, цiла функцiя 𝑓 має тiльки дiйснi коренi.

Оскiльки 𝑏𝑞−1
∞ > 1, з (4.6) ми маємо

(︂(︁√︀
𝑏𝑞−1

∞

)︁−𝑘2)︂∞

𝑘=0

∈ 𝒞𝒵𝒟𝒮. Звiд-

ки, наша цiла функцiя 𝑓(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘
(︀
𝑏𝑞−1

∞
)︀𝑘2/2 (︀

𝑞∞𝑏
−1
)︀𝑘2/2

𝑧𝑘 має тiльки

дiйснi коренi.

Таким чином, достатньо довести теорему 4.5.1 у випадку 𝑏 = 𝑞∞. При-

пустимо, що lim
𝑛→∞

𝑞𝑛(𝑓) = 𝑞∞, i 𝑎0 = 𝑎1 = 1.

Ми розглянемо функцiю 𝜙(𝑧) := 𝑓(−𝑧) = 1−𝑧+𝑎2𝑧
2−𝑎3𝑧

3+ . . . , i вiд-

мiтимо, що 𝑞2(𝜙) > 𝑞3(𝜙) > 𝑞4(𝜙) > . . . , i lim
𝑛→∞

𝑞𝑛(𝜙) = 𝑞∞. Для довiльного
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𝑎 > 1 ми позначимо через 𝜙𝑎 функцiю 𝜙𝑎(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0(−1)𝑘𝑎−𝑘
2

𝑎𝑘𝑧
𝑘.Ми має-

мо 𝑞𝑛(𝜙𝑎) = 𝑎2𝑞𝑛(𝜙), тобто ми отримуємо 𝑞2(𝜙𝑎) > 𝑞3(𝜙𝑎) > 𝑞4(𝜙𝑎) > . . . , i

lim
𝑛→∞

𝑞𝑛(𝜙𝑎) = 𝑎2𝑞∞. Виберемо i зафiксуємо довiльне 𝑎, 1 < 𝑎2 < (1+
√
5)/𝑞∞.

Iз леми 4.5.3, iснує натуральне число 𝑗0, таке що для усiх 𝑙 > 𝑗0 функцiя

𝜙𝑎 має точно 𝑙 коренiв (враховуючи кратностi) в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑙}, i
𝑝𝑙(𝜙𝑎) < 𝜌𝑙 < 𝑝𝑙+1(𝜙𝑎). Зафiксуємо довiльний iндекс 𝑙 > 𝑗0. Використо-

вуючи лему 4.5.2, ми отримуємо, що iснує натуральне число 𝑚0, i нескiн-

чена послiдовнiсть додатних чисел (𝑦𝑗) , 𝑝𝑗(𝜙𝑎) < 𝑦𝑗 < 𝑝𝑗+1(𝜙𝑎), така що

для кожного 𝑛 > 2𝑚0 виконуються наступнi нерiвностi: (−1)𝑗𝑆𝑛(𝑦𝑗, 𝜙𝑎) >

0 для усiх 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛− 2𝑚0. Ми вiдмiчаємо, що точки 0 < 𝑦1 < 𝑦2 <

. . . < 𝑦𝑙−1 належать до кола {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑙}. Таким чином, для довiльного

𝑛 ∈ N, 𝑛 > 𝑙 + 2𝑚0, ми маємо 𝑆𝑛(0, 𝜙𝑎) > 0, i (−1)𝑗𝑆𝑛(𝑦𝑗, 𝜙𝑎) > 0 для

усiх 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑙 − 1. Спрямовуючи 𝑛 → ∞, ми отримуємо 𝜙𝑎(0) > 0,

i (−1)𝑗𝜙𝑎(𝑦𝑗) > 0 для усiх 𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑙 − 1. Тобто, функцiя 𝜙𝑎 має не

менше за 𝑙− 1 дiйсних коренiв у колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑙}. Оскiльки число недiйс-
них коренiв дiйсної функцiї 𝜙𝑎 у колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑙} є парним числом, ми

робимо висновок, що усi коренi функцiї 𝜙𝑎 у колi {𝑧 : |𝑧| < 𝜌𝑙} є дiйсними,
i цей факт є вiрним для кожного 𝑙 > 𝑗0. Вiдповiдно, усi коренi функцiї 𝜙𝑎 є

дiйсними. Ми довели, що для кожного 𝑎, 1 < 𝑎2 < (1+
√
5)/𝑞∞, функцiя 𝜙𝑎

має тiльки дiйснi коренi. Спрямовуючи 𝑎 → 1, ми отримуємо твердження

теореми 4.5.1. 2

Доведена теорема може бути застосована для перевiрки належностi

до класу Лаґерра-Полiа рiзноманiтних цiлих функцiй, ми вiдмiтимо лише

один наслiдок.

Наслiдок 4.5.4. Нехай 𝑔𝑎(𝑧) :=
∑︀∞

𝑘=0
𝑧𝑘

𝑎𝑘2
є частковою тета-функцiєю, i

припустимо, що 𝑎2 > 𝑞∞ (тобто ця функцiя має усi дiйснi коренi). Тодi для

кожного числа 𝜆 ∈ [0; 1] рiвняння 𝑔𝑎(𝑧) = 𝜆 має тiльки дiйснi коренi.



215

4.6 Узагальненi нерiвностi Лаґерра i цiлi функцiї класу

Лаґерра-Полiа

В цьому параграфi ми доведемо нову характеризацiю класу цiлих функ-

цiй Лаґерра-Полiа через спецiальнi нерiвностi Лаґерра.

Означення 4.6.1. Кажуть, що дiйсна цiла функцiя 𝜙 задовольняє нерiв-

ностi Лаґерра, якщо 𝐿1(𝑥) := 𝜙′(𝑥)2 − 𝜙(𝑥)𝜙′′(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R.

Цi добре вiдомi нерiвностi є тiльки необхiдними умовами для того, щоб

функцiя 𝜙 належала до класу Лаґерра-Полiа. Насправдi, якщо, наприклад,

𝜙(𝑥) := 𝑒𝑥
2/2 cos𝑥, то 𝐿1(𝑥) = 𝑒𝑥

2

sin2 𝑥 > 0 для усiх 𝑥 ∈ R, але 𝜙 /∈ ℒ − 𝒫 .
З iншої сторони, як ми покажемо далi, так званi узагальненi нерiвностi

Лаґерра є необхiдними i достатнiми умовами для того, щоб функцiя нале-

жала до класу Лаґерра-Полiа.

Означення 4.6.2. Кажуть, що дiйсна цiла функцiя 𝜙 задовольняє уза-

гальненi нерiвностi Лаґерра, якщо для усiх 𝑛 ∈ N0 := N∪ {0} i усiх 𝑥 ∈ R,
виконується

𝐿𝑛(𝑥) := 𝐿𝑛(𝑥, 𝜙) :=
2𝑛∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗+𝑛

(2𝑛)!

(︂
2𝑛

𝑗

)︂
𝜙(𝑗)(𝑥)𝜙(2𝑛−𝑗)(𝑥) > 0.

Наступна теорема була доведена в роботi Дж.Ксордаша i Р.Варгi.

Теорема 4.6.3. ([64, теорема 2.9]). Нехай 𝜙 – дiйсна цiла функцiя, 𝜙 ̸≡ 0.

1.Якщо 𝜙 ∈ ℒ − 𝒫 , то 𝐿𝑛(𝑥) > 0 для усiх 𝑛 ∈ N0 i для усiх 𝑥 ∈ R.

2. I навпаки, припустимо, що 𝜙(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥
2

𝜙1(𝑥), 𝑎 > 0, де род функцiї 𝜙1

дорiвнює нулю або одиницi.

Якщо 𝐿𝑛(𝑥) > 0 для усiх 𝑛 ∈ N0 i для усiх 𝑥 ∈ R, то 𝜙(𝑥) ∈ ℒ − 𝒫 .

Зауваження 4.6.4. Зауважимо, що 𝐿0(𝑥) = 𝜙(𝑥)2, i щоб пояснити назву

“узагальненi нерiвностi Лаґерра”, вiдмiтимо, що 𝐿1(𝑥) = 𝜙′(𝑥)2−𝜙(𝑥)𝜙′′(𝑥).

На додаток ми вiдмiчаємо, що, якщо дiйсна цiла функцiя 𝜙 задовольняє

узагальненi нерiвностi Лаґерра, 𝐿𝑛(𝑥) > 0 (𝑛 ∈ N0, 𝑥 ∈ R), то 𝜙 має тiльки
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дiйснi коренi (порiвняй з [64, с. 343]). Для повноти викладення, ми коротко

опишемо доведення. Тут i в подальшому нам потрiбно буде наступне пред-

ставлення |𝜙(𝑥 + 𝑖𝑦)|2, яке легко отримати прямим обчисленням (дивись,

наприклад, [107], [180], або [64]):

|𝜙(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 = 𝜙(𝑥+ 𝑖𝑦)𝜙(𝑥− 𝑖𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐿𝑛(𝑥)𝑦
2𝑛, (𝑥, 𝑦 ∈ R). (4.121)

Припустимо, що 𝑧0 := 𝑥0 + 𝑖𝑦0 є недiйсним коренем функцiї 𝜙(𝑥), де

𝜙 ̸≡ 0. Тодi 0 = |𝜙(𝑧0)|2 =
∑︀∞

𝑛=0 𝐿𝑛(𝑥0)𝑦
2𝑛
0 (порiвняй з (4.121)). Оскiльки

𝑦0 ̸= 0 i 𝐿𝑛(𝑥0) > 0, ми отримуємо, що 𝐿𝑛(𝑥0) = 0 для усiх 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Тобто, для кожного 𝑦 ∈ R, |𝜙(𝑥0 + 𝑖𝑦)|2 =
∑︀∞

𝑛=0 𝐿𝑛(𝑥0)𝑦
2𝑛 = 0. Звiдти

випливає, що 𝜙(𝑥) ≡ 0, що суперечить припущенню. Отже, функцiя 𝜙 має

тiльки дiйснi коренi.

Зауваження 4.6.5. Розглянемо дiю нелiнiйних операторiв {𝐿𝑛}∞𝑛=0, якi

переводять дiйсну цiлу функцiю 𝜙(𝑥) в 𝐿𝑛(𝑥, 𝜙) := 𝐿𝑛(𝑥). Вiдмiтимо па-

ру фактiв щодо цих операторiв. Вiдомо, що оператори 𝐿𝑛 задовольняють

нескладне рекурентне спiввiдношення (дивись [57, теорема 2.1]) i що 𝐿𝑛(𝑥)

є також дiйсною цiлою функцiєю (дивись [57, Зауваження 2.4]). Цiкавi

узагальнення цих операторiв данi К.Дiлчером i К.Б.Столярським ([68]) i

Д.А.Кардоном ([48]).

Основним результатом цього параграфу є наступна теорема.

Теорема 4.6.6. ([65]). Нехай 𝜙 – дiйсна цiла функцiя, 𝜙 ̸≡ 0. Якщо

𝐿𝑛(𝑥) > 0 для усiх 𝑛 ∈ N0 i для усiх 𝑥 ∈ R, то 𝜙(𝑥) ∈ ℒ − 𝒫 .

Доведення. Оскiльки дiйсна цiла функцiя 𝜙(𝑥) (𝜙 ̸≡ 0) задовольняє уза-

гальненi нерiвностi Лаґерра 𝐿𝑛(𝑥) > 0 для усiх 𝑛 ∈ N0 i для усiх 𝑥 ∈ R,
то 𝜙 має тiльки дiйснi коренi (дивись зауваження 4.6.4). Таким чином, 𝜙

не має коренiв у односвязнiй областi C+ := {𝑧 : Im 𝑧 > 0}, звiдки 𝜙 має

в цiй областi аналiтичний логарифм; тобто, 𝑓(𝑧) := log 𝜙(𝑧) є аналiтич-

ною в C+. Положимо 𝑢(𝑧) := Re𝑓(𝑧) = log |𝜙(𝑧)| i 𝑣(𝑧) := Im𝑓(𝑧). Тодi
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𝑓 ′(𝑧) = 𝜕
𝜕𝑥𝑢(𝑧) + 𝑖 𝜕𝜕𝑥𝑣(𝑧), i тому, з умов Коши-Рiмана, маємо

𝑔(𝑧) := −𝑓 ′(𝑧) = − 𝜕

𝜕𝑥
𝑢(𝑧)− 𝑖

𝜕

𝜕𝑥
𝑣(𝑧) = − 𝜕

𝜕𝑦
𝑣(𝑧) + 𝑖

𝜕

𝜕𝑦
𝑢(𝑧). (4.122)

Тепер, для 𝑧 ∈ C+, 𝑒𝑓(𝑧) = 𝜙(𝑧) i 𝑒2Re𝑓(𝑧) = |𝜙(𝑧)|2 > 0. Тобто, з (4.121) i

припущення, що 𝐿𝑛(𝑥) > 0, (𝑥 ∈ R, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ), ми отримуємо нерiв-

нiсть

𝜕
𝜕𝑦𝑒

2Re𝑓(𝑧) = 2𝑒2𝑢(𝑧) 𝜕
𝜕𝑦𝑢(𝑧) = (4.123)

=
∑︀∞

𝑛=0 𝐿𝑛(𝑥) 2𝑛 𝑦
2𝑛−1 > 0, (𝑥 ∈ R, 𝑦 > 0).

Таким чином, якщо 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ C+, то, з (4.123), 𝜕
𝜕𝑦𝑢(𝑧) > 0, i тому, за

допомогою (4.122), 𝑔 : C+ → C+.

Далi нам потрiбна вiдома нерiвнiсть Бореля-Каратеодорi.

Теорема 4.6.7. ([161, с. 18]). Припустимо, що 𝑓 : C+ → C+ є аналiтичною

функцiєю. Тодi для 𝑧 ∈ C+ i |𝑧| > 1, функцiя 𝑓 задовольняє нерiвностi

1

5
|𝑓(𝑖)|sin 𝜃

𝑟
< |𝑓(𝑧)| < 5|𝑓(𝑖)| 𝑟

sin 𝜃
(𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 0 < 𝜃 < 𝜋).

З нерiвностi Бореля-Каратеодорi ми отримуємо, що iснує додатна стала

𝐶1, така що

|𝑔(𝑧)| 6 𝐶1|𝑧| для усiх 𝑧 ∈ Ω := {𝑧 : Im𝑧 > |Re𝑧|+ 1}.

Iнтегруючи 𝑔(𝑧) := −𝑓 ′(𝑧) по вiдрiзку [𝑖, 𝑧], де 𝑧 ∈ Ω, ми отримуємо на-

ступну верхню оцiнку з новою константою 𝐶2 > 0:

|𝑓(𝑧)| =
⃒⃒⃒∫︀

[𝑖,𝑧] 𝑓
′(𝑤) 𝑑𝑤 + 𝑓(𝑖)

⃒⃒⃒
6 𝐶1|𝑧|

(︁∫︀
[𝑖,𝑧] |𝑑𝑤|

)︁
+ |𝑓(𝑖)| 6 𝐶2|𝑧|2 для усiх 𝑧 ∈ Ω. (4.124)

Далi, ми фiксуємо |𝑧| = 𝑟 > 1 i вiдмiчаємо, що, оскiльки 𝜙 є дiйсною

цiлою функцiєю, то |𝜙(𝑥 + 𝑖𝑦)| = |𝜙(𝑥 − 𝑖𝑦)| для усiх 𝑥, 𝑦 ∈ R. Оскiльки
за припущеннями 𝐿𝑛(𝑥) > 0 для усiх 𝑛 ∈ N0 i для усiх 𝑥 ∈ R, то iз (4.121)
випливає, що для кожного фiксованого 𝑥, функцiя |𝜙(𝑥 + 𝑖𝑦)| зростає по
𝑦 для 𝑦 > 0. Користуючись цими мiркуваннями, i вибираючи 𝑟 > 1, ми
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отримуємо наступну оцiнку:

max|𝑥+𝑖𝑦|6𝑟 |𝜙(𝑥+ 𝑖𝑦)| 6

max−𝑟6𝑥6𝑟 |𝜙(𝑥+ 𝑖(𝑟 + 1))| (𝑥+ 𝑖(𝑟 + 1) ∈ Ω)

= max−𝑟6𝑥6𝑟 𝑒
Re𝑓(𝑥+𝑖(𝑟+1)) 6 max−𝑟6𝑥6𝑟 𝑒

|𝑓(𝑥+𝑖(𝑟+1))|

6 𝑒5𝐶2𝑟
2

(порiвняй з (4.124)).

Таким чином, ми довели, що цiла функцiя 𝜙 має оцiнку на порядок

зростання 𝜌(𝜙) 6 2 i, якщо 𝜌(𝜙) = 2, то 𝜙 має нормальний тип. Тобто,

ми розглянемо два випадки. В першому випадку, якщо 𝜌(𝜙) < 2, то, за

факторизацiонною теоремою Адамара, канонiчний добуток, побудований

по кореням 𝜙, має рiд не бiльше 1 (дивись, наприклад, [30, p. 22]). В дру-

гому випадку, ми припускаємо, що 𝜌(𝜙) = 2 i що 𝜙 має коренi (𝑥𝑘)∞𝑘=1

(𝑥𝑘 ̸= 0, 𝑘 > 1). В цьому випадку, оскiльки 𝜙 є функцiєю нормального

типу, ми будемо використовувати теорему Лiндельофа.

Як завжди, через 𝑛(𝑟) ми будемо позначати число коренiв функцiї 𝑓(𝑧)

у колi {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 𝑟}.

Теорема 4.6.8. ([30, с. 27]). Цiла функцiя 𝑓 цiлого порядку зростання 𝜌 >

1 є функцiєю нормального типу тодi i тiльки тодi, коли

(i) 𝑛(𝑟) = 𝑂(𝑟𝜌) (𝑟 → ∞), i

(ii) суми

|𝑆(𝑟)| :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
{𝑧 : 𝑓(𝑧)=0, |𝑧|6𝑟, 𝑧 ̸=0}

1

𝑧𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

є обмеженими при 𝑟 → ∞.

Доведення теореми Лiндельофа в [30, с. 27] є досить громiздким, тому

ми вiдсилаємо читача ще до [88, Глава 2], або до альтернативного доведення

в [139, с. 22, Задача 3].

Ми застосуємо теорему Лiндельофа для отримання того факту, що

|𝑆(𝑟)| :=
∑︁
|𝑥𝑘|6𝑟

1

𝑥2
𝑘
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є обмеженими при 𝑟 → ∞. Звiдки,
∑︀∞

𝑘=1 1/𝑥
2
𝑘 < ∞ i рiд канонiчного до-

бутку по нулям функцiї 𝜙 не перевищує одиницi. Тобто, функцiя 𝜙 має

представлення

𝜙(𝑧) = 𝑐𝑒𝑎𝑧
2+𝑏𝑧𝑧𝑚

∞∏︁
𝑘=1

(1− 𝑧

𝑥𝑘
)𝑒𝑧/𝑥𝑘, (4.125)

де 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑥𝑘 ∈ R ∖ {0}, 𝑚 є невiд’ємним цiлим числом, 𝑐 є ненульовим

дiйсним числом, i
∑︀∞

𝑘=1 1/𝑥
2
𝑘 <∞.

Щоб завершити доведення теореми, нам треба показати, що в представ-

леннi (4.125) 𝑎 6 0. Доведення спирається на той факт, що функцiя |𝜙(𝑖𝑦)|
зростає по 𝑦, 𝑦 > 0. Обчислення демонструють, що

ℎ(𝑦) := |𝜙(𝑖𝑦)| = |𝑐| |𝑦|𝑚 𝑒−𝑎𝑦2
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑦2

𝑥2
𝑘

)︂1/2

,

де ми вважаємо, як звичайно, що пустий добуток дорiвнює одиницi. Тодi

для 𝑦 > 0, логарифмiчна похiдна задається наступним виразом

𝐻(𝑦) :=
1

𝑦

ℎ′(𝑦)

ℎ(𝑦)
=
𝑚

𝑦2
− 2𝑎 +

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑥2
𝑘 + 𝑦2

. (4.126)

Оскiльки функцiя ℎ(𝑦) зростає по 𝑦 > 0 i є додатною функцiєю для 𝑦 > 0,

ми отримуємо, що 𝐻(𝑦) > 0 для усiх 𝑦 > 0 (порiвняй з лiвою частиною

(4.126)). Далi ми покажемо, що припущення 𝑎 > 0 приводить до протирiч-

чя. Нехай 0 < 𝜀 < 𝑎
4 . Оскiльки ряд

∑︀∞
𝑘=1 1/𝑥

2
𝑘 збiгається, iснує натуральне

число 𝑁 , таке що для усiх 𝑦 > 0,
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

1

𝑥2
𝑘 + 𝑦2

6
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

1

𝑥2
𝑘

<
𝜀

3
. (4.127)

При фiксованому знайденому ранiше 𝑁 , знаходимо додатне число 𝑦0, 𝑦0

досить велике, таке, що для усiх 𝑦 > 𝑦0,

𝑚

𝑦2
<
𝜀

3
i

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝑥2
𝑘 + 𝑦2

<
𝜀

3
. (4.128)

Нерiвностi (4.127) i (4.128) демонструють, що, якщо 𝑎 > 0, то для усiх

𝑦 > 𝑦0,

𝐻(𝑦) =
1

𝑦

ℎ′(𝑦)

ℎ(𝑦)
=
𝑚

𝑦2
− 2𝑎 +

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑥2
𝑘 + 𝑦2

< 𝜀− 2𝑎 <
𝑎

4
− 2𝑎 < 0.
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Це приводить до протирiччя, тому 𝑎 6 0. Таким чином, 𝜙 ∈ ℒ − 𝒫 . 2

Далi ми отримуємо аналогiчнi результати для так званих комплекс-

них нерiвностей Лаґерра i сформулюємо два вiдкритих питання, одне з

яких базується на дослiдженнях Д.Кардона щодо нерiвностей типу Лаґер-

ра ([48]). Для початку ми розглянемо наступну характеризацiю функцiй

класу Лаґерра-Полiа через комплекснi нерiвностi Лаґерра.

Теорема 4.6.9. ([64, теорема 3.8]). Нехай 𝜙, 𝜙 ̸≡ 0, є дiйсною цiлою функ-

цiєю. Припустимо, що

𝜙(𝑥) = 𝑒−𝛼𝑥
2

𝜙1(𝑥), де 𝛼 > 0 i рiд функцiї 𝜙1 дорiвнює 0 або 1. (4.129)

Тодi 𝜙 ∈ ℒ𝒫 тодi i тiльки тодi, коли

|𝜙′(𝑧)|2 > Re
(︁
𝜙(𝑧)𝜙′′(𝑧)

)︁
для усiх 𝑧 ∈ C. (4.130)

Ми покажемо, що остання теорема залишається у силi без жодних при-

пущень щодо зростання функцiї 𝜙.

Теорема 4.6.10. ([65]). Нехай 𝜙, 𝜙 ̸≡ 0, є дiйсною цiлою функцiєю. Ком-

плекснi нерiвностi Лаґерра (4.130) виконуються тодi i тiльки тодi, коли

𝜙 ∈ ℒ − 𝒫 .

Доведення. Доведення буде аналогiчним доведенню попередньої теореми,

але потребує деякої модифiкацiї. Як i в доведеннi теореми 4.6.6 ми поло-

жимо 𝑓(𝑧) := log 𝜙(𝑧) = 𝑢(𝑧) + 𝑖𝑣(𝑧), i 𝑔(𝑧) := −𝑓 ′(𝑧) = −𝑣𝑦(𝑧) + 𝑖 𝑢𝑦(𝑧),

де 𝑧 ∈ C+. Нам необхiдно довести два твердження: (i) 𝑢𝑦(𝑧) > 0 для

𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 ∈ C+ i (ii) функцiя |𝜙(𝑖𝑦)| зростає по 𝑦, 𝑦 > 0.

(i) Ми знову розглянемо представлення |𝜙(𝑥 + 𝑖𝑦)|2 =∑︀∞
𝑛=0 𝐿𝑛(𝑥)𝑦

2𝑛, (𝑥, 𝑦 ∈ R). Тодi пряме обчислення показує, що для

кожного фiксованого 𝑥 ∈ R,

𝜕2

𝜕𝑦2 |𝜙(𝑥+ 𝑖𝑦)|2 = (4.131)∑︀∞
𝑛=0(2𝑛+ 1)(2𝑛+ 2)𝐿𝑛+1(𝑥)𝑦

2𝑛2
[︀
|𝜙′(𝑧)|2−

Re
(︁
𝜙(𝑧)𝜙′′(𝑧)

)︁]︁
> 0 (𝑧 ∈ C).
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Тому, з умов опуклостi (4.131), ми робимо висновок, що для кожного фiксо-

ваного 𝑥 ∈ R, 𝜕
𝜕𝑦 |𝜙(𝑧)|

2 = 𝜕
𝜕𝑦𝑒

2𝑢(𝑧) = 2𝑒2𝑢(𝑧)𝑢𝑦(𝑧) зростає по 𝑦, 𝑦 > 0. Тобто,

для кожного 𝑥, який не є коренем 𝜙, ми маємо

lim
𝑦→0+

𝜕

𝜕𝑦
𝑒2𝑢(𝑧) = 2 lim

𝑦→0+
|𝜙(𝑧)|2𝑢𝑦(𝑥+ 𝑖𝑦) = lim

𝑦→0+

∞∑︁
𝑛=0

2𝑛𝐿𝑛(𝑥)𝑦
2𝑛−1 = 0,

звiдки 𝑢𝑦(𝑥 + 𝑖0) = 0. Оскiльки функцiя 2𝑒2𝑢(𝑧)𝑢𝑦(𝑧) зростає по 𝑦, 0 =

2𝑒2𝑢(𝑥+𝑖0)𝑢𝑦(𝑥 + 𝑖0) 6 2|𝜙(𝑥 + 𝑖𝑦)|2 𝑢𝑦(𝑥 + 𝑖𝑦), i 𝑢𝑦(𝑥 + 𝑖𝑦) > 0, 𝑦 > 0. З

iншого боку, якщо 𝜙(𝑥0) = 0, то мiркування неперервностi демонструють,

що 𝑢𝑦(𝑥+𝑖𝑦) > 0, 𝑦 > 0. Таким чином, 𝑔 : C+ → C+ i метод доведення, який

дає добуткове представлення функцiї 𝜙(𝑧) (порiвняй з (4.125)) є таким же

самим, як в доведеннi теореми 4.6.6.

(ii) Для того, щоб довести 𝑎 6 0 в (4.125)), достатньо показати, що

функцiя |𝜙(𝑖𝑦)| зростає по 𝑦, 𝑦 > 0. Iз умови опуклостi (4.131) ми отримує-

мо, що

0 <

∫︁ 𝑦

0

𝜕2

𝜕𝑡2
|𝜙(𝑖𝑡)|2 𝑑𝑡 = 𝜕

𝜕𝑦
|𝜙(𝑖𝑦)|2, (4.132)

де ми використали той факт, що 𝜕
𝜕𝑦 |𝜙(𝑖𝑦)|

2 є парною функцiєю. Таким чи-

ном, з нерiвностi (4.132) випливає, що функцiя |𝜙(𝑖𝑦)| зростає по змiннiй
𝑦, 𝑦 > 0. 2

Прямим наслiдком теореми 4.6.6 i теореми 4.6.10 є наступне тверджен-

ня.

Наслiдок 4.6.11. ([65]). Нехай 𝜙, 𝜙 ̸≡ 0, є дiйсною цiлою функцiєю. Тодi

𝐿𝑛(𝑥) :=
2𝑛∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗+𝑛

(2𝑛)!

(︂
2𝑛

𝑗

)︂
𝜙(𝑗)(𝑥)𝜙(2𝑛−𝑗)(𝑥) > 0 (𝑛 ∈ N, 𝑥 ∈ R)

тодi i тiльки тодi, коли

|𝜙′(𝑧)|2 > Re
(︁
𝜙(𝑧)𝜙′′(𝑧)

)︁
для усiх 𝑧 ∈ C.

Може бути цiкавим зауваження, що вирази для комплексних нерiвно-

стей Лаґерра можуть бути представленi через два дiйснi вирази лаґер-

рiвського типу. Дiйсно, якщо 𝜙(𝑥+ 𝑖𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦)+ 𝑖𝑉 (𝑥, 𝑦) є дiйсною цiлою
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функцiєю, то легко перевiрити, що

|𝜙′(𝑧)|2 − Re
(︁
𝜙(𝑧)𝜙′′(𝑧)

)︁
= 𝑈 2

𝑥 − 𝑈𝑈𝑥𝑥 + 𝑉 2
𝑥 − 𝑉 𝑉𝑥𝑥.

У зв’язку з цим ми сформулюємо вiдкрите питання.

Питання 4.6.12. Нехай (𝑢𝑘(𝑥))
∞
𝑘=0 є послiдовнiстю дiйсних цiлих функ-

цiй. Для кожного фiксованого 𝑥 ∈ R, розглянемо парний степеневий

ряд 𝐹 (𝑦;𝑥) :=
∑︀∞

𝑘=0 𝑢𝑘(𝑥)𝑦
2𝑘 (𝑥, 𝑦 ∈ R) iз радiусом збiжностi 𝑅 = ∞,

де 𝐹 (𝑦;𝑥)) ̸≡ 0. Припустимо, що 𝑢0(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R, i що
𝜕2/𝜕𝑦2𝐹 (𝑦;𝑥) > 0 для усiх 𝑥, 𝑦 ∈ R. Якщо 𝐹 (𝑦;𝑥) не є многочленом, то за
якими додатковими припущеннями вiрно, що 𝑢𝑘(𝑥) > 0 для усiх 𝑘 > 1 i

усiх 𝑥 ∈ R?

Тепер ми перейдемо до узагальнення нерiвностей лаґеррiвського типу,

що вони розглянутi в роботi Д.Кардона [48]. Для того, щоб презентувати

головний результат Д.Кардона [48, теорема 2.1], нам потрiбно ввести новi

функцiї. Нехай

𝑝(𝑧) :=
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 =

𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑧 + 𝛼𝑗), (4.133)

є парним многочленом з дiйсними невiд’ємними коефiцiєнтами 𝑐𝑘 > 0, i

припустимо, що 𝑝(𝑧) має принаймнi один недiйсний корiнь. Нехай 𝜙(𝑥),

𝜙(𝑥) ̸≡ 0, є дiйсною цiлою функцiєю i визначимо

Φ(𝑧, 𝑡) :=
𝑚∏︁
𝑗=1

𝜙(𝑧 + 𝛼𝑗𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘(𝑧)𝑡
𝑘, де

𝐴𝑘(𝑧) :=
1

𝑘!

[︂
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
Φ(𝑧, 𝑡)

]︂
𝑡=0

, (𝑘 ∈ N0). (4.134)

Тодi легко побачити, що 𝐴𝑘(𝑧) є також дiйсною цiлою функцiєю, i, як за-

значив Д.Кардон, вибiр 𝑝(𝑧) := 1+𝑧2 дає 𝐴2𝑘+1(𝑧) ≡ 0. Бiльш того, в цьому

випадку 𝐴2𝑘(𝑧) = 𝐿𝑘(𝑧) для 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Тепер ми можемо сформулюва-

ти наступну теорему.

Теорема 4.6.13. ([48, теорема 2.1]). Нехай 𝜙(𝑥) = 𝑒−𝑎𝑥
2

𝜙1(𝑥), де рiд дiйс-

ної цiлої функцiї 𝜙1(𝑥) дорiвнює 0 або 1, 𝜙1(𝑥) ̸≡ 0 i 𝑎 > 0. Нехай 𝑝 i 𝐴𝑘 –
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функцiї, якi введенi вище (дивись (4.133) i (4.134)). Тодi

𝜙(𝑥) ∈ ℒ − 𝒫 тодi i тiльки тодi, коли

𝐴𝑘(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ R i 𝑘 ∈ N0.

Тепер ми можемо сформулювати нашу гiпотезу.

Гiпотеза 4.6.14. Нехай 𝜙(𝑥) є дiйсною цiлою функцiєю, 𝜙(𝑥) ̸≡ 0. Нехай

𝑝 i 𝐴𝑘 – функцiї, якi введенi в (4.133) i (4.134). Якщо 𝐴𝑘(𝑥) > 0 для усiх

𝑥 ∈ R i 𝑘 ∈ N0, то 𝜙(𝑥) ∈ ℒ − 𝒫 .

В кiнцi цього параграфу ми сформулюємо ще одне вiдкрите питання.

Питання 4.6.15. Нехай 𝑆𝜏 := {𝑧 : |Im𝑧| 6 𝜏, 𝜏 > 0} є смугою шири-

ною 2𝜏 . Нехай 𝑓 є дiйсною цiлою функцiєю. За якими додатковими при-

пущеннями можливо характеризувати нетривiальнi областi Ω $ C, такi
що з комплексних нерiвностей Лаґерра, обмежених на Ω; тобто, |𝑓 ′(𝑧)|2 >
Re
(︁
𝑓(𝑧)𝑓 ′′(𝑧)

)︁
, 𝑧 ∈ Ω, випливає, що усi коренi 𝑓 належать до смуги 𝑆𝜏?

4.7 Про число дiйсних коренiв спецiальних квазiмного-

членiв

Нехай 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 i 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 є дiйсними або комплексними числами, та-

кими що
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥
𝑘
𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦

𝑘
𝑖 для 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Тодi iснує перестановка 𝜋,

така що 𝑥𝑖 = 𝑦𝜋(𝑖) для усiх 𝑖. Це є добре вiдомим фактом, який мiститься в

багатьох пiдручниках (дивись, наприклад, [228, §33]).

Iдеєю доведення цього факту є спостереження, що за припущеннями

многочлени
∏︀𝑛

𝑖=1(𝑥− 𝑥𝑖) i
∏︀𝑛

𝑖=1(𝑥− 𝑦𝑖) мають однаковi коефiцiєнти, тобто

вони мають однаковi коренi. З цих мiркувань випливає, що не обов’язково

припускати, що 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 є числами, вони можуть бути елементами довiльного

комутативного кiльця без дiльникiв нуля. З iншого боку, для iдеї доведення

важливо, що показники степенiв 𝑘 змiнюються вiд 1 до 𝑛.

Вiдправною точкою цього параграфу було бажання знайти аналiтичне

доведення цього факту, для того, щоб на цьому шляху можливо було розг-
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лянути довiльнi показники степенiв. Вiдповiдний аналiтичний варiант по-

винен виглядати наступним чином: якщо
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥
𝑝
𝑖 спiвпадає з

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦

𝑝
𝑖 для

“достатньо великої” кiлькостi показникiв степенiв 𝑝, то набiр 𝑦𝑖 є переста-

новкою набору 𝑥𝑖. Але в такому виглядi твердження не може бути вiрним:

якщо, наприклад, усi показники степенiв є парними числами, то наше при-

пущення не мiстить iнформацiї щодо знакiв чисел з наборiв. Також, для

того, щоб працювати з нецiлими показниками степенiв, ми повиннi обме-

жити розгляд до наборiв невiд’ємних чисел 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, iнакше вирази 𝑥
𝑝
𝑖 , 𝑦

𝑝
𝑖 не є

добре визначеними.

Тому ми приходимо до наступної проблеми.

Питання 4.7.1. Нехай 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 and 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 є невiд’ємними дiйсними

числами, такими що рiвностi
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥
𝑝
𝑖 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑦

𝑝
𝑖 виконуються для 𝑛 рiз-

них показникiв 𝑝 > 0. Чи випливає з цього припущення, що набiр 𝑥𝑖 є

перестановкою набору 𝑦𝑖?

Природний переклад цього питання на мову функцiонального аналiзу

виглядає наступним чином: чи характеризують 𝑛 рiзних 𝑙𝑝-норм на про-

сторi R𝑛 вектор з невiд’ємними координатами з точнiстю до перестановки?

Ми покажемо далi, що вiдповiдь є позитивною.

Нехай 𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 i 𝜆1, . . . , 𝜆𝑟 є дiйсними числами, такими що усi 𝑎𝜌 є

ненульовими i 𝜆𝜌 є додатними i зростаючими. Для 𝑥 ∈ R ми визначимо

𝑓(𝑥) := 𝑓𝑎1,𝑙,𝑎𝑟,𝜆1,𝑙,𝜆𝑟(𝑥) := 𝑎1 exp (−𝜆1𝑥) + · · ·+ 𝑎𝑟 exp (−𝜆𝑟𝑥), i ми бажаємо
знайти оцiнку на число додатних коренiв цього квазимногочлена.

Нам потрiбна наступна лема.

Лема 4.7.2. ([22]). Кiлькiсть точок 𝑥 > 0, таких що 𝑓(𝑥) = 0, не переви-

щує числа змiн знаку в послiдовностi 𝑎1, 𝑎1+𝑎2, 𝑎1+𝑎2+𝑎3, . . . , 𝑎1+· · ·+𝑎𝑟.

Ми нагадуємо, що для дiйсної числової послiдовностi 𝑏1, . . . , 𝑏𝑟 число

знакозмiн (його ще називають нестiйким числом знакозмiн) визначається

наступним чином: якщо усi 𝑏𝜌 є ненульовими , то число знакозмiн дорiвнює

кiлькостi iндексiв 𝜌 ∈ {1, . . . , 𝑟 − 1}, таких що 𝑏𝜌𝑏𝜌+1 < 0; для довiльної
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послiдовностi ми спершу видаляємо нульовi 𝑏𝜌, а пiсля цього користуємось

першим правилом.

Доведення. Цей результат не є новим, вiн мiститься, наприклад, в [191,

роздiл 5, глава 1], де його називають результатом Лаґерра (дивись [157]).

Тим не менш, для зручностi читача, ми включаємо доведення.

Нехай Φ : [0,∞) → R є обмеженою кусково-неперервною функцiєю, яка

не є тотожно нульовою. Ми стверджуємо, що число коренiв її перетворення

Лапласу 𝑔𝜑 : [0,∞) → R, 𝑔Φ(𝑥) :=
∫︀∞

0 𝑒−𝑥𝑡Φ(𝑡)𝑑𝑡, не перевищує числа 𝑠

знакозмiн функцiї Φ. (За означенням, Φ має 𝑠 знакозмiн, якщо iснують

0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑠, такi що функцiя (𝑡 − 𝑡1) · · · (𝑡 − 𝑡𝑠)Φ(𝑡) не змiнює

знаку.)

Будемо доводити це iндукцiєю по 𝑠. Випадок 𝑠 = 0 є очевидним. Ми

припустимо, що твердження виконується для деякого 𝑠, i розглянемо функ-

цiю Φ, яка має 𝑠+1 знакозмiн. ТодiΨ(𝑡) := (𝑡−𝑡0)Φ(𝑡) буде мати 𝑠 знакозмiн
для деякого вибору 𝑡0 > 0. Наша гiпотеза стверджує, що 𝑔Ψ має не бiльше

𝑠 коренiв. I оскiльки 𝑒𝑡0𝑥𝑔Ψ(𝑥) є похiдною вiд −𝑒𝑡0𝑥𝑔Φ(𝑥), з теореми Роля

випливає, що 𝑔Φ не може мати бiльше нiж 𝑠+ 1 коренiв.

Наша лема є прямим наслiдком цього твердження. Ми розглянемо

Φ(𝑡) :=
∑︁

𝑎𝑖𝜒[𝜆𝑖,∞[,

де 𝜒[𝜆𝑖,∞[ позначається характеристична функцiя iнтервалу [𝜆𝑖,∞[. Тодi

число знакозмiн Φ дорiвнює числу знакозмiн послiдовностi 𝑎1, 𝑎1 + 𝑎2, 𝑎1 +

𝑎2 + 𝑎3, . . . , 𝑎1 + · · ·+ 𝑎𝑟, i 𝑔𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥)/𝑥 для усiх 𝑥. 2

Нашим головним результатом є наступне твердження.

Теорема 4.7.3. ([22]). Нехай 𝑔1, . . . , 𝑔𝑛 є додатними числами i 0 < 𝑝1 <

· · · < 𝑝𝑛. Тодi для дiйсних 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, таких що 0 6 𝑥1 6 · · · 6 𝑥𝑛 i 0 6 𝑦1 6

· · · 6 𝑦𝑛, з системи рiвнянь
∑︀

𝑖 𝑔𝑖𝑥
𝑝𝑘
𝑖 =

∑︀
𝑖 𝑔𝑖𝑦

𝑝𝑘
𝑖 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, випливає, що

𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 для усiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Доведення. Без втрати загальностi припустимо, що 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 не перевищують

одиницi, i що 𝑥1 > 0. Через 𝑙 < 𝑛 позначимо найменший iндекс 𝑖, такий
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що 𝑦𝑖 > 0. Ми покладемо 𝛼𝑖 := log 𝑥𝑖, 𝛽𝑖 := log 𝑦𝑖, i розглянемо функцiю

𝑓(𝑥) := 𝑔1 exp (𝛼1𝑥) + · · · + 𝑔𝑛 exp (𝛼𝑛𝑥) − 𝑔𝑙 exp (𝛽𝑙𝑥) − · · · − 𝑔𝑛 exp (𝛽𝑛𝑥)

для 𝑥 > 0. Ця функцiя є тотожно нульовою тодi i тiльки тодi, коли 𝑙 = 1

i 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 виконується для усiх 𝑖, звiдки наше твердження є еквiвалентним

тому, що функцiя 𝑓 має не бiльше 𝑛 − 1 коренiв, якщо ця функцiя не є

тотожно нульовою.

Для того, щоб використати лему 4.7.2 ми припустимо, що 𝑓 ̸= 0, i пе-

репишемо 𝑓 у виглядi 𝑓(𝑥) = 𝑎1 exp (−𝜆1𝑥)+ · · ·+𝑎2𝑛−𝑙+1 exp (−𝜆2𝑛−𝑙+1𝑥) з

додатними i зростаючими 𝜆𝑖. В послiдовностi 𝑎1, . . . , 𝑎2𝑛−𝑙+1 числа 𝑔𝑛, . . . , 𝑔1

i числа −𝑔𝑛, . . . ,−𝑔𝑙 мiстяться як пiдпослiдовностi, конкретний вигляд за-
лежить вiд вiдповiдного порядку 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 (наприклад, якщо 𝑥𝑛 > 𝑦𝑛, то

𝜆1 = −𝛼𝑛 i 𝑎1 = 𝑔𝑛).

Для застосування леми 4.7.2 ми повиннi показати наступне: незалежно

вiд того, як перемiшанi послiдовностi 𝑔𝑛, . . . , 𝑔1 i −𝑔𝑛, . . . ,−𝑔𝑙 для отриман-
ня послiдовностi 𝑎1, . . . , 𝑎2𝑛+𝑙−1, число знакозмiн в 𝑎1, 𝑎1 + 𝑎2, . . . , 𝑎1 + · · ·+
𝑎2𝑛+𝑙−1 не перевищує 𝑛− 1.

Ми будемо доводити це iндукцiєю по 𝑛. Твердження очевидно вико-

нується, якщо 𝑛 = 1, i, якщо воно виконується для деякого 𝑛− 1, ми мiр-

куємо наступним чином. Припустимо, що послiдовнiсть 𝑎1, . . . починається

з 𝑔𝑛 i що −𝑔𝑛 виникає на 𝑟-тiй позицiї. Позначимо через 𝑎′1, . . . , 𝑎′2𝑛−𝑙−1 по-

слiдовнiсть, яка складається з елементiв 𝑎1, . . . без 𝑎1 i 𝑎𝑟. За iндуктивним

припущенням, є не бiльше 𝑛 − 2 знакозмiн в послiдовностi 𝑎′1, 𝑎
′
1 + 𝑎′2, . . .,

i iз цього випливає, що в послiдовностi 𝑎1, 𝑎1 + 𝑎2, . . . може бути не бiль-

ше 𝑛− 2 + 1 знакозмiн. (Додаткова знакозмiна може з’явитися пiсля 𝑟-тої

позицiї). Якщо 𝑎1 = −𝑔𝑛, ми мiркуємо аналогiчним чином. 2

Таким чином, вiдповiдь на питання 4.7.1 є позитивною. Потрiбно тiльки

розглянути випадок 𝑔1 = · · · = 𝑔𝑛 = 1 в попереднiй теоремi.

Аналiз доведення демонструє, що можна стверджувати бiльше. Якщо

ми знаємо для деякого набору 0 < 𝑥1 6 · · · 6 𝑥𝑛 вiдповiдний порядок

по вiдношенню до набору 0 < 𝑦1 6 · · · 6 𝑦𝑛 (i нiчого бiльше), то iснує
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𝑚 6 𝑛, таке що виконується наступне : кожного разу, коли для будь-якого

позитивного набору 𝑔1, · · · , 𝑔𝑛, виконується
∑︀
𝑔𝑖𝑥

𝑝
𝑖 =

∑︀
𝑔𝑖𝑦

𝑝
𝑖 для 𝑚 рiзних

значень 𝑝, то 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 для усiх 𝑖. Число 𝑚 = 𝑛 вiдповiдає загальному випад-

ку, коли немає додаткової iнформацiї, але 𝑚 може бути значно меншим.

(Екстремальним випадком є тривiальна ситуацiя, коли усi 𝑦𝑖 є бiльшими

або рiвними за усi 𝑥𝑖, тодi – для довiльних 𝑔𝑖 – навiть 𝑚 = 1 є достатнiм.)

Теорема дає аналiтичне доведення природного алгебраїчного тверджен-

ня для випадку дiйсних чисел. (Якщо 𝑥𝑖 i 𝑦𝑖 заданi в порядку зростання, то

з
∑︀

𝑖 𝑥
𝑘
𝑖 =

∑︀
𝑖 𝑦

𝑘
𝑖 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, випливає, що

∑︀
𝑖(𝑥𝑖 + 𝑙)𝑘 =

∑︀
𝑖(𝑦𝑖 + 𝑙)𝑘, 𝑘 =

1, . . . , 𝑟 для 𝑙 = 1, 2, . . .; це легко може бути доведеним iндукцiєю по 𝑙. Те-

пер достатньо вибрати 𝑙 настiльки великим, що усi 𝑥𝑖+ 𝑙, 𝑦𝑖+ 𝑙 є додатними

i застосувати теорему).

Для рiзних додатних 𝑥, 𝑦 ми позначимо через 𝜇𝑥,𝑦 мiру 𝛿𝑥− 𝛿𝑦 (тут 𝛿𝑥 –

мiра Дiрака, асоцiйована з 𝑥). Якщо заданi 𝑛 таких мiр 𝜇𝑥1,𝑦1, . . . , 𝜇𝑥𝑛,𝑦𝑛 ми

можемо розглянути їх як лiнiйнi функцiонали на просторi 𝑋 дiйснознач-

них функцiй на {𝑥1, 𝑦1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦𝑛} (ми вважаємо, що ця множина скла-

дається з 2𝑛 точок). Тепер нехай 𝜇 := 𝑔1𝜇𝑥1,𝑦1 + +̧𝑔𝑛𝜇𝑥𝑛,𝑦𝑛 є довiльною

мiрою в конусi, що вiн згенерований 𝜇𝑥𝑖,𝑦𝑖. Анiгiлятор 𝑉 мiри 𝜇 є (2𝑛− 1)-

вимiрним пiдпростором 2𝑛-вимiрного простору 𝑋. З нашої теореми, 𝑉 мо-

же мiстити тiльки “небагато"функцiй типу 𝑥 ↦→ 𝑥𝑝, а саме не бiльше 𝑛− 1

таких функцiй. Таким чином, мiри такого типу є в деякому сенсi “анти-

ортогональними"функцiям типу 𝑥 ↦→ 𝑥𝑝.

Тепер ми обговоримо деякi узагальнення нашого результату, i спершу

ми перейдемо вiд скiнчених до нескiнчених послiдовностей. Виникає на-

ступне природне питання.

Питання 4.7.4. Нехай 𝑥1 > 𝑥2 > · · · > 0 i 𝑦1 > 𝑦2 > · · · > 0 є послiдовно-

стями. Чи випливає з
∑︀
𝑥𝑝𝑖 =

∑︀
𝑦𝑝𝑖 для “достатньо багатьох"показникiв 𝑝,

що 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 для усiх 𝑖?

Для того, щоб питання можна було поставити, ми будемо розглядати

послiдовностi, якi належать до деякого 𝑙𝑝-простору з 𝑝 > 0. Очевидно, що
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скiнченої кiлькостi показникiв 𝑝 недостатньо для позитивної вiдповiдi на

питання, далi ми наводимо результат з позитивною вiдповiддю.

Твердження 4.7.5. ([22]). Припустимо, що (𝑥𝑖), (𝑦𝑖) ∈ 𝑙𝑝0 для деякого

𝑝0 > 0, i що 𝑥1 > 𝑥2 > · · · > 0, 𝑦1 > 𝑦2 > · · · > 0. Тодi, якщо
∞∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝑥
𝑝𝑟
𝑖 =

∞∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖𝑦
𝑝𝑟
𝑖 (4.135)

виконується для довiльної обмеженої послiдовностi 𝑔𝑖 додатних чисел i

нескiнченої кiлькостi рiзних 𝑝𝑟, таких що inf 𝑝𝑟 > 𝑝0, то 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 для усiх 𝑖.

Доведення. Ми розглянемо два випадки.

1. Послiдовнiсть (𝑝𝑟) має скiнчену граничну точку 𝑞. Нехай 𝑓 : {Re 𝑧 >
𝑝0} → C є наступною функцiєю 𝑓(𝑧) =

∑︀
𝑔𝑖𝑥

𝑧
𝑖 −

∑︀
𝑔𝑖𝑦

𝑧
𝑖 . Функцiя 𝑓 є

аналiтичною в своєї областi, i коренi цiєї функцiї мають скiнчену граничну

точку 𝑞. Тодi 𝑓 є тотожно нульовою функцiєю, i легко перевiрити, що тодi

𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 для усiх 𝑖.

2. Послiдовнiсть (𝑝𝑟) має ∞ як граничну точку. Для простоти припу-

стимо, що 𝑝𝑟 → ∞. Нехай наше твердження не виконується. Без втрати

загальностi ми вважаємо, що 𝑥1 > 𝑦1, i пiсля вiдповiдної нормалiзацiї ми

можемо вважати, що 𝑥1 = 1. Якщо ми положимо, що 𝑝𝑟 прямує до нескiнче-

ностi в (4.135), то лiва частина збiгається до 𝑔1, а права частина збiгається

до 0; це протирiччя доводить потрiбний результат. 2

Друге природне узагальнення – замiнити послiдовностi на функцiї. Для

простоти ми будемо розглядати тiльки неперервнi функцiї 𝑓, ℎ : [0, 1] →
[0,∞), i ми бажаємо зробити висновок з того, що

∫︀ 1

0 𝑓
𝑝(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︀ 1

0 ℎ
𝑝(𝑥)𝑑𝑥

для “великої кiлькостi"показникiв 𝑝, що 𝑓 i ℎ є однаковими функцiями.

Достатня умова може бути легко знайдена за допомогою вiдомої теореми

Мюнца-Саса.

Твердження 4.7.6. Нехай 𝑓, ℎ є неперервними функцiями, 𝑓, ℎ : [0, 1] →
[0,∞), i припустимо додатково, що вони обидвi є зростаючими i 𝑔 є до-

датною. Тодi iз припущення
∫︀ 1

0 𝑓
𝑝𝑟(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︀ 1

0 ℎ
𝑝𝑟(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥 для деякої
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послiдовностi 0 < 𝑝1 < 𝑝2 < · · · показникiв, якi задовольняють умову∑︀
1/𝑝𝑟 = ∞, випливає, що 𝑓 = ℎ.

Доведення. Ми можемо припустити, що
∫︀ 1

0 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 1, i ми будемо роз-

глядати 𝑓 i ℎ як [𝑎, 𝑏]-значнi випадковi змiннi, якi є визначеними на ймовiр-

нiсному просторi, що вiн задається щiльнiстю 𝑔 на [0, 1]. Позначимо через

𝜇, 𝜈 вiдповiдно iндуцированi мiри на [𝑎, 𝑏]. Тодi
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑡

𝑝𝑟𝑑𝜇(𝑡) =
∫︀ 𝑏
𝑎 𝑡

𝑝𝑟𝑑𝜈(𝑡)

для усiх 𝑟. Але лiнiйна оболонка функцiй 𝑡 ↦→ 𝑡𝑝𝑟 формує повний лiнiйний

пiдпростiр в 𝐶[𝑎, 𝑏] за теоремою Мюнца-Саса (дивись [198, теорема 15.26]),

внаслiдок чого 𝜇 дорiвнює 𝜈. Звiдти легко вивести, що 𝑓 = ℎ. 2

В цьому параграфi ми сконцентрувалися на аналiтичних аспектах про-

блеми, тому обмеження до невiд’ємних 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 було природним. Ми також

вiдмiтили, що у випадку натуральних показникiв степенiв деякi обмежен-

ня необхiднi. Нехай 𝑚1 < · · · < 𝑚𝑛 є натуральними числами i 𝐴 є пiдмно-

жиною множини комплексних чисел. Ми говоримо, що (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) є 𝐴-

придатними, якщо з
∑︀

𝑖 𝑥
𝑚𝑘

𝑖 =
∑︀

𝑖 𝑦
𝑚𝑘

𝑖 для 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 випливає, що набiр

𝑥𝑖 є перестановкою набору 𝑦𝑖; це має виконуватися для довiльного набору

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ 𝐴. Якими є 𝐴-придатнi (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) для 𝐴 = Z,R, i
C?

Для випадку 𝐴 = [0,∞) теорема 4.7.3 дає повну вiдповiдь: усi набори

(𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) є придатними, для iнших 𝐴 ми маємо тiльки частковi резуль-

тати. Фактично, ситуацiя є навiть бiльш складною. Щоб проiлюструвати

це, ми розглянемо випадок 𝑛 = 2. Тодi (1, 3), очевидно, не є C-придатним,
оскiльки 𝑥1 + 𝑥2 = 𝑥3

1 + 𝑥3
2 = 0 виконується, коли 𝑥1 + 𝑥2 = 0. З iншого

боку, якщо 𝑥1+𝑥2 не дорiвнює нулю, то 𝑥2
1+𝑥

2
2 може бути вираженим через

𝑥1 + 𝑥2 i 𝑥3
1 + 𝑥3

2:

𝑥2
1 + 𝑥2

2 = (𝑥1 + 𝑥2)
2 − 2

(𝑥1 + 𝑥2)
3 − (𝑥3

1 + 𝑥3
2)

3(𝑥1 + 𝑥2)
.

Тобто, iз нашого розгляду випадку 𝑥1 + 𝑥2 не дорiвнює нулю, 𝑥1, 𝑥2 будуть

перестановкою 𝑦1, 𝑦2 якщо виконується 𝑥1 +𝑥2 = 𝑦1 + 𝑦2 i 𝑥3
1 +𝑥3

2 = 𝑦3
1 + 𝑦3

2.

Це мотивує нас назвати (𝑚1, . . . ,𝑚𝑛) майже 𝐴-придатними, якщо iснує
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Борелевська множина Δ ⊂ C𝑛 мiри нуль, така що потрiбний висновок

виконується при додатковому припущеннi, що вектор (
∑︀

𝑖 𝑥
𝑚𝑘

𝑖 )𝑘=1,...,𝑛 не

належить до Δ. Ми щойно показали, що (1, 3) є майже C-придатним, i,
приклавши трохи бiльше зусиль, можна продемонструвати, що немає iнших

прикладiв для 𝑛 = 2 (з точнiстю до (𝑚1,𝑚2) = (1, 2), звичайно).

Наш пiдхiд показує, як розглянути проблему в загальному випад-

ку. Фiксуємо 𝑛 i позначимо через 𝑠𝑘 елементарнi симетричнi многочле-

ни Ньютона 𝑥𝑘1 + · · · + 𝑥𝑘𝑛 для 𝑘 = 1, 𝑙. Тодi iдея в тому, щоб вирази-

ти 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛 через 𝑠𝑚1
, . . . , 𝑠𝑚𝑛

. Вiдповiдно до приватного повiдомлення

Д.Заг’єра (D. Zagier), це питання вивчалося в двадцятi роки минулого

столiття вiдомим японським математиком С.Какеєю, який отримав наступ-

ний результат: усi 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛 є функцiями вiд 𝑠𝑚1
, . . . , 𝑠𝑚𝑛

тодi i тiльки тодi,

коли доповнення множини {𝑚1, . . . ,𝑚𝑛} по вiдношенню до множини N є

адитивною пiвгрупою. На жаль, оригiнальна стаття С.Какейї не є доступ-

ною для нас.

4.8 Застосування деяких полiномiальних оцiнок до власти-

востей банахових алгебр

Нехай 𝐴 є банаховою алгеброю. Дуже добре вiдомо, що одиниця алгеб-

ри 1 є крайньою точкою замкненого одиничного кола алгебри 𝐴. Просте

доведення цього факту можна знайти в класичнiй книзi С.Сакаї [199, твер-

дження 1.6.6]. Бiльш того, вiдомо також, що 1 є “сильно крайньою точкою”

одиничного кола, або MLUR (вiд англiйського ‘midpoint locally uniformly

rotund”) (дивись [34, теорема 4.5], або [163, теорема 18] для комплексного

випадку i [96, твердження 3.3] для дiйсного випадку). Нам потрiбнi деякi

загальноприйнятi позначення. Якщо 𝑋 є дiйсним або комплексним бана-

ховим простором, то ми позначаємо 𝐵𝑋 i 𝑆𝑋 замкнену одиничну кулю i

одиничну сферу простору 𝑋. Ми позначаємо 𝑋* спряжений простiр до 𝑋

i 𝐿(𝑋) простiр усiх неперервних лiнiйних операторiв на 𝑋.

Означення 4.8.1. Нехай 𝑋 є банаховим простором. Точка 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 на-
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зивається “сильно крайньою точкою” одиничного кола, або MLUR, якщо

виконується одна (i тодi усi) з наступних еквiвалентних умов:

(𝑖) Для кожного 𝜀 > 0 iснує 𝛿 > 0, таке що, якщо 𝑦, 𝑧 належать до 𝐵𝑋 з

‖𝑦 + 𝑧 − 2𝑥0‖ < 𝛿, то ‖𝑦 − 𝑧‖ < 𝜀.

(𝑖𝑖) Для двох заданих послiдовностей (𝑦𝑛), (𝑧𝑛) в 𝐵𝑋 , якщо (𝑦𝑛 + 𝑧𝑛) −→
2𝑥0, то (𝑦𝑛 − 𝑧𝑛) −→ 0 (еквiвалентно, (𝑦𝑛) −→ 𝑥0 i (𝑧𝑛) −→ 𝑥0).

(𝑖𝑖𝑖) Для кожної послiдовностi (𝑥𝑛) в𝑋, якщо ‖𝑥0+𝑥𝑛‖ −→ 1 i ‖𝑥0−𝑥𝑛‖ −→
1, то (𝑥𝑛) −→ 0.

(𝑖𝑣) Для кожної послiдовностi (𝑥𝑛) в 𝑋, якщо max
±

‖𝑥0 ± 𝑥𝑛‖ −→ 1, то

(𝑥𝑛) −→ 0.

(𝑣) Для кожного 𝜀 > 0, число

𝛿𝑋(𝑥0; 𝜀) = inf

{︂
max
±

‖𝑥0 ± 𝑥‖ − 1 : 𝑥 ∈ 𝑋, ‖𝑥‖ = 𝜀

}︂
є додатним.

Пункт (𝑣) цього визначення дає числову версiю концепцiї сильної край-

ньої точки, якщо використовувати так званий модуль MLUR. Головна цiль

цього параграфу – дати нижню оцiнку на 𝛿𝑋(𝑥0; 𝜀), коли 𝑋 є банаховою

алгеброю i 𝑥0 є її одиницею. Щоб зробити це, ми введемо наступне позна-

чення для банахової алгебри 𝐴

𝛿𝐴(𝜀) := inf

{︂
max
±

‖1± 𝑥‖ − 1 : 𝑥 ∈ 𝐴, ‖𝑥‖ = 𝜀

}︂
i

𝛿(𝜀) := inf {𝛿𝐴(𝜀) : 𝐴 − банахова алгебра} .

Вiдмiтимо, що для визначення 𝛿𝐴(𝜀) ми розглядаємо двовимiрний лiнiй-

ний пiдпростiр 𝐴, що її розглядаємо як лiнiйний простiр, а саме пiдпро-

стiр Lin{1, 𝑥}, i структуру норми в ньому (лiнiйний пiдпростiр Lin{1, 𝑥}
не є, взагалi кажучи, пiдалгеброю 𝐴). Добре вiдомо (дивись, наприклад,

[2, с. 192]), що будь-яка опукла, поглинаюча, збалансована i алгебраїчно

обмежена множина задає одиничну кулю в лiнiйному просторi (у нашому
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випадку двовимiрному). Однак, той факт, що цей двовимiрний лiнiйний

пiдпростiр вкладається в банахову алгебру, накладає жорсткi обмеження

на структуру одиничної кулi, зокрема, як ми доведемо далi, одиниця 1 є

крайньою точкою замкненого одиничного кола алгебри 𝐴.

Вiдзначимо, що квадратична оцiнка для 𝛿(𝜀) є найкращою можливою:

𝛿(𝜀) 6 𝛿C(𝜀) =
√︀

1 + 𝜀2 − 1.

Твердження 4.8.2. Нехай 𝐻 є гiльбертовим простором i нехай 𝐴 є за-

мкненою пiдалгеброю в 𝐿(𝐻). Тодi 𝛿𝐴(𝜀) >
√
1 + 𝜀2 − 1. Зокрема, це вико-

нується для довiльної (дiйсної або комплексної) 𝐶*-алгебри.

Доведення. Очевидно, що достатньо довести цей факт для 𝐴 = 𝐿(𝐻).

Нехай 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻), ‖𝑇‖ > 𝜀. Виберемо елемент 𝑥 ∈ 𝑆𝐻 для котрого ‖𝑇𝑥‖ > 𝜀.

Тодi

max
±

‖I𝑑± 𝑇‖2 > max
±

‖𝑥± 𝑇𝑥‖2

>
1

2

(︀
‖𝑥+ 𝑇𝑥‖2 + ‖𝑥− 𝑇𝑥‖2

)︀
= 1 + ‖𝑇𝑥‖2 > 1 + 𝜀2.

2

З оглядом до наведеного вище результату ми можемо сформулювати

таку гiпотезу.

Гiпотеза 4.8.3. 𝛿(𝜀) =
√
1 + 𝜀2 − 1.

Наступний простий результат можна розглядати як перший крок до

доведення цiєї гiпотези.

Зауваження 4.8.4. 𝛿(𝜀) =
√
1 + 𝜀2 − 1 для 𝜀 = 1. Дiйсно, для кожної

банахової алгебри 𝐴 i для кожного 𝑥 ∈ 𝐴 ми маємо

𝑥 =
1

4

(︀
(1+ 𝑥)2 − (1− 𝑥)2

)︀
,

тому

‖𝑥‖ 6 1

4

(︀
‖1+ 𝑥‖2 + ‖1− 𝑥‖2

)︀
.

Тодi (𝛿𝐴(𝜀)+1)2 > inf{1
2

(︀
‖1+ 𝑥‖2 + ‖1− 𝑥‖2

)︀
: 𝑥 ∈ 𝐴, ‖𝑥‖ = 𝜀} > 2𝜀, тому

𝛿(𝜀) >
√
2𝜀− 1, що дає для 𝜀 = 1 оцiнку 𝛿(1) >

√
2− 1, яку ми бажаємо.
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В цьому параграфi ми використаємо спецiальнi полiномiальнi тотожно-

стi для доведення наступного твердження.

Теорема 4.8.5. ([110]). Обернена до 𝛿(𝜀) функцiя 𝜀(𝛿) може бути оцiненою

наступним чином:

𝜀(𝛿) 6 2

√︂
𝑒

𝜋
·
√︀

log(1 + 𝛿) · (1 + 𝛿)6. (4.136)

З цього випливає, що 𝛿(𝜀) > 𝜋
4e𝜀

2 + 𝑜(𝜀2) при 𝜀→ 0.

Ми почнемо з деяким алгебраїчних формул. Далi ми позначатимемо

𝐶𝑘
𝑛 бiномiальнi коефiцiєнти: 𝐶𝑘

𝑛 = 𝑛!
𝑚!(𝑛−𝑚)! , 0 6 𝑘 6 𝑛. Ми вважаємо, що

коефiцiєнт 𝐶𝑘
𝑛 є також визначеним для 𝑘 < 0 i в цьому випадку дорiвнює

нулю.

Лема 4.8.6. Для усiх 𝑚 ∈ N виконуються тотожностi:
𝑚∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑚+1(2𝑚+ 1− 2𝑘) = (𝑚+ 1)𝐶𝑚

2𝑚+1 (4.137)

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑚(2𝑚− 2𝑘) = 𝑚𝐶𝑚

2𝑚. (4.138)

Доведення. Ми доведемо обидвi тотожностi одночасно iндукцiєю по 𝑚.

Для 𝑚 = 1 обидвi тотожностi (4.137) i (4.138), очевидно, виконуються.

Припустимо, що (4.138) є вiрним для 𝑚 = 𝑝. Доведемо, що (4.137) є

вiрним для 𝑚 = 𝑝+ 1. Ми маємо
𝑝∑︁

𝑘=0

(2𝑝+ 1− 2𝑘)𝐶𝑘
2𝑝+1 =

𝑝∑︁
𝑘=0

(2𝑝+ 1− 2𝑘)(𝐶𝑘
2𝑝 + 𝐶𝑘−1

2𝑝 )

= 𝐶𝑝
2𝑝 +

𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑝

(︀
(2𝑝+ 1− 2𝑘) + (2𝑝+ 1− 2(𝑘 + 1))

)︀
= 𝐶𝑝

2𝑝 +

𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑝(4𝑝− 4𝑘) = (2𝑝+ 1)𝐶𝑝

2𝑝 = (𝑝+ 1)𝐶𝑝
2𝑝+1.

Припустимо, що (4.137) є вiрним для 𝑚 = 𝑝. Доведемо, що (4.138) є

вiрним для 𝑚 = 𝑝+ 1. Ми маємо
𝑝∑︁

𝑘=0

(2𝑝+ 2− 2𝑘)𝐶𝑘
2𝑝+2 =

𝑝∑︁
𝑘=0

(2𝑝+ 2− 2𝑘)(𝐶𝑘
2𝑝+1 + 𝐶𝑘−1

2𝑝+1)
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= 2𝐶𝑝
2𝑝+1 + 2

𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑝+1(2𝑝+ 1− 2𝑘) = (2𝑝+ 2)𝐶𝑝

2𝑝+1 = (𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
2𝑝+2.

2

Тепер ми можемо довести теорему 4.8.5.

Доведення. Система многочленiв {𝐵𝑛(𝑥, 𝑘) = (1+𝑥)𝑛−𝑘(1−𝑥)𝑘}𝑛𝑘=0 утво-

рює базис в лiнiйному просторi P𝑛 = {𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 : 𝑎𝑘 ∈ R}. Знай-

демо коефiцiєнти 𝑏𝑘, такi що

𝑥 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘(1 + 𝑥)𝑛−𝑘(1− 𝑥)𝑘. (4.139)

Ми маємо
𝑥

(1 + 𝑥)𝑛
=

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘

(︂
1− 𝑥

1 + 𝑥

)︂𝑘
. (4.140)

Позначимо через 𝑦 = 1−𝑥
1+𝑥 , тодi 𝑥 = 1−𝑦

1+𝑦 , 1 + 𝑥 = 2
1+𝑦 , i ми маємо

(1− 𝑦)(1 + 𝑦)𝑛−1

2𝑛
=

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑦
𝑘. (4.141)

Тобто,

𝑏0 =
1

2𝑛
, 𝑏𝑛 = − 1

2𝑛
, 𝑏𝑘 =

𝐶𝑘
𝑛−1 − 𝐶𝑘−1

𝑛−1

2𝑛
, 1 6 𝑘 6 𝑛− 1. (4.142)

Оскiльки 𝐶𝑘
𝑛−1 − 𝐶𝑘−1

𝑛−1 = 𝐶𝑘
𝑛 · 𝑛−2𝑘

𝑛 , ми отримуємо, що для кожного 𝑛 ∈ N
виконується наступна тотожнiсть:

𝑥 =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛

2𝑛
· 𝑛− 2𝑘

𝑛
(1 + 𝑥)𝑛−𝑘(1− 𝑥)𝑘. (4.143)

Цю тотожнiсть можна застосувати до елемента 𝑥 банахової алгебри. Тому,

якщо ‖𝑥‖ = 𝜀, max{‖1 + 𝑥‖, ‖1− 𝑥‖} = 1 + 𝛿, то ми отримуємо

𝜀 6
(1 + 𝛿)𝑛

𝑛2𝑛

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛|𝑛− 2𝑘|. (4.144)

Припустимо, що 𝑛 = 2𝑚+ 1,𝑚 = 0, 1, 2, . . . .. Тодi

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛|𝑛− 2𝑘| =

2𝑚+1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑚+1|2𝑚+ 1− 2𝑘|
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=
𝑚∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑚+1(2𝑚+ 1− 2𝑘) +

2𝑚+1∑︁
𝑘=𝑚+1

𝐶𝑘
2𝑚+1(2𝑘 − 2𝑚− 1)

= 2
𝑚∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑚+1(2𝑚+ 1− 2𝑘).

(для отримання останньої рiвностi ми пiдставляємо в другу суму 𝑘 = 2𝑚+

1 − 𝑝 i застосовуємо рiвнiсть 𝐶2𝑚+1−𝑝
2𝑚+1 = 𝐶𝑝

2𝑚+1). Тепер пiдставляючи це в

(4.144) i використовуючи (4.137), ми маємо

𝜀 6
(𝑚+ 1)(1 + 𝛿)2𝑚+1

(2𝑚+ 1)22𝑚
𝐶𝑚

2𝑚+1. (4.145)

Припустимо 𝑛 = 2𝑚,𝑚 = 1, 2, . . . .. Тодi
𝑛∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛|𝑛− 2𝑘| =

2𝑚∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑚|2𝑚− 2𝑘|

=
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑚(2𝑚− 2𝑘) +

2𝑚∑︁
𝑘=𝑚+1

𝐶𝑘
2𝑚(2𝑘 − 2𝑚) =

2
𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑚(2𝑚− 2𝑘).

(для отримання останньої рiвностi ми пiдставляємо в другу суму 𝑘 = 2𝑚−𝑝
i застосовуємо рiвнiсть 𝐶2𝑚−𝑝

2𝑚 = 𝐶𝑝
2𝑚). Тепер пiдставляючи це в (4.144) i

використовуючи (4.138), ми маємо

𝜀 6
(1 + 𝛿)2𝑚

(2𝑚)22𝑚−1
𝑚𝐶𝑚

2𝑚 =

(︂
1 + 𝛿

2

)︂2𝑚

𝐶𝑚
2𝑚. (4.146)

Ми будемо використовувати наступну формулу Стiрлiнга з оцiнкою

остаточного члена:
√
2𝜋𝑛 𝑛𝑛 𝑒−𝑛 < 𝑛! <

√
2𝜋𝑛 𝑛𝑛 𝑒−𝑛 𝑒

1
4𝑛 . (4.147)

Використовуючи цю формулу, ми отримуємо

𝐶𝑚
2𝑚 =

(2𝑚)!

(𝑚!)2
6

√
4𝜋𝑚 (2𝑚)2𝑚 𝑒−2𝑚 𝑒

1
8𝑚

2𝜋𝑚 𝑚2𝑚 𝑒−2𝑚
=

22𝑚 𝑒
1

8𝑚

√
𝜋𝑚

.

Пiдставляючи це в (4.146), ми маємо для кожного 𝑚 ∈ N

𝜀 6
(1 + 𝛿)2𝑚

√
𝜋𝑚

𝑒
1

8𝑚 . (4.148)



236

Для 𝛿 > 0 ми покладемо 𝑚 = 1 + ⌊ 1
4 log(1+𝛿)⌋ i з (4.148) ми нарештi

отримуємо необхiдну оцiнку (4.136). 2

Висновки до роздiлу 4

В цьому роздiлi ми ввели поняття гiперболiчного многочлена, а також

клас цiлих функцiй Лаґерра-Полiа, який є замкненням класу гiперболiч-

них многочленiв в топологiї рiвномiрної збiжностi на компактах. Крiм того,

ми ввели спецiальнi лiнiйнi оператори, якi не зменшують кiлькостi дiйс-

них коренiв дiйсного многочлена, i, у зв’язку з цим, поняття послiдовностi

𝒞𝒵𝒟𝒮. Ми розглянули важливу спецiальну функцiю, так звану часткову

тета-функцiю, i дослiдили, для яких значень параметру ця функцiя нале-

жить до класу Лаґерра-Полiа, i для яких значень параметру ця функцiя

має стiйкi вiдрiзки ряду Тейлора. Дослiдженi деякi спецiальнi цiлi функцiї,

пов’язанi з частковою тета-функцiєю, i вивчене питання про те, чи нале-

жать цi функцiї i їх вiдрiзки ряду Тейлора до класу Лаґерра-Полiа. Ми до-

вели новi необхiднi i достатнi умови для того, щоб цiла функцiя належала

до класу Лаґерра-Полiа, а саме узагальненi нерiвностi Лаґерра i комплекснi

нерiвностi Лаґерра. В кiнцi роздiлу ми застосували розробленi методи для

оцiнки числа дiйсних коренiв спецiальних квазiмногочленов i для оцiнки

локального модуля опуклостi банахової алгебри в одиницi.

До основних результатiв роздiлу вiдносяться:

– Теорема 4.1.8, яка дає повну вiдповiдь на питання, при яких значеннях

параметру часткова тета-функцiя i її вiдрiзки ряду Тейлора належать

до класу Лаґерра-Полiа.

– Теореми 4.2.16, 4.4.1 i 4.4.4 в яких дослiджується належнiсть до класу

Лаґерра-Полiа деяких важливих спецiальних цiлих функцiй i їх вiдрiз-

кiв ряду Тейлора.

– Теорема 4.3.1 про стiйкiсть вiдрiзкiв ряду Тейлора часткової тета-

функцiї.
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– Теорема 4.5.1, в якої дослiджується належнiсть до класу Лаґерра-Полiа

цiлих функцiй з додатними коефiцiєнтами, якi мають другi вiдношення

коефiцiєнтiв Тейлора, що вони спадають.

– Теореми 4.6.6 i 4.6.10, якi доводять, що узагальненi нерiвностi Лаґерра,

так само як i комплекснi нерiвностi Лаґерра, є необхiдними i достатнi-

ми умовами для того, щоб довiльна цiла функцiя належала до класу

Лаґерра-Полiа.

– Теорема 4.7.3, яка дає оцiнку числа дiйсних коренiв спецiальних ква-

зiмногочленов через число знакозмiн послiдовностi, побудованої по ко-

ефiцiєнтах квазiмногочлена.

– Теорема 4.8.5, яка дає оцiнку локального модуля опуклостi довiльної

дiйсної банахової алгебри в одиницi.
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РОЗДIЛ 5

МIРИ ВIДДIЛЕННЯ КОРЕНIВ МНОГОЧЛЕНIВ I ЛIНIЙНI

ОПЕРАТОРИ, ЩО ВОНИ ЗБЕРIГАЮТЬ ГIПЕРБОЛIЧНIСТЬ

5.1 Послiдовностi множникiв, меш i логарифмiчний меш

Ми нагадуємо, що через ℋ𝒫 ⊂ R[𝑥] позначається множина гiперболiч-
них многочленiв, тобто дiйсних многочленiв з усiма дiйсними коренями.

Кажуть, що лiнiйний оператор 𝑇 : R[𝑥] → R[𝑥] зберiгає гiперболiчнiсть,
якщо вiн переводить множину гiперболiчних многочленiв в себе, тобто

𝑇 (ℋ𝒫) ⊂ ℋ𝒫 . Визначна робота Дж.Борсеа i П.Брандена [37] дає характе-
ризацiю таких операторiв.

Далi нам потрiбнi двi поширенi характеристики вiддiлення коренiв гi-

перболiчних многочлена.

Означення 5.1.1. Для многочлена 𝑃 ∈ ℋ𝒫 , deg𝑃 > 2, позначимо через

mesh(𝑃 ) мiнiмальну вiдстань мiж його рiзними коренями:

mesh(𝑃 ) := min
16𝑗6𝑛−1

(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗)

для 𝑃 = 𝐶(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) · . . . · (𝑥 − 𝑥𝑛), де 𝑥1 6 𝑥2 6 . . . 6 𝑥𝑛 (якщо

многочлен 𝑃 має подвiйний дiйсний корiнь, то за означеннямmesh(𝑃 ) = 0).

Означення 5.1.2. Для многочлена з усiма дiйсними коренями, якi мають

один знак, 𝑃 ∈ ℋ𝒫+, deg𝑃 > 2, позначимо через lmesh(𝑃 ) мiнiмальне

вiдношення мiж його послiдовними коренями:

lmesh(𝑃 ) := min
16𝑗6𝑛−1

𝑥𝑗+1

𝑥𝑗

для 𝑃 = 𝐶(𝑥+ 𝑥1)(𝑥+ 𝑥2) · . . . · (𝑥+ 𝑥𝑛), де 0 < 𝑥1 6 𝑥2 6 . . . 6 𝑥𝑛 (якщо

многочлен 𝑃 має подвiйний дiйсний корiнь, то за означенням lmesh(𝑃 ) =

1).

Один з перших результатiв про лiнiйнi оператори, якi не зменшують

меш, належить М.Рису, але став вiдомим завдяки А.Стоянову (дивись
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[208]). А.Стоянов у своєї роботi дає просте доведення результату, про який

пише, що формулювання належить М.Рису.

Твердження 5.1.3. ([208]). Для кожного гiперболiчного многочлена 𝑝 i

кожного дiйсного 𝜆 виконується

𝑚𝑒𝑠ℎ(𝑝− 𝜆𝑝′) > 𝑚𝑒𝑠ℎ(𝑝).

Нагадуємо, що добре вiдома теорема Ермiта-Пулена (дивись [173, с. 4])

стверджує, що лiнiйний диференцiальнiй оператор 𝑇 = 𝑎0 + 𝑎1
𝑑
𝑑𝑥 + ... +

𝑎𝑘
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
зi сталими коефiцiєнтами зберiгає гiперболiчнiсть тодi i тiльки тодi,

коли його символ 𝑄(𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡+ ...+ 𝑎𝑘𝑡
𝑘 є гiперболiчним многочленом.

Таким чином, з твердження 5.1.3 разом з теоремою Ермiта-Пулена негайно

випливає таке твердження.

Твердження 5.1.4. Кожен лiнiйний диференцiальнiй оператор зi стали-

ми коефiцiєнтами, який зберiгає гiперболiчнiсть, не зменшує меш гiпер-

болiчного многочлена.

Наш головний iнтерес в цьому параграфi – знайти аналог тверджен-

ня 5.1.4 для iнших важливих класiв класiв лiнiйних операторiв, якi зберi-

гають гiперболiчнiсть.

Нехай задана послiдовнiсть Γ = (𝛾𝑛)
∞
𝑛=0 дiйсних або комплексних чи-

сел, тодi ми позначимо через 𝑇Γ лiнiйний оператор, який дiагоналiзуется в

стандартному мономiальному базисi простору C[𝑥], i дiє наступним чином:

𝑇Γ(𝑥
𝑖) = 𝛾𝑖𝑥

𝑖.

Ми нагадуємо визначення 4.2.1 послiдовностi множникiв, яке вводилося

у роздiлi 4. Крiм того, послiдовнiсть Γ = (𝛾𝑛)
∞
𝑛=0 дiйсних чисел називається

послiдовнiстю множникiв першого роду, коли її оператор 𝑇Γ зберiгає ℋ𝒫 , i
послiдовнiсть Γ = (𝛾𝑛)

∞
𝑛=0 дiйсних чисел називається послiдовнiстю множ-

никiв другого роду, коли оператор 𝑇Γ переводить довiльний гiперболiчний

многочлен з усiма коренями одного знаку в гiперболiчний многочлен. Ми

нагадуємо також сформульований в роздiлi 4 фундаментальний критерiй
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4.2.2 Дж.Полiа i I.Шура для того, щоб дана послiдовнiсть була послiдов-

нiстю множникiв.

Нам потрiбен також наступний аналог теореми Дж.Полiа i I.Шура для

многочленiв фiксованого степеня. Позначимо R𝑘[𝑥] := {𝑃 ∈ R[𝑥] : deg𝑃 6
𝑘}. Для заданої скiнченої послiдовностi (𝛾𝑛)𝑘𝑛=0 розглянемо дiагональний

в стандартному мономiальному базисi оператор 𝑇 : R𝑘[𝑥] → R𝑘[𝑥], який

помножує 𝑥𝑗 на число 𝛾𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 𝑘. Якщо такий оператор зберiгає мно-

жину гiперболiчних многочленiв степеня не вище за 𝑘, ми називаємо його

скiнченовимiрним оператором, який зберiгає гiперболiчнiсть, а послiдов-

нiсть (𝛾𝑛)
𝑘
𝑛=0 – послiдовнiстю множникiв довжини 𝑘 + 1. Наступний ре-

зультат був доведений в роботi Т.Кравена i Дж.Ксордаша [58, теорема 3.7],

дивись також [55, теорема 3.1].

Теорема 5.1.5. ([58, теорема 3.7]). Для послiдовностi (𝛾𝑛)𝑘𝑛=0 наступнi двi

умови є еквiвалентними:

(i) (𝛾𝑛)𝑘𝑛=0 є послiдовнiстю множникiв довжини 𝑘 + 1;

(ii) многочлен 𝑄Γ(𝑡) =
∑︀𝑘

𝑗=0

(︀
𝑘
𝑗

)︀
𝛾𝑗𝑡

𝑗 має усi дiйснi коренi одного знаку.

Можливо iдентифiкувати пiвгрупу послiдовностей множникiв довжини

𝑘+ 1 (з операцiєю, якої вiдповiдає композицiя вiдповiдних лiнiйних опера-

торiв) з множиною многочленiв степеня 𝑘 з усiма дiйсними коренями одно-

го знаку. Звичайне множення дiагональних матриць тодi вiдповiдає згортцi

Шура-Сеге многочленiв (дивись [210]).

Означення 5.1.6. Згорткою Шура-Сегьо 𝑃 *𝑄 двох многочленiв 𝑃 (𝑥) =∑︀𝑘
𝑗=0

(︀
𝑘
𝑗

)︀
𝑎𝑗𝑥

𝑗 i 𝑄(𝑥) =
∑︀𝑘

𝑗=0

(︀
𝑘
𝑗

)︀
𝑏𝑗𝑥

𝑗 називається многочлен

𝑃 *𝑄(𝑥) =
𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
𝑎𝑗𝑏𝑗𝑥

𝑗.

Тепер ми готовi почати формулювати нашi твердження. Аналогом твер-

дження 5.1.3 є наступне твердження.
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Твердження 5.1.7. ([130]). Для кожного 𝜆 > 0 диференцiальний опера-

тор 𝑇 (𝑝(𝑥)) = 𝜆𝑝+ 𝑥𝑝′ має властивiсть

lmesh(T(p)) > lmesh(p),

де 𝑝 є довiльним многочленом з усiма дiйсними коренями одного знаку.

Останнє твердження може бути узагальнено до твердження про згорт-

ку Шура-Сеге многочленiв одного степеня. А саме, справедлива наступна

теорема.

Теорема 5.1.8. ([130]). Нехай заданi два многочлена 𝑃 i 𝑄 степеня 𝑘 з

усiма дiйсними коренями одного знаку. Тодi

lmesh(P *Q) > max(lmesh(P), lmesh(Q)).

Зауваження 5.1.9. Дивлячись на формулювання теореми 5.1.8, природ-

но було б очiкувати, що виконується сильнiша нерiвнiсть lmesh(P * Q) >

lmesh(P) · lmesh(Q). Але остання нерiвнiсть не є вiрною навiть для много-

членiв другого степеня.

Зауваження 5.1.10. Вiдмiтимо, що теорема 5.1.8 не є наслiдком твер-

дження 5.1.7 (на вiдмiну вiд випадку сталих коефiцiєнтiв), оскiльки не усi

послiдовностi множникiв довжини 𝑘+1, що їх розглянуто як диференцiаль-

нi оператори, можуть бути представленi як добуток операторiв вигляду

𝜆𝑝+𝑥𝑝′. З iншого боку, твердження 5.1.7 є наслiдком теореми 5.1.8, оскiль-

ки, як ми покажемо нижче, для довiльного додатного натурального числа

𝑘 можна представити дiю оператору 𝜆+ 𝑥 𝑑
𝑑𝑥 на многочленах степеня 𝑘 як

згортку Шура-Сеге з деяким многочленом. Вiдмiтимо, що згортка Шура-

Сеге двох многочленiв, з яких один має усi дiйснi коренi, а iнший усi дейснi

коренi одного знаку, має усi дiйснi коренi.

Доведення. Для доведення теореми 5.1.8 i твердження 5.1.7 нам потрiб-

нi наступнi три факти, якi ми для зручностi зiбрали в лему. Першi два

твердження є добре вiдомими, i ми даємо вiдповiднi посилання, а трете

нескладно перевiряється.
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Лема 5.1.11. ([130]).

(i) Якщо заданi два многочлена 𝑓 i 𝑔 одного степеня, то полiномiальний

пучок 𝑐𝑓(𝑥)+𝑑𝑔(𝑥) мiстить тiльки гiперболiчнi многочлени тодi i тiльки

тодi, коли 𝑓 i 𝑔 мають усi дiйснi коренi, якi (не строго) перемежовують-

ся. (Це твердження вiдомо як теорема Обрешкова, дивись [173], також

це твердження перевiдкривалося багато разiв багатьма авторами).

(ii) Якщо заданi два многочлена 𝑃 i 𝑄 одного степеня, якi задовольняють

умову, що 𝑃 i 𝑄 є гiперболiчними i, до того, усi коренi 𝑄 мають один

знак, то їх згортка Шура-Сеге 𝑃 *𝑄 є гiперболiчним многочленом. (Це

твердження є окремим випадком добре вiдомої теореми Мало-Шура-

Сеге, дивись, наприклад, [210]).

(iii) Нехай 𝑃 (𝑥) = 𝑎(𝑥+𝑥1)(𝑥+𝑥2) · . . . ·(𝑥+𝑥𝑘), де 0 < 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑘, i

оберемо 𝜆 > 1. Тодi коренi многочленiв 𝑃 (𝑥) i 𝑃 (𝜆𝑥) перемежовуються

тодi i тiльки тодi, коли 𝜆 < lmesh(P). Аналогiчно, коренi многочленiв

𝑃 (𝑥) i 𝑃 (𝑥+𝜆) перемежовуються тодi i тiльки тодi, коли 𝜆 < mesh(P).

Доведемо спочатку твердження 5.1.4. Нехай задано лiнiйний диферен-

цiальний оператор 𝐴 зi сталими коефiцiєнтами скiнченого порядку, який

зберiгає гiперболiчнiсть. Припустимо, що iснує многочлен 𝑃 ∈ R[𝑥] з усiма
дiйсними коренями, такий що mesh(A(P)) < mesh(P). Виберемо 𝜆, яке за-

довольняє нерiвностi 0 6 mesh(A(P)) < 𝜆 < mesh(P). Тодi iз пункту (iii)

леми 5.1.11 коренi многочленiв 𝐴(𝑃 )(𝑥) i 𝐴(𝑃 )(𝑥 + 𝜆) не перемежовують-

ся. Використовуючи пункт (i) леми 5.1.11 ми отримуємо, що iснують сталi

𝑐, 𝑑 ∈ R, такi що многочлен 𝑐𝐴(𝑃 )(𝑥)+𝑑𝐴(𝑃 )(𝑥+𝜆) має недiйсний корiнь.
Але 𝑐𝐴(𝑃 )(𝑥) + 𝑑𝐴(𝑃 )(𝑥 + 𝜆) = 𝐴(𝐿)(𝑥), де 𝐿(𝑥) = 𝑐𝑃 (𝑥) + 𝑑𝑃 (𝑥 + 𝜆).

Оскiльки 𝜆 < mesh(P) коренi многочленiв 𝑃 (𝑥) i 𝑃 (𝑥+𝜆) перемежовують-

ся, i iз пункту (i) леми 5.1.11 ми отримуємо, що усi коренi 𝐿 є дiйсними.

Але з цього випливає, що усi коренi 𝐴(𝐿) повиннi бути дiйсними також.

Отримане протирiччя завершує доведення.

Тепер доведемо теорему 5.1.8. Нехай заданi два многочлена 𝑃 i 𝑄 одно-

го степеня з усiма дiйсними коренями одного знаку. Розглянемо многочлен
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𝑆(𝑥) := (𝑃 * 𝑄)(𝑥). Припустимо, що lmesh(S) < lmesh(P), i виберемо 𝜆,

таке що 1 6 lmesh(S) < 𝜆 < lmesh(P). Iз пункту (iii) леми 5.1.11, оскiль-

ки lmesh(S) < 𝜆, коренi многочленiв 𝑆(𝑥) i 𝑆(𝜆𝑥) не перемежовуються. Iз

пункту (i) леми 5.1.11 ми отримуємо, що iснують сталi 𝑐, 𝑑 ∈ R, такi що
многочлен 𝑐𝑆(𝑥) + 𝑑𝑆(𝜆𝑥) має недiйсний корiнь. Ми маємо

𝑐𝑆(𝑥) + 𝑑𝑆(𝜆𝑥) =
𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
(𝑐𝑎𝑗 + 𝑑𝜆𝑗𝑎𝑗)𝑏𝑗𝑥

𝑗.

Положимо 𝐿(𝑥) =
∑︀𝑗

𝑗=0

(︀
𝑘
𝑗

)︀
(𝑐𝑎𝑗+𝑑𝜆

𝑗𝑎𝑗)𝑥
𝑗 = 𝑐𝑃 (𝑥)+𝑑𝑃 (𝜆𝑥). Тодi ми маємо

𝑐𝑆(𝑥) + 𝑑𝑆(𝜆𝑥) = (𝐿 *𝑄)(𝑥).

Iз пункту (iii) леми 5.1.11, з нерiвностi 𝜆 < lmesh(P) випливає, що коренi

многочленiв 𝑃 (𝑥) i 𝑃 (𝜆𝑥) перемежовуються. Тодi з пункту (i) леми 5.1.11

усi коренi многочлена 𝐿 є дiйсними, а усi коренi многочлена 𝑄 є дiйсни-

ми i одного знаку. Тодi, з пункту (ii) леми 5.1.11, усi коренi многочлену

𝑐𝑆(𝑥)+𝑑𝑆(𝜆𝑥) повиннi бути дiйсними також. Отримане протирiччя завер-

шує доведення.

У кiнцi виведемо твердження 5.1.7 з теореми 5.1.8. Нескладно побачити,

що для довiльних многочленiв 𝑃 i 𝑄 одного степеня виконується спiввiд-

ношення (𝑃 + 𝑎𝑥𝑃 ′) *𝑄 = (𝑃 *𝑄) + 𝑎𝑥(𝑃 *𝑄)′. Коли 𝑃 (𝑥) = (𝑥 + 1)𝑘 ми

отримуємо 𝑃 *𝑄 = 𝑄 i

𝑄+ 𝑎𝑥𝑄′ = ((𝑥+ 1)𝑘−1((1 + 𝑎𝑘)𝑥+ 1)) *𝑄.

Тобто, для 𝑎 > 0 дiя диференцiального оператора 1 + 𝑎𝑥 𝑑
𝑑𝑥 на многочлен

𝑄 спiвпадає зi згорткою многочлена 𝑄 з многочленом з усiма дiйсними

вiд’ємними коренями, звiдки отримуємо потрiбне твердження. 2

На закiнчення цього параграфу зробимо декiлька зауважень.

Теорема 5.1.8 показує, що для довiльних двох скiнчених послiдовностей

множникiв однiєї довжини логарифмiчний меш їхньої згортки не менше

максимуму їх логарифмiчних мешей. Можна спробувати узагальнити цей

результат до випадку звичайних (нескiнчених) послiдовностей множникiв.



244

Нехай задана послiдовнiсть множникiв Γ = (𝛾𝑛)
∞
𝑛=0, визначимо її логариф-

мiчний меш наступним чином

lmesh(Γ) = inf
k=0,...,∞

lmesh(Γk),

де Γ𝑘 є 𝑘-ою зрiзкою послiдовностi Γ, тобто її вiдрiзок довжини 𝑘+1. Тодi

з теорема 5.1.8 миттєво випливає наступне.

Наслiдок 5.1.12. Для довiльних двох нескiнчених послiдовностей множ-

никiв 𝒜 i ℬ маємо

lmesh(𝒜ℬ) > max(lmesh(𝒜), lmesh(ℬ)).

Питання 5.1.13. Описати клас послiдовностей множникiв, чий логариф-

мiчний меш є строго бiльшим за 1.

5.2 Достатнi умови для того, щоб дiйсний многочлен був

знаконезалежно гiперболiчним, або щоб вiн мав дiйснi роздiленi

коренi

Для того, щоб сформулювати результати цього параграфу, нам потрiбнi

декiлька означень i позначень. Як завжди, ми позначаємо ℋ𝒫 ⊂ R[𝑥] мно-
жину гiперболiчних многочленiв, а через ℋ𝒫+ – множину гiперболiчних

многочленiв з усiма додатними коефiцiєнтами.

Означення 5.2.1. Гiперболiчний многочлен називається знаконезалежно

гiперболiчним, якщо вiн залишається гiперболiчним пiсля довiльної змiни

знакiв його коефiцiєнтiв (дивись [179] i [83]).

Припустимо, що 𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑗=0 𝑎𝑗𝑥
𝑗, 𝑎0 ̸= 0, 𝑎𝑛 ̸= 0, є гiперболiчним

многочленом. Наступне твердження є добре вiдомим: якщо 𝑎𝑗 = 0 для

деякого 𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑛 − 1, то 𝑎𝑗−1𝑎𝑗+1 < 0 (дивись, наприклад, [161, с. 434,

лема 3]). Тому очевидно, що усi коефiцiєнти знаконезалежно гiперболiчного

многочлена є ненульовими.

Проблему знаходження простих достатнiх умов для того, щоб много-

член мав меш (або логарифмiчний меш), бiльший за дане число (в дусi
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теореми 1.1.12 Хатчинсона iз роздiлу 1) була поставлена нам М.Тягловим.

Наступна теорема дає таку достатню умову для меша. Ми будемо користу-

ватися позначеннями для перших i других вiдношень коефiцiєнтiв много-

члена 𝑝𝑛 i 𝑞𝑛 (дивись (4.3) iз роздiлу 4).

Теорема 5.2.2. ([133]). Нехай задано число 𝑐 > 0.

1. Припустимо, що 𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є многочленом з додатними коефi-

цiєнтами, 𝑛 > 2, i 𝑝2
𝑘+1(𝑃 )−4𝑝𝑘(𝑃 )𝑝𝑘+1(𝑃 ) > 𝑐2 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛−1. Тодi

𝑃 ∈ ℋ𝒫+ i mesh(𝑃 ) > 𝑐.

2. Для кожного 𝑐 > 0, 𝜀 > 0, i кожного 𝑛 > 2, iснує многочлен 𝑃𝜀(𝑥) =∑︀𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘(𝜀)𝑥

𝑘 ∈ ℋ𝒫+, такий що 𝑝2
𝑘+1(𝑃𝜀) − 4𝑝𝑘(𝑃𝜀)𝑝𝑘+1(𝑃𝜀) > 𝑐2 − 𝜀 для

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, але mesh(𝑃𝜀) < 𝑐.

Вiдмiтимо, що при 𝑐 = 0 теорема 5.2.2 перетворюється на теорему Хат-

чинсона.

Доведення. 1. Положимо 𝑄(𝑥) := 𝑃 (−𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0(−1)𝑘𝑎𝑘𝑥
𝑘.

За припущенням 𝑝2
𝑘+1(𝑃 ) − 4𝑝𝑘(𝑃 )𝑝𝑘+1(𝑃 ) > 0 для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1,

звiдки 0 < 𝑝1(𝑃 ) < 𝑝2(𝑃 ) < . . . < 𝑝𝑛(𝑃 ).

Для 𝑥 ∈ [0; 𝑝1(𝑃 )), ми маємо 𝑎0 > 𝑎1𝑥 > 𝑎2𝑥
2 > . . . > 𝑎𝑛𝑥

𝑛. Звiдки

отримуємо

𝑄(𝑥) = (𝑎0 − 𝑎1𝑥) + (𝑎2𝑥
2 − 𝑎3𝑥

3) + . . . > 0 для 𝑥 ∈ [0; 𝑝1(𝑃 )).

Для 𝑥 > 𝑝𝑛(𝑃 ), ми маємо 𝑎0 < 𝑎1𝑥 < 𝑎2𝑥
2 < . . . < 𝑎𝑛𝑥

𝑛. Звiдки

отримуємо

(−1)𝑛𝑄(𝑥) = (𝑎𝑛𝑥
𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1) + (𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 − 𝑎𝑛−3𝑥

𝑛−3) + . . . > 0

для усiх 𝑥 > 𝑝𝑛(𝑃 ).

Зафiксуємо 𝑙, 1 6 𝑙 6 𝑛− 1. Для 𝑥 ∈ (𝑝𝑙(𝑃 ); 𝑝𝑙+1(𝑃 )), ми маємо

𝑎0 < 𝑎1𝑥 < 𝑎2𝑥
2 < . . . < 𝑎𝑙−1𝑥

𝑙−1 < 𝑎𝑙𝑥
𝑙

i

𝑎𝑙𝑥
𝑙 > 𝑎𝑙+1𝑥

𝑙+1 > 𝑎𝑙+2𝑥
𝑙+2 > . . . > 𝑎𝑛𝑥

𝑛.
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Таким чином, для 𝑥 ∈ (𝑝𝑙(𝑃 ); 𝑝𝑙+1(𝑃 )), ми маємо

(−1)𝑙𝑄(𝑥) =
𝑙−2∑︁
𝑗=0

(−1)𝑙+𝑗𝑎𝑗𝑥
𝑗 +
(︀
−𝑎𝑙−1𝑥

𝑙−1 + 𝑎𝑙𝑥
𝑙 − 𝑎𝑙+1𝑥

𝑙+1
)︀

+
𝑛∑︁

𝑗=𝑙+2

(−1)𝑙+𝑗𝑎𝑗𝑥
𝑗 =: Σ1(𝑥)+(︀

−𝑎𝑙−1𝑥
𝑙−1 + 𝑎𝑙𝑥

𝑙 − 𝑎𝑙+1𝑥
𝑙+1
)︀
+ Σ2(𝑥).

Ми бачимо, що для усiх 𝑥 ∈ (𝑝𝑙(𝑃 ); 𝑝𝑙+1(𝑃 )), доданки в Σ1(𝑥) є знакоз-

мiнними i їхнi модулi зростають. Аналогiчно, для усiх 𝑥 ∈ (𝑝𝑙(𝑃 ); 𝑝𝑙+1(𝑃 )),

доданки в Σ2(𝑥) є знакозмiнними i їхнi модулi спадають. Тому, Σ1(𝑥) >

0, Σ2(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ (𝑝𝑙(𝑃 ); 𝑝𝑙+1(𝑃 )), i

(−1)𝑙𝑄(𝑥) > −𝑎𝑙−1𝑥
𝑙−1 + 𝑎𝑙𝑥

𝑙 − 𝑎𝑙+1𝑥
𝑙+1 для 𝑥 ∈ (𝑝𝑙(𝑃 ); 𝑝𝑙+1(𝑃 )).

Квадратний многочлен −𝑎𝑙−1𝑥
𝑙−1 + 𝑎𝑙𝑥

𝑙 − 𝑎𝑙+1𝑥
𝑙+1 має дiйснi коренi, тому

що його дискримiнант є невiд’ємним: 𝐷 = 𝑎2
𝑙 − 4𝑎𝑙−1𝑎𝑙+1 > 0 iз наших

припущень. Коренями цього квадратного многочлена є числа

𝑥1(𝑙) :=
𝑎𝑙 −

√︀
𝑎2
𝑙 − 4𝑎𝑙−1𝑎𝑙+1

2𝑎𝑙+1

=
1

2

(︂
𝑝𝑙+1(𝑃 )−

√︁
𝑝2
𝑙+1(𝑃 )− 4𝑝𝑙(𝑃 )𝑝𝑙+1(𝑃 )

)︂
i

𝑥2(𝑙) :=
𝑎𝑙 +

√︀
𝑎2
𝑙 − 4𝑎𝑙−1𝑎𝑙+1

2𝑎𝑙+1
=

1

2

(︂
𝑝𝑙+1(𝑃 ) +

√︁
𝑝2
𝑙+1(𝑃 )− 4𝑝𝑙(𝑃 )𝑝𝑙+1(𝑃 )

)︂
.

Тепер ми перевiримо, що 𝑝𝑙(𝑃 ) < 𝑥1(𝑙) 6 𝑥2(𝑙) < 𝑝𝑙+1(𝑃 ). Ми маємо

𝑝𝑙(𝑃 ) < 𝑥1(𝑙) ⇔ 2𝑝𝑙(𝑃 ) < 𝑝𝑙+1(𝑃 )−
√︁
𝑝2
𝑙+1(𝑃 )− 4𝑝𝑙(𝑃 )𝑝𝑙+1(𝑃 ) ⇔√︁

𝑝2
𝑙+1(𝑃 )− 4𝑝𝑙(𝑃 )𝑝𝑙+1(𝑃 ) < 𝑝𝑙+1(𝑃 )− 2𝑝𝑙(𝑃 ).

З наших припущень 𝑝𝑙+1(𝑃 ) − 2𝑝𝑙(𝑃 ) > 0, звiдки остання нерiвнiсть еквi-

валентна наступної

𝑝2
𝑙+1(𝑃 )− 4𝑝𝑙(𝑃 )𝑝𝑙+1(𝑃 ) < (𝑝𝑙+1(𝑃 )− 2𝑝𝑙(𝑃 ))

2 ,



247

яка, очевидно, виконується. Далi ми маємо

𝑥2(𝑙) < 𝑝𝑙+1(𝑃 ) ⇔
√︁
𝑝2
𝑙+1(𝑃 )− 4𝑝𝑙(𝑃 )𝑝𝑙+1(𝑃 ) < 𝑝𝑙+1(𝑃 ),

i остання нерiвнiсть, очевидно, виконується.

Ми довели, що для кожного 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1,

(−1)𝑙𝑄(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ (𝑥1(𝑙);𝑥2(𝑙)) ⊂ (𝑝𝑙(𝑃 ); 𝑝𝑙+1(𝑃 )).

Тому маємо

𝑄(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ [0; 𝑝1(𝑃 )).

𝑄(𝑥) < 0 для усiх 𝑥 ∈ (𝑥1(1);𝑥2(1)) ⊂ (𝑝1(𝑃 ); 𝑝2(𝑃 )).

𝑄(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 ∈ (𝑥1(2);𝑥2(2)) ⊂ (𝑝2(𝑃 ); 𝑝3(𝑃 )).

𝑄(𝑥) < 0 для усiх 𝑥 ∈ (𝑥1(3);𝑥2(3)) ⊂ (𝑝3(𝑃 ); 𝑝4(𝑃 )).

...

Таким чином,

∃𝑦1 ∈ [𝑝1(𝑃 );𝑥1(1)] такий, що 𝑄(𝑦1) = 0. (5.1)

∃𝑦2 ∈ [𝑥2(1);𝑥1(2)] такий, що 𝑄(𝑦2) = 0.

∃𝑦3 ∈ [𝑥2(2);𝑥1(3)] такий, що 𝑄(𝑦3) = 0.

...

∃𝑦𝑛−1 ∈ [𝑥2(𝑛− 2);𝑥1(𝑛− 1)] такий, що 𝑄(𝑦𝑛−1) = 0.

∃𝑦𝑛 ∈ [𝑥2(𝑛− 1);+∞) такий, що 𝑄(𝑦𝑛) = 0.

Ми довели, що 𝑄 ∈ ℋ𝒫 , тому 𝑃 ∈ ℋ𝒫+. Бiльш того,

mesh(𝑃 ) = mesh(𝑄) > min
16𝑗6𝑛−1

(𝑥2(𝑗)− 𝑥1(𝑗))

= min
16𝑗6𝑛−1

√︁
𝑝2
𝑗+1(𝑃 )− 4𝑝𝑗(𝑃 )𝑝𝑗+1(𝑃 ) > 𝑐

за припущенням. Перше твердження теореми 5.2.2 доведено.

2. Нехай 𝑐 > 0, 𝜀 > 0 i 𝑛 > 2 є заданими. Позначимо 𝑘 := max(𝑐
2

2 , 𝑐
2 −

𝜀) > 0, 𝜆 := 2 +
√
4 + 𝑘 > 4. Розглянемо многочлен 𝑄2(𝑥) := 1 + 𝑥 + 𝑥2

𝜆 .

Ми вiдмiчаємо, що 𝑝1(𝑄2) = 1, 𝑝2(𝑄2) = 𝜆. Оскiльки 𝐷 = 1 − 4
𝜆 > 0, то
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многочлен 𝑄2 є гiперболiчним. Ми маємо: mesh(𝑄2) =
√
𝐷
1
𝜆

=
√
𝜆2 − 4𝜆 =

√
𝑘 < 𝑐. Ми маємо також 𝑝2

2(𝑄2)− 4𝑝2(𝑄2)𝑝1(𝑄2) = 𝜆2 − 4𝜆 = 𝑘 > 𝑐2 − 𝜀.

Для 𝜀1 > 0, розглянемо многочлен 𝑄3,𝜀1(𝑥) := 𝑄2(𝑥) + 𝜀1𝑥
3. Оскiльки

𝑄2 ∈ ℋ𝒫+, ми можемо вибрати настiльки маленьке 𝜀1, що 𝑄3,𝜀1 ∈ ℋ𝒫+.

Бiльш того, оскiльки mesh(𝑄2) < 𝑐, з теореми Гурвiца ми можемо вибрати

𝜀1 настiльки маленьким, що mesh(𝑄3,𝜀1) < 𝑐. Вiдмiтимо, що 𝑝1(𝑄3,𝜀1) =

1, 𝑝2(𝑄3,𝜀1) = 𝜆, 𝑝3(𝑄3,𝜀1) = 1
𝜆𝜀1
. Нарештi ми вибираємо 𝜀1 > 0 настiльки

малим, що 𝑝3(𝑄3,𝜀1)
2 − 4𝑝3(𝑄3,𝜀1)𝑝2(𝑄3,𝜀1) > 𝑐2 − 𝜀.

Для 𝜀2 > 0, розглянемо многочлен 𝑄4,𝜀2(𝑥) := 𝑄3,𝜀1(𝑥) + 𝜀2𝑥
4. Ми мо-

жемо вибрати 𝜀2 настiльки маленьким, що 𝑄4,𝜀2 ∈ ℋ𝒫+ i mesh(𝑄4,𝜀2) < 𝑐.

Вiдмiтимо, що 𝑝1(𝑄4,𝜀2) = 1, 𝑝2(𝑄4,𝜀2) = 𝜆, 𝑝3(𝑄4,𝜀2) =
1
𝜆𝜀1
, 𝑝4(𝑄4,𝜀2) =

𝜀1
𝜀2
. Ми

виберемо 𝜀2 > 0 настiльки маленьким, що 𝑝4(𝑄4,𝜀2)
2 − 4𝑝4(𝑄4,𝜀2)𝑝3(𝑄4,𝜀2) >

𝑐2 − 𝜀.

Продовжуючи цю конструкцiю, ми отримуємо бажаний многочлен.

Друге твердження теореми 5.2.2 доведено. 2

Наступна теорема дає достатню умову для логарифмiчного меша.

Теорема 5.2.3. ([133]). Нехай задане число 𝑑 > 1.

1. Припустимо, що 𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є многочленом з додатними коефi-

цiєнтами, 𝑛 > 2, i 𝑞𝑘(𝑃 ) >
(𝑑+1)2

𝑑 для 𝑘 = 2, 3, . . . , 𝑛. Тодi 𝑃 ∈ ℋ𝒫+ i

lmesh(𝑃 ) > 𝑑.

2. Для кожного 𝑑 > 1, 𝜀 > 0, i кожного 𝑛 > 2, iснує многочлен 𝑃𝜀(𝑥) =∑︀𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘(𝜀)𝑥

𝑘 ∈ ℋ𝒫+, такий що 𝑞𝑗(𝑃𝜀) >
(𝑑+1)2

𝑑 − 𝜀 для 𝑖 = 2, 3, . . . , 𝑛, але

lmesh(𝑃𝜀) < 𝑑.

Ми також вiдмiчаємо, що при 𝑑 = 1 теорема 5.2.3 перетворюється на

теорему Хатчинсона.

Доведення. 1. Доведення цiєї теореми аналогiчно доведенню теоре-

ми 5.2.2, але воно коротше. Положимо 𝑄(𝑥) := 𝑃 (−𝑥). З наших припущень
𝑞𝑘(𝑃 ) >

(𝑑+1)2

𝑑 > 4 для 𝑘 = 2, 3, . . . , 𝑛, тому 𝑝2
𝑘+1(𝑃 ) − 4𝑝𝑘(𝑃 )𝑝𝑘+1(𝑃 ) > 0

для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. Тому усi аргументи з доведення першого тверджен-
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ня теореми 5.2.2 залишаються в силi. Ми отримуємо, що 𝑄 має додатнi

коренi 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, якi задовольняють умову (5.1) (ми використовуємо тi

ж позначення

𝑥1(𝑙) :=
1

2

(︂
𝑝𝑙+1(𝑃 )−

√︁
𝑝2
𝑙+1(𝑃 )− 4𝑝𝑙(𝑃 )𝑝𝑙+1(𝑃 )

)︂
i

𝑥2(𝑙) :=
1

2

(︂
𝑝𝑙+1(𝑃 ) +

√︁
𝑝2
𝑙+1(𝑃 )− 4𝑝𝑙(𝑃 )𝑝𝑙+1(𝑃 )

)︂
,

𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1). Тому ми довели, що 𝑃 ∈ ℋ𝒫+. Оскiльки коренями

многочлена 𝑃 є −𝑦𝑛,−𝑦𝑛−1, . . . ,−𝑦2,−𝑦1, ми маємо

lmesh(𝑃 ) > min
16𝑗6𝑛−1

𝑥2(𝑗)

𝑥1(𝑗)
=

min
16𝑗6𝑛−1

𝑝𝑗+1(𝑃 ) +
√︁
𝑝2
𝑗+1(𝑃 )− 4𝑝𝑗(𝑃 )𝑝𝑗+1(𝑃 )

𝑝𝑗+1(𝑃 )−
√︁
𝑝2
𝑗+1(𝑃 )− 4𝑝𝑗(𝑃 )𝑝𝑗+1(𝑃 )

= min
16𝑗6𝑛−1

𝑞𝑗+1(𝑃 ) +
√︁
𝑞2
𝑗+1(𝑃 )− 4𝑞𝑗+1(𝑃 )

𝑞𝑗+1(𝑃 )−
√︁
𝑞2
𝑗+1(𝑃 )− 4𝑞𝑗+1(𝑃 )

.

Вирiшуючи нерiвнiсть
𝑞𝑗+1(𝑃 )+

√
𝑞2𝑗+1(𝑃 )−4𝑞𝑗+1(𝑃 )

𝑞𝑗+1(𝑃 )−
√
𝑞2𝑗+1(𝑃 )−4𝑞𝑗+1(𝑃 )

> 𝑑, ми отримуємо 𝑞𝑗+1(𝑃 ) >

(𝑑+1)2

𝑑 , 1 6 𝑗 6 𝑛 − 1, i ми отримуємо потрiбне. Перше твердження теоре-

ми 5.2.3 доведено.

2. Ми використовуємо тi ж самi мiркування, як при доведеннi другого

твердження теореми 5.2.2. 2

Використовуючи мiркування, аналогiчнi використаним при доведеннi

теореми 5.2.2 i теореми 5.2.3, ми можемо отримати наступне твердження.

Теорема 5.2.4. Припустимо, що 𝑃 (𝑥) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є многочленом з до-

датними коефiцiєнтами, 𝑛 > 2, i 𝑎2𝑛−1

𝑎𝑛−2𝑎𝑛
> 4, ∀𝑛 > 2. Нехай 0 6 𝑥1 6 𝑥2 6

· · · 6 𝑥𝑛 є коренями многочлена 𝑃 (−𝑥).
1. Для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, позначимо через Δ𝑘 := 𝑝2

𝑘+1(𝑃 )− 4𝑝𝑘(𝑃 )𝑝𝑘+1(𝑃 ).

Тодi 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 > Δ𝑘 для кожного 𝑘.
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2. Для 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, позначимо через 𝛿𝑘 := 1
2(𝑝𝑘+2 −√︁

𝑝2
𝑘+2(𝑃 )− 4𝑝𝑘+2(𝑃 )𝑝𝑘+1(𝑃 )− 𝑝𝑘−

√︀
𝑝2
𝑘(𝑃 )− 4𝑝𝑘(𝑃 )𝑝𝑘+1(𝑃 )). Тодi 𝑥𝑘+1 −

𝑥𝑘 6 𝛿𝑘 для кожного 𝑘.

Для формулювання нашої наступної теореми нам потрiбне ще одне по-

значення. Для 𝑥 > 1, ми розглянемо функцiю 𝜙(𝑥) = 1− 2
∑︀∞

𝑘=1 𝑥
−𝑘2

2 . Ми

зазначимо, що функцiя 𝜙 зростає на iнтервалi (1;∞), lim𝑥→1+0 𝜙(𝑥) = −∞
i lim𝑥→+∞ 𝜙(𝑥) = 1. Тому рiвнiсть 1−2

∑︀∞
𝑘=1 𝑥

−𝑘2

2 = 0 має єдиний додатний

корiнь, який ми позначимо 𝑎∞. Легко перевiрити, що 𝑎∞ ≈ 4.81058280.

Наступна теорема вiдповiдає на питання Бориса Шапiро.

Теорема 5.2.5. 1. Нехай 𝑓(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є цiлою функцiєю з додатними

коефiцiєнтами. Припустимо, що 𝑞𝑘(𝑓) :=
𝑎2𝑘−1

𝑎𝑘−2𝑎𝑘
> 𝑎∞ для усiх 𝑘 > 2. Тодi

для кожного 𝑛 ∈ N, 𝑛-ий вiдрiзок ряду функцiї 𝑆𝑛(𝑥) :=
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є

знаконезалежно гiперболiчним многочленом.

2. Для кожного 𝜀 > 0, iснує дiйсна цiла функцiя 𝑔𝜀(𝑧) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑏𝑘(𝜀)𝑧
𝑘 з

ненульовими коефiцiєнтами, така що 𝑞𝑘(𝑔𝜀) > 𝑎∞ − 𝜀 для усiх 𝑘 > 2, i усi

окрiм скiнченого числа вiдрiзки ряду Тейлора функцiї 𝑔𝜀 не є гiперболiч-

ними многочленами.

Доведення. 1. Нехай 𝑓(𝑥) =
∑︀∞

𝑘=0 𝑎𝑘𝑥
𝑘 є цiлою функцiєю з додатними

коефiцiєнтами. Без втрати загальностi ми можемо припустити, що 𝑎0 = 1

i 𝑎1 = 1. Для 𝑞𝑘 := 𝑞𝑘(𝑓) =
𝑎2𝑘−1

𝑎𝑘−2𝑎𝑘
, 𝑘 > 2, ми маємо 𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥 +∑︀∞

𝑘=2
𝑥𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 ...𝑞2𝑘−1𝑞𝑘
(дивись (4.3) iз роздiлу 4).

Нехай 𝑛 > 2 є довiльним натуральним числом, (𝜎𝑘)𝑛𝑘=0 – довiльна по-

слiдовнiсть, така що 𝜎𝑘 ∈ {−1, 1} для усiх 𝑘. Ми повиннi довести, що

многочлен 𝑆𝑛(𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝜎𝑘𝑎𝑘𝑧
𝑘 є гiперболiчним. Ми розглянемо наступну

послiдовнiсть радiусiв

𝑅1 =
√
𝑞2, 𝑅𝑗 = 𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1, 𝑗 = 2, 3, . . . , 𝑛− 1.

За нашими припущеннями 𝑅1 < 𝑅2 < . . . < 𝑅𝑛−1 (оскiльки 𝑅𝑗+1

𝑅𝑗
=

√
𝑞𝑗𝑞𝑗+1 > 1).
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Для кожного фiксованого 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, ми положимо

𝑆𝑛(𝑧) =
𝜎𝑗

𝑞𝑗−1
2 𝑞𝑗−2

3 . . . 𝑞2
𝑗−1𝑞𝑗

𝑧𝑗 +

(︃
𝜎0 + 𝜎1𝑧 +

𝑗−1∑︁
𝑘=2

𝜎𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 . . . 𝑞2
𝑘−1𝑞𝑘

𝑧𝑘

)︃

+

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑘=𝑗+1

𝜎𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 . . . 𝑞2
𝑘−1𝑞𝑘

𝑧𝑘

⎞⎠ =: Σ0(𝑧) + Σ1(𝑧) + Σ2(𝑧).

Для кожного 𝜃 ∈ [0; 2𝜋] ми маємо

|Σ0(𝑅𝑗𝑒
𝑖𝜃)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗

√
𝑞𝑗+1)

𝑗

𝑞𝑗−1
2 𝑞𝑗−2

3 . . . 𝑞2
𝑗−1𝑞𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑞2𝑞

2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1.

Оцiнимо суми Σ1(𝑧) i Σ2(𝑧) зверху для 𝑧 = 𝑅𝑗𝑒
𝑖𝜃. Ми отримуємо

|Σ2(𝑅𝑗𝑒
𝑖𝜃)| 6

𝑛∑︁
𝑘=𝑗+1

(𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1)

𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 . . . 𝑞2
𝑘−1𝑞𝑘

=

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

𝑛∑︁
𝑘=𝑗+1

1

𝑞
(𝑘−𝑗)/2
𝑗+1 𝑞𝑘−𝑗−1

𝑗+2 𝑞𝑘−𝑗−2
𝑗+3 . . . 𝑞2

𝑘−1𝑞𝑘
6

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

𝑛∑︁
𝑘=𝑗+1

1

𝑎
(𝑘−𝑗)/2
∞ · 𝑎1+2+...+(𝑘−𝑗−1)

∞
=

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

𝑛∑︁
𝑘=𝑗+1

1
√
𝑎∞

(𝑘−𝑗)2

= 𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

𝑛∑︁
𝑘=1

1
√
𝑎∞

𝑘2

< 𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

∞∑︁
𝑘=1

1
√
𝑎∞

𝑘2
.

Аналогiчно ми отримуємо

|Σ1(𝑅𝑗𝑒
𝑖𝜃)| 6

𝑗−1∑︁
𝑘=0

(𝑞2𝑞3 · . . . · 𝑞𝑗
√
𝑞𝑗+1)

𝑘

𝑞𝑘−1
2 𝑞𝑘−2

3 . . . 𝑞2
𝑘−1𝑞𝑘

=

𝑗−1∑︁
𝑘=0

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞𝑘−1

𝑘 𝑞𝑘𝑘+1𝑞
𝑘
𝑘+2 · . . . · 𝑞𝑘𝑗

√︁
𝑞𝑘𝑗+1

= 𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

𝑗−1∑︁
𝑘=0

1

𝑞𝑘+2𝑞2
𝑘+3 · . . . · 𝑞

𝑗−1−𝑘
𝑗

√︁
𝑞𝑗−𝑘𝑗+1

6
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𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

𝑗−1∑︁
𝑘=0

1

𝑎
1+2+...+(𝑗−𝑘−1)
∞ · 𝑎

𝑗−𝑘
2∞

=

𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

𝑗−1∑︁
𝑘=0

1

𝑎
(𝑗−𝑘)2

2∞

= 𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

𝑗−1∑︁
𝑠=1

1

𝑎
𝑠2

2∞

< 𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

∞∑︁
𝑠=1

1

𝑎
𝑠2

2∞

.

Далi, ми отримуємо, що для кожного 𝜃 ∈ [0; 2𝜋],

|Σ0(𝑅𝑗𝑒
𝑖𝜃)| = 𝑞2𝑞

2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1

= 𝑞2𝑞
2
3 · . . . · 𝑞

𝑗−1
𝑗

√︁
𝑞𝑗𝑗+1 · 2

∞∑︁
𝑠=1

1

𝑎
𝑠2

2∞

>

|Σ1(𝑅𝑗𝑒
𝑖𝜃)|+ |Σ2(𝑅𝑗𝑒

𝑖𝜃)|,

оскiльки за означенням 𝑎∞ ми маємо 1 = 2
∑︀∞

𝑘=1 𝑎
−𝑘2

2∞ .

Використовуючи теорему Руше, ми робимо висновок, що для кожного

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, число коренiв многочлена 𝑆𝑛(𝑧) у колi {𝑧 : |𝑧| < 𝑅𝑗}
дорiвнює числу коренiв многочлена Σ0(𝑧) =

𝜎𝑗

𝑞𝑗−1
2 𝑞𝑗−2

3 ...𝑞2𝑗−1𝑞𝑗
𝑧𝑗 в цьому колi.

Таким чином, 𝑆𝑛 має точно 𝑗 коренiв в колi {𝑧 : |𝑧| < 𝑅𝑗} для кожного

𝑗. Тому, 𝑆𝑛 має один корiнь в {𝑧 : |𝑧| < 𝑅1} i, оскiльки 𝑆𝑛 є дiйсним

многочленом, цей корiнь є дiйсним. Далi ми вiдмiчаємо, що 𝑆𝑛 має два

кореня в {𝑧 : |𝑧| < 𝑅2} i, оскiльки один iз коренiв є дiйсним, ми отримуємо,
що обидва коренi є дiйсними. Мiркуючи аналогiчно, ми отримуємо, що

многочлен 𝑆𝑛 степеня 𝑛 має 𝑛− 1 дiйсний корiнь. Тому 𝑆𝑛 є гiперболiчним

многочленом.

2. Виберемо довiльне 𝜀 > 0 i позначимо через 𝑏 := max(𝑎∞+1
2 , 𝑎∞ − 𝜀

2).

Оскiльки 𝑏 < 𝑎∞, ми маємо 𝜙(𝑏) < 0. Тому iснує 𝑛 ∈ N, таке що

1− 2
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑏−
𝑘2

2 < 0.
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Розглянемо дiйсну цiлу функцiю

𝑔𝑏(𝑧) :=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

− 𝑧𝑛

𝑏
𝑛(𝑛−1)

2

+
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑧𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

.

Ми покажемо, що для усiх 𝑚 > 2𝑛, 𝑚-ий вiдрiзок ряду цiєї функцiї

𝑆𝑚(𝑧) :=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

− 𝑧𝑛

𝑏
𝑛(𝑛−1)

2

+
𝑚∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑧𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

не є гiперболiчним многочленом. Спершу ми розглянемо многочлен 𝑆2𝑛.

Припустимо, що цей многочлен є гiперболiчним. Коефiцiєнти многочлена

𝑆2𝑛 не є числами одного знаку, тому 𝑆2𝑛 не може мати усi вiд’ємнi коренi.

Тому, якщо цей многочлен є гiперболiчним, вiн має додатний корiнь. Але

ми доведемо, що 𝑆2𝑛(𝑥) > 0 для усiх 𝑥 > 0. Для 𝑥 > 0 ми маємо

𝑆2𝑛(𝑥) :=
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

− 𝑥𝑛

𝑏
𝑛(𝑛−1)

2

+
2𝑛∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑥𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

=

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑥𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

+
𝑥2𝑛−𝑘

𝑏
(2𝑛−𝑘)(2𝑛−𝑘−1)

2

)︂
− 𝑥𝑛

𝑏
𝑛(𝑛−1)

2

>
𝑛−1∑︁
𝑘=0

2

√︃
𝑥𝑘

𝑏
𝑘(𝑘−1)

2

· 𝑥2𝑛−𝑘

𝑏
(2𝑛−𝑘)(2𝑛−𝑘−1)

2

− 𝑥𝑛

𝑏
𝑛(𝑛−1)

2

=
𝑥𝑛

𝑏
𝑛(𝑛−1)

2

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0

1

𝑏
(𝑛−𝑘)2

2

− 1

)︃
=

𝑥𝑛

𝑏
𝑛(𝑛−1)

2

(︃
𝑛∑︁
𝑗=1

1

𝑏
𝑗2

2

− 1

)︃
> 0

iз нашого вибору номера 𝑛. Тобто, 𝑆2𝑛 не має додатних коренiв, звiдки цей

многочлен не є гiперболiчним. Для кожного 𝑚 > 2𝑛 ми маємо 𝑆𝑚(𝑥) >

𝑆2𝑛(𝑥) для усiх 𝑥 > 0, тому 𝑆𝑚 також не є гiперболiчним многочленом.

Теорема 5.2.5 доведена. 2

5.3 Лiнiйнi скiнчено-рiзничнi оператори зi сталими коефi-

цiєнтами i розподiл коренiв многочленiв

Одною з самих важливих проблем в теорiї розподiлу коренив много-

членiв i трансцендентних цiлих функцiй є опис лiнiйних операторiв, якi

переводять сукупнiсть многочленiв з усiма коренями в заданiй множинi у
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сукупнiсть многочленiв з усiма коренями в iншiй заданiй множинi. Дуже

важливий випадок, коли обидвi множини дорiвнюють дiйснiй осi.

Ш.Ермiт i, пiзнiше, Е.Лаґерр були, можливо, першими, хто почав

вивчати подiбнi типи проблем систематично. В 1914 роцi Дж.Полiа i

Г.Сеге [190] дали повний опис лiнiйних операторiв, якi є дiагональними

в стандартному мономiальному базисi 1, 𝑥, 𝑥2, . . . простору R[𝑥] i зберiга-
ють множину гiперболiчних многочленiв. Пiзнiше вивчення лiнiйних опе-

раторiв, якi переводять множину гiперболiчних многочленiв в себе бу-

ло продовжено багатьма авторами, включаючи Н.Обрешкова, С.Карлiна,

Б.Я.Левiна, Дж.Ксордаша, Т.Кравена, К. де Бура, Р.Варгу, А.Iсерлiса,

С.Норсетта, Е.Саффа i багатьох iнших. Серед сучасних авторiв варто особ-

ливо вiдмiтити П.Брандена i Дж.Борсеа [37] (дивись також [38, 39]), якi

повнiстю характиризували усi лiнiйнi оператори, якi зберiгають гiперболiч-

нiсть (а також оператори, якi зберiгають коренi в деяких iнших множинах).

Дж.Полiа отримав, мабуть, перший результат про збереження кла-

су ℒ − 𝒫 лiнiйними скiнченно-рiзничними операторами. В роботi [188]

Дж.Полiа довiв, що для довiльної функцiї 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 виконується 𝑓(𝑥 +

𝑖ℎ) + 𝑓(𝑥 − 𝑖ℎ) ∈ ℒ − 𝒫 для кожного ℎ ∈ R. Н.Г. де Брюйн показав, що

цей факт можна посилити наступним чином.

Теорема 5.3.1. ([47, теорема 8]). Для довiльних ℎ, 𝛼 ∈ R лiнiйний опера-

тор

𝐵ℎ,𝛼(𝑓)(𝑥) := 𝑒𝑖𝛼𝑓(𝑥+ 𝑖ℎ) + 𝑒−𝑖𝛼𝑓(𝑥− 𝑖ℎ) (5.2)

зберiгає клас ℒ − 𝒫 .

В цьому параграфi ми будемо вивчати лiнiйнi скiнченно-рiзничнi опе-

ратори зi сталими коефiцiєнтами.

Нехай 𝑇 : C[𝑥] → C[𝑥] є лiнiйним скiнченно-рiзничним оператором

наступного вигляду

𝑇 (𝑃 )(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=𝑙

𝑎𝑗𝑃 (𝑥− 𝑗𝜆), (5.3)

де 𝑙,𝑚 ∈ Z, 𝑙 < 𝑚, 𝑎𝑗 ∈ C, 𝑙 6 𝑗 6 𝑚, 𝑎𝑙 ̸= 0, 𝑎𝑚 ̸= 0, 𝜆 ∈ C ∖ {0}.
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Дослiдження, якi викладаються в цьому параграфi, були натхненними

роботою [46] П.Брандена, I.Красiкова i Б.Шапiро, де автори вивчали лiнiй-

нi скiнчено-рiзничнi оператори з полiномiальними коефiцiєнтами i дiйсним

зсувом 𝜆. Автори зробили спробу перенести iснуючу теорiю операторiв, якi

зберiгають гiперболiчнiсть, на базис iз символiв Похгаммера i побудувати

скiнченно-рiзничний аналог теорiї Полiа-Шура. Зокрема, в роботi [46] було

доведено, що лiнiйний оператор вигляду (5.3) з дiйсним зсувом 𝜆 зберiгає

множину гiперболiчних многочленiв тодi i тiльки тодi, коли не бiльше од-

ного коефiцiєнта 𝑎𝑗(𝑥) є ненульовими, i 𝑎𝑗(𝑥) є гiперболiчним для такого

одного 𝑗. Тобто нетривiальнi лiнiйнi скiнченно-рiзничнi оператори з полiно-

мiальними коефiцiєнтами i дiйсним зсувом не можуть зберiгати множину

гiперболiчних многочленiв.

В цьому параграфi ми будемо вивчати лiнiйнi скiнченно-рiзничнi опе-

ратори вигляду (5.3) зi сталими коефiцiєнтами i з комплексним зсувом 𝜆.

Нам потрiбно виразити такi оператори через оператори зсуву.

Означення 5.3.2. Для кожного 𝜆 ∈ C ми визначимо оператор зсуву 𝑆𝜆 :

C[𝑥] → C[𝑥] наступним чином

𝑆𝜆(𝑃 )(𝑥) := 𝑃 (𝑥− 𝜆).

Очевидно, ми маємо

𝑇 (𝑃 )(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=𝑙

𝑎𝑗𝑆
𝑗
𝜆(𝑃 )(𝑥). (5.4)

Ми розглянемо твiрну рацiональну функцiю оператора 𝑇 :

𝑄(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=𝑙

𝑎𝑗𝑡
𝑗. (5.5)

Ми дамо опис лiнiйних операторiв вигляду (5.3) з довiльним комплекс-

ним зсувом, якi зберiгають множину гiперболiчних многочленiв.

Теорема 5.3.3. ([132]). Лiнiйний оператор 𝑇 вигляду (5.3) зберiгає мно-

жину гiперболiчних многочленiв тодi i тiльки тодi, коли вiн задовольняє

наступнi умови:
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1. Re 𝜆 = 0;

2. 𝑙 = −𝑚;

3. Усi коренi твiрної функцiї (5.5) належать до одиничної окружностi

{𝑧 : |𝑧| = 1};
4. 𝑎−𝑚 · 𝑎𝑚 ∈ (0;+∞).

Зауваження 5.3.4. Умови 2, 3, 4 попередньої теореми означають, що твiр-

на функцiя (5.5) має вигляд

𝑄(𝑡) = 𝐶
2𝑚∏︁
𝑘=1

(︂
𝑒−𝑖𝜃𝑘/2

√
𝑡+ 𝑒𝑖𝜃𝑘/2

1√
𝑡

)︂
,

де числа 𝐶 i 𝜃𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 2𝑚) є дiйсними. Таким чином, теорема 5.3.3

стверджує, що кожен лiнiйний оператор вигляду (5.3) зберiгає множину гi-

перболiчних многочленiв тодi i тiльки тодi, коли вiн є композицiєю лiнiйних

операторiв вигляду (5.2), тобто операторiв виду 𝑒𝑖𝛼𝑓(𝑥 + 𝑖ℎ) + 𝑒−𝑖𝛼𝑓(𝑥 −
𝑖ℎ), ℎ, 𝛼 ∈ R.

Виявляється, що оператори, що вони описанi в теоремi 5.3.3 також

зберiгають смугу.

Теорема 5.3.5. ([132]). Нехай 𝑏 > 0 є заданим числом. Лiнiйний оператор

𝑇 вигляду (5.3) зберiгає множину комплексних многочленiв, якi мають усi

коренi в смузi {𝑧 : |Im 𝑧| 6 𝑏}, тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови
1-3 теореми 5.3.3.

Ми вiдмiчаємо, що достатнiсть цих умов для лiнiйних операторiв вигля-

ду (5.3) для того, щоб вони зберiгали множину многочленiв з усiма коре-

нями у смузi, була доведена в роботi Н.Г. де Брюйном [47].

Далi ми доведемо теорему 5.3.3 i теорему 5.3.5.

Доведення. Припустимо, що лiнiйний оператор 𝑇 вигляду (5.3) зберiгає

множину гiперболiчних многочленiв. Для кожного 𝑛 ∈ N ми розглянемо

гiперболiчний многочлен 𝐿𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛. Ми маємо

𝑇 (𝐿𝑛)(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=𝑙

𝑎𝑗(𝑥− 𝑗𝜆)𝑛 = 𝑥𝑛
𝑚∑︁
𝑗=𝑙

𝑎𝑗

(︂
1− 𝑗𝜆

𝑥

)︂𝑛
=: 𝑥𝑛𝑆𝑛(𝑥) ∈ ℋ𝑃 . (5.6)
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Тому усi коренi рацiональної функцiї 𝑆𝑛 є дiйсними. Положимо 𝑥 = 𝑛
𝑦 , 𝑦 ∈

R ∖ {0}. За нашими припущеннями, для кожного 𝑛 ∈ N усi коренi функцiї

𝑆𝑛(
𝑛
𝑦 ) належать до {𝑧 : Im 𝑧 = 0}. Послiдовнiсть 𝑆𝑛(𝑛𝑦 ) збiгається рiвномiр-

но на компактах до цiлої функцiї

𝑓(𝑦) :=
𝑚∑︁
𝑗=𝑙

𝑎𝑗𝑒
−𝑗𝜆𝑦

при 𝑛 → ∞. Ми робимо висновок, що усi коренi цiлої функцiї 𝑓(𝑦) =

𝑄(𝑒−𝜆𝑦) є дiйсними.

Знайдемо коренi функцiї 𝑓 . Покладемо 𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽, 𝛼, 𝛽 ∈ R, i припу-
стимо, що 𝑧0 ∈ C ∖ {0} є коренем 𝑄. Тодi ми вирiшимо рiвняння

𝑒−𝜆𝑦 = 𝑧0

i отримуємо

𝑦𝑘 = − log |𝑧0|+ 𝑖 arg 𝑧0 + 2𝜋𝑘𝑖

𝛼 + 𝑖𝛽
, 𝑘 ∈ Z.

Таким чином,

Im (𝑦𝑘) =
𝛽 log |𝑧0| − 𝛼 arg 𝑧0 − 2𝜋𝑘𝛼

𝛼2 + 𝛽2
, 𝑘 ∈ Z.

Оскiльки за нашими припущеннями Im (𝑦𝑘) = 0 для усiх 𝑘 ∈ Z, ми робимо
висновок, що

𝛼 = Re 𝜆 = 0.

Звiдки

Im (𝑦𝑘) = −− log |𝑧0|
𝛽

= 0, 𝑘 ∈ Z,

i ми отримуємо, що кожен ненульовий корiнь 𝑄 належить до окружностi

{𝑧 : |𝑧| = 1}. Необхiднiсть умов 1 i 3 теореми 5.3.3 доведено.
Необхiднiсть умов 1 i 3 у випадку зберiгання коренiв у смузi може бути

показано аналогiчно. Припустимо, що лiнiйний оператор 𝑇 вигляду (5.3)

зберiгає множину комплексних многочленiв, якi мають усi коренi у смузi

Π𝑏 := {𝑧 : |Im 𝑧| 6 𝑏}. Тодi з (5.6) ми маємо, що усi коренi рацiональної

функцiї

𝑆𝑛(𝑥) =
𝑇 (𝐿𝑛)(𝑥)

𝑥𝑛
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належать до Π𝑏. Покладемо 𝑥 = 𝑛
𝑦 i розглянемо функцiю

𝐺𝑛(𝑦) := 𝑆𝑛

(︂
𝑛

𝑦

)︂
∈ C(𝑦).

Тодi для кожного фiксованого 𝑛 ∈ N усi коренi 𝐺𝑛 належать до множини

𝐶𝑛 :=
{︁
𝑧 ∈ C :

⃒⃒⃒
𝑧 + 𝑖

𝑛

2𝑏

⃒⃒⃒
>

𝑛

2𝑏
,
⃒⃒⃒
𝑧 − 𝑖

𝑛

2𝑏

⃒⃒⃒
>

𝑛

2𝑏

}︁
.

Послiдовнiсть 𝐺𝑛(𝑦) збiгається рiвномiрно на компактах до цiлої функцiї

𝑓(𝑦) :=
𝑚∑︁
𝑗=𝑙

𝑎𝑗𝑒
−𝑗𝜆𝑦 = 𝑄(𝑒−𝜆𝑦)

при 𝑛 → ∞. Кожен корiнь граничної цiлої функцiї 𝑓 є граничною точкою

коренiв функцiй of 𝐺𝑛. Очевидно, що, якщо послiдовнiсть {𝑧𝑘}𝑘∈N має гра-

ницю 𝑦0, и для усiх 𝑘 ∈ N ми маємо 𝑧𝑘 ∈ 𝐶𝑘, то 𝑦0 належить до дiйсної осi.

Тим же чином, як в попереднiх мiркуваннях про оператори, якi зберiгають

гiперболiчнiсть, ми робимо висновок, що Re 𝜆 = 0, i що кожен ненульовий

корiнь 𝑄 належить до одиничної окружностi {𝑧 : |𝑧| = 1}.
В обох випадках ми маємо 𝜆 = 𝑖𝛽, 𝛽 ∈ R ∖ {0}, i 𝑄(𝑡) :=

∑︀𝑚
𝑗=𝑙 𝑎𝑗𝑡

𝑗 =

𝑡𝑙
∏︀𝑚−𝑙

𝑘=1 (𝑡−𝑒𝑖𝜃𝑘), 𝜃𝑘 ∈ R, для 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚− 𝑙. Тодi наш лiнiйний оператор

𝑇 має наступне представлення

𝑇 = 𝑆𝑙𝑖𝛽

𝑚−𝑙∏︁
𝑘=1

(𝑆𝑖𝛽 − 𝑒𝑖𝜃𝑘𝐼). (5.7)

Доведення умови 2 в теоремах 5.3.3 i 5.3.5 базується на наступному фактi

щодо многочленiв з усiма коренями на горизонтальнiй прямiй.

Лема 5.3.6. Нехай 𝑇 = 𝑆𝑖𝛽− 𝑒𝑖𝜃 · 𝐼, де 𝛽, 𝜃 ∈ R. Припустимо, що 𝑃 ∈ C[𝑧],
i усi коренi 𝑃 лежать на прямiй {𝑧 : 𝐼𝑚 𝑧 = 𝑐}. Тодi всi коренi многочлена
𝑇 (𝑃 ) лежать на прямiй {𝑧 : 𝐼𝑚 𝑧 = 𝑐+ 𝛽/2}.

Доведення. Припустимо, що 𝑃 ∈ C[𝑧] є довiльним многочленом з усiма

коренями на прямiй {𝑧 : Im 𝑧 = 𝑐}, тобто

𝑃 (𝑧) = 𝐶
𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑑𝑗 − 𝑐𝑖),
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де 𝐶 ̸= 0, 𝑑𝑗, 𝑐 ∈ R. Будемо вивчати розташування коренiв функцiї (𝑆𝑖𝛽 −
𝑒𝑖𝜃𝐼)(𝑃 ). Ми маємо

(𝑆𝑖𝛽 − 𝑒𝑖𝜃𝐼)(𝑃 )(𝑧0) = 0 ⇔
𝑛∏︁
𝑗=1

𝑧0 − 𝑑𝑗 − 𝑐𝑖− 𝛽𝑖

𝑧0 − 𝑑𝑗 − 𝑐𝑖
= 𝑒𝑖𝜃.

Ми бачимо, що для усiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, виконується наступне⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝑑𝑗 − 𝑐𝑖− 𝛽𝑖

𝑧 − 𝑑𝑗 − 𝑐𝑖

⃒⃒⃒⃒
< 1, якщо Im 𝑧 > 𝑐+ 𝛽/2

i ⃒⃒⃒⃒
𝑧 − 𝑑𝑗 − 𝑐𝑖− 𝛽𝑖

𝑧 − 𝑑𝑗 − 𝑐𝑖

⃒⃒⃒⃒
> 1, якщо Im 𝑧 < 𝑐+ 𝛽/2.

Таким чином, усi коренi функцiї (𝑆𝑖𝛽 − 𝑒𝑖𝜃𝐼)(𝑃 ) розташованi на прямiй

{𝑧 : Im 𝑧 = 𝑐+𝛽/2}, якщо усi коренi многочлена 𝑃 розташованi на прямiй

{𝑧 : Im 𝑧 = 𝑐}. Лема 5.3.6 доведена. 2

Доведемо тепер необхiднiсть умови 2 теореми 5.3.3. Якщо 𝑃 є гiпер-

болiчним многочленом, то усi його коренi лежать на прямiй {𝑧 : 𝐼𝑚 𝑧 = 0}.
Iз леми 5.3.6 випливає, що усi коренi

(︁∏︀𝑚−𝑙
𝑘=1 (𝑆𝑖𝛽 − 𝑒𝑖𝜃𝑘𝐼)

)︁
(𝑃 ) належать до

прямiй {𝑧 : Im 𝑧 = (𝑚− 𝑙)𝛽/2}. За допомогою (5.7) ми отримуємо, що усi

коренi многочлена 𝑇 (𝑃 ) лежать на прямiй {𝑧 : Im 𝑧 = (𝑚 − 𝑙)𝛽/2 + 𝑙𝛽}.
Тобто, якщо усi коренi многочлена 𝑇 (𝑃 ) є дiйсними для кожного гiпер-

болiчного многочлена 𝑃 , то 𝑙 = −𝑚.
Тепер ми доведемо необхiднiсть умови 2 теореми 5.3.5, тобто для зберi-

гачiв смуги. Припустимо, що лiнiйний оператор вигляду (5.3) зберiгає

множину комплексних многочленiв з усiма коренями у смузi Π𝑏 := {𝑧 :

|Im 𝑧| 6 𝑏}. Розглянемо довiльний многочлен 𝑃 з усiма коренями на пря-

мiй {𝑧 : Im 𝑧 = 𝑏}. Iз леми 5.3.6 випливає, що усi коренi 𝑇 (𝑃 ) розташованi
на прямiй

{𝑧 : Im 𝑧 = 𝑏+ (𝑚− 𝑙)𝛽/2 + 𝑙𝛽}.

Якщо многочлен 𝑃 має усi коренi на прямiй {𝑧 : Im 𝑧 = −𝑏}, то всi коренi
𝑇 (𝑃 ) розташованi на прямiй

{𝑧 : Im 𝑧 = −𝑏+ (𝑚− 𝑙)𝛽/2 + 𝑙𝛽}.
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Оскiльки оператор 𝑇 зберiгає коренi в смузi Π𝑏, це є можливим тiльки якщо

| ± 𝑏+ (𝑚− 𝑙)𝛽/2 + 𝑙𝛽| 6 𝑏.

Таким чином,

(𝑚− 𝑙)𝛽/2 + 𝑙𝛽 = 0 ⇔ 𝑙 = −𝑚.

Це завершує доведення необхiдностi умов 1,2,3 в теоремах 5.3.3 i 5.3.5.

Вiдмiтимо, що умова 4 в теоремi 5.3.3 забезпечує той факт, що для

кожного многочлена 𝑃 ∈ ℋ𝒫 коефiцiєнти многочлена 𝑇 (𝑃 ) є дiйсними.

Достатнiсть умов 1,2,3,4 в теоремi 5.3.3 є наслiдком теореми 5.3.1 i за-

уваження, що кожен оператор 𝑇 , який задовольняє цi умови, є композицiєю

лiнiйних операторiв вигляду (5.2).

Доведемо достатнiсть умов 1, 2, 3 в теоремi 5.3.5, тобто для зберiгачiв

смуги. Припустимо, що многочлен 𝑃 має усi коренi в смузi Π𝑏 :

𝑃 (𝑧) = 𝐶
𝑛∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑧𝑗),

де 𝐶 ̸= 0, |Im 𝑧𝑗| 6 𝑏, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Ми дослiдимо розташування коренiв многочлена (𝑆𝑖𝛽 − 𝑒𝑖𝜃𝐼)(𝑃 ). Ми

маємо

(𝑆𝑖𝛽 − 𝑒𝑖𝜃𝐼)(𝑃 )(𝑧0) = 0 ⇔
𝑛∏︁
𝑗=1

𝑧0 − 𝑧𝑗 − 𝛽𝑖

𝑧0 − 𝑧𝑗
= 𝑒𝑖𝜃.

Ми вiдмiчаємо, що для усiх 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛, виконується наступне:⃒⃒⃒⃒
𝑧0 − 𝑧𝑗 − 𝛽𝑖

𝑧0 − 𝑧𝑗

⃒⃒⃒⃒
< 1, якщо Im 𝑧 > 𝑏+ 𝛽/2

i ⃒⃒⃒⃒
𝑧0 − 𝑧𝑗 − 𝛽𝑖

𝑧0 − 𝑧𝑗

⃒⃒⃒⃒
> 1, якщо Im 𝑧 < −𝑏+ 𝛽/2.

Тобто, усi коренi (𝑆𝑖𝛽 − 𝑒𝑖𝜃𝐼)(𝑃 ) належать до смуги {𝑧 : |Im 𝑧− 𝛽/2| 6 𝑏},
i усi коренi образу оператора 𝑇 вигляду (5.7) розташованi у смузi

{𝑧 : |Im 𝑧 − (𝑚+ 𝑙)𝛽/2| 6 𝑏}.

Тобто, лiнiйний оператор 𝑇 вигляду (5.7) з 𝑙 = −𝑚 зберiгає множину ком-

плексних многочленiв, якi мають усi коренi у смузi

Π𝑏 = {𝑧 : |Im 𝑧| 6 𝑏}.
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Теореми 5.3.3 i 5.3.5 доведенi. 2

Той факт, що кожен лiнiйний оператор вигляду (5.3), який зберiгає

множину гiперболiчних многочленiв, є композицiєю лiнiйних операторiв

вигляду (5.2), мотивує нас дослiдити такий вид операторiв бiльш детально.

Далi нам буде бiльш зручно положити 𝛼 = 𝜃 − 𝜋/2 i вивчати наступну

еквiвалентну форму оператора

𝑇𝜃,ℎ(𝑃 )(𝑥) =
𝑒𝑖𝜃𝑃 (𝑥+ 𝑖ℎ)− 𝑒−𝑖𝜃𝑃 (𝑥− 𝑖ℎ)

𝑖
, ℎ > 0, 𝜃 ∈ R. (5.8)

Наступний приклад є важливим в подальшому.

Приклад 5.3.7. Для 𝑛 ∈ N ми розглянемо 𝐿𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 ∈ ℋ𝒫 . Легко
обчислити, що

𝑄𝑛(𝑥, 𝜃) = 𝑇𝜃,1(𝑥
𝑛) = 𝑒𝑖𝜃(𝑥+𝑖)𝑛−𝑒−𝑖𝜃(𝑥−𝑖)𝑛

𝑖 = (5.9)

2 sin 𝜃
∏︀𝑛

𝑘=1

(︀
𝑥− 𝑐𝑜𝑡−𝜃+𝜋𝑘𝑛

)︀
, якщо 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ̸= 0,

i для 𝜃 з 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 0

𝑄𝑛(𝑥, 2𝜋𝑚) = −𝑄𝑛(𝑥, 𝜋 + 2𝜋𝑚) = 𝑄𝑛(𝑥, 0) =
(𝑥+𝑖)𝑛−(𝑥−𝑖)𝑛

𝑖 = (5.10)

2𝑛
∏︀𝑛−1

𝑘=1

(︀
𝑥− 𝑐𝑜𝑡𝜋𝑘𝑛

)︀
, 𝑚 ∈ Z.

Позначимо через

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝜃) = 𝑐𝑜𝑡
−𝜃 + 𝜋𝑘

𝑛
, 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑁, (5.11)

коренi многочлена 𝑄𝑛(𝑥, 𝜃), де 𝑁 = 𝑛, якщо 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ̸= 0, i 𝑁 = 𝑛 − 1, якщо

𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 0.

Ми бачимо, що усi коренi многочлена 𝑄𝑛(𝑥, 𝜃) є дiйсними i простими.

Легко перевiрити, що для кожного гiперболiчного многочлена 𝑃 усi коренi

многочлена 𝑇𝜃,ℎ(𝑥) є простими. Ми вiдмiчаємо також, що мiнiмальна вiд-

стань мiж рiзними коренями многочлена 𝑄𝑛 прямує до нуля, коли 𝑛 прямує

до нескiнченностi. Тому ми не можемо використати граничнi мiркування i

зробити висновок про те, що усi коренi функцiї 𝑇𝜃,ℎ(𝑓) є простими для усiх

𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 . Ми доводимо наступний факт.
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Теорема 5.3.8. ([132]). Для кожних ℎ > 0, 𝜃 ∈ R, i кожного 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 ,
усi коренi цiлої функцiї 𝑇𝜃,ℎ(𝑓) є дiйсними i простими.

Доведення. Для кожних ℎ > 0, 𝜃 ∈ R, i кожного 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 усi коренi

функцiї 𝑇𝜃,ℎ(𝑓) є дiйсними, оскiльки 𝑓 є рiвномiрною на компактних мно-

жинах в C границею многочленiв з усiма дiйсними коренями, i, як ми вiд-

мiчали ранiше, 𝑇𝜃,ℎ : ℋ𝒫 → ℋ𝒫 . Нам потрiбно довести тiльки простоту

коренiв цiлої функцiї 𝑇𝜃,ℎ(𝑓).

Нехай 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 має представлення (4.1.2) iз роздiлу (4), 𝑓 ̸≡ 0, i

припустимо, що 𝑥0 ∈ R є кратним коренем функцiї 𝑔(𝑧) := 𝑇𝜃,ℎ(𝑓)(𝑧). Тодi

𝑔(𝑥0) = 0, 𝑔′(𝑥0) = 0, або

𝑒𝑖𝜃𝑓(𝑥0 + 𝑖ℎ) = 𝑒−𝑖𝜃𝑓(𝑥0 − 𝑖ℎ), 𝑒𝑖𝜃𝑓 ′(𝑥0 + 𝑖ℎ) = 𝑒−𝑖𝜃𝑓 ′(𝑥0 − 𝑖ℎ),

звiдки 𝑓 ′

𝑓 (𝑥0 + 𝑖ℎ) = 𝑓 ′

𝑓 (𝑥0 − 𝑖ℎ). З (4.1.2) ми маємо

𝑓 ′

𝑓
(𝑧) =

𝑛

𝑧
− 2𝑎𝑧 + 𝑏+

∞∑︁
𝑘=1

𝑧

𝑥𝑘(𝑧 − 𝑥𝑘)
,

звiдки маємо

𝑛

𝑥0 + 𝑖ℎ
− 2𝑎(𝑥0 + 𝑖ℎ) + 𝑏+

∞∑︁
𝑘=1

𝑥0 + 𝑖ℎ

𝑥𝑘(𝑥0 + 𝑖ℎ− 𝑥𝑘)
=

𝑛

𝑥0 − 𝑖ℎ
− 2𝑎(𝑥0 − 𝑖ℎ) + 𝑏+

∞∑︁
𝑘=1

𝑥0 − 𝑖ℎ

𝑥𝑘(𝑥0 − 𝑖ℎ− 𝑥𝑘)
,

або
𝑛

𝑥0 + 𝑖ℎ
− 2𝑎𝑖ℎ+

∞∑︁
𝑘=1

𝑥0 + 𝑖ℎ

𝑥𝑘(𝑥0 + 𝑖ℎ− 𝑥𝑘)
=

𝑛

𝑥0 − 𝑖ℎ
+ 2𝑎𝑖ℎ+

∞∑︁
𝑘=1

𝑥0 − 𝑖ℎ

𝑥𝑘(𝑥0 − 𝑖ℎ− 𝑥𝑘)
.

Ми порiвняємо уявнi частини лiвої i правої частин останньої рiвностi:

−𝑛ℎ
𝑥2

0 + ℎ2
− 2𝑎ℎ−

∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘ℎ

𝑥𝑘((𝑥0 − 𝑥𝑘)2 + ℎ2)
=

𝑛ℎ

𝑥2
0 + ℎ2

+ 2𝑎ℎ+
∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘ℎ

𝑥𝑘((𝑥0 − 𝑥𝑘)2 + ℎ2)
.
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Оскiльки ℎ ̸= 0, ми робимо висновок, що

𝑛

𝑥2
0 + ℎ2

+ 2𝑎+
∞∑︁
𝑘=1

1

(𝑥0 − 𝑥𝑘)2 + ℎ2
= 0.

Але 𝑛 > 0, 𝑎 > 0, (𝑥0 − 𝑥𝑘)
2 > 0, звiдки ми отримуємо, що 𝑓 є сталою

функцiєю, тому 𝑇𝜃,ℎ(𝑓) є сталою функцiєю, i ми довели теорему (5.3.8). 2

Для кожного гiперболiчного многочлена 𝑃 ми отримуємо оцiнку мак-

симального i мiнiмального кореня його образу 𝑇𝜃,ℎ(𝑃 ). Позначимо через

𝜆(𝑃 ) максимальний корiнь гiперболiчного многочлена 𝑃 i через 𝜇(𝑃 ) його

мiнiмальний корiнь. Ми доводимо наступне твердження.

Теорема 5.3.9. ([132]). Для довiльних 𝑃 ∈ ℋ𝒫 , deg𝑃 = 𝑛 > 1, 𝜃 ∈ R, i
довiльного ℎ > 0, ми маємо

𝜆(𝑇𝜃,ℎ(𝑃 )) 6 𝜆(𝑃 ) + ℎ · 𝜆(𝑄𝑛) i 𝜇(𝑇𝜃,ℎ(𝑃 )) > 𝜇(𝑃 ) + ℎ · 𝜇(𝑄𝑛),

де многочлени 𝑄𝑛 беруться iз прикладу 5.3.7.

Для доведення цiєї теореми нам потрiбнi ще поняття аполярних много-

членiв i згортки Уолша.

Означення 5.3.10. (дивись, наприклад, [6, с. 15-16] або [191, гла-

ва 5, S3, задача 139]). Два комплексних многочлена 𝑃 i 𝑄 степеня 𝑛 на-

зиваються аполярними, якщо
𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 𝑃 (𝑘)(0) ·𝑄(𝑛−𝑘)(0) = 0. (5.12)

Наступна знаменита теорема Дж.Х.Грейса стверджує, що комплекснi

коренi двох аполярних многочленiв не можуть бути роздiленi прямою чи

окружнiстю.

Теорема 5.3.11. (дивись, наприклад, [6, с. 16] або [191, глава 5, S3, зада-
ча 145]). Припустимо, що 𝑃 i 𝑄 є двома комплексними аполярними мно-

гочленами степеня 𝑛 > 1. Якщо усi коренi многочлена 𝑃 розташованi в

колової областi 𝐶, то многочлен 𝑄 має хоча б один корiнь в областi 𝐶. (Ко-

ловою областю називається замкненi або вiдкритi пiвплощина, коло, або

зовнiшнiсть кола).
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Наступна операцiя над комплексними многочленами вивчалася

Т.Такагi [212] в 1921 роцi i Дж.Л.Уолшем [232] в 1922 роцi (дивись та-

кож [193, Секцiя 5.3]). Однак загальноприйнятим термiном зараз є “згортка

Уолша”.

Означення 5.3.12. ([232]). Для довiльних двох комплексних многочленiв

𝑃 i 𝑄 степеня 𝑛 їх згортка Уолша визначається наступним чином:

𝑃 �𝑄 (𝑥) =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑃 (𝑘)(0) ·𝑄(𝑛−𝑘)(𝑥). (5.13)

Iз порiвняння визначень (5.3.10) i (5.3.12) ми бачимо, що

𝑃 �𝑄 (𝑥0) = 0 ⇔ 𝑃 (−𝑥) i 𝑄(𝑥+ 𝑥0) є аполярними. (5.14)

Наступний добре вiдомий факт про властивостi згортки Уолша двох

многочленiв був, напевно, вперше доведений Дж.Х.Уолшем в ([232]).

Теорема 5.3.13. ([232]). 1. Для довiльних двох гiперболiчних многочленiв

𝑃 i 𝑄 степеня 𝑛 їх згортка Уолша 𝑃 �𝑄 є також гiперболiчним многочле-

ном.

2. Якщо до того ж усi коренi многочлена 𝑃 належать до вiдрiзку [𝛼, 𝛽],

а усi коренi многочлена 𝑄 належать до вiдрiзку [𝛾, 𝛿], то усi коренi много-

члена 𝑃 �𝑄 належать до вiдрiзку [𝛼 + 𝛾, 𝛽 + 𝛿].

Для зручностi читача ми наведемо коротке доведення цiєї теореми.

Доведення. Доведемо перше твердження. Припустимо, що 𝑃�𝑄(𝑥0) = 0,

але Im 𝑥0 = 𝑏 ̸= 0. Тодi, з (5.14) многочлени 𝑃 (−𝑥) i𝑄(𝑥+𝑥0) є аполярними.

Використовуючи той факт, що многочлени 𝑃 i 𝑄 є гiперболiчними, ми

маємо, що усi коренi многочлена 𝑃 (−𝑥) належать до прямiй {Im 𝑧 = 0},
тодi як усi коренi многочлена 𝑄(𝑥 + 𝑥0) лежать на прямiй {Im 𝑧 = −𝑏}.
Тобто, коренi многочленiв 𝑃 (−𝑥) i 𝑄(𝑥 + 𝑥0) можуть бути роздiленими

прямою, що суперечить теоремi Грейса. Перше твердження доведено.

Доведемо друге твердження. Розглянемо довiльний корiнь 𝑥0 много-

члена 𝑃 �𝑄. Усi коренi многочлена 𝑃 (−𝑥) належать до вiдрiзку [−𝛽, −𝛼],
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а усi коренi многочлена 𝑄(𝑥 + 𝑥0) належать до вiдрiзку [𝛾 − 𝑥0, 𝛿 − 𝑥0],

тому iз теореми Грейса ми отримуємо, що iснує точка 𝜁 ∈ R, така що

−𝛽 6 𝜁 6 −𝛼 i 𝛾 − 𝑥0 6 𝜁 6 𝛿 − 𝑥0. (5.15)

Тобто,

𝛼 + 𝛾 6 𝑥0 6 𝛽 + 𝛿 .

Теорема доведена. 2

Тепер ми можемо довести теорему 5.3.9.

Доведення. Для довiльних 𝜃 ∈ R i ℎ > 0 ми розглянемо оператор (5.8).

Позначимо через

𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) = 𝑇𝜃,ℎ(𝑥
𝑛) = 𝑒𝑖𝜃(𝑥+𝑖ℎ)𝑛−𝑒−𝑖𝜃(𝑥−𝑖ℎ)𝑛

𝑖 , (5.16)

якщо sin 𝜃 ̸= 0,

i

𝐺𝑛(𝑥, 2𝜋𝑚, ℎ) = −𝐺𝑛(𝑥, 𝜋 + 2𝜋𝑚, ℎ) = 𝐺𝑛(𝑥, 0, ℎ) = (5.17)

𝑇0,ℎ(𝑥
𝑛) = (𝑥+𝑖ℎ)𝑛−(𝑥−𝑖ℎ)𝑛

𝑖 ,

де 𝑚 ∈ Z, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Порiвнюючи цi формули з (5.9) i (5.10), ми бачимо, що для довiльних

𝜃 ∈ R, ℎ > 0 i 𝑛 ∈ (𝑁) :

𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) = ℎ𝑛𝑄𝑛

(︁𝑥
ℎ
, 𝜃
)︁
. (5.18)

Тому, для кожного 𝑛 ∈ N многочлен 𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) є гiперболiчним з ко-

ренями ℎ · 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, де 𝑥𝑘 є коренями многочлена 𝑄𝑛(𝑥, 𝜃), якi

разом з номером 𝑁 описанi в (5.11).

Застосуємо оператор 𝑇𝜃,ℎ до гiперболiчного многочлена

𝑃 (𝑥) =
𝑛∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
𝑃 (𝑘)(0)𝑥𝑘.

Ми отримуємо

𝑇𝜃,ℎ(𝑃 ) (𝑥) =
𝑛∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
𝑃 (𝑘)(0) 𝑇𝜃,ℎ(𝑥

𝑘) =
𝑛∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
𝑃 (𝑘)(0) ·𝐺𝑘(𝑥, 𝜃, ℎ).
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Легко перевiрити, що

𝐺𝑘(𝑥, 𝜃, ℎ) =
𝐺

(𝑛−𝑘)
𝑛 (𝑥, 𝜃, ℎ)

𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2) · · · (𝑘 + 1)
=

𝑘!

𝑛!
𝐺(𝑛−𝑘)
𝑛 (𝑥, 𝜃, ℎ).

Таким чином,

𝑇𝜃,ℎ(𝑃 ) (𝑥) =
1
𝑛!

∑︀𝑛
𝑘=0 𝑃 (𝑘)(0) 𝐺

(𝑛−𝑘)
𝑛 (𝑥, 𝜃, ℎ) (5.19)

= 1
𝑛! 𝑃 �𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ).

Тепер твердження теореми 5.3.9 є прямим наслiдком другого твердження

теореми 5.3.13 i (5.23). Теорема 5.3.9 доведена. 2

Наступна теорема була доведена С.Фiском.

Теорема 5.3.14. ([80, с. 226, лема 8.25]). Якщо 𝐴 : ℋ𝑃 → ℋ𝑃 є лiнiйним

оператором, i для усiх 𝑏 ∈ R ми маємо 𝐴𝑆𝑏 = 𝑆𝑏𝐴, то для кожного много-

члена 𝑃 ∈ ℋ𝑃 виконується наступна нерiвнiсть: mesh(𝐴(𝑃 )) > mesh(𝑃 ).

Вiдмiтимо, що сам С.Фiск формулював цю теорему в зовсiм iнших тер-

мiнах. Не дуже легко з’ясувати, що теорема С.Фiска дає твердження, що

воно сформульоване вище. Як ми вiдмiчали ранiше, в [46] доведено, що

жоден нетривiальний лiнiйний оператор вигляду (5.3) з дiйсним зсувом 𝜆

не зберiгає множину гiперболiчних многочленiв. З iншого боку, в роботi

[46] доведено, що лiнiйний оператор вигляду (5.3) з дiйсним зсувом 𝜆 зберi-

гає множину гiперболiчних многочленiв з мешем не меншим за 𝜆 тодi i

тiльки тодi, коли усi коренi твiрної функцiї 𝑄(𝑡) :=
∑︀𝑚

𝑗=𝑙 𝑎𝑗𝑡
𝑗 є дiйсними i

невiд’ємними.

Оскiльки лiнiйний оператор 𝑇𝜃,ℎ зберiгає гiперболiчнiсть для кожного

𝜃, ℎ ∈ R, i, крiм того, оператор 𝑇𝜃,ℎ комутує з кожним оператором зсуву,

iз теореми 5.3.14 випливає, що 𝑇𝜃,ℎ не зменшує меш. Ми покажемо, що в

класi гiперболiчних многочленiв степеня 𝑛 многочлен 𝑥𝑛 є екстремальним

у цьому сенсi.

Теорема 5.3.15. ([132]). Для кожного 𝑃 ∈ ℋ𝒫 , deg𝑃 = 𝑛 > 2, кожного

𝜃 ∈ R, sin 𝜃 ̸= 0, i кожного ℎ > 0, ми маємо

mesh 𝑇𝜃,ℎ(𝑃 ) > mesh 𝑇𝜃,ℎ(𝑥𝑛).
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Для кожного 𝜃 : sin 𝜃 = 0, твердження теореми є також вiрним для усiх

𝑛 > 3.

Доведення. Фiксуємо довiльний многочлен 𝑃 ∈ C[𝑥]. Розглянемо лiнiй-

ний оператор 𝑇𝑃 : C[𝑥] → C[𝑥], який дiє наступним чином:

𝑇𝑃 (𝑄) = 𝑃 �𝑄.

Якщо 𝑃 ∈ ℋ𝒫 , то, за теоремою Уолша 5.3.13, оператор 𝑇𝑃 зберiгає гi-

перболiчнiсть. Очевидно, що, 𝑇𝑃 комутує з кожним оператором зсуву. Iз

теореми 5.3.14 випливає, що 𝑇𝑃 не зменшує меш. Використовуючи комута-

тивнiсть згортки Уолша (дивись, наприклад, [232]), ми отримуємо наступ-

ний результат, який доведений в [46].

Теорема 5.3.16. ([46]). Нехай 𝑃 i 𝑄 є гiперболiчними многочленами сте-

пеня 𝑛. Тодi

mesh (𝑃 �𝑄) > max (mesh (𝑃 ), mesh (𝑄)). (5.20)

Для кожного 𝜃 ∈ R i ℎ > 0 ми розглянемо лiнiйний оператор (5.8).

Введемо такi позначення:

𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) = 𝑇𝜃,ℎ(𝑥
𝑛) =

𝑒𝑖𝜃(𝑥+ 𝑖ℎ)𝑛 − 𝑒−𝑖𝜃(𝑥− 𝑖ℎ)𝑛

𝑖
, якщо sin 𝜃 ̸= 0,

(5.21)

i

𝐺𝑛(𝑥, 2𝜋𝑚, ℎ) = −𝐺𝑛(𝑥, 𝜋 + 2𝜋𝑚, ℎ) = 𝐺𝑛(𝑥, 0, ℎ) = (5.22)

𝑇0,ℎ(𝑥
𝑛) = (𝑥+𝑖ℎ)𝑛−(𝑥−𝑖ℎ)𝑛

𝑖 ,

де 𝑚 ∈ Z, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Порiвнюючи цi формули з (5.9) i (5.10), ми вiдмiчаємо, що для довiль-

них 𝜃 ∈ R, ℎ > 0 i 𝑛 ∈ (𝑁) :

𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) = ℎ𝑛𝑄𝑛

(︁𝑥
ℎ
, 𝜃
)︁
. (5.23)

Тому, для кожного 𝑛 ∈ N многочлен 𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) є гiперболiчним мно-

гочленом з коренями ℎ · 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁, де 𝑥𝑘 є коренi многочлена

𝑄𝑛(𝑥, 𝜃), який, разом з числом 𝑁, описуються формулою (5.11).
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Застосуємо лiнiйний оператор 𝑇𝜃,ℎ до гiперболiчного многочлена 𝑃. Iз

(5.19) i (5.20) випливає, що

mesh 𝑇𝜃,ℎ(𝑃 )(𝑥) > mesh (𝑃 �𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ)) >

max (mesh (𝑃 (𝑥)), mesh (𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ))).

Оскiльки 𝐺𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) = 𝑇𝜃,ℎ(𝑥
𝑛) це доводить теорему 5.3.15, а також

представляє ще одне пояснення того, що лiнiйний оператор 𝑇𝜃,ℎ не зменшує

меш гiперболiчного многочлена. 2

У зв’язку з теоремами 5.3.9 i 5.3.15 виникає наступне природне питання.

Питання 5.3.17. Яким є образ множини гiперболiчних многочленiв (мно-

жини гiперболiчних многочленiв степеня не вище за задане 𝑛) пiд дiєю

лiнiйного оператора оператора вигляду (5.8)?

Наша остання теорема описує асимптотичну поведiнку коренiв много-

члена 𝑇𝜃,ℎ(𝑃 ), коли ℎ прямує до нескiнченостi.

Нехай 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑎𝑥𝑛−1 + 𝑏𝑥𝑛−2 +
∑︀𝑛−3

𝑘=0 𝑐𝑘𝑥
𝑘 є многочленом з ком-

плексними коефiцiєнтами. Для 𝜃 ∈ R, ℎ > 0, розглянемо многочлен

𝐷𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) := 𝑇𝜃,ℎ(𝑃𝑛)(𝑥) =
𝑒𝑖𝜃𝑃𝑛(𝑥+ 𝑖ℎ)− 𝑒−𝑖𝜃𝑃𝑛(𝑥− 𝑖ℎ)

𝑖
. (5.24)

Многочлен 𝐷𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) має 𝑛 коренiв, якщо sin 𝜃 ̸= 0, i вiн має тiльки 𝑛− 1

коренiв, якщо sin 𝜃 = 0. Позначимо через 𝑋1(ℎ, 𝜃), 𝑋2(ℎ, 𝜃), . . . , 𝑋𝑁(ℎ, 𝜃)

коренi цього многочлена, занумерованi за умовою: Re 𝑋1(ℎ, 𝜃) 6

Re 𝑋2(ℎ, 𝜃) 6 . . . 6 Re 𝑋𝑁(ℎ, 𝜃), де 𝑁 = 𝑛, якщо 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ̸= 0, i 𝑁 = 𝑛−1, як-

що 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 0. Нашою цiллю є опис асимптотичної поведiнки 𝑋𝑗(ℎ, 𝜃), 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑛, при ℎ→ ∞.

Теорема 5.3.18. ([132]). Для довiльних 𝜃 ∈ R i ℎ > 0, j-й корiнь много-

члена 𝐷𝑛(𝜃, ℎ) задовольняє асимптотичну формулу:

𝑋𝑗(ℎ, 𝜃) = 𝑥𝑗 · ℎ− 𝑎

𝑛
+

(︂
𝑎2(𝑛− 1)

2𝑛2
− 𝑏

𝑛

)︂
𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
· 1
ℎ

+𝑂

(︂
1

ℎ2

)︂
, ℎ→ ∞,

де многочлени 𝑄𝑛−1, 𝑄𝑛−2 i числа 𝑥𝑗 взятi iз прикладу 5.3.7.
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Доведення. Оскiльки 𝐷𝑛(𝑥, 2𝜋𝑘, ℎ) = −𝐷𝑛(𝑥, 𝜋 + 2𝜋𝑘, ℎ) = 𝐷𝑛(𝑥, 0, ℎ),

ми будемо розглядати тiльки два випадки: 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ̸= 0 i 𝜃 = 0.

Наступний факт про властивостi многочленiв 𝑄𝑛(𝑥, 𝜃) є очевидним.

Твердження 5.3.19. Для усiх 𝑛 = 2, 3, . . . виконуються наступнi рiвностi:

𝑄
′

𝑛(𝑥, 𝜃) = 𝑛𝑄𝑛−1(𝑥, 𝜃), 𝜃 ∈ R; (5.25)

𝑄
′

𝑛(𝑥𝑗, 𝜃) = 2 sin 𝜃
∏︀

𝑘 ̸=𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘), якщо 𝑠𝑖𝑛𝜃 ̸= 0, (5.26)

i 𝑄
′

𝑛(𝑥𝑗, 0) = 2𝑛
∏︀

𝑘 ̸=𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘);

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃) =
2 sin 𝜃
𝑛

∏︀
𝑘 ̸=𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘), якщо 𝑠𝑖𝑛𝜃 ̸= 0, (5.27)

i 𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 0) = 2
∏︀

𝑘 ̸=𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑘).

Подiлимо 𝐷𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) на ℎ𝑛

1

ℎ𝑛
𝐷𝑛(𝑥, 𝜃, ℎ) =

1

𝑖

(︁
𝑒𝑖𝜃
(︁𝑥
ℎ
+ 𝑖
)︁𝑛

− 𝑒−𝑖𝜃
(︁𝑥
ℎ
− 𝑖
)︁𝑛)︁

+
𝑎

𝑖ℎ

(︂
𝑒𝑖𝜃
(︁𝑥
ℎ
+ 𝑖
)︁𝑛−1

− 𝑒−𝑖𝜃
(︁𝑥
ℎ
− 𝑖
)︁𝑛−1

)︂
+

𝑏

𝑖ℎ2

(︂
𝑒𝑖𝜃
(︁𝑥
ℎ
+ 𝑖
)︁𝑛−2

− 𝑒−𝑖𝜃
(︁𝑥
ℎ
− 𝑖
)︁𝑛−2

)︂
+

𝑛−3∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘
𝑖ℎ𝑛−𝑘

(︂
𝑒𝑖𝜃
(︁𝑥
ℎ
+ 𝑖
)︁𝑘

− 𝑒−𝑖𝜃
(︁𝑥
ℎ
− 𝑖
)︁𝑘)︂

.

Позначимо

𝑡 =
𝑥

ℎ
. (5.28)

Використовуючи формули iз прикладу 5.3.7, ми можемо переформулювати

нашу проблему наступним чином: описати асимптотичну поведiнку коренiв

𝑡1(ℎ, 𝜃), 𝑡2(ℎ, 𝜃), . . . , 𝑡𝑁(ℎ, 𝜃) (як i ранiше𝑁 = 𝑛, якщо 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ̸= 0, i𝑁 = 𝑛−1,

якщо 𝜃 = 0) рiвняння

𝑄𝑛(𝑡, 𝜃) +
𝑎

ℎ
𝑄𝑛−1(𝑡, 𝜃) +

𝑏

ℎ2
𝑄𝑛−2(𝑡, 𝜃) +

𝑛−3∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘
ℎ𝑛−𝑘

𝑄𝑘(𝑡, 𝜃) = 0 (5.29)

при ℎ→ ∞ для кожного фiксованого 𝜃 ∈ R.
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Фiксуємо натуральний iндекс 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁. Позначимо через

𝑃𝑛(𝑡, 𝜃) = 2 sin 𝜃
∏︀

𝑘 ̸=𝑗(𝑡− 𝑥𝑘), якщо 𝑠𝑖𝑛 𝜃 ̸= 0, (5.30)

i 𝑃𝑛(𝑡, 0) = 2𝑛
∏︀

𝑘 ̸=𝑗(𝑡− 𝑥𝑘).

Оскiльки 𝑄𝑛(𝑡, 𝜃) = (𝑡− 𝑥𝑗)𝑃𝑛(𝑡, 𝜃), можна отримати наступнi властивостi

𝑃𝑛 з (5.25), (5.27) i (5.28):

𝑃𝑛(𝑥𝑗, 𝜃) = 𝑄
′

𝑛(𝑥𝑗, 𝜃) = 𝑛𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃), (5.31)

𝑃
′

𝑛(𝑥𝑗, 𝜃) =
1

2
𝑄

′′

𝑛(𝑥𝑗, 𝜃) =
𝑛(𝑛− 1)

2
𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃). (5.32)

За теоремою Гурвиця, iснує таке число 𝜌 > 0, що для достатньо великих

значень числа ℎ коло |𝑡−𝑥𝑗| < 𝜌 мiстить рiвно один корiнь рiвняння (5.29),

i цей корiнь є 𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), тобто

|𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗| < 𝜌, |𝑡𝑘(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗| > 𝜌, 𝑘 ̸= 𝑗. (5.33)

Таким чином, 𝑃𝑛(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃) ̸= 0, i ми можемо подiлити (5.29) на нього.

Тобто, корiнь 𝑡𝑗(ℎ, 𝜃) задовольняє рiвнiсть

(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗) +
𝑎

ℎ

𝑄𝑛−1(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃)

𝑃𝑛(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃)
+

𝑏

ℎ2

𝑄𝑛−2(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃)

𝑃𝑛(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃)

+
𝑛−3∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘
ℎ𝑛−𝑘

𝑄𝑘(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃)

𝑃𝑛(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃)
= 0. (5.34)

З цiєї рiвностi i (5.33) випливає, що

𝑡𝑗(ℎ, 𝜃) = 𝑥𝑗 +𝑂

(︂
1

ℎ

)︂
. (5.35)

Використовуючи розкладення Тейлора для функцiй 𝑄𝑛−1(𝑡,𝜃)
𝑃𝑛(𝑡,𝜃) i 𝑄𝑛−2(𝑡,𝜃)

𝑃𝑛(𝑡,𝜃) в точ-

цi 𝑥𝑗, i (5.31), (5.32), (5.25), ми отримуємо

𝑄𝑛−1(𝑡, 𝜃)

𝑃𝑛(𝑡, 𝜃)
=
𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑃𝑛(𝑥𝑗, 𝜃)
+

𝑄
′

𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)𝑃𝑛(𝑥𝑗, 𝜃)−𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)𝑃
′

𝑛(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑃 2
𝑛(𝑥𝑗, 𝜃)

(𝑡− 𝑥𝑗)

+𝑂
(︀
(𝑡− 𝑥𝑗)

2
)︀
=
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1

𝑛
+

(𝑛− 1)

2𝑛
· 𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
(𝑡− 𝑥𝑗) +𝑂

(︀
(𝑡− 𝑥𝑗)

2
)︀
, (5.36)

i
𝑄𝑛−2(𝑡, 𝜃)

𝑃𝑛(𝑡, 𝜃)
=

𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑛𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
+𝑂 ((𝑡− 𝑥𝑗)) . (5.37)

Спiввiдношення (5.36) i (5.37) дозволяють нам переписати (5.34) наступним

чином

(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗) +
1

ℎ
· 𝑎
𝑛
+

1

ℎ
· 𝑎(𝑛− 1)

2𝑛
· 𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗)

+
1

ℎ2
· 𝑏
𝑛

𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)

+
𝑎

ℎ
·𝑂
(︀
(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗)

2
)︀
+

𝑏

ℎ2
·𝑂 ((𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗))+

𝑛−3∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘
ℎ𝑛−𝑘

𝑄𝑘(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃)(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗)

𝑄𝑛(𝑡𝑗(ℎ, 𝜃), 𝜃)
= 0. (5.38)

Положимо

𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗 = − 𝑎

𝑛ℎ
+

(︂
𝑎2(𝑛− 1)

2𝑛2ℎ2
− 𝑏

𝑛ℎ2

)︂
𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
+ 𝜔(ℎ, 𝜃), (5.39)

i оцiнимо функцiю 𝜔(ℎ, 𝜃) для достатньо великих значень ℎ. Використову-

ючи (5.35) i (5.33), з (5.38) ми отримуємо наступну оцiнку

|𝜔(ℎ, 𝜃)| 6 𝐾

ℎ3
, (5.40)

де 𝐾 є константою. Таким чином, за допомогою (5.28), ми маємо

𝑋𝑗(ℎ, 𝜃) = ℎ · 𝑡𝑗(ℎ, 𝜃) = 𝑥𝑗 · ℎ− 𝑎

𝑛
+(︂

𝑎2(𝑛− 1)

2𝑛2
− 𝑏

𝑛

)︂
𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
· 1
ℎ
+𝑂

(︂
1

ℎ2

)︂
, ℎ→ ∞.

Теорема 5.3.18 доведена. 2

Зауваження 5.3.20. Таким само способом ми можемо отримати бiльш

точну асимптотичну формулу:

𝑋𝑗(ℎ, 𝜃) = 𝑥𝑗 · ℎ− 𝑎

𝑛
+

(︂
𝑎2(𝑛− 1)

2𝑛2
− 𝑏

𝑛

)︂
𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
· 1
ℎ
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+

(︂
−𝑎

3(𝑛− 1)(𝑛− 2)

3𝑛3
+
𝑎𝑏(𝑛− 2)

𝑛2
− 𝑐

𝑛

)︂
𝑄𝑛−3(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
· 1

ℎ2

+𝑂

(︂
1

ℎ3

)︂
, ℎ→ ∞.

Доведення. Ми повиннi замiнити (5.36) i (5.37) бiльш акуратними фор-

мулами:

𝑄𝑛−1(𝑡, 𝜃)(𝑡− 𝑥𝑗)

𝑄𝑛(𝑡, 𝜃)
=

1

𝑛
+

(𝑛− 1)𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

2𝑛𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
(𝑡− 𝑥𝑗)+

1
2

(︁
2(𝑛−1)(𝑛−2)𝑄𝑛−3(𝑥𝑗 ,𝜃)

3𝑛𝑄𝑛−1(𝑥𝑗 ,𝜃)
− (𝑛−1)2𝑄2

𝑛−2(𝑥𝑗 ,𝜃)

2𝑛𝑄2
𝑛−1(𝑥𝑗 ,𝜃)

)︁
· (𝑡− 𝑥𝑗)

2 + (5.41)

+𝑂
(︀
(𝑡− 𝑥𝑗)

3
)︀
,

i
𝑄𝑛−2(𝑡, 𝜃)(𝑡− 𝑥𝑗)

𝑄𝑛(𝑡, 𝜃)
=

𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑛𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
+(︂

(𝑛− 2)𝑄𝑛−3(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑛𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
−

(𝑛− 1)𝑄2
𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

2𝑛𝑄2
𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)

)︂
· (𝑡− 𝑥𝑗)

+𝑂
(︀
(𝑡− 𝑥𝑗)

2
)︀
. (5.42)

До того, ми напишемо перший член розкладення Тейлора для функцiї
𝑄𝑛−3(𝑡,𝜃)
𝑄𝑛(𝑡,𝜃) (𝑡− 𝑥𝑗) :

𝑄𝑛−3(𝑡, 𝜃)(𝑡− 𝑥𝑗)

𝑄𝑛(𝑡, 𝜃)
=

𝑄𝑛−3(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑛𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
+𝑂 ((𝑡− 𝑥𝑗)) . (5.43)

Пiсля цього, розглядаючи формули (5.42), (5.42) i (5.43), ми зробимо вiд-

повiднi змiни в формулi (5.38). Поклавши

𝑡𝑗(ℎ, 𝜃)− 𝑥𝑗 = − 𝑎

𝑛ℎ
+

(︂
𝑎2(𝑛− 1)

2𝑛2ℎ2
− 𝑏

𝑛ℎ2

)︂
𝑄𝑛−2(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
+(︂

−𝑎
3(𝑛− 1)(𝑛− 2)

3𝑛3ℎ3
+
𝑎𝑏(𝑛− 2)

𝑛2ℎ3
− 𝑐

𝑛ℎ3

)︂
𝑄𝑛−3(𝑥𝑗, 𝜃)

𝑄𝑛−1(𝑥𝑗, 𝜃)
+ 𝜔(ℎ, 𝜃), (5.44)

ми отримуємо наступнi оцiнки для функцiї 𝜔(ℎ, 𝜃):

|𝜔(ℎ, 𝜃)| 6 𝐾

ℎ4
, (5.45)

де 𝐾 є константою. 2
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5.4 Лiнiйнi скiнчено-рiзничнi оператори, якi зберiгають

клас Лаґерра-Полiа цiлих функцiй

Ми вже вiдмiчали, що П.Бранден i Дж.Борсеа [37] (дивись та-

кож [38, 39]) дали характеризацiю лiнiйних операторiв, якi зберiгають гi-

перболiчнiсть (а також зберiгають деякi iншi множини многочленiв з коре-

нями у заданих областях), а також характеризацiю лiнiйних операторiв, якi

зберiгають клас Лаґерра-Полiа [40]. Тим не менш, їх опис таких операторiв

не завжди забезпечує зручну форму вiдповiдi, i iнодi бiльш зручно опи-

сувати деякi оператори, якi зберiгають гiперболiчнiсть або клас Лаґерра-

Полiа, не використовуючи формальний опис. В цьому параграфi ми отри-

муємо повний опис спецiальних скiнчено-рiзничних лiнiйних операторiв з

функцiональними коефiцiєнтами, якi зберiгають клас Лаґерра-Полiа. Цi-

кавi подiбнi результати були отриманi нещодавно Д.Кардоном в роботi [49]

для операторiв, якi зберiгають коренi у смузi.

Нещодавно П.Бранден, I.Красiков i Б.Шапiро [46] зробили спробу пе-

ренести вiдому теорiю операторiв, якi зберiгають гiперболiчнiсть, зi стан-

дартного мономiального базису на базис з символiв Похгаммера, i отримати

скiнчено-рiзничний аналог теорiї Полiа-Шура. Деякi результати з цiєї те-

ми були отриманi в роботi [130]. Ми в цьому параграфi будемо розглядати

центральнi скiнчено-рiзничнi оператори з несталими коефiцiєнтами.

Δ𝑀1,𝑀2,ℎ(𝑓)(𝑧) =𝑀1(𝑧)𝑓(𝑧 + ℎ) +𝑀2(𝑧)𝑓(𝑧 − ℎ). (5.46)

Тут𝑀1 i𝑀2 є заданими функцiями i ℎ є заданим ненульовим комплексним

числом.

В цьому параграфi ми вивчаємо оператори вигляду (5.46), якi зберiга-

ють множину многочленiв з усiма дiйсними коренями. Ясно, що оператор

Δ𝑀1,𝑀2,ℎ(𝑝)(𝑧) переводить довiльний многочлен у многочлен тодi i тiльки

тодi, коли 𝑀1 i 𝑀2 є многочленами. Оператор (5.46) i його багатократнi

композицiї вивчалися в роботi [46] у випадку, коли 𝑀1 i 𝑀2 є многочлена-

ми i ℎ ∈ R ∖ {0}. Автори роботи [46] довели, що оператор
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𝑇 (𝑓)(𝑥) =
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑞𝑗(𝑥)𝑓(𝑥− 𝑗)

з 𝑞𝑗 ∈ C[𝑥], 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘, зберiгає клас многочленiв з усiма дiйсними

коренями тодi i тiльки тодi, коли 𝑞𝑗(𝑥) ̸≡ 0 для не бiльш нiж одного 𝑗,

i 𝑞𝑗 має усi дiйснi коренi для цього 𝑗. Тобто, випадок дiйсного кроку ℎ

не дає нетривiальних операторiв вигляду (5.46), якi зберiгають множину

многочленiв з дiйсними коренями.

Вiдмiтимо, що деякi спецiальнi трансцендентнi функцiї є рiшеннями

скiнченно-рiзничних операторiв, близьких до (5.46). Функцiональне рiвнян-

ня Рiмана для 𝜁-функцiї Рiмана [197] є таким прикладом. Деякi спецiальнi

функцiї є результатом дiї операторiв вигляду (5.46). Таким чином, є сенс

розширити область визначення оператора (5.46) з многочленiв до цiлих

функцiй. Ми будемо розглядати дiю таких операторiв на функцiях класу

Лаґерра-Полiа.

Дж.Полiа був, можливо, першим, хто отримав деякi результати про

збереження класу ℒ − 𝒫 операторами вигляду (5.46). В роботi [188] вiн

показав, що, якщо 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 , то

𝑓(𝑥+ 𝑖𝑐) + 𝑓(𝑥− 𝑖𝑐) ∈ ℒ − 𝒫

для кожного 𝑐 ∈ R. В роботi [217] було дослiджено, що той же факт є

вiрним для оператора

𝑓(𝑥+ 𝑖𝑐) + 𝜃𝑓(𝑥− 𝑖𝑐), |𝜃| = 1.

В цьому параграфi ми повнiстю опишемо оператори вигляду (5.46), якi

зберiгають клас Лаґерра-Полiа.

Спершу ми отримуємо деякi необхiднi умови для того, щоб опера-

тор (5.46) зберiгав клас Лаґерра-Полiа.

Твердження 5.4.1. ([134]). Нехай 𝑀1 i 𝑀2 є двома заданими функцiями,

𝑀1,𝑀2 : C → C, 𝑀1 ̸≡ 0,𝑀2 ̸≡ 0, i ℎ є комплексним числом, ℎ ̸= 0.

Припустимо, що лiнiйний оператор Δ𝑀1,𝑀2,ℎ вигляду (5.46) має властивiсть
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Δ𝑀1,𝑀2,ℎ(ℒ − 𝒫) ⊂ ℒ− 𝒫 . Тодi 𝑀1 i 𝑀2 є цiлими функцiями i або ℎ ∈ R,
або 𝑖ℎ ∈ R.

Доведення. Оскiльки для кожного 𝑏 ∈ R функцiя 𝑒𝑏𝑧 належить до класу

Лаґерра-Полiа, функцiя

𝑇𝑀1,𝑀2,ℎ(𝑒
𝑏𝑧) =𝑀1(𝑧)𝑒

𝑧+ℎ +𝑀2(𝑧)𝑒
𝑧−ℎ

належить до того ж класу за припущенням. Тобто, 𝑀1(𝑧) + 𝑒−2𝑏ℎ𝑀2(𝑧) є

цiлою функцiєю класу Лаґерра-Полiа для усiх дiйсних 𝑏. За припущеннями

ℎ ̸= 0, тому 𝑀1 i 𝑀2 є цiлими функцiями.

Бiльш того, функцiї 𝑓1(𝑥) = 1 i 𝑓2(𝑥) = 𝑥 належать до класу Лаґерра-

Полiа, звiдки

𝑀1(𝑥) +𝑀2(𝑥) ∈ R

i

𝑥(𝑀1(𝑥) +𝑀2(𝑥)) + ℎ(𝑀1(𝑥)−𝑀2(𝑥)) ∈ R

для усiх 𝑥 ∈ R. Тобто, ℎ(𝑀1(𝑥)−𝑀2(𝑥)) ∈ R для усiх 𝑥 ∈ R.
Крiм того, вiдмiтимо, що 𝑓3(𝑥) = 𝑥2 ∈ ℒ − 𝒫 , тому

𝑥2(𝑀1(𝑥) +𝑀2(𝑥)) + 2𝑥ℎ(𝑀1(𝑥)−𝑀2(𝑥)) + ℎ2(𝑀1(𝑥) +𝑀2(𝑥)) ∈ R

для усiх 𝑥 ∈ R, звiдки ℎ2(𝑀1(𝑥)+𝑀2(𝑥)) ∈ R для усiх 𝑥 ∈ R. Таким чином,

ℎ2 ∈ R, якщо 𝑀1(𝑥) +𝑀2(𝑥) ̸≡ 0. А якщо 𝑀1(𝑥) +𝑀2(𝑥) ≡ 0, то, дiючи

оператором 𝑇𝑀1,𝑀2,ℎ на функцiю 𝑓4(𝑥) = 𝑥3 ∈ ℒ − 𝒫 , ми маємо

𝑀1(𝑥)
(︀
(𝑥+ ℎ)3 − (𝑥− ℎ)3

)︀
= ℎ𝑀1(𝑥)(6𝑥

2 + 2ℎ2) ∈ R, ∀𝑥 ∈ R.

Оскiльки ℎ(𝑀1(𝑥) −𝑀2(𝑥)) = 2ℎ𝑀1(𝑥) ∈ R, ми отримуємо ℎ2 ∈ R, як i

потрiбно. 2

Таким чином, для вивчення операторiв вигляду (5.46), якi зберiгають

клас ℒ − 𝒫 , ми повиннi вибирати 𝑀1 i 𝑀2 цiлими функцiями, i або ℎ ∈ R,
або 𝑖ℎ ∈ R. Як ми вже зазначали вище, випадок дiйсного ℎ був розглянутий
в роботi [46], i було доведено, що такi оператори зберiгають ℒ − 𝒫 , тiль-
ки якщо вонi є тривiальними. Тому в подальшому ми будемо розглядати
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лiнiйний оператор наступного вигляду:

𝑇𝑀1,𝑀2
(𝑓)(𝑧) =𝑀1(𝑧)𝑓(𝑧 + 𝑖) +𝑀2(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) (5.47)

де 𝑀1 i 𝑀2 є цiлими функцiями.

Кожна цiла функцiя класу Лаґерра-Полiа має тiльки дiйснi коренi або

є тотожно нульовою. Тому, наш перший крок – знайти умови, за якими

𝑇𝑀1,𝑀2
(ℒ − 𝒫) складається з цiлих функцiй, якi мають усi дiйснi коренi

або є тотожно нульовими.

Теорема 5.4.2. ([134]). Нехай𝑀 є мероморфною функцiєю. Тодi для кож-

ної функцiї 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 функцiя 𝑓(𝑧 + 𝑖) +𝑀(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) має тiльки дiйснi

коренi або є тотожно нульовою тодi i тiльки тодi, коли виконується одна з

наступних двох умов:

(i) |𝑀(𝑧)| < 1 при ℑ𝑧 > 0, i |𝑀(𝑧)| > 1 при ℑ𝑧 < 0;

або

(ii) 𝑀 є сталою функцiєю з |𝑀(𝑧)| ≡ 1.

Доведення. Припустимо, що для кожної 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 функцiя 𝑓(𝑧 + 𝑖) +

𝑀(𝑧)𝑓(𝑧−𝑖) має тiльки дiйснi коренi або є тотожно нульовою, i припустимо,
що𝑀 ̸≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. У протирiччя з (i) припустимо, що iснує точка 𝑧0 з ℑ𝑧0 > 0,

така що |𝑀(𝑧0)| > 1, i позначимо через 𝑤0 :=𝑀(𝑧0) (випадок, коли ℑ𝑧0 < 0

i |𝑀(𝑧0)| 6 1 розглядається аналогiчно). Нехай 𝑧0 = 𝛼 + 𝑖𝛽, 𝛼 ∈ R, 𝛽 > 0,

i 𝑤0 = 𝑅𝑒𝑖𝜃, 𝑅 > 1, 𝜃 ∈ R.
Розглянемо функцiю 𝑓(𝑧) = 𝑒−𝑎𝑧

2+𝑏𝑧 ∈ ℒ − 𝒫 де 𝑎 = log𝑅
4𝛽 > 0 i 𝑏 =

2𝑎𝛼 + 𝜃/2 ∈ R. Легко перевiрити, що 𝑓(𝑧0+𝑖)
𝑓(𝑧0−𝑖) = 𝑤0, тому рiвняння 𝑓(𝑧 +

𝑖) +𝑀(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) = 0 має недiйсний корiнь 𝑧0. Оскiльки функцiя 𝑓(𝑧 +

𝑖)+𝑀(𝑧)𝑓(𝑧− 𝑖) не може мати недiйсних коренiв, якщо вона не є тотожно

нульовою, ми робимо висновок, що

𝑒−𝑎(𝑧+𝑖)2+𝑏(𝑧+𝑖) +𝑀(𝑧)𝑒−𝑎(𝑧−𝑖)2+𝑏(𝑧−𝑖) ≡ 0,

тому𝑀(𝑧) = −𝑒−4𝑖𝑎𝑧+2𝑏𝑖. Тепер для отримання протирiччя достатньо пока-

зати, що 𝑎 = 0. Припустимо, це не є вiрним, тобто 𝑎 ̸= 0. Тодi для функцiї
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𝑓(𝑧) =
(︀
𝑧2 − 4

𝑒4𝑎−1

)︀
𝑒𝑏𝑧 ∈ ℒ − 𝒫 ми маємо, що функцiя

𝑔(𝑧) := 𝑓(𝑧 + 𝑖) +𝑀(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) =

(︂
(𝑧 + 𝑖)2 − 4

𝑒4𝑎 − 1

)︂
𝑒𝑏(𝑧+𝑖)−

𝑒−4𝑖𝑎𝑧+2𝑏𝑖

(︂
(𝑧 − 𝑖)2 − 4

𝑒4𝑎 − 1

)︂
𝑒𝑏(𝑧−𝑖)

не є тотожно нульовою, тому вона повинна мати тiльки дiйснi коренi за

припущенням. В той же час, легко перевiрити, що 𝑔(𝑖) = 0. Це протирiччя

доводить, що 𝑎 = 0, тому 𝑀 є сталою функцiєю з |𝑀(𝑧)| ≡ 1. Тобто,

якщо функцiя 𝑓(𝑧 + 𝑖) +𝑀(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) належить до класу ℒ − 𝒫 для усiх

𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 , то виконується (𝑖) або (𝑖𝑖).

Припустимо тепер, що функцiя 𝑀(𝑧) задовольняє умову (i) або (ii).

Зафiксуємо функцiю 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 , i припустимо, всупереч умовам теореми,

що для деякого 𝑧0 ∈ C виконується наступне

𝑓(𝑧0 + 𝑖) +𝑀(𝑧0)𝑓(𝑧0 − 𝑖) = 0, (5.48)

або, еквiвалентно
𝑓(𝑧0 + 𝑖)

𝑓(𝑧0 − 𝑖)
= −𝑀(𝑧0).

Оскiльки функцiя 𝑓 має представлення (4.2) (дивись роздiл 4), маємо⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑧0 + 𝑖)

𝑓(𝑧0 − 𝑖)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑒4𝑎Im 𝑧0

⃒⃒⃒⃒
𝑧0 + 𝑖

𝑧0 − 𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑛 ∞∏︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑧0 − 𝑖

𝑥𝑘 − 𝑧0 + 𝑖

⃒⃒⃒⃒
.

Ясно, що для кожного 𝜆 ∈ C з ℑ𝜆 > 0 виконується⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝜆+ 𝑖)

𝑓(𝜆− 𝑖)

⃒⃒⃒⃒
> 1, (5.49)

де нерiвнiсть є строгою, якщо 𝑓 має хоча б один корiнь.

Аналогiчно, для ℑ𝜆 < 0 ⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝜆+ 𝑖)

𝑓(𝜆− 𝑖)

⃒⃒⃒⃒
6 1, (5.50)

де нерiвнiсть є строгою, якщо 𝑓 має хоча б один корiнь.

Якщо виконується (i), то нерiвностi (5.49)–(5.50) демонструють, що рiв-

нiсть (5.48) є неможливою, якщо не виконується 𝑧0 ∈ R, i ми отримуємо

протирiччя.
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Припустимо тепер, що (ii) виконується, i 𝑀(𝑧) ≡ 𝑒𝑖𝑐, 𝑐 ∈ R. Якщо
𝑓(𝑧) = 𝑒−𝑎𝑧

2+𝑏𝑧, 𝑎 > 0, 𝑏 ∈ R, тодi функцiя

𝑓(𝑧 + 𝑖) +𝑀(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) = 𝑒−𝑎(𝑧+𝑖)2+𝑏(𝑧+𝑖)
(︁
1 + 𝑒𝑖(𝑐+4𝑎𝑧−2𝑏)

)︁
має тiльки дiйснi коренi або є тотожно нульовою. Якщо 𝑓 має хоча б один

корiнь, то за (5.49)–(5.50), з рiвностi (5.48) випливає, що 𝑧0 ∈ R. Таким
чином, кожен корiнь функцiї 𝑓(𝑧 + 𝑖) + 𝑀(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) є дiйсним, або ця

функцiя є тотожно нульовою. 2

Наступна теорема дає необхiднi i достатнi умови на функцiї 𝑀1 i 𝑀2

для того, щоб оператор 𝑇𝑀1,𝑀2
зберiгав клас ℒ − 𝒫 .

Теорема 5.4.3. ([134]). Нехай 𝑀1 i 𝑀2 є цiлими функцiями, якi не є то-

тожно нульовими. Тодi для кожної функцiї 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 виконується

𝑀1(𝑧)𝑓(𝑧 + 𝑖) +𝑀2(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) ∈ ℒ − 𝒫

тодi i тiльки тодi, коли функцiї 𝑀1 i 𝑀2 задовольняють умови:

1) 𝑀1(𝑧) =𝑀2(𝑧);

2)

⃒⃒⃒⃒
𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
< 1 для кожного 𝑧 з Im 𝑧 > 0, або

𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)
є сталою функцiєю

з

⃒⃒⃒⃒
𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≡ 1;

3) Функцiя 𝑀2 має представлення

𝑀2(𝑧) = 𝐶𝑧𝑛𝑒−𝑎𝑧
2+𝑏𝑧

∏︀∞
𝑘=1𝐺

(︁
𝑧
𝛼𝑘
, 𝑝
)︁
= (5.51)

𝐶𝑧𝑛𝑒−𝑎𝑧
2+𝑏𝑧

∏︀∞
𝑘=1

(︂
1− 𝑧

𝛼𝑘

)︂
𝑒
𝑧
𝛼𝑘 ,

де 𝐶, 𝑏 ∈ C, ℑ𝑏 > 0, 𝑛 ∈ N ∪ {0}, 𝑎 > 0, 𝛼𝑘 ̸= 0, ℑ𝛼𝑘 > 0, 𝑝 ∈ {0, 1}, i
∞∑︀
𝑘=1

1

|𝛼𝑘|2
<∞.

Доведення. Спершу ми припустимо, що для кожного 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 функцiя

𝑀1(𝑧)𝑓(𝑧+ 𝑖) +𝑀2(𝑧)𝑓(𝑧− 𝑖) належить до ℒ − 𝒫 . Тодi функцiя 𝑓(𝑧+ 𝑖) +
𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)
𝑓(𝑧 − 𝑖) має усi дiйснi коренi або є тотожно нульовою для кожної
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𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 . Iз теореми 5.4.2, або функцiя 𝑀(𝑧) :=
𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)
задовольняє

|𝑀(𝑧)| < 1 для ℑ𝑧 > 0 i |𝑀(𝑧)| > 1 для ℑ𝑧 < 0, або |𝑀(𝑧)| ≡ 1, i тому

виконується умова 2). З цього випливає⃒⃒⃒⃒
𝑀2(𝑥)

𝑀1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 1 для 𝑥 ∈ R, (5.52)

i, за принципом симетрiї, ми маємо

𝑀2(𝛼) = 0 =⇒𝑀1(𝛼̄) = 0. (5.53)

Таким чином, спiльнi коренi 𝑀1(𝑧) i 𝑀2(𝑧) є дiйсними, i

𝑀2(𝛼) = 0 =⇒ ℑ𝛼 > 0. (5.54)

Бiльш того, оскiльки функцiя 𝑓(𝑧) ≡ 1 належить до класу ℒ − 𝒫 , ми
маємо 𝑀1(𝑧) +𝑀2(𝑧) ∈ ℒ − 𝒫 за припущенням. Тобто, 𝑀1(𝑥) +𝑀2(𝑥) ∈ R
для 𝑥 ∈ R, тому ℑ𝑀1(𝑥) = −ℑ𝑀2(𝑥) для усiх 𝑥 ∈ R. Крiм того, функцiя

𝑓(𝑧) = 𝑧 належить до класу ℒ − 𝒫 також, тому𝑀1(𝑧)(𝑧+𝑖)+𝑀2(𝑧)(𝑧−𝑖) ∈
ℒ − 𝒫 за припущенням. З цього випливає, що 𝑖(𝑀1(𝑥) −𝑀2(𝑥)) ∈ R для

𝑥 ∈ R, або, еквiвалентно, ℜ𝑀1(𝑥) = ℜ𝑀2(𝑥) для 𝑥 ∈ R. Таким чином,

𝑀1(𝑥) = 𝑀2(𝑥) для усiх 𝑥 ∈ R, звiдки маємо 𝑀1(𝑧) = 𝑀2(𝑧) для 𝑧 ∈ C.
Тому, умова 1) виконується.

Для доведення умови 3) ми вiдзначимо спершу, що з (5.53) усi спiльнi

коренi функцiй 𝑀1(𝑧) i 𝑀2(𝑧) є дiйсними. Бiльш того, цi коренi належать

до множини коренiв функцiї 𝑀1(𝑧)+𝑀2(𝑧), яка належить до класу ℒ − 𝒫
як ми вiдмiтили вище. Тому ми маємо∑︁

𝛼∈𝒵𝑀

1

𝛼2
<∞, (5.55)

де 𝒵𝑀 := {𝛼 ∈ R ∖ {0} : 𝑀1(𝛼) = 0 ∧𝑀2(𝛼) = 0}.
Бiльш того, оскiльки𝑀1(𝑧)+𝑀2(𝑧) ∈ ℒ − 𝒫 , i𝑀1(𝑧)(𝑧+ 𝑖)+𝑀2(𝑧)(𝑧−

𝑖) ∈ ℒ − 𝒫 , функцiї𝑀1 i𝑀2 зростають не вище нормального типу порядку

два. Функцiя
𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)
є мероморфною функцiєю, яка обмежена у верхнiй пiв-

площинi, тобто, усi недiйснi коренi𝑀2 повиннi задовольняти умову Бляшке



280

для верхньої пiвплощини: ∑︁
𝑘

Im 𝛼𝑘
|𝛼𝑘|2 + 1

<∞ (5.56)

(дивись, наприклад, кiнець глави ([140, Глава VI]) або ([161, Глава VII])).

Очевидно, що iснує 𝛿 > 0, таке що

𝑀2(𝑧) = 0 ∧ 𝑧 ̸= 0 =⇒ 𝑧 /∈ {𝑧 : |ℑ𝑧| 6 𝛿 ∧ |ℜ𝑧| 6 𝛿}. (5.57)

Розiб’ємо усi недiйснi коренi 𝑀2 у двi групи:

𝒵1 = {𝛼𝑘 : 𝑀2(𝛼𝑘) = 0∧ℑ𝛼𝑘 > 𝛿} i 𝒵2 = {𝛼𝑘 : 𝑀2(𝛼𝑘) = 0∧0 < ℑ𝛼𝑘 6 𝛿},

тому ми маємо

𝒵 := 𝒵𝑀 ∪ 𝒵1 ∪ 𝒵2,

де 𝒵 є множиною ненульових коренiв функцiї 𝑀2. Iз умови Бляшке (5.56)

випливає, що ∑︁
𝛼∈𝒵1

1

|𝛼|2
<∞. (5.58)

Тепер ми вiдзначимо, що iз теореми Лiндельофа (дивись, наприклад,

[88, Глава 2], або [139, с. 22, Задача 3]), для кожної цiлої функцiї 𝐹 цiлого

порядку 𝜌 ∈ N i нормального типу сума

|𝑆(𝑟)| :=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
{𝑧 : 𝑓(𝑧)=0, |𝑧|6𝑟, 𝑧 ̸=0}

1

𝑧𝜌

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

є обмеженою зверху при 𝑟 → ∞. Тому для функцiї 𝑀2(𝑧), чиє зростання

не перевищує нормального типу порядку два, iснує стала 𝐶 > 0, така що

для кожного 𝑅 > 0 виконується

𝐶 >

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝛼∈𝒵, |𝛼|6𝑅

1

𝛼2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ >

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝛼∈𝒵2, |𝛼|6𝑅

1

𝛼2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒−

∑︁
𝛼∈𝒵𝑀 , |𝛼|6𝑅

⃒⃒⃒⃒
1

𝛼2

⃒⃒⃒⃒
−

∑︁
𝛼∈𝒵1, |𝛼|6𝑅

⃒⃒⃒⃒
1

𝛼2

⃒⃒⃒⃒
.

Ця нерiвнiсть разом з (5.55) i (5.58) дає iснування константи 𝐾 > 0, такої

що

𝐾 >

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝛼∈𝒵2, |𝛼|6𝑅

1

𝛼2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ > Re

⎛⎝ ∑︁
𝛼∈𝒵2, |𝛼|6𝑅

1

𝛼2

⎞⎠
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=
∑︁

𝛼∈𝒵2, |𝛼|6𝑅

(Re 𝛼)2 − (Im 𝛼)2

|𝛼|4
> 0

для кожного 𝑅 > 0 (ми взяли до уваги (5.57)). Тому ми маємо

𝐾 >
∑︁

𝛼∈𝒵2, |𝛼|6𝑅

(Re 𝛼)2 − (Im 𝛼)2

|𝛼|4
>

∑︁
𝛼∈𝒵2, |𝛼|6𝑅

|𝛼|2 − 2𝛿2

|𝛼|4

Оскiльки порядок функцiї 𝑀2 не перевершує 2, ми маємо
∑︀
𝛼∈𝒵2

1
|𝛼|4 < ∞,

тому iз останньої нерiвностi випливає∑︁
𝛼∈𝒵2

1

|𝛼|2
<∞. (5.59)

Користуючись (5.55), (5.58) i (5.59), ми маємо∑︁
𝛼∈𝒵

1

|𝛼|2
<∞.

Тому, iз факторизацiйної теореми Адамара (дивись [88, глава II], або [30,

с. 22]), функцiя 𝑀2 може бути представленою у виглядi

𝑀2(𝑧) = 𝐶𝑧𝑛𝑒𝑎𝑧
2+𝑏𝑧

∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑧

𝛼𝑘

)︂
𝑒
𝑧
𝛼𝑘 , (5.60)

де 𝑛 ∈ N∪ {0}, 𝐶, 𝑎, 𝑏 ∈ C, 𝛼𝑘 ∈ C ∖ {0}, ℑ𝛼𝑘 > 0, i
∞∑︀
𝑘=1

1
|𝛼𝑘|2 <∞. Оскiльки

𝑀1(𝑧) =𝑀2(𝑧), 𝑧 ∈ C, ми маємо

𝑀1(𝑧) = 𝐶𝑧𝑛𝑒𝑎̄𝑧
2+𝑏̄𝑧

∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑧

𝛼𝑘

)︂
𝑒
𝑧
𝛼𝑘 . (5.61)

Нехай 𝑀 є цiлою функцiєю, такою що

𝑀2(𝑧) = 𝑒𝑎𝑧
2

𝑀(𝑧), 𝑀1(𝑧) = 𝑒𝑎̄𝑧
2

𝑀(𝑧).

Тодi з умови 2) введеної вище, ми маємо⃒⃒⃒⃒
𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑒−4(ℑ𝑎)(ℜ𝑧)(ℑ𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑀(𝑧)

𝑀(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1, коли ℑ𝑧 > 0. (5.62)

З формул (5.60)–(5.61) випливає, що рiд мероморфної функцiї
𝑀(𝑧)

𝑀(𝑧)
не

перевищує 1, тому нерiвнiсть (5.62) може виконуватись, тiльки якщо

Im 𝑎 = 0. (5.63)
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Насправдi, якщо ℑ𝑎 > 0 (ℑ𝑎 < 0), то для ℜ𝑧 = ℑ𝑧 (вiдповiдно, ℜ𝑧 = −ℑ𝑧),⃒⃒⃒⃒
𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
> 1 як тiльки |𝑧| є достатньо великим. Тобто,

𝑀2(𝑧) = 𝑒𝑎𝑧
2

𝑀(𝑧), 𝑀1(𝑧) = 𝑒𝑎𝑧
2

𝑀(𝑧), 𝑎 ∈ R,

де 𝑀 є цiлою функцiєю, чиє зростання не перевищує мiнiмального типу

порядку два. Оскiльки 1 ∈ ℒ − 𝒫 , ми маємо

𝑀1(𝑧) +𝑀2(𝑧) = 𝑒𝑎𝑧
2

(𝑀(𝑧) +𝑀(𝑧)) ∈ ℒ − 𝒫 ,

де зростання 𝑀(𝑧) +𝑀(𝑧) не перевищує мiнiмального типу порядку два.

Використовуючи представлення для цiлої функцiї класу Лаґерра-Полiа,

ми робимо висновок, що це є можливим тiльки якщо 𝑎 6 0. Таким чином,

якщо оператор (5.47) зберiгає клас ℒ − 𝒫 , то умови 1)–3) виконуються для

його коефiцiєнтiв 𝑀1(𝑧) i 𝑀2(𝑧).

Тепер припустимо, що умови 1)–3) виконуються для оператору (5.47).

Розглянемо довiльну цiлу функцiю 𝑓 ∈ ℒ − 𝒫 . Умова 2) забезпечує всi

припущення теореми 5.4.2 для функцiї
𝑀2

𝑀1
. Тобто, функцiя 𝑓(𝑧 + 𝑖) +

𝑀2(𝑧)

𝑀1(𝑧)
𝑓(𝑧 − 𝑖) має усi дiйснi коренi або є тотожно нульовою. З умови 1)

випливає, що функцiя 𝑀1(𝑥)𝑓(𝑥 + 𝑖) +𝑀2(𝑥)𝑓(𝑥 − 𝑖) є дiйсною для усiх

𝑥 ∈ R. А умова 3) дає нам необхiдну оцiнку на зростання цiєї функцiї.

Таким чином,

𝑀1(𝑧)𝑓(𝑧 + 𝑖) +𝑀2(𝑧)𝑓(𝑧 − 𝑖) ∈ ℒ − 𝒫 ,

як i потрiбно. 2

В роботi [134] отримана ще така теорема.

Теорема 5.4.4. ([134]). Нехай𝑀1 i𝑀2 є двома ненульовими цiлими функ-

цiями. Тодi оператор (5.46) зберiгає клас ℒ − 𝒫 тодi i тiльки тодi, коли

ℜℎ = 0 i функцiї 𝑀1 i 𝑀2 задовольняють умови

1. 𝑀1(𝑧) =𝑀2(𝑧), 𝑧 ∈ C.
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2. Функцiя 𝑀2 має представлення

𝑀2(𝑧) = 𝐶𝑧𝑛𝑒−𝑎𝑧
2+𝑏𝑧

∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑧

𝛼𝑘

)︂
𝑒
𝑧
𝛼𝑘

∞∏︁
𝑘=1

(︂
1− 𝑧

𝑥𝑘

)︂
𝑒
𝑧
𝑥𝑘 , (5.64)

де ℑ𝛼𝑘 > 0, 𝑥𝑘 ∈ R ∖ {0},
∞∑︀
𝑘=1

(︀
|𝛼𝑘|−2 + 𝑥−2

𝑘

)︀
< ∞, 𝑎 > 0, 𝐶, 𝑏 ∈ C,

𝑛 ∈ N ∪ {0}, i

ℑ𝑏 > 0, якщо
∞∑︁
𝑘=1

1

|𝛼𝑘|
<∞, (5.65)

або (︃
ℑ𝑏−

∞∑︁
𝑘=1

ℑ𝛼𝑘
|𝛼𝑘|2

)︃
> 0, якщо

∞∑︁
𝑘=1

1

|𝛼𝑘|
= ∞. (5.66)

Цей же результат, сформульований для многочленiв, має наступний

вигляд.

Твердження 5.4.5. ([134]). Нехай 𝑀1 i 𝑀2 є многочлени, якi не дорiвню-

ють тотожно нулю. Тодi для кожного многочлена 𝑝 ∈ R[𝑥] з усiма дiйсними
коренями многочлен

𝑀1(𝑧)𝑝(𝑧 + ℎ) +𝑀2(𝑧)𝑝(𝑧 − ℎ)

має тiльки дiйснi коренi тодi i тiльки тодi, коли ℜℎ = 0, i або

⃒⃒⃒⃒
𝑀1(𝑧)

𝑀2(𝑧)

⃒⃒⃒⃒
≡ 1,

або 𝑀1(𝑧) = 𝑒𝑖𝜃 ·𝑀2(𝑧), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋), i усi коренi многочлена 𝑀2 розташованi

в пiвплощинi ℑℎ · ℑ𝑧 > 0.

Ми нагадуємо, що многочлени з усiма коренями в замкненiй верхнiй

(або нижнiй) пiвплощинi називаються многочленами класу квазi-Ермiта-

Бiлера [98, 28] (дивись також [154], або [161, глава VII]) по аналогiї з ква-

зiстiйкими многочленами, коренi яких розташованi в замкненiй лiвiй пiв-

площинi.

Ми дослiдили необхiднi i достатнi умови для того, щоб оператор (5.46)

зберiгав клас Лаґерра-Полiа цiлих функцiй ℒ − 𝒫 . Це може допомогти до-
слiдити, що дана цiла функцiя належить до ℒ − 𝒫 , якщо ми отримали цю
функцiю як результат дiї оператора (5.46) на функцiю класу ℒ − 𝒫 .
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Висновки до роздiлу 5

В цьому роздiлi ми ввели двi поширенi мiри вiддiлення коренiв дiйс-

них многочленiв (меш i логарифмiчний меш), навели приклади важливих

диференцiальних операторiв, якi не зменшують меш гiперболiчного много-

члена, ввели поняття послiдовностi множникiв скiнченої довжини i навели

критерiй того, що дана скiнчена послiдовнiсть є послiдовнiстю множни-

кiв. Крiм того, ми ввели знамениту згортку Шура-Сеге для многочленiв i

обговорили її властивостi. Далi ми навели визначення знаконезалежно гi-

перболiчного многочлена i знайшли достатнi умови знаконезалежної гiпер-

болiчностi. Крiм того, ми розглянули деякi скiнчено рiзничнi лiнiйнi опера-

тори i дали вiдповiдь на питання, при яких умовах цi оператори зберiгають

клас Лаґерра-Полiа.

До основних результатiв роздiлу вiдносяться:

– Теорема 5.1.8, яка стверджує, що логарифмiчний меш згортки Шура-

Сеге двох гiперболiчних многочленiв з додатними коефiцiєнтами не є

меншим за максимум з логарифмiчних мешей цих многочленiв.

– Теорема 5.2.2, яка дає достатню умову для того, щоб даний многочлен

з додатними коефiцiєнтами мав меш, який не є меншим за задане на-

перед число.

– Теорема 5.2.3, яка дає достатню умову для того, щоб даний многочлен

з додатними коефiцiєнтами мав логарифмiчний меш, який не є меншим

за задане наперед число.

– Теорема 5.2.5, яка дає достатню умову для знаконезалежної гiперболiч-

ностi дiйсного многочлена.

– Теореми 5.3.3 i 5.3.5, якi дають повний опис лiнiйних скiнчено-

рiзничних операторiв зi сталими коефiцiєнтами, якi зберiгають множи-

ну гiперболiчних многочленiв, i якi зберiгають множину многочленiв з

коренями у смузi.
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– Теорема 5.3.8, яка доводить, що коренi образу центрально-рiзничного

лiнiйного оператора вiд цiлої функцiях класу Лаґерра-Полiа є дiйсними

i простими.

– Теорема 5.3.9, яка дає оцiнку найбiльшого i найменшого кореня образу

гiперболiчного многочлена пiд дiєю центрально-рiзничного лiнiйного

оператора.

– Теорема 5.3.15, яка дає оцiнку знизу на меш образу гiперболiчного мно-

гочлена пiд дiєю центрально-рiзничного лiнiйного оператора.

– Теорема 5.3.18, яка дає асимптотику коренiв образу довiльного ком-

плексного многочлена пiд дiєю центрально-рiзничного лiнiйного опе-

ратора, коли величина зсуву прямує до нескiнченостi.

– Теореми 5.4.2 i 5.4.3, якi дають повний опис лiнiйних скiнчено-

рiзничних операторiв з цiлими коефiцiєнтами, якi зберiгають клас цi-

лих функцiй Лаґерра-Полiа ℒ − 𝒫 .
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

В дисертацiйнiй роботi побудовано нову теорiю i знайдено новi методи

дослiдження зв’язкiв розташування коренiв многочленiв i цiлих функцiй

з властивостями коефiцiєнтiв цих функцiй, а також отриманi описи i до-

слiджено властивостi лiнiйних операторiв, якi зберiгають гiперболiчнiсть,

стiйкiсть i позитивнiсть.

В дисертацiйнiй роботi отримано нову достатню умову для кратної по-

зитивностi i для тотальної позитивностi матриць з додатними елементами

заданого розмiру, а також доведено, що ця умова є точною для кожного

фiксованого розмiру матриць (а також точною в класi нескiнчених матри-

ць) як в класi ганкелевих матриць з додатними елементами, так i в класi

теплiцевих матриць з додатними елементами. В роботi наведенi деякi засто-

сування цiєї достатньої умови: отриманi новi достатнi умови для того, щоб

додатна послiдовнiсть була частотною послiдовнiстю Полiа, для того, щоб

твiрна функцiя додатної послiдовностi не мала коренiв в заданому кутi;

отримано нову достатню умову для додатної послiдовностi, щоб вона була

моментною послiдовнiстю Гамбургера; а також отримано нову достатню

умову додатностi на всiй дiйснiй осi многочлена з додатними коефiцiєнта-

ми.

В дисертацiї дослiджується множина стiйких многочленiв i множина

цiлих функцiї з усiма коренями в лiвiй пiвплощинi. Зокрема, отримано но-

ву зручну достатню умову стiйкостi комплексних многочленiв, i достатню

умову розташування усiх коренiв цiлих функцiй у вiдкритiй лiвiй пiвпло-

щинi, а також перевiрено, що отриманi умови не можуть бути покращени-

ми. В дисертацiйнiй роботi знайдено необхiднi i достатнi умови для того,

щоб важлива спецiальна функцiя: часткова тета-функцiя, – мала стiйкi

вiдрiзки ряду Тейлора, а також мала усi коренi у вiдкритiй лiвiй пiвпло-

щинi.

В роботi дослiджуються властивостi многочленiв з додатними коефi-
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цiєнтами, якi є додатними на всiй дiйснiй осi. Зокрема, знайдено повний

опис крайнiх напрямкiв конусу многочленiв з додатними коефiцiєнтами, якi

є невiд’ємними на дiйснiй осi i мають степiнь не бiльшу за дане число. Крiм

того, знайдено повний опис дiагональних в стандартному мономiальному

базисi лiнiйних операторiв, якi зберiгають вказаний конус, а також знай-

дено найменший можливий порядок нескалярного лiнiйного диференцiаль-

ного оператора з полiномiальними коефiцiєнтами, який зберiгає вказаний

конус. В роботi також дослiджуються деякi iншi види лiнiйних операторiв,

якi зберiгають вказаний конус.

В дисертацiї дослiджуються нульовi множини цiлих абсолютно моно-

тонних функцiй, тобто цiлих перетворень Лапласа скiнченних додатних

борелевських мiр на додатнiй пiвосi. В роботi отримано характеризацiю

нульових множин цiлих абсолютно монотонних функцiй, якщо цi множини

не перетинають деякий кут {𝑧 : | arg 𝑧 − 𝜋| < 𝛼} для 𝛼 > 0, крiм того,

знайдено нову необхiдну умову для тих частин нульових множин цiлих

абсолютно монотонних функцiй, якi розташованi у вказаному кутi. В ро-

ботi також отримано неперервний аналог вiдомої теореми М. Фекете i Дж.

Полiа про домноження додатного многочлена на експоненту.

В дисертацiйнiй роботi дослiджується важлива спецiальна цiла функ-

цiя, а саме часткова тета-функцiя i її вiдрiзки ряду Тейлора. Вперше знай-

дено, при яких значеннях параметру часткова тета-функцiя, а також її

вiдрiзки ряду Тейлора належать до класу Лаґерра-Полiа (тобто при яких

значеннях параметру ця функцiя i її вiдрiзки мають усi дiйснi коренi). До-

слiджується належнiсть до класу Лаґерра-Полiа низки iнших важливих

спецiальних цiлих функцiй i їх вiдрiзкiв ряду Тейлора, а також вивчається

клас цiлих функцiй з додатними коефiцiєнтами, для яких усi вiдрiзки ря-

ду Тейлора мають тiльки дiйснi коренi. Крiм того, в роботi знайдена нова

характеризацiя класу Лаґерра-Полiа: доведено, що узагальненi нерiвностi

Лаґерра, так само, як i комплекснi нерiвностi Лаґерра, є необхiдними i

достатнiми умовами належностi цiлої функцiї до класу Лаґерра-Полiа. В
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роботi також застосовано розробленi методи для оцiнки числа дiйсних ко-

ренiв спецiальних квазiмногочленов i для оцiнки локального модуля опук-

лостi банахової алгебри в одиницi.

В дисертацiї вивчаються важливi i поширенi мiри вiддiлення коренiв гi-

перболiчних многочленiв: меш i логарифмiчний меш. Отриманi точнi оцiн-

ки для мешу гiперболiчного многочлена i логарифмiчного мешу гiперболiч-

ного многочлена з додатними коефiцiєнтами через коефiцiєнти многочле-

ну. В роботi доведено, що логарифмiчний меш згортки Шура-Сеге двох

гiперболiчних многочленiв не є меншим за максимум логарифмiчних ме-

шiв многочленiв. Крiм того, отримано точну оцiнку знизу на меш образу

гiперболiчного многочлена пiд дiєю центрально-рiзничного лiнiйного опе-

ратора зi сталими коефiцiєнтами.

В роботi вивчаються лiнiйнi скiнченно-рiзничнi оператори, а також

образ множини гiперболiчних многочленiв пiд дiєю таких операторiв. В

дисертацiї отримано повний опис лiнiйних скiнчено-рiзничних операторiв

зi сталими коефiцiєнтами, якi зберiгають множину гiперболiчних много-

членiв, а також повний опис таких операторiв, якi зберiгають множину

многочленiв з коренями у заданiй смузi. В роботi доведенi важливi власти-

востi коренiв образу центрально-рiзничного лiнiйного оператора вiд гiпер-

болiчного многочлену i цiлої функцiї класу Лаґерра-Полiа, такi як просто-

та коренiв i мiнiмальний можливий меш образу. Отримано також повний

опис лiнiйних скiнчено-рiзничних операторiв, коефiцiєнти яких є цiлими

функцiями, що вони зберiгають клас цiлих функцiй Лаґерра-Полiа.

Усi основнi результати дисертацiї наведенi з повними i строгими мате-

матичними доведеннями. Отриманi результати носять теоретичний харак-

тер. Вони поглиблюють нашi знання про зв’язок розподiлу i розташування

коренiв комплексних многочленiв i цiлих функцiй з властивостями коефi-

цiєнтiв цих функцiй, про властивостi функцiй класiв Лаґерра-Полiа i класу

Лаґерра-Полiа типу I, i про описи цих класiв, а також про лiнiйнi операто-

ри, якi зберiгають гiперболiчнiсть, стiйкiсть або позитивнiсть многочленiв.
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Результати i методи дисертацiйної роботи можуть бути використаними в

рiзноманiтних математичних областях, у яких важливо отримати точну iн-

формацiю щодо розташування коренiв многочленiв або цiлих функцiй, та-

ких як дiйсний аналiз, теорiя функцiй комплексної змiнної, диференцiальнi

рiвняння, лiнiйна алгебра, функцiональний аналiз i багато iнших.



290

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. Гольдберг А.А. Распределение значений мероморфных функций /

А.А.Гольдберг и И.В.Островский // Москва. – Наука. – 1970. – 591

с.

2. Кадець В.М. Курс функцiонального аналiзу та теорiї мiри: пiдручник

для студентiв вищих навчальних закладiв / В.М. Кадець. – пер. з рос.

Я.С. Магола, I.Е. Чижиков, за наук. ред. О.Б. Скаскiва. – Львiв: Вида-

вець I.Е. Чижиков, 2012. – 590 с. (Серiя “Унiверситетська бiблiотека”).

3. Костов В.П. О кратных нулях частичной тэта-функции / В.П.Костов

// Функц. анализ и его прил. – 2016. – Т. 50, N 2. – С. 84–88.

4. Левин Б.Я. Распределение корней целых функций / Б.Я.Левин //

Государственное издательство технико- теоретической литературы. –

Москва. – 1956. –632 с.

5. Постников М.М. Устойчивые многочлены / М.М.Постников //

Москва. – Наука. – 1981. – 175 с.

6. Прасолов В.В. Многочлены / В.В.Прасолов // Москва. – МЦНМО. –

2003. – 335 с.

7. Фаддеев Д.К. Сборник задач по высшей алгебре / Д.К. Фаддеев и

И.С.Соминский // Москва. – Наука. – 1964. – 304 с.

8. Adm M. Invariance of Total Nonnegativity of a Matrix under Entry-

wise Perturbation and Subdirect Sum of Totally Nonnegative Matrices

/ Mohammad Adm and J urgen Garloff // Linear Algebra and Its

Applications. – 2017. – Vol. 514. – P. 222–233.

9. Adm M. Total nonnegativity of finite Hurwitz matrices and root location

of polynomials / Mohammad Adm, Jürgen Garloff and Mikhail Tyaglov

// Journal of Mathematical Analysis and Applications. – 2018. – Vol. 467,

N 1. – P. 148–170.



291

10. Aguirre-Hernández B. Open Problems Related to the Hurwitz Stability of

Polynomials Segments / Baltazar Aguirre-Hernández, Faustino Ricardo
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to the Laguerre-Pólya class / Anton Bohdanov and Anna Vishnyakova

// III International Conference ANALYSIS AND MATHEMATICAL

PHYSICS : International Conference, June 15–19, 2015 : abstracts. –

B.Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering of the

National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, Ukraine, 2015. – P. 18,

http://www.ilt.kharkov.ua/amph2015/

32. Bohdanov A. Determining Bounds on the Values of Parameters for a

Function 𝜙𝑎(𝑧,𝑚) =
∑︀∞

𝑘=0
𝑧𝑘

𝑎𝑘2
(𝑘!)𝑚, 𝑚 ∈ (0, 1), to Belong to the Laguerre-
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41. Brändén P. Iterated sequences and the geometry of zeros / P. Brändén
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frequency sequences of finite order / O.M.Katkova, I.V.Ostrovskii // Dokl.

Akad. Nauk Ukrain. SSR. – 1988. – Vol 1. – P. 13–15.

114. Katkova O.M. On the zero sets of entire generating functions of the
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Вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї

Основнi результати дисертацiї доповiдалися i обговорювалися на таких

мiжнародних наукових конференцiях i наукових семiнарах.

Мiжнароднi науковi конференцiї

1. Мiжнародна конференцiя “Computational Methods and Function

Theory”, Авейро, Португалiя, June 25-29, 2001 (форма участi: доповiдь).

2. International Akhiezer Centenary Conference “Theory of Functions and

Mathematical Phisics”, Харкiв, Україна, August 13-17, 2001 (форма участi:

доповiдь).
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3. Second International Conference “Mathematical Analysis and

Economics”, Суми, Україна, April 1-4, 2003 (форма участi: доповiдь).

4. “International conference dedicated to 125-th anniversary of Hans Hahn”,

Чернiвцi, Україна, June 27 - July 3, 2004 (форма участi: доповiдь).

5. Мiжнародна конференцiя ”Computational Methods and Function

Theory”, Джонсу, Фiнляндiя, June 13-17, 2005 (форма участi: доповiдь).

6. Мiжнародна конференцiя “Analysis and related topics”, Львiв, Украї-

на, November 17-20, 2005 (форма участi: доповiдь).

7. “Entire and Subharmonic Functions and Related Topics”, International

Conference dedicated to the centennial of B.Ya.Levin (1906-1993), Харкiв,

Україна, August 14-17, 2006 (форма участi: доповiдь).

8. Мiжнародна конференцiя “Analysis and Topology”, Львiв, Україна,

May 26-June 7, 2008 (форма участi: доповiдь).

9. Мiжнародна конференцiя “Conference on complex analysis dedicated

to the memory of Anatolii Asirovich Goldberg (1930-2008)”, Львiв, Україна,

May 31-June 5, 2010 (форма участi: доповiдь).

10. Мiжнародна конференцiя IWOTA 2010, Берлiн, Нiмеччина July 12-

16, 2010 (форма участi: доповiдь).

11. Мiжнародна конференцiя “Complex analysis and its applications”

dedicated to the 70th anniversary of A.F. Grishin, Харкiв, Україна, August
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Львiв, Україна, May 30-June 4, 2016 (форма участi: доповiдь).
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Науковi семiнари
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3. Математичний семiнар унiверситету Тюбiнгена, Нiмеччина, 2004 рiк
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8. Семiнар з аналiзу математичного факультету Шанхайського унiвер-

ситету, Китай, 2015 рiк (форма участi: двi доповiдi).


