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➬➚➹➚❐Ü❮➚ Õ➚Ð➚✃Ò➴Ð➮ÑÒ➮✃➚ Ð❰➪❰Ò➮

➚êòóàëüí✐ñòü òåìè✳ ❰á✬➵êòè ✐ ïîâ✬ÿçàí✐ ç íèìè çàäà÷✐✱ ðîçãëÿíóò✐ ó ðîáîò✐✱
çàéìàþòü âàæëèâ✐ ì✐ñöÿ ó ñó÷àñíèõ åðãîäè÷í✐é òåîð✐➝ ✐ òåîð✐➝ êâàíòîâèõ ãðóï✳

✃îöèêëè äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì ➵ ïîòóæíèì çàñîáîì ïîáóäîâè íåòðèâ✐àëüíèõ
ãðóïîâèõ ä✐é òà ➝õ êëàñèô✐êàö✐➝ ✐ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàí✐✱ ÿê öå âëàñíå ✐ çðî✲
áëåíî â äèñåðòàö✐➝✱ äëÿ âèâ÷åííÿ òîíêèõ âëàñòèâîñòåé åðãîäè÷íèõ ä✐é ãðóï✳
❰äíå ç öåíòðàëüíèõ ì✐ñöü ñåðåä îá✬➵êò✐â äîñë✐äæåííÿ✱ ÿêå êîöèêëè çàéìàþòü â
åðãîäè÷í✐é òåîð✐➝✱ ïîâ✬ÿçàíå ç ò✐➵þ îáñòàâèíîþ✱ ùî áóäü✲ÿêà àìåíàáåëüíà åðãî✲
äè÷íà ãðóïîâà ä✐ÿ ➵ îáðàçîì ïåâíîãî êîöèêëó åðãîäè÷íîãî àâòîìîðô✐çìó✳ Öåé
ðåçóëüòàò✱ ùî áóâ ðàí✐øå â✐äîìèé äëÿ â✐ëüíèõ ãðóïîâèõ ä✐é✱ ïðèðîäíèì îáðàçîì
ïîòðåáó➵ ïîøèðåííÿ íà ãðóïîâ✐ ä✐➝ ç íåòðèâ✐àëüíèìè ñòàá✐ë✐çàòîðàìè✳

➬àäà÷✐ ç ðåãóëÿðèçàö✐➝ ãðóïîâèõ ä✐é✱ ðîçãëÿíóò✐ ó ðîáîò✐✱ ìàëè ñòàòè âíåñêîì
äî âèð✐øåííÿ ïðîáëåì óñóíåííÿ ➽íåñóòò➵âèõ➾ åëåìåíò✐â íåêîðåêòíîñò✐ ïîâåä✐í✲
êè äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì✳ ❒îæëèâ✐ñòü òàêîãî óñóíåííÿ ➵ êëþ÷åì äî âèð✐øåííÿ
áàãàòüîõ çàäà÷ åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝✳

Ðåçóëüòàòè ùîäî ïîë✐â ñòàá✐ë✐çàòîð✐â ➵ çì✐ñòîâíèì êðîêîì ó âèâ÷åíí✐ íåâ✐ëü✲
íèõ ãðóïîâèõ ä✐é✱ äëÿ ÿêèõ â✐äîìî íàáàãàòî ìåíøå✱ í✐æ äëÿ â✐ëüíèõ ä✐é ãðóï✳
➬îêðåìà✱ ïðîáëåìè ñïðÿæåíîñò✐ ✐ ✐çîìîðô✐çìó ñòàá✐ë✐çàòîð✐â äëÿ åðãîäè÷íèõ
ä✐é ✕ öå ïåðøå ïèòàííÿ✱ ÿêå ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêà➵ ó öüîìó êîíòåêñò✐✳

❒åòîäè✱ ðîçâèíåí✐ äëÿ ïîáóäîâè åíòðîï✐éíî➝ òåîð✐➝ ä✐é ñê✐í÷åííî✲ãåíåðîâàíèõ
í✐ëüïîòåíòíèõ ãðóï✱ ➵ àêòóàëüíèìè ç òî÷êè çîðó ìîæëèâîñò✐ ➝õ óçàãàëüíåííÿ
íà á✐ëüø øèðîêèé êëàñ òîòàëüíî âïîðÿäêîâàíèõ ãðóï✳

✃î✐íäóêîâàí✐ ä✐➝ ãðóï✱ ââåäåí✐ äî ðîçãëÿäó ç ìåòîþ ïîáóäîâè íåáåðíóëë✐➝â✲
ñüêèõ ä✐é ç ö✐ëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîï✐➵þ✱ ìîæóòü ñòàòè çàñîáîì äëÿ âèð✐øåííÿ
✐íøèõ çàäà÷ åíòðîï✐éíî➝ òåîð✐➝✱ çîêðåìà äëÿ ïîáóäîâè ä✐é ✐ç çàçíà÷åíèìè âèùå
âëàñòèâîñòÿìè äëÿ ãðóï áåç åëåìåíò✐â íåñê✐í÷åííîãî ïîðÿäêó✳

❮à áàç✐ âèâ÷åííÿ îáìåæåíèõ êâàíòîâèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé âèð✐øåíî íèç✲
êó ñòàíäàðòíèõ òà íîâèõ çàäà÷ ùîäî êîíêðåòíèõ êâàíòîâèõ àëãåáð ✐ ïîáóäîâè
íîâèõ q✲àíàëîã✐â✳ ➬îêðåìà✱ âèâ÷åíî âëàñòèâîñò✐ äèôåðåíö✐àëüíèõ ÷èñëåíü íà
êâàíòîâèõ ïåðåäîäíîð✐äíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ✱ ïîáóäîâàíî êâàíòîâ✐ àíàëîãè
ôóíêòîðà ➪åðíøòåéíà✱ êîìïëåêñíîãî ã✐ïåðáîë✐÷íîãî ïðîñòîðó ✐ àñîö✐éîâàíèõ
êîíóñ✐â✱ ✐íòåãðàëà Ïóàññîíà ✐ ð✐âíÿíü Õóà✳

✃âàíòîâ✐ óí✐âåðñàëüí✐ îãîðòóþ÷✐ àëãåáðè ç ✐äåìïîòåíòàìè✱ ïîáóäîâàí✐ â ðî✲
áîò✐✱ ìîæóòü ñòàòè â íàãîä✐ ïðè âèâ÷åíí✐ ñóïåðñèìåòð✐➝✳

❰äåðæàíà êëàñèô✐êàö✐ÿ ñèìåòð✐é êâàíòîâî➝ ïëîùèíè ✐ ➝➝ ðîçøèðåííÿ ❐îðàíà
ìîæå ñòàòè ïåðøèì êðîêîì äî ç✬ÿñóâàííÿ ïîâíî➝ ãðóïè ñèìåòð✐é ð✐çíîìàí✐òíèõ
êâàíòîâèõ îá✬➵êò✐â✳

Òàêèì ÷èíîì✱ ïåðåë✐ê çàäà÷✱ âèð✐øåíèõ ó äèñåðòàö✐éí✐é ðîáîò✐✱ âõîäèòü äî
êëàñó ñó÷àñíèõ ✐ àêòóàëüíèõ ïðîáëåì åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝ òà òåîð✐➝ êâàíòîâèõ ãðóï✳



✷

➬â✬ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè✱ ïëàíàìè✱ òåìàìè✳ ➘èñåð✲
òàö✐éíà ðîáîòà âèêîíàíà ó â✐ää✐ë✐ ìàòåìàòè÷íî➝ ô✐çèêè ìàòåìàòè÷íîãî â✐ää✐✲
ëåííÿ Ô✐çèêî✲òåõí✐÷íîãî ✐íñòèòóòó íèçüêèõ òåìïåðàòóð ✐ì✳ ➪✳ ■✳ ➶➵ðê✐íà ❮➚❮
Óêðà➝íè✳ Ðåçóëüòàòè äèñåðòàö✐➝ ➵ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ òàêèõ äåðæáþäæåòíèõ
íàóêîâî✲äîñë✐äíèõ ðîá✐ò✿

✑➚ëãåáðà➝÷í✐ òà ãåîìåòðè÷í✐ ìåòîäè â òåîð✐➝ îïåðàòîð✐â òà òåîð✐➝ äèíàì✐÷íèõ
ñèñòåì✑ ✭íîìåð äåðæàâíî➝ ðå➵ñòðàö✐➝ ✵✶✾✻❯✵✵✷✾✹✸✮✱

✑➚ëãåáðà➝÷í✐ òà àíàë✐òè÷í✐ ìåòîäè â òåîð✐➝ îïåðàòîð✐â òà òåîð✐➝ äèíàì✐÷íèõ
ñèñòåì✑ ✭íîìåð äåðæàâíî➝ ðå➵ñòðàö✐➝ ✵✶✵✵❯✵✵✹✹✽✺✮✱

✑➚íàë✐òè÷í✐ ìåòîäè â òåîð✐➝ îïåðàòîðíèõ àëãåáð✱ äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì òà òåîð✐➝
ðîçñ✐þâàííÿ✑ ✭íîìåð äåðæàâíî➝ ðå➵ñòðàö✐➝ ✵✶✵✸❯✵✵✵✸✶✸✮✱

✑➘èíàì✐÷í✐ ñèñòåìè ✐ ñïåêòðàëüíà òåîð✐ÿ äèôåðåíö✐àëüíèõ òà ð✐çíèöåâèõ îïå✲
ðàòîð✐â✑ ✭íîìåð äåðæàâíî➝ ðå➵ñòðàö✐➝ ✵✶✵✻❯✵✵✷✺✺✽✮

✑Òåîð✐ÿ â✐äîáðàæåíü òà ãðóï✿ êëàñèô✐êàö✐ÿ✱ ñïåêòðàëüíèé òà àñèìïòîòè÷íèé
àíàë✐ç✑ ✭íîìåð äåðæàâíî➝ ðå➵ñòðàö✐➝ ✵✶✶✵❯✵✵✼✽✾✻✮✳

❒åòà ✐ çàäà÷✐ äîñë✐äæåííÿ✳❒åòîþ ðîáîòè ➵ âèÿâëåííÿ òîíêèõ âëàñòèâî✲
ñòåé åðãîäè÷íèõ äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì ó òåðì✐íàõ ➝õ êîöèêë✐â✱ ïîë✐â ñòàá✐ë✐çàòîð✐â
òà åíòðîï✐éíèõ ✐íâàð✐àíò✐â✱ à òàêîæ ïîáóäîâà êâàíòîâèõ àíàëîã✐â àëãåáð ôóí✲
êö✐é ✐ äèôåðåíö✐àëüíèõ ÷èñëåíü íà îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòÿõ✱ ïîðÿä ç
ð✐çíîìàí✐òíèìè àñîö✐éîâàíèìè ñòðóêòóðàìè✳

➬àäà÷àìè äîñë✐äæåííÿ ➵ êëàñèô✐êàö✐ÿ êîöèêë✐â òà â✐äíàéäåííÿ çàñòîñóâàíü
îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò✐â❀ ðåãóëÿðèçàö✐ÿ ä✐é ãðóï òà ãðóïî➝ä✐â íà â✐äíîøåííÿõ
åêâ✐âàëåíòíîñò✐❀ â✐äíàéäåííÿ äîñòàòí✐õ óìîâ ñïðÿæåíîñò✐ òà ✐çîìîðô✐çìó ñòàá✐✲
ë✐çàòîð✐â åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ ä✐é❀ âèÿâëåííÿ ñï✐ââ✐äíîøåíü ì✐æ çì✐ñòîâíèìè
åíòðîï✐éíèìè âëàñòèâîñòÿìè ãðóïîâèõ ä✐é❀ ç✬ÿñóâàííÿ âëàñòèâîñòåé êâàíòîâèõ
àëãåáð ✐ äèôåðåíö✐àëüíèõ ÷èñëåíü✱ ïîâ✬ÿçàíèõ ✐ç êâàíòîâèìè îáìåæåíèìè ñè✲
ìåòðè÷íèìè îáëàñòÿìè❀ ïîáóäîâà êâàíòîâèõ àëãåáð ç ✐äåìïîòåíòàìè òà ✐íøèìè
ä✐ëüíèêàìè íóëÿ❀ îïèñ ñèìåòð✐é êâàíòîâî➝ ïëîùèíè òà ➝➝ ðîçøèðåííÿ ❐îðàíà✳

❰á✬➵êòàìè äîñë✐äæåííÿ ➵ åðãîäè÷í✐ äèíàì✐÷í✐ ñèñòåìè ✐ êâàíòîâ✐ àíàëîãè
îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé✳

Ïðåäìåòàìè äîñë✐äæåííÿ ➵ êîöèêëè äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì ðàçîì ✐ç ïîõ✐äíè✲
ìè ãðóïîâèìè ä✐ÿìè✱ ïîëÿ ñòàá✐ë✐çàòîð✐â ✐ ôàêòîðè Ôåëëà✱ àëãåáðè Ï✐íñêåðà✱
✐íâàð✐àíòí✐ ðîçáèòòÿ ✐ ❑✲ñèñòåìè✱ ïðîöåäóðà êî✐íäóêö✐➝✱ à òàêîæ êîâàð✐àíòí✐
∗✲àëãåáðè ïîë✐íîì✐â✱ óçàãàëüíåí✐ ìîäóë✐ ➶åðìà✱ êîâàð✐àíòí✐ àëãåáðè òà êîàëãå✲
áðè✱ êâàíòîâ✐ äèôåðåíö✐àëüí✐ ÷èñëåííÿ✱ àëãåáðè ô✐í✐òíèõ ôóíêö✐é✱ ✐íâàð✐àíòí✐
✐íòåãðàëè✱ êâàíòîâ✐ àíàëîãè îïåðàòîðà Ïóàññîíà òà ð✐âíÿíü Õóà✱ ✐äåìïîòåíòè
êâàíòîâèõ àëãåáð ✐ ðîçêëàäè Ï✐ðñà✱ ❘✲ìàòðèöÿ✱ êâàíòîâà ïëîùèíà ✐ ➝➝ ñèìåòð✐➝✳

❒åòîäè äîñë✐äæåííÿ✳ Òåîð✐ÿ îïåðàòîð✐â✱ ôóíêö✐îíàëüíèé àíàë✐ç✱ òåîð✐ÿ
ì✐ðè✱ òåîð✐ÿ ãðóï✱ òåîð✐ÿ êàòåãîð✐é✱ òåîð✐ÿ ãðóï ✐ àëãåáð ❐✐✱ òåîð✐ÿ çîáðàæåíü✳



✸

❮àóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò✐â✳ Ó ðîáîò✐ îäåðæàíî íîâ✐ ðå✲
çóëüòàòè ç òåîð✐➝ êîöèêë✐â äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì✱ ðåãóëÿðèçàö✐➝ ä✐é ãðóï òà ãðóïî✲
➝ä✐â✱ ñïðÿæåíîñò✐ òà ✐çîìîðô✐çìó ñòàá✐ë✐çàòîð✐â ãðóïîâèõ ä✐é✱ åíòðîï✐éíî➝ òåîð✐➝
ä✐é àìåíàáåëüíèõ ãðóï✱ êâàíòîâèõ àíàëîã✐â îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé✱
çîáðàæåíü êâàíòîâèõ àëãåáð✱ êâàíòîâèõ àëãåáð ç ✐äåìïîòåíòàìè✱ ñèìåòð✐é êâàí✲
òîâî➝ ïëîùèíè✳ ➬îêðåìà✱ âïåðøå îäåðæàíî íàñòóïí✐ íîâ✐
ðåçóëüòàòè✱ ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò✿

✕ îäåðæàíî îñòàòî÷í✐ ðåçóëüòàòè ç êëàñèô✐êàö✐➝ òðàíçèòíèõ òà ðåêóðåíòíèõ
êîöèêë✐â àìåíàáåëüíèõ äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì❀

✕ çàñòîñîâàíî ðåçóëüòàòè ç✐ ñëàáî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ êîöèêë✐â äî âèâ÷åííÿ ôóí✲
äàìåíòàëüíèõ ãðóï äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì òà âëàñòèâîñòåé ä✐éñíîçíà÷íèõ êîöèêë✐â
ç íåîáìåæåíèìè ëàêóíàìè❀

✕ ç✬ÿñîâàíî ìîæëèâ✐ñòü ðåãóëÿðèçàö✐➝ ä✐é ãðóï òà ãðóïî➝ä✐â íà âèì✐ðíèõ â✐ä✲
íîøåííÿõ åêâ✐âàëåíòíîñò✐❀

✕ äëÿ â✐äîìèõ ðåçóëüòàò✐â ç✐ ñëàáî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ êîöèêë✐â ç ù✐ëüíè✲
ìè îáðàçàìè òà çîâí✐øíüî➝ ñïðÿæåíîñò✐ ï✐äãðóï íîðìàë✐çàòîðà ïîâíî➝ ãðó✲
ïè ó âèì✐ðí✐é åðãîäè÷í✐é òåîð✐➝ âñòàíîâëåíî íîâ✐ àíàëîãè äëÿ ãðóï ïñåâäî✲
ãîìåîìîðô✐çì✐â äîñêîíàëîãî ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó❀

✕ ç✬ÿñîâàíî äîñòàòí✐ óìîâè ñïðÿæåíîñò✐ òà ✐çîìîðô✐çìó ñòàá✐ë✐çàòîð✐â ãðóïî✲
âèõ ä✐é✱ à òàêîæ ïîáóäîâàíî çì✐ñòîâí✐ êîíòðïðèêëàäè❀

✕ ïîáóäîâàíî åíòðîï✐éíó òåîð✐þ äëÿ ä✐é ñê✐í÷åííî ãåíåðîâàíèõ í✐ëüïîòåí✲
òíèõ ãðóï✱ âêëþ÷íî ç îïèñîì àëãåáð Ï✐íñêåðà òà ✃✲ñèñòåì â òåðì✐íàõ ðîçáèòò✐â
ç✐ ñïåöèô✐÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ✐íâàð✐àíòíîñò✐❀

✕ âñòàíîâëåíî ✐ñíóâàííÿ íåáåðíóëë✐➝âñüêèõ ä✐é ç ö✐ëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðî✲
ï✐➵þ øëÿõîì âèâ÷åííÿ êî✐íäóêîâàíèõ ä✐é❀

✕ ïîáóäîâàíî êâàíòîâèé àíàëîã ôóíêòîðà ➪åðíøòåéíà❀
✕ âñòàíîâëåíî äóàëüí✐ñòü êîìïëåêñà äå Ðàìà äëÿ êâàíòîâèõ ïåðåäîäíîð✐✲

äíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîð✐â êîìóòàòèâíîãî ïàðàáîë✐÷íîãî òèïó ✐ óçàãàëüíåíî➝
➪➹➹✲ðåçîëüâåíòè❀

✕ ïîáóäîâàíî òåîð✐þ ôóíêö✐é íà q✲àíàëîç✐ êîìïëåêñíîãî ã✐ïåðáîë✐÷íîãî ïðî✲
ñòîðó❀

✕ ïîáóäîâàíî êâàíòîâèé àíàëîã ✐íòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà òà ð✐âíÿíü
Õóà❀

✕ ïîáóäîâàíî çì✐ñòîâí✐ êâàíòîâ✐ àëãåáðè ç ✐äåìïîòåíòàìè òà ✐íøèìè ä✐ëüíè✲
êàìè íóëÿ❀

✕ ïîäàíî ïîâíèé ïåðåë✐ê ñèìåòð✐é êâàíòîâî➝ ïëîùèíè✱ à òàêîæ ñèìåòð✐é çà✲
ãàëüíîãî ïîëîæåííÿ äëÿ ðîçøèðåííÿ ❐îðàíà êâàíòîâî➝ ïëîùèíè✳



✹

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò✐â✳ Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìà✲
þòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð✳ Ó í✐é ïðîâåäåíî ôóíäàìåíòàëüí✐ äîñë✐äæåííÿ✱ ÿê✐
ïîãëèáëþþòü íàø✐ çíàííÿ ïðî êîöèêëè äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì✱ ➝õ ñòàá✐ë✐çàòîðè✱
åíòðîï✐éí✐ âëàñòèâîñò✐✱ à òàêîæ ïðî ñòðóêòóðó êâàíòîâèõ îáìåæåíèõ ñèìåòðè✲
÷íèõ îáëàñòåé òà çîáðàæåííÿ â✐äïîâ✐äíèõ êâàíòîâèõ àëãåáð✳ ➶îíè ìîæóòü áóòè
âèêîðèñòàí✐ â åðãîäè÷í✐é òåîð✐➝✱ òåîð✐➝ êâàíòîâèõ ãðóï✱ ìàòåìàòè÷í✐é ô✐çèö✐✱
ôóíêö✐îíàëüíîìó àíàë✐ç✐ òà ✐íøèõ ðîçä✐ëàõ ìàòåìàòèêè✳

❰ñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à✳ Óñ✐ îñíîâí✐ ðåçóëüòàòè äèñåðòàö✐➝ îäåðæàíî
àâòîðîì îñîáèñòî ✐ ñàìîñò✐éíî✳ ➬ ðåçóëüòàò✐â ïðàöü✱ ÿê✐ âèêîíàí✐ ó ñï✐âàâòîð✲
ñòâ✐✱ íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ïîëîæåííÿ✱ ùî îäåðæàí✐ àâòîðîì äèñåðòàö✐➝✳

➬îêðåìà✱ îñîáèñòî äèñåðòàíòîì çàïðîïîíîâàíî òà ðåàë✐çîâàíî ï✐äõ✐ä äî äî✲
âåäåííÿ òåîðåìè ➵äèíîñò✐ êîöèêë✐â✱ çàñíîâàíèé íà çâåäåíí✐ àâòîìîðô✐çìà íåïå✲
ðåðâíîãî ãðóïî➝äà íà éîãî äèñêðåòíó ðåäóêö✐þ ❬✶✶✱ ✾✱ ✶✷❪✳ Ó ðîáîò✐ ❬✼❪ àâòîðîì
çàïðîïîíîâàíî ✐ ðåàë✐çîâàíî îñíîâíèé ï✐äõ✐ä äî çàäà÷✐ îá÷èñëåííÿ ôóíäàìåí✲
òàëüíî➝ ãðóïè äèíàì✐÷íî➝ ñèñòåìè✱ çàñíîâàíèé íà çàñòîñóâàíí✐ òåîðåìè ➵äèíîñò✐
äëÿ êîöèêë✐â✳ Òàêèé æå ï✐äõ✐ä ✭ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè ➵äèíîñò✐ äëÿ êîöèêë✐â✮
âïðîâàäæåíî ç ✐í✐ö✐àòèâè äèñåðòàíòà ó ðîáîò✐ ❬✶✻❪ äëÿ äîñë✐äæåííÿ ä✐é ❒àêê✐
êîöèêë✐â ç íåîáìåæåíèìè ëàêóíàìè✳ Ó ðîáîò✐ ❬✶✵❪ àâòîðîì çàïðîïîíîâàíà ✐ ðå✲
àë✐çîâàíà îñíîâíà ✐äåÿ ðåãóëÿðèçàö✐➝✱ çàñíîâàíà íà ïåðåâèçíà÷åíí✐ â✐äíîøåííÿ
åêâ✐âàëåíòíîñò✐ øëÿõîì ô✐êñàö✐➝ ìíîæèí ì✐ðè íóëü ó ãðóï✐ ùî ä✐➵ òà ïðîñòîð✐
ç ì✐ðîþ✱ ç ïîäàëüøèì çàñòîñóâàííÿì òåîðåìè Ôóá✐í✐✳ Ó ðîáîò✐ ❬✽❪ ðåàë✐çîâà✲
íî ✐äåþ àâòîðà ïðî ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàò✐â ç êëàñèô✐êàö✐➝ êîöèêë✐â ç âèì✐ðíî➝
åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝ íà êîíòåêñò ãðóï ïñåâäî✲ãîìåîìîðô✐çì✐â äîñêîíàëîãî ïîëü✲
ñüêîãî ïðîñòîðó✳ Ó ðîáîò✐ ❬✶✸❪ àâòîðîâ✐✱ îêð✐ì âèð✐øàëüíîãî âíåñêó â äîâåäåííÿ
îñíîâíèõ òåîðåì✱ íàëåæàòü öåíòðàëüí✐ êîíòðïðèêëàäè✱ ùî äåìîíñòðóþòü ✐ñíó✲
âàííÿ åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ ä✐é ç íå✐çîìîðôíèìè ñòàá✐ë✐çàòîðàìè✳ Ó ðîáîòàõ
❬✶✹✱ ✸❪ äèñåðòàíòó íàëåæèòü ✐äåÿ òà ➝➝ ðåàë✐çàö✐ÿ ùîäî çàñòîñóâàííÿ êî✐íäóêî✲
âàíèõ ä✐é äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ïðî ✐ñíóâàííÿ íåáåðíóëë✐➝âñüêèõ
ä✐é ç ö✐ëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîï✐➵þ✳

Ó ðîáîòàõ ❬✶✽✱ ✶✾✱ ✶✱ ✷❪ äèñåðòàíòó íàëåæèòü ãîëîâíèé âíåñîê ó äîâåäåííÿ
îñíîâíèõ ðåçóëüòàò✐â✳

Ó ðîáîò✐ ❬✹❪ Ñ✳ ➘óïë✐þ íàëåæèòü ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ òà ïåðåë✐ê îñíîâíèõ
ñòðóêòóð✱ ùî áóëî ïðîàíàë✐çîâàíî✱ à òàêîæ àíàë✐ç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò✐â òà ✐äå➝
äåÿêèõ äîâåäåíü ñòîñîâíî á✐àëãåáð ç àíòèïîäîì✱ ðåãóëÿðíèì çà ôîí ❮åéìàíîì✳
➚âòîðîâ✐ íàëåæàòü ✐äå➝ òà ðåàë✐çàö✐ÿ äîâåäåíü óñ✐õ ✐íøèõ ðåçóëüòàò✐â✳

Ó ðîáîò✐ ❬✻❪ Ñ✳ ➘óïë✐þ íàëåæèòü ó÷àñòü ó ôîðìóëþâàíí✐ çàäà÷✐ ✐ àíàë✐ç✐
îäåðæàíèõ ðåçóëüòàò✐â✳ ❮èì òàêîæ çàïðîâàäæåíî ñèñòåìó ✐íâàð✐àíò✐â òà ïî✲
çíà÷åíü✱ ó òåðì✐íàõ ÿêèõ ïîäàíî êëàñèô✐êàö✐þ✱ ùî ➵ çì✐ñòîì ðîáîòè✳ ➚âòîðîâ✐
íàëåæàòü ✐äå➝ òà ðåàë✐çàö✐ÿ äîâåäåíü îñíîâíèõ ðåçóëüòàò✐â✳



✺

➚ïðîáàö✐ÿ ðåçóëüòàò✐â äèñåðòàö✐➝✳ ❰ñíîâí✐ ðåçóëüòàòè äîñë✐äæåíü✱ íàâå✲
äåí✐ â äèñåðòàö✐➝✱ äîïîâ✐äàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà òàêèõ ì✐æíàðîäíèõ êîí✲
ôåðåíö✐ÿõ òà ñåì✐íàðàõ✿

✕ ❳■■ Øêîëà ç òåîð✐➝ îïåðàòîð✐â ó ôóíêö✐îíàëüíèõ ïðîñòîðàõ✱ Òàìáîâ✱ Ðîñ✐ÿ✱
✶✾✽✼

✕ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊r❣♦❞✐❝ ❚❤❡♦r②✱ ❲❛rs❛✇✱ P♦❧❛♥❞✱ ✶✾✾✺
✕ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❙❡t ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱

❋r❛♥❝❡✱ ✶✾✾✻
✕ ✃îíôåðåíö✐ÿ ç ìàòåìàòè÷íî➝ ô✐çèêè✱ ✃è➝â✱ ✶✾✾✼
✕ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱ ▼❛rs❡✐❧❧❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✶✾✾✽
✕ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❊r❣♦❞✐❝ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✱ ❚♦r✉♥✱ P♦❧❛♥❞✱ ✷✵✵✵
✕ ◆♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ●❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

P❤②s✐❝s✱ ❑❛r❧st❛❞✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✷✵✵✹
✕ ✺t❤ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ▼❡❡t✐♥❣✿ ❙✉♠♠❡r ❙❝❤♦♦❧ ✐♥ ▼♦❞❡r♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

P❤②s✐❝s✱ ❇❡❧❣r❛❞❡✱ ✷✵✵✽
✕ ■■ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ Õàðê✐â✱ ✷✵✶✹
✕ ■■■ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢✳ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✱ Õàðê✐â✱ ✷✵✶✺
✕ ñåì✐íàð ç åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝ â óí✐âåðñèòåò✐ ì✳ Òîðóíü✱ Ïîëüùà ✭êåð✐âíèê ➪✳

✃àì✐íüñüêèé✮
✕ ñåì✐íàð ç ìàòåìàòè÷íî➝ ô✐çèêè â óí✐âåðñèòåò✐ Ïàðèæ✲✼✱ Ôðàíö✐ÿ ✭êåð✐âíèê

❏❡❛♥✲❏❛❝q✉❡s ❙❛♥s✉❝✮
✕ ñåì✐íàð ç åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝ â ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ◆❡✇ ❙♦✉t❤ ❲❛❧❡s✱ ❆✉str❛❧✐❛ ✭êå✲

ð✐âíèê ❙✉t❤❡r❧❛♥❞ ❈✳ ❊✳✮
✕ ñåì✐íàð ç êâàíòîâèõ ãðóï â ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈♦♣❡♥❤❛❣❡♥✱ ❉❡♥♠❛r❦ ✭êåð✐âíèê

❏❛❦♦❜s❡♥ ❍✳ P✳✮

Ïóáë✐êàö✐➝✳ Ðåçóëüòàòè äèñåðòàö✐➝ îïóáë✐êîâàíî â ✷✺ íàóêîâèõ ïóáë✐êàö✐ÿõ✱
â òîìó ÷èñë✐ â ✷✶ íàóêîâ✐é ñòàòò✐ ❬✶❪ ✕ ❬✷✶❪ ó â✐ò÷èçíÿíèõ òà çàêîðäîííèõ ôàõîâèõ
íàóêîâèõ âèäàííÿõ òà ✹ òåçàõ äîïîâ✐äåé íà íàóêîâèõ êîíôåðåíö✐ÿõ ❬✷✷❪ ✕ ❬✷✺❪✳

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàö✐➝✳ Ðîáîòà ñêëàäà➵òüñÿ ç✐ âñòóïó✱ ñåìè ðîç✲
ä✐ë✐â✱ âèñíîâê✐â✱ ïåðåë✐êó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà ✾ äîäàòê✐â✳ ❰ñíîâíèé îá✬➵ì
äèñåðòàö✐➝ ñòàíîâèòü ✷✾✾ ñòîð✐íîê✱ ïåðåë✐ê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë çàéìà➵ ✶✽ ñòî✲
ð✐íîê òà ñêëàäà➵òüñÿ ç ✷✵✶ íàéìåíóâàííÿ✳ Ïîâíèé îá✬➵ì äèñåðòàö✐➝ ñêëàäà➵ ✸✹✹
ñòîð✐íêè✳ ➘îäàòêè çàéìàþòü ✷✶ ñòîð✐íêó ✐ ì✐ñòÿòü✱ çîêðåìà✱ ✹ òàáëèö✐✳



✻

❰Ñ❮❰➶❮➮➱ ➬❒■ÑÒ Ð❰➪❰Ò➮
Ó ïåðøîìó ðîçä✐ë✐ ïîäàíî îãëÿä ë✐òåðàòóðè✱ êîðîòêèé çì✐ñò äèñåðòàö✐➝ òà

çàñòîñîâàíèõ ìåòîä✐â✳

Ó äðóãîìó ðîçä✐ë✐ âèâ÷àþòüñÿ àâòîìîðô✐çìè ✐ êîöèêëè åðãîäè÷íèõ â✐ä✲
íîøåíü åêâ✐âàëåíòíîñò✐✱ à òàêîæ ïîâ✬ÿçàí✐ ç íèìè çàäà÷✐ òà îá✬➵êòè åðãîäè÷íî➝
òåîð✐➝✳

➬ ðîá✐ò Ð✳ ➬✐ììåðà áóëî â✐äîìî✱ ùî áóäü✲ÿêà ãðóïîâà ä✐ÿ✱ ÿêà ïðèïóñêà➵ ïðåä✲
ñòàâëåííÿ ó âèãëÿä✐ îáðàçó êîöèêëó àìåíàáåëüíî➝ ä✐➝✱ ñàìà ➵ àìåíàáåëüíîþ✳
➬îêðåìà✱ óñ✐ äèíàì✐÷í✐ ñèñòåìè✱ ùî ó òàêèé ñïîñ✐á ïîõîäÿòü â✐ä êîöèêëó ✐íäèâ✐✲
äóàëüíîãî àâòîìîðô✐çìó✱ ➵ àìåíàáåëüíèìè✳ ➬âîðîòí➵ òâåðäæåííÿ áóëî äîâåäåíî
ðàí✐øå ëèøå äëÿ â✐ëüíèõ ãðóïîâèõ ä✐é✳ ➶ äèñåðòàö✐➝ äîâåäåíî öå çâîðîòíå òâåð✲
äæåííÿ ó ïîâíîìó îáñÿç✐✳

Òåîðåìà ✷✳✶✳✶✳Ïðèïóñòèìî✱ ùî ëîêàëüíî êîìïàêòíà ñåïàðàáåëüíà ✭ë✳ê✳ñ✳✮
ãðóïà G ä✐➵ åðãîäè÷íî òà àìåíàáåëüíî íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà (S, µ)✳ Òîä✐ ✐ñíó➵ êî✲
öèêë åðãîäè÷íîãî àâòîìîðô✐çìó áóäü✲ÿêîãî íàïåðåä çàäàíîãî òèïó✱ ÷è➝ì îáðà✲
çîì ➵ çàäàíà ä✐ÿ✳

❰òæå✱ áóäü ÿêà àìåíàáåëüíà ãðóïîâà ä✐ÿ ✭íå îáîâ✬ÿçêîâî â✐ëüíà✮ ìîæå áóòè
ïîáóäîâàíà ✐ç âèêîðèñòàííÿì ñòàíäàðòíî➝ êîíñòðóêö✐➝✳ ➬â✐äñè ìà➵ìî àíàëîã✐✲
÷íèé ðåçóëüòàò ñòîñîâíî òàê çâàíèõ ïîäâ✐éíèõ êîöèêë✐â✳

❮àñë✐äîê ✷✳✶✳✸✳ ❮åõàé G ✕ ë✳ê✳ñ✳ ãðóïà✱ òà ìà➵ìî çàäàíó àìåíàáåëüíó
åðãîäè÷íó ä✐þ ãðóïè G× R✳ Òîä✐ ✐ñíó➵ êîöèêë α åðãîäè÷íîãî àâòîìîðô✐çìó T
ç✐ çíà÷åííÿìè ó ãðóï✐ G ✐ òàêèé✱ ùî çàäàíà ä✐ÿ ãðóïè G×R ➵ îáðàçîì êîöèêëó
α× r✱ äå r ✕ êîöèêë Ðàäîíà✲❮✐êîäèìà àâòîìîðô✐çìó T ✳

➘îâåäåíî åêâ✐âàëåíòí✐ñòü àìåíàáåëüíîñò✐ ãðóïîâî➝ ä✐➝ óìîâ✐ àìåíàáåëüíîñò✐
ãåíåðîâàíîãî â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ ✰ àìåíàáåëüí✐ñòü ñòàá✐ë✐çàòîð✐â✳

Òåîðåìà ✷✳✶✳✹✳ ❮åõàé ë✳ê✳ñ✳ ãðóïà G ä✐➵ åðãîäè÷íî òà àìåíàáåëüíî íà ïðî✲
ñòîð✐ (S, µ)✳ Òîä✐ äëÿ ìàéæå âñ✐õ s ∈ S ñòàá✐ë✐çàòîð ä✐➝ Gs ó òî÷ö✐ s ➵ àìå✲
íàáåëüíèì✳

Òåîðåìà ✷✳✶✳✺✳ ❮åõàé ë✳ê✳ñ✳ ãðóïà G ä✐➵ åðãîäè÷íî íà ïðîñòîð✐ (X,µ) ó
òàêèé ñïîñ✐á✱ ùî â✐äïîâ✐äíå â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ RG íà X ➵ àìåíà✲
áåëüíèì✱ ✐ äëÿ ìàéæå âñ✐õ x ∈ X ñòàá✐ë✐çàòîð Gx ó òî÷ö✐ x òàêîæ ➵ àìå✲
íàáåëüíèì✳ Òîä✐ ä✐ÿ ãðóïè G ➵ àìåíàáåëüíîþ✳

❮åõàé (Ω, Q) ✕ òðà➵êòîðíèé ãðóïî➝ä åðãîäè÷íî➝ ä✐➝ òèïó ■■∞ àáî ■■■ ç÷èñëåí✲
íî➝ ãðóïè Γ íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà (X,µ)❀ (T×T, [µT×µT]) ✕ òðàíçèòèâíèé ãðóïî➝ä✱
ãåíåðîâàíèé òðàíñëÿö✐➵þ êîëà T ç ì✐ðîþ Õààðà µT✳ Ðîçãëÿíåìî ïðÿìèé äîáó✲
òîê (G, C) = (Ω × (T × T), Q × [µT × µT])✳ ßê â✐äîìî✱ áóäü ÿêèé ïðèíöèïîâèé
åðãîäè÷íèé ãðóïî➝ä ç íåïåðåðâíèìè îðá✐òàìè ìà➵ òàêèé âèãëÿä✳



✼

❮àñòóïíà òåîðåìà✱ íà â✐äì✐íó â✐ä ➝➝ ïîïåðåäí✐õ âåðñ✐é✱ íå ì✐ñòèòü ïðèïóùå✲
ííÿ ïðî àïðîêñèìàòèâíó ñê✐í÷åíí✐ñòü ãðóïî➝äó✳ ➶îíà äà➵ ìîæëèâ✐ñòü äîâåñòè
íàâåäåíó íèæ÷å òåîðåìó ïîð✐âíÿííÿ òðàíçèòíèõ êîöèêë✐â✱ òàêîæ áåç æîäíîãî
ïîñèëàííÿ íà àïðîêñèìàòèâíó ñê✐í÷åíí✐ñòü ÷è àìåíàáåëüí✐ñòü✳

Òåîðåìà ✷✳✷✳✶✳ ❮åõàé A ✕ àâòîìîðô✐çì ãðóïî➝äó (G, C)✳ Òîä✐ çíàéäóòüñÿ
àâòîìîðô✐çì θ ãðóïî➝äà (Ω, Q) òà âíóòð✐øí✐é àâòîìîðô✐çì τ ãðóïî➝äà (G, C)
òàê✐✱ ùî A = (θ × id)τ ✳

Òåîðåìà ✷✳✷✳✸✳ ❮åõàé α, β : [Γ] × X → G ✕ òðàíçèòí✐ êîöèêëè ïîâíî➝
ãðóïè [Γ] ç✐ çíà÷åííÿìè â ë✳ê✳ñ✳ ãðóï✐ G òàê✐✱ ùî ä✐➝ ❒àêê✐ Wα òà Wβ ãðóïè G
✐çîìîðôí✐✳ Òîä✐ ✐ñíóþòü àâòîìîðô✐çì θ ∈ N [Γ] ✐ áîðåë✐âñüêå â✐äîáðàæåííÿ f :
X → G òàê✐✱ ùî äëÿ óñ✐õ γ ∈ [Γ] ìà➵ ì✐ñöå α

(
θγθ−1, θx

)
= f(γx)−1β(γ, x)f(x)✳

Ö✐ ðåçóëüòàòè ìàþòü ÷èñëåíí✐ çàñòîñóâàííÿ✳ ❰äíå ç íèõ ✕ äî âèâ÷åííÿ ôóí✲
äàìåíòàëüíî➝ ãðóïè åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ ä✐é✳

❮åõàé G ✕ íåïåðåðâíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà ñåïàðàáåëüíà óí✐ìîäóëÿðíà ãðó✲
ïà✱ ùî ä✐➵ â✐ëüíî òà âëàñíå åðãîäè÷íî íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà (X,µ) ç ✐íâàð✐àíòíîþ
✭ñê✐í÷åííîþ àáî σ✲ñê✐í÷åííîþ✮ ì✐ðîþ µ✳ Ðîçãëÿíåìî åðãîäè÷íèé ïðèíöèïîâèé
ãðóïî➝ä òèïó ■■ (G, C) = (G ×X, [µG × µ])✱ ùî â✐äïîâ✐äà➵ âêàçàí✐é ä✐➝✱ äå µG ✕
ì✐ðà Õààðà ãðóïè G✳ ✃îæíîìó àâòîìîðô✐çìó A ãðóïî➝äó (G, C) ìîæíà ïîñòà✲
âèòè ó â✐äïîâ✐äí✐ñòü ÷èñëî modA > 0✱ ÿêå íàçèâà➵òüñÿ ìîäóëåì àâòîìîðô✐çìó
A✳ Ï✐äãðóïà F (G × X) = {modA : A ∈ Aut(G, C)} ãðóïè R

∗
+ íàçèâà➵òüñÿ

ôóíäàìåíòàëüíîþ ãðóïîþ äèíàì✐÷íî➝ ñèñòåìè (G,X, µ)✳

Òåîðåìà ✷✳✸✳✷✳ ❮åõàé G ✕ çâ✬ÿçíà íàï✐âïðîñòà ä✐éñíà ãðóïà ❐✐ ç✐ ñê✐í✲
÷åííèì öåíòðîì✱ ïðè÷îìó ä✐éñíèé ðàíã G íå ìåíøèé äâîõ❀ (X,µ) ✕ â✐ëüíèé
âëàñíå åðãîäè÷íèé G✲ïðîñò✐ð ç✐ ñê✐í÷åííîþ ✐íâàð✐àíòíîþ ì✐ðîþ µ✳ Ïðèïóñòè✲
ìî òàêîæ✱ ùî ä✐ÿ G íà X ➵ íåïðèâîäèìîþ✱ òîáòî êîæåí ïðîñòèé ìíîæíèê
ãðóïè G ä✐➵ åðãîäè÷íî✳ Òîä✐ F (G×X) = {1}✳

❮àñë✐äîê ✷✳✸✳✹✳ ❮åõàé Γ ✕ ðåø✐òêà â ïðîñò✐é çâ✬ÿçí✐é ä✐éñí✐é ãðóï✐ ❐✐ G
ä✐éñíîãî ðàíãó íå ìåíøîãî äâîõ✱ ïðè÷îìó öåíòð G ñê✐í÷åííèé✳ ❮åõàé (X,µ) ✕
â✐ëüíèé åðãîäè÷íèé Γ✲ïðîñò✐ð ✐ç ñê✐í÷åííîþ ✐íâàð✐àíòíîþ ì✐ðîþ µ✳ Òîä✐ F (Γ×
X) = {1}✳

➶èïàäîê íåòðàíçèòíèõ êîöèêë✐â ➵ á✐ëüø ñêëàäíèì✱ í✐æ òàêèé äëÿ òðàíçè✲
òíèõ êîöèêë✐â✳ ➬îêðåìà✱ â✐í ïîòðåáó➵ ïîíÿòòÿ ïîäâ✐éíîãî ïîòîêó äëÿ êîöèêëó
äèíàì✐÷íî➝ ñèñòåìè✱ ó òåðì✐íàõ ÿêîãî çä✐éñíþ➵òüñÿ êëàñèô✐êàö✐ÿ✳ ✃îæíîìó êî✲
öèêëó α : Γ×S → G â✐ëüíî➝ àïðîêñèìàòèâíî ñê✐í÷åííî➝ ä✐➝ ç÷èñëåííî➝ ãðóïè Γ
íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà (S, µ) ç✐ çíà÷åííÿìè â ó ë✳ê✳ñ✳ ãðóï✐ G ïîñòàâèìî ó â✐äïîâ✐ä✲
í✐ñòü ïîäâ✐éíèé êîöèêë α0 = α×r : Γ×S → G×R✱ äå r(γ, s) = log(dµ◦γ/dµ)(s)
✕ êîöèêë Ðàäîíà✲❮✐êîäèìà äèíàì✐÷íî➝ ñèñòåìè (Γ, S, µ)✳ ➘✐ÿ ❒àêê✐ ïîäâ✐éíîãî
êîöèêëó α0 íàçèâà➵òüñÿ ïîäâ✐éíèì ïîòîêîì äëÿ êîöèêëó α✳



✽

Òåîðåìà ✷✳✹✳✷✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî ïîäâ✐éí✐ ïîòîêè äëÿ íåòðàíçèòíèõ êîöè✲
êë✐â α, β : Γ×S → G ➵ ñïðÿæåíèìè✳ Òîä✐ ✐ñíóþòü àâòîìîðô✐çì θ ∈ N [Γ] ✐ áî✲
ðåë✐âñüêå â✐äîáðàæåííÿ f : S → G òàê✐✱ ùî β

(
θγθ−1, θs

)
= f(γs)α(γ, s)f(s)−1

äëÿ âñ✐õ γ ∈ [Γ] ó ì✳â✳ òî÷êàõ s ∈ S✳

Ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ì✐æ êîöèêëàìè ÿê ó Òåîðåìàõ ✷✳✷✳✸ òà ✷✳✹✳✷ íàçèâà➵òüñÿ
ñëàáîþ åêâ✐âàëåíòí✐ñòþ✳

Ùå îäíå çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïîð✐âíÿííÿ êîöèêë✐â ✕ öå âèâ÷åííÿ êîöèêë✐â ç
íåîáìåæåíèìè ëàêóíàìè✳ ❮åõàé Γ ✕ ç÷èñëåííà â✐ëüíà åðãîäè÷íà ãðóïà ïåðåòâî✲
ðåíü ïðîñòîðó ❐åáåãà (X,µ)✳ ✃àæóòü✱ ùî ä✐éñíî✲çíà÷íèé êîöèêë π : Γ×X → R

ìà➵ âëàñòèâ✐ñòü íåîáìåæåíèõ ëàêóí ✭àáî ïðîñòî ìà➵ íåîáìåæåí✐ ëàêóíè✮✱ ÿêùî
✐ñíó➵ ï✐äìíîæèíà B ⊂ X✱ µ(B) > 0✱ òàêà✱ ùî äëÿ áóäü✲ÿêîãî M > 0 ìîæíà
çíàéòè ✐íòåðâàë (a, b) ⊂ R ✐ç b − a > M òà âëàñòèâ✐ñòþ π(γ, x) /∈ (a, b) çà óìî✲
âè x, γx ∈ B✳ Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó êàæóòü✱ ùî êîöèêë π ìà➵ îáìåæåí✐
ëàêóíè ✭àáî ìà➵ âëàñòèâ✐ñòü îáìåæåíèõ ëàêóí✮✳

Òâåðäæåííÿ ✷✳✺✳✷✳ ➶ëàñòèâ✐ñòü íåîáìåæåíèõ ëàêóí ➵ ✐íâàð✐àíòîì ñëà✲
áî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ êîöèêë✐â✳

❮àñë✐äîê ✷✳✺✳✸✳ ➶ëàñòèâ✐ñòü îáìåæåíèõ ëàêóí ➵ ✐íâàð✐àíòîì ñëàáî➝ åêâ✐✲
âàëåíòíîñò✐ êîöèêë✐â✳

❮àñòóïí✐ äâ✐ Òåîðåìè äåìîíñòðóþòü çâ✬ÿçîê âëàñòèâîñò✐ ✭íå✮îáìåæåíèõ ëà✲
êóí äëÿ êîöèêë✐â ✐ òèïîì â✐äïîâ✐äíîãî ïîòîêó ❒àêê✐ ùîäî ✐íâàð✐àíòíîãî êëàñó
ì✐ð✳

Òåîðåìà ✷✳✺✳✺✳ ❮åõàé {Tt}r∈R ✕ äîâ✐ëüíèé ïîò✐ê✱ ùî çáåð✐ãà➵ éìîâ✐ðí✐ñíó
ì✐ðó íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà (X,µ)✳ Òîä✐ ✐ñíó➵ ðåêóðåíòíèé êîöèêë π : Z×S → R

ç îáìåæåíèìè ëàêóíàìè åðãîäè÷íî➝ ä✐➝ ãðóïè Z òèïó ■■1 íà ïðîñòîð✐ S✱ ÷èÿ
ä✐ÿ ❒àêê✐ ➵ {Tt}r∈R✳

Òåîðåìà ✷✳✺✳✻✳ ❮åõàé π : Z × S → R ✕ ðåêóðåíòíèé êîöèêë ç íåîáìå✲
æåíèìè ëàêóíàìè åðãîäè÷íî➝ ä✐➝ ãðóïè Z òèïó ■■1 íà éìîâ✐ðí✐ñíîìó ïðîñòîð✐
❐åáåãà (S, µ)✳ Òîä✐ éîãî ä✐ÿ ❒àêê✐ ➵ åðãîäè÷íèì ïîòîêîì✱ ùî àáî ìà➵ íåñê✐í✲
÷åííó ✐íâàð✐àíòíó ì✐ðó✱ àáî ìà➵ òèï ■■■✳

➶èâ÷åííÿ áàãàòüîõ ïðîáëåì âèì✐ðíî➝ åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝ ïîâ✬ÿçàíî ç ðîçãëÿäîì
ñ✐ìåéñòâ ïåðåòâîðåíü✱ ÿê✐ ✑ïîâîäÿòüñÿ äîáðå✑ ëèøå ìàéæå âñþäè✳ Ó âèïàäêó✱
êîëè ãðóïà ïåðåòâîðåíü ç÷èñëåííà✱ ïðîáëåìà çâîäèòüñÿ äî ✑â✐äêèäàííÿ ïîãàíî➝
ìíîæèíè✑ ì✐ðè íóëü íà ïðîñòîð✐ ç ì✐ðîþ✳ ➚ëå öåé ìåòîä âçàãàë✐ âèÿâëÿ➵òüñÿ íå✲
ä✐➵çäàòíèì ó âèïàäêó íåïåðåðâíèõ ãðóï ïåðåòâîðåíü✳ Ó äèñåðòàö✐➝ öþ ïðîáëåìó
âèð✐øåíî ó êîíòåêñò✐ ãðóï àâòîìîðô✐çì✐â âèì✐ðíèõ â✐äíîøåíü åêâ✐âàëåíòíîñò✐✱
à òàêîæ äëÿ ä✐é âèì✐ðíèõ ãðóïî➝ä✐â íà â✐äíîøåííÿõ åêâ✐âàëåíòíîñò✐✳

❮åõàé (X,µ) ✕ éìîâ✐ðí✐ñíèé ïðîñò✐ð ❐åáåãà✱ íà ÿêîìó çàäàíî íåñèíãóëÿðíó
ä✐þ ë✳ê✳ñ✳ ãðóïè G àâòîìîðô✐çìàìè α(g)✱ g ∈ G✱ ó òàêèé ñïîñ✐á✱ ùî â✐äîáðàæå✲
ííÿ (g, x) 7→ α(g)x ➵ áîðåë✐âñüêèì✳ Ïðèïóñòèìî òàêîæ✱ ùî êîæåí àâòîìîðô✐çì



✾

α(g) ëèøà➵ ✐íâàð✐àíòíèì âèì✐ðíå â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ (R, [ν]) íàX ✱ òîá✲
òî α(g) ➵ ñòðîãèì ✐çîìîðô✐çìîì íå✐ñòîòíèõ ðåäóêö✐é ✭í✳ð✳✮ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ R✳

Òåîðåìà ✷✳✻✳✸✳ ■ñíó➵ áîðåë✐âñüêå â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ Rα íà X
✐ êîíóëüîâà áîðåë✐âñüêà ìíîæèíà B ⊂ X òàê✐✱ ùî Rα ñòðîãî ✐íâàð✐àíòíå
â✐äíîñíî ä✐➝ α ãðóïè G✱ ✐ ïðè öüîìó Rα|B = R|B✳

Ïîäàíî òàêîæ óçàãàëüíåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó äëÿ ä✐é âèì✐ðíèõ ãðóïî➝ä✐â íà
âèì✐ðíèõ â✐äíîøåííÿõ åêâ✐âàëåíòíîñò✐✳

❮àñòóïí✐ ðåçóëüòàòè ç äðóãîãî ðîçä✐ëó äèñåðòàö✐➝ ➵ êðîêîì ïîçà ìåæ✐ âè✲
ì✐ðíî➝ åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝✳ ❮èìè ➵ ñôîðìóëüîâàí✐ íèæ÷å òåîðåìà ➵äèíîñò✐ äëÿ
åðãîäè÷íèõ êîöèêë✐â ç÷èñëåííèõ ãðóï ïñåâäî✲ãîìåîìîðô✐çì✐â ç✐ çíà÷åííÿìè ó
ïîëüñüêèõ ãðóïàõ òà ✭ÿê íàñë✐äîê✮ çîâí✐øíÿ ñïðÿæåí✐ñòü ç÷èñëåííèõ ï✐äãðóï
íîðìàë✐çàòîðà ïîâíî➝ ãðóïè ó öüîìó êîíòåêñò✐✳

❮åõàé X ✕ äîñêîíàëèé ïîëüñüêèé ïðîñò✐ð✱ òîáòî ïîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ìå✲
òðè÷íèé ïðîñò✐ð áåç ✐çîëüîâàíèõ òî÷îê✳ ➪îðåë✐âñüêà á✐➵êö✐ÿ Θ ïðîñòîðó X íà✲
çèâà➵òüñÿ ïñåâäî✲ãîìåîìîðô✐çìîì íà X✱ ÿêùî áóäü✲ÿêà ï✐äìíîæèíà A ➵ ìíî✲
æèíîþ ïåðøî➝ êàòåãîð✐➝ ✭ç÷èñëåííèì îá✬➵äíàííÿì í✐äå íå ù✐ëüíèõ ï✐äìíîæèí✮
òîä✐ é ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè òàêîþ ➵ Θ(A)✳

❮åõàé R ✕ â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ íà X ✳ ✃àæóòü✱ ùî R ➵ ç÷èñëåííèì
â✐äíîøåííÿì åêâ✐âàëåíòíîñò✐ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ✱ ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ➵
òàêèì óìîâàì✿ R ➵ áîðåë✐âñüêîþ ï✐äìíîæèíîþ â X × X ❀ êîæåí êëàñ åêâ✐âà✲
ëåíòíîñò✐ R ➵ ç÷èñëåííèì❀ íàñè÷åííÿ R[E] áóäü✲ÿêî➝ ìíîæèíè ïåðøî➝ êàòåãîð✐➝
E ⊂ X ➵ òàêîæ ìíîæèíîþ ïåðøî➝ êàòåãîð✐➝✳

❮åõàé Γ ✕ ç÷èñëåííà ãðóïà ïñåâäî✲ãîìåîìîðô✐çì✐â íà X✳ ✃àæóòü✱ ùî öÿ
ä✐ÿ ➵ åðãîäè÷íîþ✱ ÿêùî äëÿ äåÿêîãî x ∈ X òðà➵êòîð✐ÿ Γx ù✐ëüíà â X✳ ➴êâ✐✲
âàëåíòíèì ÷èíîì✱ áóäü✲ÿêà Γ✲✐íâàð✐àíòíà áîðåë✐âñüêà ï✐äìíîæèíà â X ➵ àáî
ìíîæèíîþ ïåðøî➝ êàòåãîð✐➝✱ àáî äîïîâíåííÿì òàêî➝ ï✐äìíîæèíè✳ ➴ðãîäè÷í✐ñòü
ç÷èñëåííîãî â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ R íà X âèçíà✲
÷à➵òüñÿ ÿê åðãîäè÷í✐ñòü ç÷èñëåííî➝ ãðóïè ïåðåòâîðåíü✱ ùî ãåíåðó➵ R✳

✃àæóòü✱ ùî ïñåâäî✲ãîìåîìîðô✐çì h ïðîñòîðó X íàëåæèòü äî ïîâíî➝ ãðóïè
[Γ]✱ ÿêùî ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü ïîïàðíî äèç✬þíêòíèõ â✐äêðèòî✲çàìêíóòèõ ï✐äìíî✲
æèí {Kj} (j = 1, 2, . . .) â X ✐ ïîñë✐äîâí✐ñòü {γj} (j = 1, 2, . . .) åëåìåíò✐â ãðóïè Γ
òàê✐✱ ùî

⋃
Kj ù✐ëüíå â X ✐ hx = γjx äëÿ êîæíîãî x ∈ Kj✳ ❒íîæèíà ✭ãðóïà✮ òà✲

êèõ ïñåâäî✲ãîìåîìîðô✐çì✐â Θ✱ ùî Θ[Γ]Θ−1 = [Γ]✱ íàçèâà➵òüñÿ íîðìàë✐çàòîðîì
N [Γ] ïîâíî➝ ãðóïè [Γ]✳

❮åõàé R ✕ ç÷èñëåííå â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ✱ à G
✕ ïîëüñüêà ãðóïà✳ ➪îðåë✐âñüêå â✐äîáðàæåííÿ φ : R → G íàçèâà➵òüñÿ êîöèêëîì
íà R ç✐ çíà÷åííÿìè ó ïîëüñüê✐é ãðóï✐ G✱ ÿêùî äëÿ ïåâíî➝ R✲✐íâàð✐àíòíî➝ ù✐ëüíî➝
Gδ✲ï✐äìíîæèíè Y â X ìà➵ ì✐ñöå φ(x, y)φ(y, z) = φ(x, z) äëÿ âñ✐õ (x, y), (y, z) ∈
R|Y×Y ✳ ❒íîæèíà óñ✐õ êîöèêë✐â íà R ïîçíà÷à➵òüñÿ ÷åðåç Z1(R, G)✳



✶✵

➘âà êîöèêëè α, β ∈ Z1(R, G) íàçèâàþòüñÿ êîãîìîëîã✐÷íèìè✱ ÿêùî ✐ñíó➵ R✲
✐íâàð✐àíòíà ù✐ëüíà Gδ✲ï✐äìíîæèíà Y â X ✐ áîðåë✐âñüêà ôóíêö✐ÿ f : Y → G

òàê✐✱ ùî α(x, y) = f(x)β(x, y)f(y)−1 äëÿ âñ✐õ (x, y), (y, z) ∈ R|Y×Y ✳ ✃îöèêë
α ∈ Z1(R, G) íàçèâàòèìåìî åðãîäè÷íèì✱ ÿêùî êîñèé äîáóòîê Γ(α) íà ïðîñòîð✐
G×X ➵ åðãîäè÷íèì✳

❮àâåäåíå íèæ÷å òâåðäæåííÿ â✐äïîâ✐äà➵ íà ïèòàííÿ ïðî ✐ñíóâàííÿ åðãîäè✲
÷íèõ êîöèêë✐â ç✐ çíà÷åííÿìè ó çàäàí✐é ïîëüñüê✐é ãðóï✐ G✳

❮àñë✐äîê ✷✳✼✳✾✳ ➘ëÿ áóäü✲ÿêî➝ ïîëüñüêî➝ ãðóïè G ✐ñíó➵ åðãîäè÷íèé êîöèêë
φ ∈ Z1(R, G)✱ äå R ✕ åðãîäè÷íå ç÷èñëåííå â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ çàãàëü✲
íîãî ïîëîæåííÿ✳

✃îöèêëè φ, ψ ∈ Z1(RΓ, G) íàçèâàþòüñÿ ñëàáî åêâ✐âàëåíòíèìè✱ ÿêùî ✐ñíó➵
Θ ∈ N [Γ] òàêèé✱ ùî êîöèêëè φ ✐ ψ ◦ (Θ×Θ) êîãîìîëîã✐÷í✐✳

Òåîðåìà ✷✳✼✳✶✸✳ ❮åõàé Γ ✕ ç÷èñëåííà åðãîäè÷íà ãðóïà ãîìåîìîðô✐çì✐â ïðî✲
ñòîðó X✱ ✐ G ✕ ïîëüñüêà ãðóïà✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî êîöèêëè φ, ψ ∈ Z1(RΓ, G)
åðãîäè÷í✐✳ Òîä✐ ✐ñíóþòü Γ✲✐íâàð✐àíòíà ù✐ëüíà Gδ✲ìíîæèíà Y ⊂ X✱ Θ ∈ N [Γ]
✐ áîðåë✐âñüêà ôóíêö✐ÿ f : Y → G òàê✐✱ ùî Θ|Y ✕ ãîìåîìîðô✐çì íà Y ✱ ✐

φ(γy, y) = f(γy)−1ψ(Θγy,Θy)f(y) äëÿ âñ✐õ y ∈ Y, γ ∈ Γ.

ßê íàñë✐äîê✱ ìà➵ìî ðåçóëüòàò ✐ç çîâí✐øíüî➝ ñïðÿæåíîñò✐ ï✐äãðóï íîðìàë✐çàòîðà
ïîâíî➝ ãðóïè✳ ❮åõàé a1✱ a2 ✕ ä✐➝ ç÷èñëåííî➝ ãðóïè G ãîìåîìîðô✐çìàìè ïðîñòîðó
X òàê✐✱ ùî a1(g), a2(g) ∈ N [Γ] äëÿ âñ✐õ g ∈ G✳ Ö✐ ä✐➝ íàçèâàþòüñÿ çîâí✐øíüî
ñïðÿæåíèìè✱ ÿêùî ✐ñíóþòü Γ✲✐íâàð✐àíòíà ù✐ëüíà Gδ✲ï✐äìíîæèíà Y â X òà ãî✲
ìåîìîðô✐çì Θ íà Y òàê✐✱ ùî a1(g)y = Θ−1a2(g)τΘy✱ äå Θ ∈ N [Γ]✱ τ = τ(g) ∈ [Γ]
äëÿ âñ✐õ g ∈ G✱ y ∈ Y ✳

Òåîðåìà ✷✳✼✳✶✼✳ ❮åõàé Γ ✕ åðãîäè÷íà ãðóïà ãîìåîìîðô✐çì✐â ïðîñòîðó X✳
➘✐➝ a1✱ a2 ç N [Γ] çîâí✐øíüî ñïðÿæåí✐ òîä✐ é ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè

{g ∈ G : a1(g) ∈ [Γ]} = {g ∈ G : a2(g) ∈ [Γ]}.

Òðåò✐é ðîçä✐ë ïðèñâÿ÷åíèé ïðîáëåìàì ñïðÿæåíîñò✐ òà ✐çîìîðô✐çìó ñòàá✐ë✐✲
çàòîð✐â åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ ä✐é ✭òóò ìè çíîâó ïîâåðòà➵ìîñü ó ìåæ✐ âèì✐ðíî➝
åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝✮✳ Ó ðîçä✐ë✐ ïîäàíî äîñòàòí✐ óìîâè✱ çà ÿêèõ ìà➵ ì✐ñöå ñïðÿæå✲
í✐ñòü àáî ✐çîìîðô✐çì ñòàá✐ë✐çàòîð✐â✱ à òàêîæ íàâåäåíî çì✐ñòîâí✐ êîíòðïðèêëàäè✳

➶èêîðèñòàíèé ï✐äõ✐ä ïîëÿãà➵ ó âèâ÷åíí✐ âëàñòèâîñòåé ôàêòîðà Ôåëëà çà✲
äàíî➝ ä✐➝ ë✳ê✳ñ✳ ãðóïè G íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà (X,µ)✳ Öåé ôàêòîð G✲ïðîñò✐ð ÿâ✲
ëÿ➵ ñîáîþ ïðîñò✐ð çàìêíóòèõ ï✐äãðóï ãðóïè G✱ ÿêèé ➵ êîìïàêòíèì ìåòðè÷íèì
✭çîêðåìà✱ ñòàíäàðòíèì áîðåë✐âñüêèì✮ G✲ïðîñòîðîì✱ åðãîäè÷íèì â✐äíîñíî íàâå✲
äåíî➝ ì✐ðè✳ Ó öüîìó êîíòåêñò✐ â✐äîêðåìëåííÿ âèïàäê✐â✱ êîëè ä✐ÿ ãðóïè G íà
ïðîñòîð✐ Ôåëëà ìà➵ òèï ■ ✭òîáòî ïðîñò✐ð îðá✐ò ➵ ñòàíäàðòíèì áîðåë✐âñüêèì ïðî✲
ñòîðîì✮✱ àâòîìàòè÷íî îçíà÷à➵ âèð✐øåííÿ ïðîáëåìè ñïðÿæåíîñò✐ ✭ó ïîçèòèâíîìó



✶✶

ñåíñ✐✮ äëÿ òàêèõ âèïàäê✐â✳ ✃îëè G ➵ ãðóïîþ ❐✐✱ äîäàòêîâî çàëó÷à➵òüñÿ äî âè✲
â÷åííÿ ïðîñò✐ð ï✐äàëãåáð ❐✐✱ ùî â✐äïîâ✐äàþòü ñòàá✐ë✐çàòîðàì✳

Òåîðåìà ✸✳✶✳✶✼✳ ❮åõàé G ✕ ä✐éñíà ãðóïà ❐✐✱ à (X,µ) ✕ åðãîäè÷íèé G✲
ïðîñò✐ð✱ óñ✐ ñòàá✐ë✐çàòîðè ÿêîãî êîìïàêòí✐✳ Òîä✐ âñ✐ ñòàá✐ë✐çàòîðè ➵ ñïðÿ✲
æåíèìè â G✳

❮àâåäåíî êîíòðïðèêëàäè✱ ÿê✐ äåìîíñòðóþòü✱ ùî ó ö✐é Òåîðåì✐ óìîâè ùîäî
ãðóïè G òà ñòàá✐ë✐çàòîð✐â ➵ ñóòò➵âèìè✳

Ñòîñîâíî ïðîáëåìè ✐çîìîðô✐çìó ñòàá✐ë✐çàòîð✐â åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ ä✐é✱ äî✲
âåäåíî òàêèé ðåçóëüòàò✳

Òåîðåìà ✸✳✷✳✷✳ ❮åõàé (X,µ) ✕ åðãîäè÷íèé ëåáåã✐âñüêèé G✲ïðîñò✐ð äëÿ
ë✳ê✳ñ✳ ãðóïè G ç✐ ñê✐í÷åííèìè ñòàá✐ë✐çàòîðàìè✳ Òîä✐ âñ✐ ñòàá✐ë✐çàòîðè íàä
êîíóëüîâîþ ï✐äìíîæèíîþ â X ➵ ✐çîìîðôíèìè✳

Ïîäàíî íèçêó çì✐ñòîâíèõ ïðèêëàä✐â åðãîäè÷íèõ ä✐é ãðóï ❐✐ ç íå✐çîìîðôíèìè
ñòàá✐ë✐çàòîðàìè✳

×åòâåðòèé ðîçä✐ë ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ åíòðîï✐éíî➝ òåîð✐➝ ä✐é ç÷èñëåí✲
íèõ àìåíàáåëüíèõ ãðóï✳ Ïåðøèì îá✬➵êòîì äîñë✐äæåííÿ ➵ åíòðîï✐éíà òåîð✐ÿ äëÿ
ä✐é ñê✐í÷åííî✲ãåíåðîâàíèõ í✐ëüïîòåíòíèõ ãðóï✳ ➘ëÿ ä✐é çàçíà÷åíîãî êëàñó ãðóï
ïîäàíî ÿâíèé îïèñ àëãåáð Ï✐íñêåðà✱ âëàñòèâîñòåé ✐íâàð✐àíòíîñò✐ äëÿ âèì✐ðíèõ
ðîçáèòò✐â✱ à òàêîæ ïîâíó ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðèçàö✐þ ❑✲ñèñòåì✳

❮åõàé G ✕ ñê✐í÷åííî✲ãåíåðîâàíà í✐ëüïîòåíòíà ãðóïà áåç êðó÷åíü✳ Òàê✐ ãðóïè
ïðèïóñêàþòü òàê çâàíó áàçó ❒àëüöåâà✱ íà ÿê✐é çàäà➵òüñÿ ë✐í✐éíå âïîðÿäêóâà✲
ííÿ✳ Öå âïîðÿäêóâàííÿ ïðîäîâæó➵òüñÿ íà âñþ ãðóïó G ó òàêèé ñïîñ✐á✱ ùî G
ñòà➵ âïîðÿäêîâàíîþ ãðóïîþ ✭òîáòî âïîðÿäêóâàííÿ ✐íâàð✐àíòíå â✐äíîñíî ãðó✲
ïîâèõ çñóâ✐â✮✳ ➶íàñë✐äîê öüîãî✱ äëÿ çàäàíî➝ ä✐➝ ãðóïè G íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà ✐
ðîçáèòòÿ α öüîãî ïðîñòîðó ç✐ ñê✐í÷åííîþ åíòðîï✐➵þ✱ ñåðåäíÿ åíòðîï✐ÿ h(α,G)
÷åðåç ✑ìèíóëå✑ ðîçáèòòÿ α✿

h(α,G) = H
(
α
∣∣α−

G

)
.

➘îâåäåíî ôîðìóëó Ï✐íñêåðà✿

Òåîðåìà ✹✳✶✳✶✾✳ ßêùî α, β ∈ L ✐ G ✕ ñê✐í÷åííî✲ãåíåðîâàíà í✐ëüïîòåíòíà
ãðóïà✱ òî

h(α ∨ β,G) = h(α,G) +H
(
β
∣∣β−

G ∨ αG

)
.

Öå äà➵ ìîæëèâ✐ñòü ïîäàòè îïèñ àëãåáð Ï✐íñêåðà òà ❑✲ñèñòåì ó òåðì✐íàõ ðîç✲
áèòò✐â ç ê✐ëüêîìà âëàñòèâîñòÿìè ✐íâàð✐àíòíîñò✐✿ ✐íâàð✐àíòíèõ✱ ñèëüíî ✐íâàð✐✲
àíòíèõ✱ âè÷åðïíèõ✱ äîñêîíàëèõ✳ ➘îâåäåíî òàêîæ íàñòóïíå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ ì✐æ
åíòðîï✐➵þ òà ñïåêòðàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè äëÿ ä✐é ñê✐í÷åííî✲ãåíåðîâàíî➝ í✐ëü✲
ïîòåíòíî➝ ãðóïè G áåç êðó÷åíü íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà X,µ✳

Òåîðåìà ✹✳✶✳✷✸✳ ßêùî h(G) > 0✱ òî G ìà➵ ç÷èñëåííèé ëåáåã✐âñüêèé
ñïåêòð â L2(X,µ)⊖ L2(π(G))✳



✶✷

Ùå îäí✐➵þ çàäà÷åþ✱ âèð✐øåíîþ â ✹ ðîçä✐ë✐✱ ➵ ïîáóäîâà íåáåðíóëë✐➝âñüêèõ ä✐é
ç ö✐ëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîï✐➵þ ✭ö✳ï✳å✳✮✳ ✃ëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ➘✳ ❰ðíñòåéíà ïî✲
ëÿãà➵ â ✐ñíóâàíí✐ íåáåðíóëë✐➝âñüêèõ ❑✲àâòîìîðô✐çì✐â áóäü✲ÿêî➝ íàïåðåä çàäàíî➝
åíòðîï✐➝✳ ➶èíèêà➵ ïðèðîäíå ïðèïóùåííÿ ïðî ✐ñíóâàííÿ ïåâíî➝ â✐äñòàí✐ ì✐æ êëà✲
ñîì áåðíóë✐➝âñüêèõ ä✐é òà ✭á✐ëüø øèðîêèì✮ êëàñîì ä✐é ç ö✳ï✳å✳ äëÿ ç÷èñëåííèõ
àìåíàáåëüíèõ ãðóï✳ ➶ äèñåðòàö✐é ïîäàíî óçàãàëüíåííÿ çàçíà÷åíîãî ðåçóëüòàòó
➘✳ ❰ðíñòåéíà íà êëàñ ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëüíèõ ãðóï✱ ùî ì✐ñòÿòü åëåìåíò✭è✮
íåñê✐í÷åííîãî ïîðÿäêó✳

Öåé ðåçóëüòàò áàçó➵òüñÿ íà òåõí✐ö✐✱ ïîâ✬ÿçàí✐é ç êî✐íäóêîâàíèìè ãðóïîâèìè
ä✐ÿìè✳ ❮åõàé G ✕ ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà✱ ✐ Γ ✕ ï✐äãðóïà â G✳ ❮åõàé íà
ïðîñòîð✐ ❐åáåãà (X,B, µ) çàäàíî ✭ë✐âó✮ ä✐þ ãðóïè Γ✳

➬àô✐êñó➵ìî ïåðåð✐ç s : Γ\G → G îäíîð✐äíîãî ïðîñòîðó Γ\G ç âëàñòèâ✐ñòþ
s([e]) = e✳ Ðîçãëÿíåìî ïðÿìèé äîáóòîê ïðîñòîð✐â Y =

∏
Γ\G

(X,B, µ) òà óñòà✲

òêó➵ìî Y â✐äïîâ✐äíîþ ïðîäàêò✲ì✐ðîþ ν =
⊗
Γ\G

µ✳ ❒è çàïèñóâàòèìåìî åëåìåíòè

ïðîñòîðó Y ó âèãëÿä✐ (yθ)θ∈Γ\G✳
➶èçíà÷èìî ä✐þ ãðóïè G íà Y ✿

(gy)θ =
(
s(θ)gs(θg)−1

)
yθg, y = (yθ) ∈ Y, yθ ∈ X, θ ∈ Γ\G, g ∈ G,

äå ï✐ä ä✐➵þ ãðóïè Γ íà êîîðäèíàòè òî÷îê ç ïðîñòîðó Y ìà➵òüñÿ íà óâàç✐ ➝➝ ä✐ÿ íà
X✳ ✃àæóòü✱ ùî öÿ ä✐ÿ ãðóïèG êî✐íäóêîâàíà ç ä✐➝ ãðóïè Γ✳ Ïðîñòå îá÷èñëåííÿ
ïîêàçó➵✱ ùî öÿ ä✐ÿ ➵ êîðåêòíî âèçíà÷åíîþ❀ çîêðåìà✱ s(θ)gs(θg)−1 ∈ Γ✳ ➬ðîçóì✐ëî
òàêîæ✱ ùî öÿ ä✐ÿ çáåð✐ãà➵ ì✐ðó ν✳

Ïðîâåäåíå äîñë✐äæåííÿ ïîêàçàëî✱ ùî êî✐íäóêîâàí✐ ä✐➝ íàñë✐äóþòü âëàñòè✲
â✐ñòü áåðíóëë✐➝âîñò✐ ✭íåáåðíóë✐➝âîñò✐✮✱ à òàêîæ çíà÷åííÿ åíòðîï✐➝✳ ➚ëå îñíîâíîþ
➵ òàêà

Òåîðåìà ✹✳✷✳✶✻✳ ❮åõàé G ✕ ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà ✐ Γ ✕ íåñê✐í÷åííà
ï✐äãðóïà â G✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî Γ ìà➵ â✐ëüíó ä✐þ íà ïðîñòîð✐ ❐åáåãà (X,µ)✳
Òîä✐ êî✐íäóêîâàíà ä✐ÿ ãðóïè G íà (Y, ν) ìà➵ ö✳ï✳å✳ òîä✐ é ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè
ä✐ÿ ãðóïè Γ íà (X,µ) ìà➵ ö✳ï✳å✳ Öÿ ä✐ÿ ãðóïè G íà (Y, ν) áåðíóëë✐➝âñüêà òîä✐
é ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè ä✐ÿ ãðóïè Γ íà (X,µ) áåðíóëë✐➝âñüêà✳

➬â✐äñè òà ç äåÿêèõ äîäàòêîâèõ ì✐ðêóâàíü îäåðæàíî

❮àñë✐äîê ✹✳✷✳✷✶✳ ❮åõàé G ✕ ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà✱ ùî ì✐ñòèòü
åëåìåíò íåñê✐í÷åííîãî ïîðÿäêó✳ ➘ëÿ çàäàíîãî t ∈ (0,∞] ✐ñíó➵ íåáåðíóëë✐➝âñüêà
ä✐ÿ ç ö✳ï✳å✳ αt ãðóïè G òàêà✱ ùî h(αt) = t✳

Ï✬ÿòèé ðîçä✐ë ïðèñâÿ÷åíèé äîñë✐äæåííþ êâàíòîâèõ àëãåáð✱ ïîâ✬ÿçàíèõ ✐ç
êâàíòîâèìè îáìåæåíèìè ñèìåòðè÷íèìè îáëàñòÿìè✳

❰äíèì ç ðåçóëüòàò✐â ➵ ïîáóäîâà êâàíòîâîãî àíàëîãà ôóíêòîðà ➪åðíøòåéíà✱



✶✸

ùî ➵ êðîêîì íà øëÿõó äî êâàíòîâîãî àíàëîãà êîãîìîëîã✐÷íî➝ ✐íäóêö✐➝ ❮åïïà✲
➶îãàíà✳

❮åõàé Uq ✕ êâàíòîâà óí✐âåðñàëüíà îãîðòóþ÷à àëãåáðà✱ çàïðîâàäæåíà ➶✳ ➘ð✐í✲
ôåëüäîì òà ❒✳ ➘æ✐ìáî✳ ➚ëãåáðà Õîïôà Uq âèçíà÷à➵òüñÿ òâ✐ðíèìè Ki✱ K−1

i ✱ Ei✱
Fi✱ i = 1, 2, . . . , l✱ ✐ äîáðå â✐äîìèìè ñï✐ââ✐äíîøåííÿìè✱ ðàçîì ✐ç ôîðìóëàìè äëÿ
êîìíîæåííÿ✱ êîîäèíèö✐ òà àíòèïîäó✳ ✃îæíà ï✐äìíîæèíà L ⊂ {1, 2, . . . , l} âè✲
çíà÷à➵ ï✐äàëãåáðó Õîïôà Uql ⊂ Uq✱ ãåíåðîâàíó K±1

i ✱ i = 1, 2, . . . , l❀ Ej, Fj✱ j ∈ L✳
❮åõàé P = Z

l✱ P+ = Z
l
+✱ P++ = N

l òà

PL

+ = {λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ∈ P | λi ≥ 0 äëÿ i ∈ L}.

Ðîçãëÿíåìî Uql✲ìîäóëü ➶åðìà M(l, λ) ç✐ ñòàðøîþ âàãîþ λ ∈ PL
+ ✳ ➶✐í ì✐ñòèòü

➵äèíèé ï✐äìîäóëü K(l, λ) ñê✐í÷åííî➝ êîâèì✐ðíîñò✐✳ ➬îêðåìà✱ ôàêòîð✲ìîäóëü
L(l, λ) =M(l, λ)/K(l, λ) ➵ ïðîñòèì✳

❒îäóëü V íàä Uql íàçèâà➵òüñÿ ëîêàëüíî ñê✐í÷åííîâèì✐ðíèì✱ ÿêùî
dim(Uql v) < ∞ äëÿ âñ✐õ v ∈ V ✳ ❮åõàé C(l, l)q ✕ ïîâíà ï✐äêàòåãîð✐ÿ âàãîâèõ
ëîêàëüíî ñê✐í÷åííîâèì✐ðíèõ Uql✲ìîäóë✐â✳ ✃îæåí Uql✲ìîäóëü V ∈ C(l, l)q ïðèïó✲
ñêà➵ ➵äèíèé ðîçêëàä ó ïðÿìó ñóìó V =

⊕
λ∈PL

+

Vλ éîãî ï✐äìîäóë✐â✱ ùî ➵ êðàòíèìè

ìîäóë✐â L(l, λ)✱ λ ∈ PL
+ ✳

❮åõàé EndL(l, λ) ✕ àëãåáðà âñ✐õ ë✐í✐éíèõ â✐äîáðàæåíü âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
L(l, λ)✳ Ðîçãëÿíåìî Uql✲ìîäóëü Luniv =

⊕
λ∈PL

+

L(l, λ) ✐ ïðîåêö✐þ Pλ â Luniv íà ✐çî✲

òèï✐÷íó êîìïîíåíòó L(l, λ) ïàðàëåëüíî ñóì✐ âñ✐õ ✐íøèõ ✐çîòèï✐÷íèõ êîìïîíåíò✳
➚ëãåáðà EndLuniv âñ✐õ ë✐í✐éíèõ â✐äîáðàæåíü ïðîñòîðó Luniv ➵ Uql✲ìîäóëüíîþ
àëãåáðîþ✳ ✭Òîáòî✱ ÿêùî ξ ∈ Uql ✐ △ξ =

∑
i

ξ′i ⊗ ξ′′i ✱ òî (ξA)v =
∑
i

ξ′iAS(ξ
′′
i )v✱

v ∈ Luniv✱ A ∈ EndLuniv✱ äå △ ✐ S ✕ â✐äïîâ✐äíî êîìíîæåííÿ ✐ àíòèïîä â Uql✳✮
Ïðèðîäí✐é ãîìîìîðô✐çì Uql → EndLuniv ➵ ✐í✬➵êòèâíèì✱ ùî äîçâîëÿ➵ îòîòîæíþ✲
âàòè Uql ç ➝➝ îáðàçîì â EndLuniv✳ Ðîçãëÿíåìî íàñòóïí✐ Uql✲ìîäóëüí✐ ï✐äàëãåáðè
â EndLuniv✿

R(l)q
def
=
⊕

λ∈PL
+

EndL(l, λ), F (l)q
def
= R(l)q ⊕ Uql.

R(l)q ➵ äâîñòîðîíí✐ì ✐äåàëîì â F (l)q✱ ãåíåðîâàíèì ïðîåêö✐ÿìè Pλ✳ R(l)q íå
ìà➵ îäèíèö✐✱ àëå â✐í ìà➵ âèä✐ëåíó àïðîêñèìàòèâíó îäèíèöþ✳ ➚ ñàìå✱ êîæíà
ñê✐í÷åííà ï✐äìíîæèíà Λ ⊂ PL

+ âèçíà÷à➵ ✐äåìïîòåíò χΛ =
∑
λ∈Λ

Pλ â R(l)q✳ ❰÷å✲

âèäíî✱ χΛ1
χΛ2

= χΛ2
χΛ1

= χΛ1∩Λ2
✱ ✐ äëÿ áóäü✲ÿêîãî r ∈ R(l)q ✐ñíó➵ ñê✐í÷åííà

ï✐äìíîæèíà Λ ⊂ PL
+ òàêà✱ ùî χΛr = rχΛ = r✳

✃àæóòü✱ ùî ìîäóëü V íàä R(l)q ìà➵ àïðîêñèìàòèâíó îäèíèöþ✱ ÿêùî äëÿ
êîæíîãî v ∈ V ✐ñíó➵ ñê✐í÷åííà ï✐äìíîæèíà Λ ⊂ PL

+ òàêà✱ ùî χΛv = v✳ Ó ðîáîò✐



✶✹

ïîêàçàíî✱ ùî ïîâíà ï✐äêàòåãîð✐ÿ R(l)q✲ìîäóë✐â ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ
êàíîí✐÷íî ✐çîìîðôíà C(l, l)q✳

❮åõàé G ⊃ L ✕ ïàðà ï✐äìíîæèí â {1, 2, . . . , l} ✐ Uqg ⊃ Uql ✕ â✐äïîâ✐äíà ïàðà
ï✐äàëãåáð Õîïôà â Uq✳

Ðîçãëÿíåìî êàòåãîð✐þ âñ✐õ Uqg✲ìîäóë✐â ✐ ➝➝ ïîâíó ï✐äêàòåãîð✐þ C(g, l)q✱ óòâî✲
ðåíó âàãîâèìè Uql✲ëîêàëüíî ñê✐í÷åííîâèì✐ðíèìè Uqg✲ìîäóëÿìè V

Ó ðîçä✐ë✐ ïîáóäîâàíî àëãåáðó F (g, l)q✱ ùî ➵ âàæëèâèì çàñîáîì âèâ÷åí✲
íÿ Uqg✲ìîäóë✐â êàòåãîð✐➝ C(g, l)q✳ Ó ïðîñòîìó îêðåìîìó âèïàäêó G = L✱
C(g, l)q = C(l, l)q✱ F (g, l)q êàíîí✐÷íî ✐çîìîðôíà F (l)q✳ Òî÷í✐øå êàæó÷è✱ ïî✲
áóäîâàíî F (g, l)q ðàçîì ç âêëàäåííÿìè Uqg →֒ F (g, l)q✱ F (l)q →֒ F (g, l)q✱ ÿê✐
ìàþòü òàê✐ âëàñòèâîñò✐✿

✭❋✶✮ ➘✐àãðàìà
Uql

� � //

_�

��

Uqg
_�

��

F (l)q
� � // F (g, l)q

➵ êîìóòàòèâíîþ ✭òîáòî✱ Uqg ✐ F (l)q ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç ➝õ îáðàçàìè
â✐äíîñíî âêëàäåíü â F (g, l)q✮✱ ✐ ï✐äàëãåáðè Uqg ✐ F (l)q ãåíåðóþòü F (g, l)q✳

✭❋✷✮ ➚ïðîêñèìàòèâíà îäèíèöÿ {χΛ} àëãåáðè R(l)q ➵ òàêîæ àïðîêñèìàòèâíîþ
îäèíèöåþ äâîñòîðîííüîãî ✐äåàëó R(g, l)q â F (g, l)q✱ ãåíåðîâàíîãî R(l)q✳

✭❋✸✮ ➘ëÿ áóäü✲ÿêîãî R(g, l)q✲ìîäóëÿ V ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ ✐ áóäü✲

ÿêèõ ξ ∈ F (g, l)q✱ v ∈ V ✐ñíó➵ ãðàíèöÿ ξv
def
= lim

Λ↑PL
+

(ξχΛ)v✱ âíàñë✐äîê ÷îãî V

íåñå ñòðóêòóðó F (g, l)q✲ìîäóëÿ✳ Ïåðåòèí ÿäåð óñ✐õ òàêèõ çîáðàæåíü F (g, l)q
➵ ④✵⑥✳

✭❋✹✮ Ôóíêòîð ç êàòåãîð✐➝ R(g, l)q✲ìîäóë✐â ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ â
C(g, l)q✱ âèçíà÷åíèé â ✭❋✸✮✱ ➵ ✐çîìîðô✐çìîì êàòåãîð✐é✳

❰òæå✱ ✭❋✹✮ äîçâîëÿ➵ îòîòîæíþâàòè êàòåãîð✐þ C(g, l)q ✐ êàòåãîð✐þ R(g, l)q✲
ìîäóë✐â ç àïðîêñèìàòèâíîþ îäèíèöåþ✳

Ðîçãëÿíåìî ï✐äàëãåáðó Õîïôà Uqq
+
L

⊂ Uqg✱ ãåíåðîâàíó Ei äëÿ i ∈ G✱ Fj

äëÿ j ∈ L✱ K±1
m äëÿ m = 1, 2, . . . , l✱ à òàêîæ ï✐äàëãåáðó Õîïôà Uqq

−
L

⊂ Uqg✱
ãåíåðîâàíó Ei äëÿ i ∈ L✱ Fj äëÿ j ∈ G✱ K±1

m äëÿ m = 1, 2, . . . , l✳
Ðîçãëÿíåìî äâ✐ ïàðè ï✐äìíîæèí L ⊂ G ⊂ {1, 2, . . . , l}✱ L1 ⊂ G1 ⊂

{1, 2, . . . , l}✱ äå L1 ⊂ L✱ G1 ⊂ G✳ ❒à➵ìî âêëàäåííÿ â✐äïîâ✐äíèõ ï✐äàëãåáð Õîïôà
Uql1 ⊂ Uql✱ Uqg1 ⊂ Uqg✳

Ôóíêòîð P g,l
g1,l1

ç êàòåãîð✐➝ C(g1, l1)q â êàòåãîð✐þ C(g, l)q âèçíà÷à➵òüñÿ íà îá✬✲
➵êòàõ ç êàòåãîð✐➝ C(g1, l1)q òàê✿

P g,l
g1,l1

(Z) = R(g, l)q ⊗R(g1,l1)q Z.
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➘✐ÿ íà ìîðô✐çìè âèçíà÷à➵òüñÿ â î÷åâèäíèé ñïîñ✐á✳
C(g1, l1)q ìà➵ äîñèòü áàãàòî ïðîåêòèâíèõ îá✬➵êò✐â✱ ✐ ôóíêòîð P g,l

g1,l1
➵ êîâà✲

ð✐àíòíèì ✐ òî÷íèì ñïðàâà✳ Òîìó ìà➵ìî êîðåêòíî âèçíà÷åí✐ ïîõ✐äí✐ ôóíêòîðè✿(
P g,l
g1,l1

)
j
✱ j ∈ Z+✱ ç êàòåãîð✐➝ C(g1, l1)q â êàòåãîð✐þ C(g, l)q✳

Ðîçãëÿíåìî äâà îêðåì✐ âèïàäêè✿ l1 = l ✐ g1 = g✳ Ðîçïî÷íåìî ç ïåðøîãî✳
❮åõàé indg,lg1,l

✕ ôóíêòîð ç êàòåãîð✐➝ C(g1, l)q â êàòåãîð✐þ C(g, l)q✱ âèçíà÷åíèé íà
îá✬➵êòàõ òàê✿

indg,lg1,l
(Z) = Uqg⊗Uqg1 Z.

➘✐ÿ íà ìîðô✐çìè âèçíà÷à➵òüñÿ â î÷åâèäíèé ñïîñ✐á✳ ßê ✐ â êëàñè÷íîìó âèïàäêó
q = 1✱ ìîæíà ïîáóäóâàòè ✐çîìîðô✐çì ôóíêòîð✐â P g,l

g1,l
✐ indg,lg1,l

✳
➶ äðóãîìó îêðåìîìó âèïàäêó g1 = g ôóíêòîð✱ ïðî ÿêèé òàì éäåòüñÿ✱ íàçè✲

âà➵òüñÿ ôóíêòîðîì ➪åðíøòåéíà ✐ ïîçíà÷à➵òüñÿ ÷åðåç Πg,l
g,l1
✿

Π ≡ Πg,l
g,l1

(Z) = R(g, l)q ⊗R(g,l1)q Z, Z ∈ C(g1, l1)q.

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ïîõ✐äí✐ ôóíêòîðè Πj äóæå âàæëèâ✐ ó ïîáóäîâ✐
ìîäóë✐â Õàðèø✲×àíäðè✱ ùî ïðèïóñêàþòü óí✐òàðèçàö✐þ✱ çà äîïîìîãîþ êîãîìî✲
ëîã✐÷íî➝ ✐íäóêö✐➝✳ Ó ðîáîò✐ ïîäàíî îïèñ êâàíòîâîãî àíàëîãó öüîãî ìåòîäó✳

❮àñòóïíèì îá✬➵êòîì✱ ÿêèé ðîçãëÿäà➵òüñÿ â ðîçä✐ë✐ ✺✱ ➵ äèôåðåíö✐àëüí✐ ÷è✲
ñëåííÿ íàä êâàäðàòè÷íèìè àëãåáðàìè✱ ùî âèíèêàþòü ïðè âèâ÷åíí✐ êâàíòîâèõ
îáìåæåíèõ ñèìåòðè÷íèõ îáëàñòåé✳ Ðîçãëÿíåìî ïðîñòó êîìïëåêñíó àëãåáðó ❐✐ g
ç òâ✐ðíèìè Øåâàëë➵ {Hi, Ei, Fi}i=1,2,...,l✳ ❮åõàé {αj}j=1,2,...,l ✕ â✐äïîâ✐äíà ñèñòåìà
ïðîñòèõ êîðåí✐â ✐ a = (aij)i,j=1,2,...,l ✕ ìàòðèöÿ ✃àðòàíà✿ aij = αj(Hi)✳ ❒àêñè✲

ìàëüíèé êîðåíü àëãåáðè g ➵ ë✐í✐éíîþ êîìá✐íàö✐➵þ ➝➝ ïðîñòèõ êîðåí✐â
l∑

j=1

njαj✱

nj ∈ Z+✳ ➬àô✐êñó➵ìî ïðîñòèé êîðåíü αl0✱ ïðèñóòí✐é ó ö✐é ñóì✐ ç êîåô✐ö✐➵íòîì ✶✿
nl0 = 1✳

❮åõàé H0 ✕ ë✐í✐éíà êîìá✐íàö✐ÿ òâ✐ðíèõ H1, H2, . . . , Hl✱ âèçíà÷åíà òàê✿

αj(H0) =

{
2, j = l0

0, j 6= l0.

➬àïðîâàäèìî ïîçíà÷åííÿ p−✱ k✱ p+ äëÿ âëàñíèõ ï✐äïðîñòîð✐â îïåðàòîð✐â adH0
✱

ùî ïîâ✬ÿçàí✐ ç âëàñíèìè ÷èñëàìè −2, 0, 2✱ â✐äïîâ✐äíî✳ ❰òæå✱ ìà➵ìî ðîçêëàä
g = p− ⊕ k⊕ p+✱ ó ÿêîìó p± ➵ êîìóòàòèâíèìè àëãåáðàìè ❐✐✳ ➶îíè íàçèâàþòüñÿ
ïåðåäîäíîð✐äíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè êîìóòàòèâíîãî ïàðàáîë✐÷íîãî òè✲
ïó✳

❒è çàö✐êàâëåí✐ ó êâàíòîâîìó àíàëîç✐ àëãåáðè äèôåðåíö✐àëüíèõ ôîðì ✐ç ïî✲
ë✐íîì✐àëüíèìè êîåô✐ö✐➵íòàìè íà âåêòîðíîìó ïðîñòîð✐ p−✳



✶✻

Ðîçãëÿíåìî êâàíòîâó óí✐âåðñàëüíó îãîðòóþ÷ó àëãåáðó ➘ð✐íôåëüäà✲➘æ✐ìáî
Uqg✱ ùî âèçíà÷à➵òüñÿ ñâî➝ìè òâ✐ðíèìè {K±1

i , Ei, Fi}i=1,2,...,l òà äîáðå â✐äîìèìè
ñï✐ââ✐äíîøåííÿìè✳ ➶îíà ➵ àëãåáðîþ Õîïôà✳ Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ï✐äàëãåáðè Õî✲
ïôà Uqb

+✱ Uqb
−✱ ãåíåðîâàí✐ òâ✐ðíèìè {K±1

i , Ei}i=1,2,...,l ✐ {K±1
i , Fi}i=1,2,...,l✱ â✐äïî✲

â✐äíî✳
❒è ïîòðåáó➵ìî Uqg✲ìîäóëüíó àëãåáðó C[p−]q✱ ÿêà ➵ êâàíòîâèì àíàëîãîì àë✲

ãåáðè ïîë✐íîì✐â íà p−✳ ❮åõàé Uqq
+ ✕ ï✐äàëãåáðà Õîïôà✱ ãåíåðîâàíà òâ✐ðíèìè

{K±1
i , Ei, Fi}i 6=l0 ∪{K±1

l0
, El0}✱ ✐ P+ = Z

l0−1
+ ×Z×Z

l−l0
+ →֒ P ✱ λ ∈ P+✳ Ðîçãëÿíåìî

ïðîñòèé ñê✐í÷åííîâèì✐ðíèé Uqq
+✲ìîäóëü L(q+, λ) ç✐ ñòàðøîþ âàãîþ λ✱ ðàçîì

✐ç ✐íäóêîâàíèì Uqg✲ìîäóëåì N(q+, λ) = Uqg ⊗Uqq+ L(q
+, λ)✱ ÿêèé íàçèâà➵òüñÿ

óçàãàëüíåíèì ìîäóëåì ➶åðìà✳ ❮åõàé Uqg
cop ✕ àëãåáðà Õîïôà✱ ùî â✐äð✐çíÿ➵òüñÿ

â✐ä Uqg çàì✐íîþ ➝➝ êîìíîæåííÿ íà ïðîòèëåæíå✳ ❒îðô✐çì

△0 : N(q+, 0) → N(q+, 0)⊗N(q+, 0), △0 : v(q
+, 0) 7→ v(q+, 0)⊗ v(q+, 0)

ó òåíçîðí✐é êàòåãîð✐➝ Uqg
cop✲ìîäóë✐â óñòàòêîâó➵ óçàãàëüíåíèé ìîäóëü ➶åðìà

N(q+, 0) ñòðóêòóðîþ Uqg
cop✲ìîäóëüíî➝ êîàëãåáðè✳ ➘óàëüíèé ãðàäóéîâàíèé âå✲

êòîðíèé ïðîñò✐ð C[p−]q ➵ Uqg✲ìîäóëüíîþ àëãåáðîþ✱ ÿêà ñòàíîâèòü q✲àíàëîã àë✲
ãåáðè ïîë✐íîì✐â íà p−✳

➘ëÿ áóäü✲ÿêî➝ âàãè λ ∈ P+ óçàãàëüíåíèé ìîäóëü ➶åðìà N(q+, λ) ➵ Uqg
cop✲

ìîäóëüíèì N(q+, 0)✲á✐êîìîäóëåì✿

N(q+, λ) → N(q+, 0)⊗N(q+, λ), v(q+, λ) 7→ v(q+, 0)⊗ v(q+, λ),

N(q+, λ) → N(q+, λ)⊗N(q+, 0), v(q+, λ) 7→ v(q+, λ)⊗ v(q+, 0).

Òîìó äóàëüíèé ãðàäóéîâàíèé âåêòîðíèé ïðîñò✐ð ➵ Uqg✲ìîäóëüíèì C[p−]q✲

á✐ìîäóëåì✳ ➬îêðåìà✱ Λ1(p−)q
def
= N(q+,−αl0)

∗ ➵ Uqg✲ìîäóëüíèì C[p−]q✲ìîäóëåì✳
➶✐í ➵ q✲àíàëîãîì ïðîñòîðó ✶✲ôîðì ç ïîë✐íîì✐àëüíèìè êîåô✐ö✐➵íòàìè✳

❒è íàçèâà➵ìî äèôåðåíö✐àëîì ë✐í✐éíèé îïåðàòîð✱ ñïðÿæåíèé äî òàêîãî ìîð✲
ô✐çìó óçàãàëüíåíèõ ìîäóë✐â ➶åðìà✿

N(q+,−αl0) → N(q+, 0), v(q+,−αl0) 7→ Fl0v(q
+, 0).

➘èôåðåíö✐àë d : C[p−]q → Λ1(p−)q ➵ ìîðô✐çìîì Uqg✲ìîäóë✐â✱ ✐ ïðè öüîìó
Λ1(p−)q ➵ ë✐í✐éíîþ îáîëîíêîþ âåêòîð✐â {f1 · df2 · f3| f1, f2, f3 ∈ C[p−]q}✳

❰òæå✱ ìà➵ìî äèôåðåíö✐àëüíå ÷èñëåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó
(
Λ1(p−)q, d

)
✳ ➱îìó

â✐äïîâ✐äà➵ óí✐âåðñàëüíå äèôåðåíö✐àëüíå ÷èñëåííÿ (Λ(p−)q, d)✳
Ïåðøèé ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàò✐â ó öüîìó êîíòåêñò✐ ïîëÿãà➵ â òîìó✱ ùî âè✲

ì✐ðíîñò✐ îäíîð✐äíèõ êîìïîíåíò âàãîâèõ Uqg✲ìîäóë✐â Λj(p−)q ➵ òàêèìè æ✱ ÿê ✐ ó
êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 ✭äèâ✳ ❐åìè ✺✳✷✳✷✾✱ ✺✳✷✳✸✵ òà Òâåðäæåííÿ ✺✳✷✳✸✶✮✳

➶✐äîìî✱ ùî ðåçîëüâåíòà ➪åðíøòåéíà ✲ ➹åëüôàíäà ✲ ➹åëüôàíäà ✭➪➹➹✲
ðåçîëüâåíòà✮ òðèâ✐àëüíîãî Uqg✲ìîäóëÿ C â êàòåãîð✐➝ O✱ ïîâí✐é ï✐äêàòåãîð✐➝
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ñê✐í÷åííî✲ãåíåðîâàíèõ âàãîâèõ Uqb
+✲ñê✐í÷åííèõ ìîäóë✐â✱ ìà➵ òàêèé æå âèãëÿä✱

ÿê ✐ â êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1✿

. . .
d2−→ C1

d1−→ C0
ǫ

−→ C −→ 0, Cj =
⊕

{w∈W | l(w)=j}

M(w · 0).

Òóò ǫ : M(0) → C✱ ǫ : v(0) 7→ 1 ✕ î÷åâèäíèé ñþð✬➵êòèâíèé ìîðô✐çì Uqg✲
ìîäóë✐â✱ à ïîáóäîâà äèôåðåíö✐àë✐â dj âèêîðèñòîâó➵ ÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ íà
ãðóï✐ ➶åéëÿ W ✱ ïîðÿäîê ➪ðþà✳

Ó ðîáîò✐ ïîáóäîâàíî ðåçîëüâåíòó òðèâ✐àëüíîãî ìîäóëÿ C â êàòåãîð✐➝ OS✱ ïîâ✲
í✐é ï✐äêàòåãîð✐➝✱ óòâîðåí✐é Uqk✲ñê✐í÷åííèìè Uqg✲ìîäóëÿìè êàòåãîð✐➝ O✳ ❮åõàé
S = {1, 2, . . . , l}\{l0} ✐WS ⊂ W ✕ ï✐äãðóïà ãðóïè ➶åéëÿ àëãåáðè ❐✐ g✱ ãåíåðîâàíà
ïðîñòèìè â✐ääçåðêàëåííÿìè si✱ i ∈ S✳ ➘àë✐✱ âèçíà÷èìî

W S = {w ∈ W | l(vw) ≥ l(w) äëÿ âñ✐õ v ∈ WS}.

➶✐äîìî✱ ùî áóäü✲ÿêèé åëåìåíò w ∈ W ïðèïóñêà➵ ➵äèíèé ðîçêëàä âèãëÿäó w =
wS · w

S✱ äå wS ∈ WS✱ wS ∈ W S✱ ✐ l(w) = l(wS) + l(wS)✳ ➬îêðåìà✱ òàêèé ðîçêëàä
ìà➵ ì✐ñöå äëÿ íàéäîâøîãî åëåìåíòó w0 ãðóïè ➶åéëÿ W ✿

w0 = w0,S · w
S

0 , l(w0) = l(w0,S) + l(wS

0).

Óçàãàëüíåíà ðåçîëüâåíòà ➪➹➹ ìà➵ âèãëÿä

0 −→ CS

l(wS
0)

d
l(wS

0)−→ . . .
d2−→ CS

1
d1−→ CS

0
ǫ

−→ C −→ 0,

äå ǫ : N(q+, 0) → C✱ ǫ : v(q+, 0) 7→ 1 ✕ î÷åâèäíèé åíäîìîðô✐çì✱

CS

j =
⊕

{w∈W S | l(w)=j}

N(q+, w · 0),

✐ àô✐ííà ä✐ÿ ãðóïè ➶åéëÿ W âèçíà÷à➵òüñÿ ôîðìóëîþ w · λ = w(λ+ ρ)− ρ✱ äå ρ
✕ íàï✐âñóìà äîäàòíèõ êîðåí✐â✳

Óí✐âåðñàëüíîìó îãîðòóþ÷îìó äèôåðåíö✐àëüíîìó ÷èñëåííþ (Λ(p−)q, d) â✐ä✲
ïîâ✐äà➵ êîìïëåêñ äå Ðàìà

0 −→ C −→ Λ0(p−)q
d1−→ Λ1(p−)q

d2−→ . . .
d
dim p−

−→ Λdim p−(p−)q −→ 0.

❰ñíîâíèé ðåçóëüòàò ïîëÿãà➵ â òîìó✱ ùî êîìïëåêñ✱ äóàëüíèé äî îñòàííüîãî êîì✲
ïëåêñó✱ ➵ ✐çîìîðôíèì óçàãàëüíåí✐é ðåçîëüâåíò✐ ➪➹➹ ✭Òâåðäæåííÿ ✺✳✷✳✹✹✮✳

❮àñòóïíèìè îá✬➵êòàìè äîñë✐äæåííÿ ó ðîçä✐ë✐ ✺ ➵ ïðîñòîðè ôóíêö✐é íà êâàí✲

òîâèõ àíàëîãàõ ã✐ïåðáîë✐÷íèõ ïðîñòîð✐â✳ ❮åõàé 0 < q < 1 Pol
(
Ĥn,m

)
q
ïîçíà÷à➵
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∗✲àëãåáðó ç îäèíèöåþ ✐ òâ✐ðíèìè t1, t2, . . . , tN òà ñï✐ââ✐äíîøåííÿìè

titj = qtjti, i < j

tit
∗
j = qt∗jti, i 6= j

tit
∗
i = t∗i ti + (q−2 − 1)

N∑

k=i+1

tkt
∗
k, i > n

tit
∗
i = t∗i ti + (q−2 − 1)

n∑

k=i+1

tkt
∗
k − (q−2 − 1)

N∑

k=n+1

tkt
∗
k, i ≤ n.

Öÿ àëãåáðà âêëàäà➵òüñÿ â ➝➝ ëîêàë✐çàö✐þ Pol
(
Ĥn,m

)
q,c

â✐äíîñíî ìóëüòèïë✐êà✲

òèâíî➝ ñèñòåìè✱ ïîâ✬ÿçàíî➝ ç öåíòðàëüíèì åëåìåíòîì c = −
n∑

j=1

tjt
∗
j +

N∑
j=n+1

tjt
∗
j ✳

❰ñòàííÿ ∗✲àëãåáðà ïðèïóñêà➵ òàêå á✐ãðàäóþâàííÿ✿ deg tj = (1, 0)✱ deg t∗j = (0, 1)✱
j = 1, 2 . . . , N ✳ ∗✲àëãåáðà

Pol(Hn,m)q =

{
f ∈ Pol

(
Ĥn,m

)
q,c

∣∣∣∣ deg f = (0, 0)

}

íàçèâà➵òüñÿ àëãåáðîþ ðåãóëÿðíèõ ôóíêö✐é íà êâàíòîâîìó ã✐ïåðáîë✐÷íîìó ïðî✲
ñòîð✐✳ ➶îíà íåñå ñòðóêòóðó Uqsun,m✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè✳ Öÿ ñòðóêòóðà âèíèêà➵

âíàñë✐äîê âêëàäåííÿ â äîáðå â✐äîìó Uqsun,m✲ìîäóëüíó ∗✲àëãåáðó Pol
(
X̃
)
q
ðåãó✲

ëÿðíèõ ôóíêö✐é íà êâàíòîâ✐é ãðóï✐ SLN ✳ ❰áðàç öüîãî âêëàäåííÿ ïîçíà÷à➵òüñÿ

Pol
(
H̃n,m

)
q
✳ ∗✲àëãåáðà Pol(Hn,m)q âêëàäà➵òüñÿ â Pol

(
H̃n,m

)
q
✱ ✐ ➝➝ îáðàç ➵ â

òî÷íîñò✐ ï✐äàëãåáðà✱ ãåíåðîâàíà t1jt∗1k✱ j, k = 1, 2, . . . , N ✳
❒è âèêîðèñòîâó➵ìî ïîçíà÷åííÿ tj çàì✐ñòü t1j äëÿ òâ✐ðíèõ ∗✲àëãåáðè

Pol
(
H̃n,m

)
q
✳ ❮åõàé Iϕ✱ ϕ ∈ R/2πZ✱ ✕ ∗✲àâòîìîðô✐çì ∗✲àëãåáðè Pol

(
H̃n,m

)
q
✱

âèçíà÷åíèé íà òâ✐ðíèõ {tj}j=1,...,N òàê✿ Iϕ : tj 7→ eiϕtj✳
Ó ðîáîò✐ ïîáóäîâàíî òî÷íå ∗✲çîáðàæåííÿ T àëãåáðè Pol(Hn,m)q ó ïåðåäã✐ëü✲

áåðòîâîìó ïðîñòîð✐ H✱ ÿêèé ➵ ë✐í✐éíîþ îáîëîíêîþ ñâî➵➝ îðòîíîðìîâàíî➝ áàçè
{e(i1, i2, . . . , iN−1)| i1, . . . , in ∈ −Z+; in+1, . . . , iN−1 ∈ N}✳

∗✲çîáðàæåííÿ T ➵ îáìåæåííÿì íà Pol(Hn,m)q ∗✲çîáðàæåííÿ á✐ëüø øèðîêî➝

àëãåáðè Pol
(
H̃n,m

)
✱ çàäàíîãî òàê✿

T (tj)e(i1, . . . , iN−1) = q

j−1∑
k=1

ik
(
q2(ij−1) − 1

)1/2
e(i1, . . . , ij − 1, . . . , iN−1),

T (t∗j)e(i1, . . . , iN−1) = q

j−1∑
k=1

ik (
q2ij − 1

)1/2
e(i1, . . . , ij + 1, . . . , iN−1),



✶✾

äëÿ j ≤ n✱

T (tj)e(i1, . . . , iN−1) = q

j−1∑
k=1

ik
(
1− q2(ij−1)

)1/2
e(i1, . . . , ij − 1, . . . , iN−1),

T (t∗j)e(i1, . . . , iN−1) = q

j−1∑
k=1

ik (
1− q2ij

)1/2
e(i1, . . . , ij + 1, . . . , iN−1),

äëÿ n < j < N ✱ ✐ çðåøòîþ✱

T (tN)e(i1, . . . , iN−1) = q

N−1∑
k=1

ik
e(i1, . . . , iN−1),

T (t∗N)e(i1, . . . , iN−1) = q

N−1∑
k=1

ik
e(i1, . . . , iN−1).

➶èçíà÷èìî åëåìåíòè {xj}j=1,...,N ✿

xj
def
=





N∑
k=j

tkt
∗
k, j > n,

−
n∑

k=j

tkt
∗
k +

N∑
k=n+1

tkt
∗
k, j ≤ n.

Òîä✐ x1 = 1✱ xixj = xjxi✱

tjxk =

{
q2xktj, j < k,

xktj, j ≥ k,
t∗jxk =

{
q−2xkt

∗
j , j < k,

xkt
∗
j , j ≥ k.

Òâåðäæåííÿ ✺✳✸✳✶✳ T ➵ òî÷íèì çîáðàæåííÿì Pol(Hn,m)q✳

Ðîçãëÿíåìî ∗✲àëãåáðó Fun
(
H̃n,m

)
⊃ Pol

(
H̃n,m

)
✱ îäåðæàíó ç Pol

(
H̃n,m

)
äî✲

äàâàííÿì åëåìåíòó f0 äî ïåðåë✐êó òâ✐ðíèõ ✐ ïîäàíèõ íèæ÷å ñï✐ââ✐äíîøåíü äî
ïåðåë✐êó ñï✐ââ✐äíîøåíü✳

t∗jf0 = f0tj = 0, j ≤ n,

xn+1f0 = f0xn+1 = f0,

f 20 = f ∗0 = f0,

tjf0 = f0tj; t∗jf0 = f0t
∗
j , j ≥ n+ 1.

Ñï✐ââ✐äíîøåííÿ Iϕf0 = f0 äîçâîëÿ➵ ïðîäîâæèòè ∗✲àâòîìîðô✐çì Iϕ àëãåáðè

Pol
(
H̃n,m

)
äî ∗✲àâòîìîðô✐çìó àëãåáðè Fun

(
H̃n,m

)
✳ ❮åõàé

Fun(Hn,m)
def
=
{
f ∈ Fun

(
H̃n,m

)∣∣∣ Iϕf = f
}
.

■ñíó➵ ïðîäîâæåííÿ ∗✲çîáðàæåííÿ T äî ∗✲çîáðàæåííÿ ∗✲àëãåáðè Fun(Hn,m)✳
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➘âîñòîðîíí✐é ✐äåàë D(Hn,m)q â àëãåáð✐ Fun(Hn,m)✱ ãåíåðîâàíèé f0✱ íàçèâà➵✲
òüñÿ àëãåáðîþ ô✐í✐òíèõ ôóíêö✐é íà êâàíòîâîìó ã✐ïåðáîë✐÷íîìó ïðîñòîð✐✳

Òåîðåìà ✺✳✸✳✷✳ ➬îáðàæåííÿ T àëãåáðè D(Hn,m)q ➵ òî÷íèì✳

D(Hn,m)q íåñå ñòðóêòóðó Uqsun,m✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè ✐ ✐íâàð✐àíòíèé ✐íòåãðàë✳
❮åõàé νq : D(Hn,m)q → C ✕ ë✐í✐éíèé ôóíêö✐îíàë✿

νq(f) = Tr(T (f) ·Q) =

∫

Hn,m

fdνq,

äå Q : H → H ✕ ë✐í✐éíèé îïåðàòîð✱ çàäàíèé òàê✿

Qe(i1, . . . , iN−1) = const · q
2
N−1∑
j=1

(N−j)ij
e(i1, . . . , iN−1), const > 0.

Òåîðåìà ✺✳✸✳✸✳ Ôóíêö✐îíàë νq ➵ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì✱ ïîçèòèâíèì ✐
Uqsun,m✲✐íâàð✐àíòíèì✳

✃ð✐ì òîãî✱ â ðîáîò✐ ïîáóäîâàíî àëãåáðè ôóíêö✐é íà êâàíòîâîìó îäíîðîäíîìó
ïðîñòîð✐ Ξn,m✱ q✲àíàëîç✐ ✐çîòðîïíîãî êîíóñà✱ ðàçîì ✐ç àñîö✐éîâàíèìè ñòðóêòó✲
ðàìè ✭òî÷íèì çîáðàæåííÿì✱ ô✐í✐òíèìè ôóíêö✐ÿìè✱ ïîçèòèâíèì ✐íâàð✐àíòíèì
✐íòåãðàëîì✮✱ à òàêîæ îñíîâí✐ íåóí✐òàðíà òà óí✐òàðíà ñåð✐➝ çîáðàæåíü Uqsun,m✱
ïîâ✬ÿçàí✐ ç ïðîñòîðîì Ξn,m✳

Ùå îäíèì îá✬➵êòîì äîñë✐äæåííÿ ó ðîçä✐ë✐ ✺ ➵ êâàíòîâèé àíàëîã ✐íòåãðàëà
Ïóàññîíà ✐ ð✐âíÿíü Õóà✳

Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó q = 1 äëÿ îäèíè÷íî➝ ìàòðè÷íî➝ êóë✐ D ✐ ìåæ✐ Øèëî✲
âà S(D) ðîçãëÿäà➵òüñÿ ôóíêö✐ÿ íà D× S(D)✱ ùî íàçèâà➵òüñÿ ÿäðîì Ïóàññîíà✳
Öå ÿäðî✱ ðàçîì ç S(Un × Un)✲✐íâàð✐àíòíèì ✐íòåãðàëîì íà ãðóï✐ Un✱ äîçâîëÿ✲
þòü âèçíà÷èòè ✐íòåãðàëüíèé îïåðàòîð Ïóàññîíà✱ ÿêèé ñïë✐òà➵ ä✐➝ ãðóïè SUn,n ó
ïðîñòîðàõ íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é íà îáëàñò✐ D ✐ íà ìåæ✐ Øèëîâà S(D)✳ Òèì íå
ìåíøå✱ íå áóäü✲ÿêà íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ íà D ìîæå áóòè îäåðæàíà øëÿõîì çà✲
ñòîñóâàííÿ ✐íòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà äî íåïåðåðâíî➝ ôóíêö✐➝ íà ìåæ✐
Øèëîâà S(D)✳ Ðåçóëüòàòè Õóà✱ ➘æîíñîíà òà ✃îðàíü➝ ïîäàþòü ñèñòåìó äèôå✲
ðåíö✐àëüíèõ ð✐âíÿíü✱ ùî ñêëàäàþòü ïîâíó õàðàêòåðèçàö✐þ òàêèõ ôóíêö✐é✳ Ó
äèñåðòàö✐➝ îäåðæàíî êâàíòîâèé àíàëîã öüîãî äîáðå â✐äîìîãî ðåçóëüòàòó✳

■äåÿ âèçíà÷åííÿ ÿäðà Ïóàññîíà ïîëÿãà➵ ó ïîäàíí✐ ïåðåë✐êó ïåâíèõ ✐ñòîòíèõ
âëàñòèâîñòåé â✐äïîâ✐äíîãî ✐íòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà✳ Ó êâàíòîâîìó âèïàäêó ✐í✲
òåãðàëüíèé îïåðàòîð Ïóàññîíà ìà➵ áóòè ìîðô✐çìîì Uqsun,n✲ìîäóëÿ C[S(D)]q â
Uqsun,n✲ìîäóëü D(D)′q✱ ùî ïåðåâîäèòü ✶ â ✶✳

✃îæíà u ∈ D(D)′q ìà➵ âèãëÿä u =
∞∑

j,k=0

uj,k✱ uj,k ∈ C[Matn]q,jC[Matn]q,−k✱

✐ ïðè öüîìó ìíîæèíà
{
zβb (z

α
a )

∗
}
a,b,α,β=1,2,...,n

➵ áàçîþ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó
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C[Matn]q,1C[Matn]q,−1✳ Öå äîçâîëÿ➵ çàïðîâàäèòè çì✐øàí✐ ÷àñòêîâ✐ ïîõ✐äí✐ â íóë✐✱

ë✐í✐éí✐ ôóíêö✐îíàëè
∂2

∂zβb ∂(z
α
a )

∗

∣∣∣∣∣
z=0

òàê✐✱ ùî

u1,1 =
n∑

a,b,α,β=1

(
∂2u

∂zβb ∂(z
α
a )

∗

∣∣∣∣∣
z=0

)
zβb (z

α
a )

∗, u ∈ D(D)′q.

✃âàíòîâèé àíàëîã ð✐âíÿíü Õóà ìà➵ òàêèé âèãëÿä✳

Òåîðåìà ✺✳✹✳✶✳ ßêùî u ∈ D(D)′q íàëåæèòü äî îáðàçó ✐íòåãðàëüíîãî îïå✲
ðàòîðà Ïóàññîíà íà êâàíòîâ✐é êóë✐ â n× n✲ìàòðèöÿõ✱ òîä✐

n∑

c=1

q2c
∂2(ξu)

∂zβc ∂(zαc )
∗

∣∣∣∣∣
z=0

= 0

äëÿ âñ✐õ ξ ∈ Uqsl2n✱ α, β = 1, 2, . . . , n✳

ßäðî Ïóàññîíà ïîáóäîâàíî ÿê åëåìåíò á✐ìîäóëÿ óçàãàëüíåíèõ ÿäåð D(D ×
S(D))′q✱ ÷è➝ìè åëåìåíòàìè ➵ ôîðìàëüí✐ ðÿäè

∑

i,j

fij ⊗ ϕij, fij ∈ C[Matn]
op
q,−jC[Matn]

op
q,i, ϕij ∈ C[S(D)]q.

Öå á✐ìîäóëü íàä àëãåáðîþ Pol(Matn)
op
q ⊗ C[S(D)]q✳ ➶✐äïîâ✐äíèé ✐íòåãðàëüíèé

îïåðàòîð ➵ ìîðô✐çìîì Uqsun,n✲ìîäóëÿ C[S(D)]q â Uqsun,n✲ìîäóëü D(D)′q✱ ÿêèé
ïåðåâîäèòü ✶ â ✶✳

Øîñòèé ðîçä✐ë ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâ✐ òà äîñë✐äæåííþ âëàñòèâîñòåé êâàí✲
òîâèõ àëãåáð✱ ùî ì✐ñòÿòü Uq(sl2)✱ à òàêîæ ✐äåìïîòåíòè ✐ òâ✐ðí✐ êàðòàí✐âñüêîãî
òèïó✱ ðåãóëÿðí✐ çà ôîí ❮åéìàíîì✳

Ïîáóäîâàíî àëãåáðè U (alg)
K,L,norm ✐ U (alg)

K,L,twist ç îäèíèöåþ✱ ùî ãåíåðîâàí✐ òâ✐ðíèìè
K✱ K✱ L✱ L✱ E✱ F ✱ ç âèçíà÷àëüíèìè ñï✐ââ✐äíîøåííÿìè

U
(alg)
K,L,norm U

(alg)
K,L,twist

KKK = K, KKK = K✱ KKK = K, KKK = K✱
KK = KK✱ KK = KK✱
LLL = L, LLL = L✱ LLL = L, LLL = L✱
LL = LL✱ LL = LL✱
KK + LL = 1✱ KK + LL = 1✱
KE = q2EK, LE = q2EL✱ KE = q2EL✱ LE = q2EK✱
KE = q−2EK, LE = q−2EL✱ KE = q−2EL, LE = q−2EK✱
KF = q−2FK✱ LF = q−2FL✱ KF = q−2FL✱ LF = q−2FK✱
KF = q2FK, LF = q2FL✱ KF = q2FL, LF = q2FK✱

EF − FE =
(K + L)−

(
K + L

)

q − q−1
EF − FE =

(K + L)−
(
K + L

)

q − q−1
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✃îæíà ç öèõ àëãåáð ì✐ñòèòü ✐äåìïîòåíòè P = KK = KK òà Q = LL = LL✳

Òâåðäæåííÿ ✻✳✸✳✺✳ U
(alg)
K,L,norm ➵ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ï✐äàëãåáð✱ êîæíà ç

ÿêèõ ✐çîìîðôíà Uq(sl2)✳

Ó âèïàäêó U (alg)
K,L,twist ðîçêëàä Ï✐ðñà

U
(alg)
K,L,twist = PU

(alg)
K,L,twistP + PU

(alg)
K,L,twistQ+QU

(alg)
K,L,twistP +QU

(alg)
K,L,twistQ,

➵ íåòðèâ✐àëüíèì✱ îñê✐ëüêè âñ✐ ÷ëåíè íåíóëüîâ✐✳ ➶✐äïîâ✐äí✐ Ï➪➶✲áàçè ïîäàíî ó
Òâåðäæåííÿõ ✻✳✸✳✺ òà ✻✳✸✳✻✳

Ñòðóêòóðà á✐àëãåáðè íà çàçíà÷åíèõ âèùå àëãåáðàõ çàäàíà òàê✿
U

(coalg)
K,L,norm U

(coalg)
K,L,twist

∆(K) = K ⊗K ∆(K) = K ⊗K + L⊗ L

∆(K) = K ⊗K ∆(K) = K ⊗K + L⊗ L
∆(L) = L⊗ L+ L⊗K +K ⊗ L ∆(L) = L⊗K +K ⊗ L

∆(L) = L⊗ L+ L⊗K +K ⊗ L ∆(L) = L⊗K +K ⊗ L
∆(E) = 1⊗ E + E ⊗ (K + L) ∆(E) = 1⊗ E + E ⊗ (K + L)

∆(F ) = F ⊗ 1+
(
K + L

)
⊗ F ∆(F ) = F ⊗ 1+ (K + L)⊗ F

ε(E) = ε(F ) = 0 ε(E) = ε(F ) = 0

ε(K) = 1, ε(K) = 1 ε(K) = 1, ε(K) = 1

ε(L) = ε(L) = 0 ε(L) = ε(L) = 0
➬ãîðòêà íà á✐àëãåáð✐ âèçíà÷à➵òüñÿ òàê✿

(A ⋆ B) ≡ µ(A⊗ B)∆,

äå A✱ B ✕ ë✐í✐éí✐ åíäîìîðô✐çìè â✐äïîâ✐äíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîð✐â✱ µ ✕ äîáóòîê â
àëãåáð✐✳ ➶èÿâëÿ➵òüñÿ✱ ùî á✐àëãåáðà U (bialg)

K,L,norm íå ìà➵ àíòèïîäó S✱ ùî çàäîâîëüíÿ➵
ñòàíäàðòí✐é àêñ✐îì✐ àëãåáðè Õîïôà

S ⋆ id = id ⋆ S = η ◦ ε.

❮àòîì✐ñòü ðîçãëÿíåìî àíòèìîðô✐çì T àëãåáðè U (bialg)
K,L,norm✿

T(K) = K, T
(
K
)
= K, T(L) = L, T

(
L
)
= L,

T(E) = −E
(
K + L

)
, T(F ) = −(K + L)F.

Òâåðäæåííÿ ✻✳✹✳✷✳ ➚íòèìîðô✐çì T àëãåáðè U
(bialg)
K,L,norm ➵ ðåãóëÿðíèì çà ôîí

❮åéìàíîì✿
id ⋆ T ⋆ id = id, T ⋆ id ⋆ T = T.

Ñòîñîâíî æ á✐àëãåáðè U
(bialg)
K,L,twist✱ àíòèìîðô✐çì S✱ âèçíà÷åíèé òèìè æ ôîðìó✲

ëàìè✱ ùî é àíòèìîðô✐çì T âèùå✱ çàäà➵ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé àíòèïîä✳ ❰òæå
ìà➵ìî
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Òåîðåìà ✻✳✹✳✻✳ ✶✮ U
(Hopf)
K,L

def
= (U

(bialg)
K,L,twist, S) ➵ àëãåáðîþ Õîïôà❀

✷✮ U
(vN−Hopf)
K,L

def
= (U

(bialg)
K,L,norm,T) ➵ àëãåáðîþ ôîí ❮åéìàíà✲Õîïôà✳

Ïîäàíî îïèñ ñòðóêòóðè ❘✲ìàòðèö✐ äëÿ çàçíà÷åíèõ âèùå àëãåáð✳

Ñüîìèé ðîçä✐ë ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ ñòðóêòóð Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè
íà êâàíòîâ✐é ïëîùèí✐ òà ➝➝ ðîçøèðåííÿ ❐îðàíà✳

❮åõàé H ✕ àëãåáðà Õîïôà ç êîìíîæåííÿì ∆✱ êîîäèíèöåþ ε ✐ àíòèïîäîì
S✳ ❮åõàé òàêîæ A ✕ àëãåáðà ç îäèíèöåþ 1✳ ❒è êîðèñòó➵ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè
Ñâ✐äëåðà∆(h) =

∑
i

h′i⊗h
′′
i ✳ Ï✐ä ñòðóêòóðîþ H✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè íà A ìà➵òüñÿ

íà óâàç✐ ãîìîìîðô✐çì π : H → EndCA òàêèé✱ ùî
✭✐✮ π(h)(ab) =

∑
i

π(h′i)(a) · π(h
′′
i )(b) äëÿ âñ✐õ h ∈ H✱ a, b ∈ A❀

✭✐✐✮ π(h)(1) = ε(h)1 äëÿ âñ✐õ h ∈ H✳
Ñòðóêòóðè π1✱ π2 íàçèâàþòü ✐çîìîðôíèìè✱ ÿêùî ✐ñíó➵ àâòîìîðô✐çì Ψ àëãåáðè
A òàêèé✱ ùî Ψπ1(h)Ψ

−1 = π2(h) äëÿ âñ✐õ h ∈ H✳
❮àøå ïðèïóùåííÿ ùîäî q ∈ C \ {0} ïîëÿãà➵ â òîìó✱ ùî âîíî íå ➵ êîðåíåì ç

îäèíèö✐ ✭qn 6= 1 äëÿ âñ✐õ íåíóëüîâèõ ö✐ëèõ n✮✳ Ðîçãëÿíåìî êâàíòîâó ïëîùèíó✱
ÿêà ➵ àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ Cq[x, y] ç äâîìà òâ✐ðíèìè x✱ y ✐ ➵äèíèì ñï✐ââ✐äíî✲
øåííÿì

yx = qxy.

Ñòðóêòóðè Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè íà êâàíòîâ✐é ïëîùèí✐ íóìåðóþòüñÿ òàê
çâàíèìè ñèìâîë✐÷íèìè ìàòðèöÿìè ✭äèâ✳ ïóíêò ✼✳✶✳✷✮✳ Ïîâíèé ïåðåë✐ê òàêèõ
ñòðóêòóð ïîäàíî òàáëèöåþ íèæ÷å✱ â ÿê✐é a0, b0, c0, d0, τ ➵ ïàðàìåòðàìè✳

❰òæå✱ ✐ñíó➵ íåç÷èñëåííå ñ✐ìåéñòâî íå✐çîìîðôíèõ ñòðóêòóð Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝
àëãåáðè íà êâàíòîâ✐é ïëîùèí✐✳

❰á÷èñëåíî òàêîæ êîìïîçèö✐éí✐ ðÿäè â✐äïîâ✐äíèõ çîáðàæåíü Uq(sl2) ✭äèâ✳
ïóíêò ✼✳✶✳✸✮✳

➘îäàìî äî ïåðåë✐êó òâ✐ðíèõ êâàíòîâî➝ ïëîùèíè ùå äâà åëåìåíòè x−1✱ y−1✱
òà äî ïåðåë✐êó ñï✐ââ✐äíîøåíü òàêå✿

xx−1 = x−1x = yy−1 = y−1y = 1.

Ðîçøèðåíà àëãåáðà ç îäèíèöåþ Cq[x
±1, y±1]✱ ÿêà âèíèêà➵ ó òàêèé ñïîñ✐á✱ íàçè✲

âà➵òüñÿ ðîçøèðåííÿì ❐îðàíà êâàíòîâî➝ ïëîùèíè✳

✃îæí✐é ìàòðèö✐ ç ö✐ëèìè åëåìåíòàìè σ =

(
k l
m n

)
∈ SL(2,Z) òà ïàð✐ íå✲

íóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (α, β) ∈ (C∗)2 ïîñòàâèìî ó â✐äïîâ✐äí✐ñòü àâòîìîð✲
ô✐çì ϕσ,α,β Cq[x

±1, y±1]✱ âèçíà÷åíèé íà òâ✐ðíèõ x òà y ó òàêèé ñïîñ✐á✿

ϕσ,α,β(x) = αxkym; ϕσ,α,β(y) = βxlyn.



✷✹

Ñèìâîë✐÷í✐ Uq(sl2)− ñèìåòð✐➝ ä✐➝ sl2✱ ùî ➵ êëà✲
ìàòðèö✐ ñè÷íèìè ãðàíèöÿìè

[(
0 0

0 0

)

0

;

(
0 0

0 0

)

1

] k(x) = ±x, k(y) = ±y,

e(x) = e(y) = 0,

f(x) = f(y) = 0,

h(x) = 0, h(y) = 0,

e(x) = e(y) = 0,

f(x) = f(y) = 0,

[(
0 ⋆

0 0

)

0

;

(
0 0

0 0

)

1

]
k(x) = qx,

k(y) = q−2y,

e(x) = 0, e(y) = b0,

f(x) = b−1
0 xy,

f(y) = −qb−1
0 y2

h(x) = x,

h(y) = −2y,

e(x) = 0, e(y) = b0,

f(x) = b−1
0 xy,

f(y) = −b−1
0 y2

[(
0 0

⋆ 0

)

0

;

(
0 0

0 0

)

1

]
k(x) = q2x,

k(y) = q−1y,

e(x) = −qc−1
0 x2,

e(y) = c−1
0 xy,

f(x) = c0, f(y) = 0,

h(x) = 2x,

h(y) = −y,

e(x) = −c−1
0 x2,

e(y) = c−1
0 xy,

f(x) = c0, f(y) = 0.

[(
⋆ 0

0 0

)

0

;

(
0 0

0 0

)

1

]
k(x) = q−2x,

k(y) = q−1y,

e(x) = a0, e(y) = 0,

f(x) = −qa−1
0 x2 + ty4,

f(y) = −qa−1
0 xy + sy3.

h(x) = −2x,

h(y) = −y,

e(x) = a0, e(y) = 0,

f(x) = −a−1
0 x2 + ty4,

f(y) = −a−1
0 xy + sy3.

[(
0 0

0 ⋆

)

0

;

(
0 0

0 0

)

1

]
k(x) = qx, k(y) = q2y,

e(x) = −qd−1
0 xy + sx3,

e(y) = −qd−1
0 y2 + tx4,

f(x) = 0, f(y) = d0,

h(x) = x, h(y) = 2y,

e(x) = −d−1
0 xy + sx3,

e(y) = −d−1
0 y2 + tx4,

f(x) = 0, f(y) = d0,

[(
0 0

0 0

)

0

;

(
0 ⋆

⋆ 0

)

1

]
k(x) = qx,

k(y) = q−1y,

e(x) = 0, e(y) = τx,

f(x) = τ−1y, f(y) = 0,

h(x) = x,

h(y) = −y,

e(x) = 0, e(y) = τx,

f(x) = τ−1y, f(y) = 0.

➘îáðå â✐äîìèé ðåçóëüòàò ñòâåðäæó➵✱ ùî êîæíèé àâòîìîðô✐çì Cq[x
±1, y±1]

ìà➵ òàêèé âèãëÿä✱ ✐ ãðóïà Aut(Cq[x
±1, y±1]) àâòîìîðô✐çì✐â Cq[x

±1, y±1] ➵ íà✲
ï✐âïðÿìèì äîáóòêîì ñâî➝õ ï✐äãðóï SL(2,Z) òà (C∗)2✳ ßêùî çàäàíà ñòðóêòóðà
Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè íà Cq[x

±1, y±1]✱ òâ✐ðíà k ä✐➵ àâòîìîðô✐çìîì àëãåáðè
Cq[x

±1, y±1]✳ ➬îêðåìà✱ êîæíà ñòðóêòóðà Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à➵ ìàòðèöþ σ ∈ SL(2,Z)✳



✷✺

Òåîðåìà ✼✳✷✳✹✳ ■ñíó➵ äâîïàðàìåòðè÷íå ✭α, β ∈ C
∗✮ ñ✐ìåéñòâî ñòðóêòóð

Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè íà Cq[x
±1, y±1]✱ ùî â✐äïîâ✐äà➵ ìàòðèö✐ σ = −I✿

π(k)(x) = α−1x−1; π(k)(y) = β−1y−1;

π(e)(x) = 0; π(e)(y) = 0;

π(f)(x) = 0; π(f)(y) = 0.

Öå ñêëàäà➵ ïîâíèé ïåðåë✐ê ñòðóêòóð Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè ç σ = −I ✭✐
âçàãàë✐ ç σ 6= I✮✳ ➬àçíà÷åí✐ ñòðóêòóðè óñ✐ ✐çîìîðôí✐✱ çîêðåìà òàê✐é ✐ç α =
β = 1✳

➶ âèïàäêó σ = I ✱ ä✐ÿ êàðòàí✐âñüêî➝ òâ✐ðíî➝ k çàäà➵òüñÿ ìíîæåííÿì òâ✐ðíèõ x✱
y íà âàãîâ✐ êîíñòàíòè✳ Òóò ìà➵ìî ïåðåë✐ê ñòðóêòóð çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ✱ ùî
îõîïëþþòü âñ✐✱ êð✐ì ç÷èñëåííîãî ñ✐ìåéñòâà✱ ïðèïóñòèì✐ ïàðè âàãîâèõ êîíñòàíò✳

Òåîðåìà ✼✳✷✳✾✳ ❮åõàé α, β ∈ C\{0} òàê✐✱ ùî αuβv = q2 äëÿ ïåâíèõ u, v ∈ Z

òà αm 6= βn äëÿ âñ✐õ íåíóëüîâèõ ö✐ëèõ m✱ n✳ Òîä✐ ✐ñíó➵ îäíîïàðàìåòðè÷íå
✭a ∈ C \ {0}✮ ñ✐ìåéñòâî ñòðóêòóð Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè íà Cq[x

±1, y±1]✿

π(k)(x) = αx π(k)(y) = βy

π(e)(x) = aquv+3 1− αqv

(1− q2)2
xu+1yv π(e)(y) = aquv+3 qu − β

(1− q2)2
xuyv+1

π(f)(x) = −
(α−1 − q−v)

a
x−u+1y−v π(f)(y) = −

(β−1q−u − 1)

a
x−uy−v+1

❮å ✐ñíó➵ í✐ÿêèõ ✐íøèõ ñòðóêòóð ç âàãîâèìè êîíñòàíòàìè α òà β✳

Ó äîäàòêàõ íàâåäåíî äîïîì✐æí✐ ìàòåð✐àëè✿ ïðèêëàäè òà êîíòðïðèêëàäè✱
äîâåäåííÿ òåõí✐÷íèõ ëåì✱ âèêëàäåííÿ â✐äîìèõ âèçíà÷åíü òà ðåçóëüòàò✐â✱ òàáëèö✐
òîùî✳

➶➮Ñ❮❰➶✃➮
Ó ðîáîò✐ âèð✐øåíî íèçêó çì✐ñòîâíèõ çàäà÷ ó ãàëóç✐ åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝ òà òåîð✐➝

êâàíòîâèõ ãðóï✳
❰äåðæàíî îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò ùîäî ìîæëèâîñò✐ ïðåäñòàâëåííÿ àìåíàáåëü✲

íî➝ ä✐➝ ëîêàëüíî êîìïàêòíî➝ ñåïàðàáåëüíî➝ ✭ë✳ê✳ñ✳✮ ãðóïè ó âèãëÿä✐ ä✐➝ ❒àêê✐ åð✲
ãîäè÷íîãî àâòîìîðô✐çìó✱ çîêðåìà ✐ äëÿ ä✐é ✭íå îáîâ✬ÿçêîâî àìåíàáåëüíî➝✮ ë✳ê✳ñ✳
ãðóïè ç íåòðèâ✐àëüíèìè ñòàá✐ë✐çàòîðàìè✳ ➚íàëîã✐÷íèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî
òàêîæ äëÿ òàê çâàíèõ ✑ïîäâ✐éíèõ ä✐é✑✱ ùî ➵ ä✐ÿìè ❒àêê✐ ✑ïîäâ✐éíèõ êîöèêë✐â✑✳
➶ñòàíîâëåíî✱ ùî àìåíàáåëüí✐ñòü ãðóïîâî➝ ä✐➝ åêâ✐âàëåíòíà àìåíàáåëüíîñò✐ â✐ä✲
ïîâ✐äíîãî â✐äíîøåííÿ åêâ✐âàëåíòíîñò✐✱ ðàçîì ✐ç àìåíàáåëüí✐ñòþ ñòàá✐ë✐çàòîð✐â✳
➘îâåäåíî òàêîæ á✐ëüø çíà÷óùó òåîðåìó ➵äèíîñò✐ äëÿ êîöèêë✐â✱ ÿêà âñòàíîâëþ➵
âçà➵ìíî✲îäíîçíà÷íó â✐äïîâ✐äí✐ñòü ì✐æ êëàñàìè ñëàáî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ êîöèêë✐â



✷✻

✐ êëàñàìè ñïðÿæåíîñò✐ ➝õ ä✐é ❒àêê✐✳ Öåé ðåçóëüòàò âñòàíîâëåíî íà íàéá✐ëüø çà✲
ãàëüíîìó ð✐âí✐✳ ➬ì✐ñòîâí✐ñòü öüîãî ðåçóëüòàòó ïîëÿãà➵ ó ìîæëèâîñò✐ éîãî åôå✲
êòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ äî âèð✐øåííÿ ð✐çíîìàí✐òíèõ çàäà÷ åðãîäè÷íî➝ òåîð✐➝✳ Ó
ìåæàõ äèñåðòàö✐➝ öå ïðîäåìîíñòðîâàíî çàñòîñóâàííÿìè äî âèâ÷åííÿ ôóíäàìåí✲
òàëüíî➝ ãðóïè äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì òà äî äîñë✐äæåííÿ ä✐éñíîçíà÷íèõ êîöèêë✐â ç
íåîáìåæåíèìè ëàêóíàìè ç òî÷êè çîðó íàÿâíîñò✐ ñê✐í÷åííî➝ ✐íâàð✐àíòíî➝ ì✐ðè
äëÿ ➝õ ïîòîê✐â ❒àêê✐✳

✃îíöåïö✐þ ✐ñíóâàííÿ òà ➵äèíîñò✐ êîöèêë✐â ïåðåíåñåíî ç âèì✐ðíî➝ åðãîäè÷íî➝
òåîð✐➝ äî òåîð✐➝ ãðóï ïñåâäî✲ãîìåîìîðô✐çì✐â äîñêîíàëîãî ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó✳ Ó
öüîìó íîâîìó êîíòåêñò✐ äîâåäåíî òåîðåìè ✐ñíóâàííÿ òà ➵äèíîñò✐ äëÿ åðãîäè÷íèõ
êîöèêë✐â✳ Ó ÿêîñò✐ çàñòîñóâàííÿ äîâåäåíî òåîðåìó ïðî çîâí✐øíþ ñïðÿæåí✐ñòü
ç÷èñëåííèõ ï✐äãðóï íîðìàë✐çàòîðà ïîâíî➝ ãðóïè✳ ➚ëå âàðòî â✐äçíà÷èòè✱ ùî çà✲
ëèøàþòüñÿ â✐äêðèòèìè íèçêà ïðîáëåì✱ ïîâ✬ÿçàíèõ ç ïåðåíåñåííÿì äî äàíîãî
êîíòåêñòó á✐ëüø çàãàëüíèõ ðåçóëüòàò✐â ùîäî êðèòåð✐➝â ñëàáî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐
êîöèêë✐â✱ çîâí✐øíüî➝ ñïðÿæåíîñò✐ òîùî✱ ÿê✐ ✐ñíóþòü ó ðàìêàõ âèì✐ðíî➝ åðãîäè✲
÷íî➝ òåîð✐➝✳ Öå ìîæå ñòàòè ïðåäìåòîì ïîäàëüøèõ äîñë✐äæåíü✳

❮àñòóïíîþ ïðîáëåìîþ✱ ÿêó âèð✐øåíî â ðîáîò✐✱ ➵ ïðîáëåìà ðåãóëÿðèçàö✐➝ ä✐é
ë✳ê✳ñ✳ ãðóï òà âèì✐ðíèõ ãðóïî➝ä✐â àâòîìîðô✐çìàìè âèì✐ðíèõ â✐äíîøåíü åêâ✐âà✲
ëåíòíîñò✐✳ ❒îæëèâ✐ñòü ðåãóëÿðèçàö✐➝✱ ðåàë✐çó➵òüñÿ øëÿõîì çì✐íè â✐äíîøåííÿ
åêâ✐âàëåíòíîñò✐ íà ìíîæèí✐ ì✐ðè íóëü✳

Ïðîâåäåíî äîñë✐äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ñïðÿæåíîñò✐ òà ✐çîìîðô✐çìó ñòàá✐ë✐çà✲
òîð✐â íåâ✐ëüíèõ ãðóïîâèõ ä✐é✳ ➶ ðîáîò✐ éäåòüñÿ ïðî ïðîñòîðè êëàñ✐â ñïðÿæåíîñò✐
÷è ✐çîìîðô✐çìó çàìêíóòèõ ï✐äãðóï ë✳ê✳ñ✳ ãðóïè✱ àäæå ñòàá✐ë✐çàòîðè ãðóïîâî➝ ä✐➝
ñïðÿæåí✐ íàä êîæíîþ òðà➵êòîð✐➵þ✳ ➘îâåäåíî✱ ùî åðãîäè÷íà ä✐ÿ ä✐éñíî➝ ãðóïè
❐✐ ç êîìïàêòíèìè ñòàá✐ë✐çàòîðàìè ìà➵ âñ✐ ñòàá✐ë✐çàòîðè ñïðÿæåíèìè✳ Ùå îäèí
ðåçóëüòàò ✕ öå ✐çîìîðô✐çì ñê✐í÷åííèõ ñòàá✐ë✐çàòîð✐â äëÿ åðãîäè÷íèõ ä✐é ë✳ê✳ñ✳
ãðóïè✳ Ïîäàíî çì✐ñòîâí✐ êîíòðïðèêëàäè✱ â ÿêèõ åðãîäè÷í✐ ä✐➝ ãðóï ❐✐ ìàþòü íå✲
ñïðÿæåí✐ àáî íå✐çîìîðôí✐ ñòàá✐ë✐çàòîðè✳ ➶àðòî çâåðíóòè óâàãó íà äîñ✐ â✐äêðèò✐
ïèòàííÿ ïðî ñïðÿæåí✐ñòü ÷è ✐çîìîðô✐çì ñòàá✐ë✐çàòîð✐â åðãîäè÷íèõ ãðóïîâèõ ä✐é
çà á✐ëüø çàãàëüíèõ ïðèïóùåíü✱ íàñàìïåðåä äëÿ ä✐é ç÷èñëåííèõ ãðóï ç íåñê✐í✲
÷åííèìè ñòàá✐ë✐çàòîðàìè✳

Ðîáîòà ì✐ñòèòü ðåçóëüòàòè ç åíòðîï✐éíî➝ òåîð✐➝ àìåíàáåëüíèõ ãðóï ïåðåòâî✲
ðåíü✳ ✃ëàñè÷í✐ ðåçóëüòàòè ç åíòðîï✐éíî➝ òåîð✐➝ àâòîìîðô✐çì✐â ïðîñòîðó ç ì✐ðîþ
ïåðåíåñåíî íà ñê✐í÷åííî✲ãåíåðîâàí✐ í✐ëüïîòåíòí✐ ãðóïè áåç êðó÷åíü✳ ➘îâåäåíî
ôîðìóëó Ï✐íñêåðà äëÿ ñåðåäíüî➝ åíòðîï✐➝ ïåðåòèíó ðîçáèòò✐â✱ ïîäàíî îïèñ àë✲
ãåáð Ï✐íñêåðà äëÿ ä✐é ñê✐í÷åííî✲ãåíåðîâàíèõ í✐ëüïîòåíòíèõ ãðóï✳ Ðîçãëÿíóòî
ðîçáèòòÿ ç ð✐çíîìàí✐òíèìè âëàñòèâîñòÿìè ✐íâàð✐àíòíîñò✐✿ ✐íâàð✐àíòí✐✱ ñèëüíî
✐íâàð✐àíòí✐✱ òîòàëüíî ✐íâàð✐àíòí✐✱ âè÷åðïí✐✱ äîñêîíàë✐✳ Ó òåðì✐íàõ òàêèõ ðîç✲
áèòò✐â ïîäàíî îïèñ ❑✲ñèñòåì ÿê òàêèõ✱ ùî ìàþòü ö✐ëêîì ïîçèòèâíó åíòðîï✐þ✱ à
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òàêîæ äîâåäåíî✱ ùî äèíàì✐÷íà ñèñòåìà ç äîäàòíîþ åíòðîï✐➵þ ìà➵ ç÷èñëåííèé
ëåáåã✐âñüêèé ñïåêòð â îðòîãîíàëüíîìó äîäàòêó äî L2✲ïðîñòîðó íàä àëãåáðîþ
Ï✐íñêåðà✳ ✃ð✐ì òîãî✱ äîñë✐äæåíî ñï✐ââ✐äíîøåííÿ âëàñòèâîñòåé áåðíóëë✐➵âîñò✐
òà ö✐ëêîì ïîçèòèâíî➝ åíòðîï✐➝ äëÿ ä✐é ç÷èñëåííèõ àìåíàáåëüíèõ ãðóï✳

➘îáðå â✐äîìî✱ ùî áåðíóëë✐➝âñüê✐ ä✐➝ ìàþòü ö✐ëêîì ïîçèòèâíó åíòðîï✐þ
✭ö✳ï✳å✳✮✱ ✐ ïðè öüîìó ✐ñíóþòü íåáåðíóë✐➝âñüê✐ ïåðåòâîðåííÿ ç ö✐ëêîì ïîçèòèâíîþ
åíòðîï✐➵þ✳ ➶èÿâëåíî✱ ùî âàæëèâèì çàñîáîì ïîáóäîâè ãðóïîâèõ ä✐é ✐ç çàçíà÷åíè✲
ìè âèùå âëàñòèâîñòÿìè ➵ òàê çâàí✐ êî✐íäóêîâàí✐ ä✐➝✳ Ïðîöåäóðà êî✐íäóêóâàííÿ
äîçâîëÿ➵ áóäóâàòè ä✐þ ãðóïè çà ä✐➵þ ➝➝ ï✐äãðóïè ✭ç✐ ñê✐í÷åííîþ ✐íâàð✐àíòíîþ
ì✐ðîþ✮✱ ✐ ïðè öüîìó✱ ÿê âñòàíîâëåíî ó ðîáîò✐✱ çáåð✐ãàþòüñÿ âëàñòèâîñò✐ áåðíóë✲
ë✐➵âîñò✐ òà ö✳ï✳å✳ ➬ îãëÿäó íà íàçâàíèé âèùå êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò ùîäî ãðóïè
Z✱ ó ðîáîò✐ äîâåäåíî✱ ùî ç÷èñëåííà àìåíàáåëüíà ãðóïà✱ ÿêà ì✐ñòèòü åëåìåíò
íåñê✐í÷åííîãî ïîðÿäêó✱ ìà➵ íåáåðíóëë✐➝âñüêó ä✐þ ç ö✳ï✳å✳ ➬àëèøà➵òüñÿ íåâèð✐✲
øåíèì ïèòàííÿ ïðî ✐ñíóâàííÿ íåáåðíóëë✐➝âñüêèõ ä✐é ç ö✳ï✳å✳ äëÿ ç÷èñëåííèõ
ãðóï✱ âñ✐ åëåìåíòè ÿêèõ ìàþòü ñê✐í÷åíí✐ ïîðÿäêè✳ ➱ìîâ✐ðíî✱ äëÿ öüîãî òàêîæ
ìîæëèâå çàñòîñóâàííÿ êî✐íäóêö✐➝✳

➶èð✐øåíî äåÿê✐ ïðîáëåìè ç òåîð✐➝ çîáðàæåíü êâàíòîâèõ àëãåáð✳ Ðîçãëÿíóòî
àëãåáðè ➹åêêå ó êâàíòîâîìó âèïàäêó✳ Öå äîçâîëèëî ïîáóäóâàòè êâàíòîâèé àíà✲
ëîã ôóíêòîðà ➪åðíøòåéíà✱ ùî ➵ êðîêîì íà øëÿõó äî êîãîìîëîã✐÷íî➝ ✐íäóêö✐➝ ó
êîíòåêñò✐ êâàíòîâèõ ãðóï✳

➶èâ÷åíî âëàñòèâîñò✐ äèôåðåíö✐àëüíèõ ÷èñëåíü íà ïîë✐íîì✐àëüíèõ àëãåáðàõ
íàä êâàíòîâèìè ïåðåäîäíîð✐äíèìè âåêòîðíèìè ïðîñòîðàìè êîìóòàòèâíîãî ïà✲
ðàáîë✐÷íîãî òèïó✳ ➶ öüîìó êîíòåêñò✐ âñòàíîâëåíî äóàëüí✐ñòü êîìïëåêñà äå Ðàìà
ãîëîìîðôíèõ ôîðì ç ïîë✐íîì✐àëüíèìè êîåô✐ö✐➵íòàìè ✐ óçàãàëüíåíîãî êîìïëå✲
êñó ➪åðíøòåéíà✲➹åëüôàíäà✲➹åëüôàíäà äëÿ òðèâ✐àëüíîãî Uqg✲ìîäóëÿ✳

➶èêëàäåíî îñíîâè òåîð✐➝ ôóíêö✐é íà êâàíòîâèõ àíàëîãàõ êîìïëåêñíèõ ã✐ïåð✲
áîë✐÷íèõ ïðîñòîð✐â ✐ â✐äïîâ✐äíèõ ✐çîòðîïíèõ êîíóñ✐â✳ ➬àïðîâàäæóþòüñÿ àëãåáðè
ô✐í✐òíèõ ôóíêö✐é✳ ➘ëÿ íèõ ïîáóäîâàíî òî÷í✐ çîáðàæåííÿ òà ✐íòåãðàëè❀ äëÿ öèõ
îñòàíí✐õ äîâåäåíî ✐íâàð✐àíòí✐ñòü ùîäî ä✐➝ êâàíòîâî➝ óí✐âåðñàëüíî➝ îãîðòóþ÷î➝
àëãåáðè Uqsun,m✳ Ïîáóäîâàíî êâàíòîâèé àíàëîã îñíîâíî➝ óí✐òàðíî➝ ñåð✐➝ Uqsun,m✲
ìîäóë✐â✱ ïîâ✬ÿçàíèõ ç êâàíòîâèì àíàëîãîì êîíóñà✳ ➘ëÿ öèõ ìîäóë✐â âñòàíîâëåíî
íåîáõ✐äí✐ óìîâè åêâ✐âàëåíòíîñò✐✳

Ùå îäèí ðåçóëüòàò ïîâ✬ÿçàíèé ç îäåðæàííÿì êâàíòîâèõ àíàëîã✐â äëÿ ✐íòå✲
ãðàëà Ïóàññîíà ✐ ð✐âíÿíü Õóà✳ ➶èâåäåíî ð✐âíÿííÿ Õóà ó êâàíòîâîìó âèïàä✲
êó✳ ➘îâåäåíî✱ ùî ö✐ ð✐âíÿííÿ ➵ íåîáõ✐äíîþ óìîâîþ ïðèíàëåæíîñò✐ ôóíêö✐➝ äî
îáðàçó êâàíòîâîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà✳ ➘îñ✐ íåâ✐äîìî✱ ÷è ➵ öÿ óìîâà òàêîæ ✐
äîñòàòíüîþ✱ ùî ìîæå ñòàòè ïðåäìåòîì ïîäàëüøîãî äîñë✐äæåííÿ✳

Ïîáóäîâàíî íîâ✐ á✐àëãåáðè íà îñíîâ✐ Uq(sl2)✱ ùî ì✐ñòÿòü ✐äåìïîòåíòè ✐ ✐í✲
ø✐ ä✐ëüíèêè íóëÿ✳ Ó äåÿêèõ îêðåìèõ âèïàäêàõ íàâåäåíî ÿâí✐ ôîðìóëè äëÿ ❘✲
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ìàòðèöü✳ ➶èçíà÷åíî ìàéæå✲❘✲ìàòðèö✐✱ ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâ✐ ðåãóëÿðíîñò✐
ôîí ❮åéìàíà✳ Ó ïîä✐áíèé ñïîñ✐á ìîæíà ðîçãëÿíóòè àíàëîãè Uq(sln)✱ óñòàòêîâà✲
í✐ â✐äïîâ✐äíèìè á✐ëüø ðîçãàëóæåíèìè ñ✐ìåéñòâàìè ✐äåìïîòåíò✐â✳ ➶àðòî òàêîæ
äîñë✐äèòè ñóïåðñèìåòðè÷í✐ âåðñ✐➝ ïîäàíèõ ñòðóêòóð✳ Öåé ï✐äõ✐ä ìà➵ ñïðèÿòè
ïîäàëüøèì äîñë✐äæåííÿì á✐àëãåáð✱ ÿê✐ ðîçïàäàþòüñÿ ó ïðÿì✐ ñóìè✱ ùî ➵ íîâèì
øëÿõîì óçàãàëüíåííÿ ñòàíäàðòíèõ àëãåáð ➘ð✐íôåëüäà✲➘æ✐ìáî✳

Ïðîâåäåíî äîñë✐äæåííÿ✱ ÿêå âïåðøå ñòàâèòü ïèòàííÿ ïðî ➵äèí✐ñòü ñòðóêòó✲
ðè Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè íà êâàíòîâ✐é ïëîùèí✐✱ ùî ðàí✐øå ðîçãëÿäàëàñÿ
ó ë✐òåðàòóð✐✳ Ïîäàíî ïîâíèé ïåðåë✐ê òàêèõ ñòðóêòóð íà êâàíòîâ✐é ïëîùèí✐✱ ç
ÿêîãî âèïëèâà➵ ✐ñíóâàííÿ íåç÷èñëåííî➝ ê✐ëüêîñò✐ êëàñ✐â ✐çîìîðô✐çìó ñòðóêòóð
Uq(sl2)✲ìîäóëüíî➝ àëãåáðè íà êâàíòîâ✐é ïëîùèí✐✳ ➘ëÿ â✐äïîâ✐äíèõ çîáðàæåíü
Uq(sl2) ó âåêòîðíîìó ïðîñòîð✐ îá÷èñëåíî êîìïîçèö✐éí✐ ðÿäè✳ Ðîçãëÿíóòî òàêîæ
ðîçøèðåííÿ ❐îðàíà êâàíòîâî➝ ïëîùèíè✳ Ïîäàíî ïîâíèé ïåðåë✐ê ñèìåòð✐é ç✐
ñòðóêòóðîþ✱ ïðèíöèïîâî â✐äì✐ííîþ â✐ä òàêèõ äëÿ ñòàíäàðòíî➝ êâàíòîâî➝ ïëî✲
ùèíè✳ ➶èÿâèëîñÿ✱ ùî ðîçøèðåííÿ ❐îðàíà ➵ íàáàãàòî á✐ëüø ñèìåòðè÷íèì îá✬➵✲
êòîì✱ í✐æ ñòàíäàðòíà êâàíòîâà ïëîùèíà ✭òîáòî â✐äïîâ✐äíà àëãåáðà çâè÷àéíèõ
ïîë✐íîì✐â✮✳ Ïðè öüîìó ìîâà éäå ëèøå ïðî òàê çâàí✐ ñèìåòð✐➝ çàãàëüíîãî ïîëîæå✲
ííÿ✱ îïèñàí✐ â ðîçä✐ë✐✳ Òîìó çàâäàííÿì äëÿ ïîäàëüøîãî äîñë✐äæåííÿ ➵ ïîäàííÿ
ïîâíîãî ïåðåë✐êó ñèìåòð✐é ðîçøèðåííÿ ❐îðàíà êâàíòîâî➝ ïëîùèíè✳ ➬âè÷àéíî✱
âàðòî ðîçãëÿíóòè êâàíòîâ✐ ãðóïè ñèìåòð✐é äëÿ ✐íøèõ êâàíòîâèõ àëãåáð✱ çîêðå✲
ìà äëÿ êâàíòîâîãî êîëà òà éîãî ðîçøèðåíü✳
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❬✻❪ ❉✉♣❧✐❥ ❙✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ Uq(sl2)✲♠♦❞✉❧❡ ❛❧❣❡❜r❛ str✉❝t✉r❡s ♦♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
♣❧❛♥❡ ✴ ❉✉♣❧✐❥ ❙✳✱ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ✴✴ ▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ❆♥❛❧✳✱ ❛♥❞ ●❡♦♠✳ ✕ ✷✵✶✵✳
✕ ❱♦❧✳ ✻✳ ✕ ◆♦ ✹✳ ✕ P✳ ✹✵✻✕✹✸✵✳

❬✼❪ ➹åôòåð Ñ✳ ❐✳Ôóíäàìåíòàëüíà ãðóïà äëÿ åðãîäè÷íèõ ä✐é íàï✐âïðîñòèõ ãðóï
❐✐ òà ➝õ ðåø✐òîê ✴ Ñ✳ ❐✳ ➹åôòåð✱ ➶✳ ß✳ ➹îëîäåöü✱ Ñ✳ ➘✳ Ñèíåëüùèêîâ ✴✴ ➘îï✳
➚❮ ÓÐÑÐ✳ Ñåð✳ ➚✳ ✕ ✶✾✽✼✳ ✕ ◆♦ ✽✳ ✕ Ñ✳ ✻✕✽✳

❬✽❪ ●♦❧♦❞❡ts ❱✳ ❖r❜✐t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣s❡✉❞♦✲❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t
P♦❧✐s❤ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦❝②❝❧❡s ✴ ❱✳ ●♦❧♦❞❡ts✱ ❱✳ ❑✉❧❛❣✐♥✱ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈
✴✴ ▲♦♥❞♦♥ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳❀ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ❙❡r✳✱ ✷✵✵✵✳ ✕ ❱♦❧✳ ✷✼✼ ✭❉❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❙❡t
❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s✮✳ ✕ P✳ ✷✶✶✕✷✷✾✳

❬✾❪ ➹îëîäåöü ➶✳ ß✳ Ñòðóêòóðà àâòîìîðô✐çì✐â âèì✐ðíèõ ãðóïî➝ä✐â òà ïîð✐âíÿííÿ
òðàíçèòíèõ êîöèêë✐â ✴ ➶✳ ß✳ ➹îëîäåöü✱ Ñ✳ ➘✳ Ñèíåëüùèêîâ ✴✴ ➘îïîâ✐ä✐ ➚❮
Óêðà➝íñüêî➝ ÐÑÐ✳ ✕ ✶✾✽✼✳ ✕ ◆♦ ✺✳ ✕ Ñ✳ ✸✕✺✳

❬✶✵❪ ●♦❧♦❞❡ts ❱✳ ❘❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❣r♦✉♣♦✐❞s ♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✴ ❱✳ ●♦❧♦❞❡ts✱ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ✴✴ P❛❝✐✜❝ ❏✳ ▼❛t❤✳ ✕
✶✾✽✾✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✸✼✳ ✕ P✳ ✶✹✺✕✶✺✹✳

❬✶✶❪ ➹îëîäåö ➶✳ ß✳ ➚ìåíàáåëüíûå ýðãîäè÷åñêèå äåéñòâèÿ ãðóïï è îáðàçû êîöè✲
êëîâ ✴ ➶✳ ß✳ ➹îëîäåö✱ Ñ✳ ➘✳ Ñèíåëüùèêîâ ✴✴ ➘îêëàäû ➚❮ ÑÑÑÐ✳ ✕ ✶✾✾✵✳ ✕
Ò✳ ✸✶✷✳ ✕ ◆♦ ✻✳ ✕ Ñ✳ ✶✷✾✻✕✶✷✾✾✳

❬✶✷❪ ●♦❧♦❞❡ts ❱✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦❝②❝❧❡s ♦❢ ❛♠❡♥❛❜❧❡ ❡r❣♦❞✐❝ ❡q✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✴ ❱✳ ●♦❧♦❞❡ts✱ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ✴✴ ❏✳ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳ ✕ ✶✾✾✹✳ ✕
❱♦❧✳ ✶✷✶✳ ✕ ◆♦ ✷✳ ✕ P✳ ✹✺✺✕✹✽✺✳

❬✶✸❪ ●♦❧♦❞❡ts ❱✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❛♥❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r st❛❜✐❧✐③❡rs ♦❢ ▲✐❡
❣r♦✉♣ ❛❝t✐♦♥s ✴ ❱✳ ●♦❧♦❞❡ts✱ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ✴✴ ❊r❣♦❞✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉②♥✳ ❙②st✳
✕ ✶✾✾✾✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✾✳ ✕ P✳ ✸✾✶✕✹✶✶✳

❬✶✹❪ ●♦❧♦❞❡ts ❱✳ ❈♦♠♣❧❡t❡ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ♥♦♥✲❇❡r♥♦✉❧❧✐❝✐t② ❢♦r
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣s ✴ ●♦❧♦❞❡ts ❱✳✱ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ✴✴ ❈♦❧❧♦q✳ ▼❛t❤✳ ✕ ✷✵✵✵✳
✕ ❱♦❧✳ ✽✹✴✽✺✳ ✕ P✳ ✹✷✶✕✹✷✾✳

❬✶✺❪ ●♦❧♦❞❡ts ❱✳ ❖♥ t❤❡ ❡♥tr♦♣② t❤❡♦r② ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥✐❧♣♦t❡♥t ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♦♥s
✴ ●♦❧♦❞❡ts ❱✳✱ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ✴✴ ❊r❣♦❞✳ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉②♥✳ ❙②st✳ ✕ ✷✵✵✷✳ ✕
❱♦❧✳ ✷✷✳ ✕ P✳ ✶✼✹✼✕✶✼✼✶✳

❬✶✻❪ ▲❡♠❛✁♥❝③②❦ ▼✳ ❯♥❜♦✉♥❞❡❞ ❣❛♣s ❢♦r ❝♦❝②❝❧❡s ❛♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡✐r
▼❛❝❦❡② ❛❝t✐♦♥s ✴ ▼✳ ▲❡♠❛✁♥❝③②❦✱ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ✴✴ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳
✕ ✶✾✾✽✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✷✻✳ ✕ P✳ ✽✶✺✕✽✶✽✳

❬✶✼❪ ❙❤❦❧②❛r♦✈ ❉✳ ❍✐❞❞❡♥ s②♠♠❡tr② ♦❢ s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛s ♦❢ q✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✴
❉✳ ❙❤❦❧②❛r♦✈✱ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈✱ ▲✳ ❱❛❦s♠❛♥ ✴✴ ◆♦♥❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❙tr✉❝t✉r❡s
✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s ❬❊❞✳ ❜② ❙✳ ❉✉♣❧✐❥✱ ❏✳ ❲❡ss❪✳ ✕ ❉♦r❞r❡❝❤t✱ ❇♦st♦♥✱
▲♦♥❞♦♥✿ ❑❧✉✇❡r✱ ✷✵✵✶✳ ✕ ❱♦❧✳ ✷✷ ♦❢ ◆❆❚❖ ❙❝✐❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✳ ✕ P✳ ✸✵✾✕✸✷✵✳
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❬✶✽❪ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ❆ ◗✉❛♥t✉♠ ❆♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❋✉♥❝t♦r ✴ ❙✳ ❙✐✲
♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈✱ ❆✳ ❙t♦❧✐♥✱ ▲✳ ❱❛❦s♠❛♥ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲✐❡ ❚❤❡♦r②✳ ✕ ✷✵✵✼✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✼✳
✕ ◆♦ ✶✳ ✕ P✳ ✼✸✕✽✾✳

❬✶✾❪ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧✐ ♦♥ s♦♠❡ q✉❛♥t✉♠ ♣r❡❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✈❡❝t♦r
s♣❛❝❡s ✴ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈✱ ❆✳ ❙t♦❧✐♥✱ ▲✳ ❱❛❦s♠❛♥ ✴✴ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
P❤②s✐❝s✳ ✕ ✷✵✵✼✳ ✕ ❱♦❧✳ ✹✽✳ ✕ ■ss✉❡ ✼✳ ✕ P✳ ✵✼✸✺✶✹✲✵✼✸✺✶✹✲✷✼✳

❬✷✵❪ Ñèíåëüùèêîâ Ñ✳ ➘✳ Ñèìåòð✐➝ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ äëÿ ðîçøèðåííÿ ❐î✲
ðàíà êâàíòîâî➝ ïëîùèíè ✴ Ñ✳ ➘✳ Ñèíåëüùèêîâ ✴✴ ➘îïîâ✐ä✐ ❮➚❮ Óêðà➝íè✳
✕ ✷✵✶✹✳ ✕ ◆♦ ✶✶✳ ✕ Ñ✳ ✷✷✕✷✺✳

❬✷✶❪ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳●❡♥❡r✐❝ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❧❛♥❡
✴ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ✴✴ ▼❛t❤✳ P❤②s✳✱ ❆♥❛❧✳✱ ❛♥❞ ●❡♦♠✳ ✕ ✷✵✶✺✳ ✕ ❱♦❧✳ ✶✶✳ ✕ ◆♦
✹✳ ✕ P✳ ✸✸✸✕✸✺✽✳

❬✷✷❪ ➹åôòåð Ñ✳ ❐✳ Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ äåéñòâèé ïîëó✲
ïðîñòûõ ãðóïï ❐è è èõ ðåøåòîê ✴ Ñ✳ ❐✳ ➹åôòåð✱ ➶✳ ß✳ ➹îëîäåö✱ Ñ✳ ➘✳ Ñè✲
íåëüùèêîâ ✴✴ ❳■■ Øêîëà ïî òåîðèè îïåðàòîðîâ â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî✲
ñòðàíñòâàõ✿ òåçèñû äîêëàäîâ ❬Òàìáîâ✱ ✶✹✕✷✵ ñåíò✳ ✶✾✽✼❪✳ ✕ Òàìáîâ✱ ✶✾✽✼✳ ✕
Ñ✳ ✹✼✳

❬✷✸❪ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ❖♥ ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❛♥❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r st❛❜✐❧✐t② ❣r♦✉♣s
♦❢ ▲✐❡ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♦♥s ✴ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ✴✴ ❊r❣♦❞✐❝ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝❛❧
❙②st❡♠s✿ ❆❜str❛❝ts ❬❇❛♥❛❝❤ ❈❡♥t❡r✱ ❏✉♥❡ ✺ ✕ ❏✉❧② ✽❪✱ ❲❛rs❛✇✱ ✶✾✾✺✳ ✕ P✳ ✶✽✹✳

❬✷✹❪ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ●❡♥❡r✐❝ s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠
♣❧❛♥❡ ✴ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ✴✴ ❆▼P❍ ✷✵✶✹✳ ■■ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✑❆♥❛❧②s✐s
❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✑✿ ❇♦♦❦ ♦❢ ❆❜str❛❝ts✳ ✕ ❑❤❛r❦✐✈✱ ✷✵✶✹✳ ✕ P✳ ✷✺✳

❬✷✺❪ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ♦♥ t❤❡ ▲❛✉r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
q✉❛♥t✉♠ ♣❧❛♥❡ ✴ ❙✳ ❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ✴✴ ❆▼P❍ ✷✵✶✺✳ ■■■ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
✑❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✑✿ ❇♦♦❦ ♦❢ ❆❜str❛❝ts✳ ✕ ❑❤❛r❦✐✈✱ ✷✵✶✺✳ ✕ P✳
✶✹✳

➚❮❰Ò➚Ö■ß
Ñèíåëüùèêîâ Ñ✳ ➘✳ ➘✐➝ íåêîìóòàòèâíèõ ãðóï ✐ êâàíòîâèõ àëãåáð

íà òî÷êîâèõ ïðîñòîðàõ òà ➝õ q✲àíàëîãàõ✳ ✕ Ðóêîïèñ✳
➘èñåðòàö✐ÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ô✐çèêî✲ìàòåìàòè÷íèõ íà✲

óê çà ñïåö✐àëüí✐ñòþ ✵✶✳✵✶✳✵✶ ✕ ìàòåìàòè÷íèé àíàë✐ç✳ Ô✐çèêî✲òåõí✐÷íèé ✐íñòèòóò
íèçüêèõ òåìïåðàòóð ✐ì✳ ➪✳ ■✳ ➶➵ðê✐íà ❮➚❮ Óêðà➝íè✱ Õàðê✐â✱ ✷✵✶✻✳

Ó ðîáîò✐ îäåðæàíî îñòàòî÷í✐ ðåçóëüòàòè ç êëàñèô✐êàö✐➝ òðàíçèòíèõ òà ðå✲
êóðåíòíèõ êîöèêë✐â àìåíàáåëüíèõ äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì❀ çàñòîñîâàíî ðåçóëüòàòè
ç✐ ñëàáî➝ åêâ✐âàëåíòíîñò✐ êîöèêë✐â äî âèâ÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ãðóï äèíà✲
ì✐÷íèõ ñèñòåì òà âëàñòèâîñòåé ä✐éñíîçíà÷íèõ êîöèêë✐â ç íåîáìåæåíèìè ëàêó✲
íàìè❀ ç✬ÿñîâàíî ìîæëèâ✐ñòü ðåãóëÿðèçàö✐➝ ä✐é ãðóï òà ãðóïî➝ä✐â íà âèì✐ðíèõ
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â✐äíîøåííÿõ åêâ✐âàëåíòíîñò✐❀ äëÿ â✐äîìèõ ðåçóëüòàò✐â ç✐ ñëàáî➝ åêâ✐âàëåíòíî✲
ñò✐ êîöèêë✐â ç ù✐ëüíèìè îáðàçàìè òà çîâí✐øíüî➝ ñïðÿæåíîñò✐ ï✐äãðóï íîðìà✲
ë✐çàòîðà ïîâíî➝ ãðóïè ó âèì✐ðí✐é åðãîäè÷í✐é òåîð✐➝ âñòàíîâëåíî àíàëîãè äëÿ
ãðóï ïñåâäî✲ãîìåîìîðô✐çì✐â äîñêîíàëîãî ïîëüñüêîãî ïðîñòîðó❀ ç✬ÿñîâàíî äîñòà✲
òí✐ óìîâè ñïðÿæåíîñò✐ òà ✐çîìîðô✐çìó ñòàá✐ë✐çàòîð✐â ãðóïîâèõ ä✐é❀ ïîáóäîâàíî
åíòðîï✐éíó òåîð✐þ äëÿ ä✐é ñê✐í÷åííî ãåíåðîâàíèõ í✐ëüïîòåíòíèõ ãðóï❀ âñòàíîâ✲
ëåíî ✐ñíóâàííÿ íåáåðíóëë✐➝âñüêèõ ä✐é ç ö✐ëêîì ïîçèòèâíîþ åíòðîï✐➵þ❀ ïîáóäîâà✲
íî êâàíòîâèé àíàëîã ôóíêòîðà ➪åðíøòåéíà❀ âñòàíîâëåíî äóàëüí✐ñòü êîìïëåêñà
äå Ðàìà äëÿ êâàíòîâèõ ïåðåäîäíîð✐äíèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîð✐â êîìóòàòèâíîãî
ïàðàáîë✐÷íîãî òèïó ✐ óçàãàëüíåíî➝ ➪➹➹✲ðåçîëüâåíòè❀ ïîáóäîâàíî òåîð✐þ ôóí✲
êö✐é íà q✲àíàëîç✐ êîìïëåêñíîãî ã✐ïåðáîë✐÷íîãî ïðîñòîðó❀ ïîáóäîâàíî êâàíòîâèé
àíàëîã ✐íòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà òà ð✐âíÿíü Õóà❀ ïîáóäîâàíî êâàíòîâ✐
àëãåáðè ç ✐äåìïîòåíòàìè❀ ïîäàíî ïîâíèé ïåðåë✐ê ñèìåòð✐é êâàíòîâî➝ ïëîùèíè✱ à
òàêîæ ñèìåòð✐é çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ äëÿ ðîçøèðåííÿ ❐îðàíà êâàíòîâî➝ ïëî✲
ùèíè✳

✃ëþ÷îâ✐ ñëîâà✿ êîöèêëè äèíàì✐÷íèõ ñèñòåì✱ ïîëÿ ñòàá✐ë✐çàòîð✐â✱ àëãåáðè
Ï✐íñêåðà✱ êî✐íäóêö✐ÿ✱ êâàíòîâ✐ äèôåðåíö✐àëüí✐ ÷èñëåííÿ✱ îïåðàòîð Ïóàññîíà✱
ð✐âíÿííÿ Õóà✱ ✐äåìïîòåíòè êâàíòîâèõ àëãåáð✱ êâàíòîâà ïëîùèíà ✐ ➝➝ ñèìåòð✐➝✳

➚❮❮❰Ò➚Ö➮ß
Ñèíåëüùèêîâ Ñ✳ ➘✳ ➘åéñòâèÿ íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï è êâàíòî✲

âûõ àëãåáð íà òî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ è èõ q✲àíàëîãàõ✳ ✕ Ðóêîïèñü✳
➘èññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî✲ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè ✵✶✳✵✶✳✵✶ ✕ ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç✳ Ôèçèêî✲òåõíè÷åñêèé
èíñòèòóò íèçêèõ òåìïåðàòóð èì✳ ➪✳ ➮✳ ➶åðêèíà ❮➚❮ Óêðàèíû✱ Õàðüêîâ✱ ✷✵✶✻✳

➶ ðàáîòå ïîëó÷åíû îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïî êëàññèôèêàöèè òðàíçè✲
òíûõ è ðåêêóðåíòíûõ êîöèêëîâ àìåíàáåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì❀ íàéäå✲
íî ïðèëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ î ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîöèêëîâ ê èçó÷åíèþ
ôóíäàìåíòàëüíûõ ãðóïï äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ñâîéñòâ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
êîöèêëîâ ñ íåîãðàíè÷åííûìè ëàêóíàìè❀ óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü ðåãóëÿðèçà✲
öèè äåéñòâèé ãðóïï è ãðóïïîèäîâ íà èçìåðèìûõ îòíîøåíèÿõ ýêâèâàëåíòíîñòè❀
äëÿ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ñëàáîé ýêâèâàëåíòíîñòè êîöèêëîâ ñ ïëîòíûìè
îáðàçàìè è âíåøíåé ñîïðÿæåííîñòè ïîäãðóïï íîðìàëèçàòîðà ïîëíîé ãðóï✲
ïû â èçìåðèìîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè óñòàíîâëåíû àíàëîãè äëÿ ãðóïï ïñåâäî✲
ãîìåîìîðôèçìîâ ñîâåðøåííîãî ïîëüñêîãî ïðîñòðàíñòâà❀ óñòàíîâëåíû äîñòàòî✲
÷íûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåííîñòè è èçîìîðôèçìà ñòàáèëèçàòîðîâ ãðóïïîâûõ äåé✲
ñòâèé❀ ïîñòðîåíà ýíòðîïèéíàÿ òåîðèÿ äëÿ äåéñòâèé êîíå÷íîïîðîæäåííûõ íèëü✲
ïîòåíòíûõ ãðóïï❀ óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå íåáåðíóëëèåâñêèõ äåéñòâèé ñ
âïîëíå ïîëîæèòåëüíîé ýíòðîïèåé❀ ïîñòðîåí êâàíòîâûé àíàëîã ôóíêòîðà ➪åðí✲
øòåéíà❀ óñòàíîâëåíà äâîéñòâåííîñòü êîìïëåêñà äå Ðàìà äëÿ êâàíòîâûõ ïðå✲
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äîäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ êîììóòàòèâíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è
îáîáùåííîé ➪➹➹✲ðåçîëüâåíòû❀ ïîñòðîåíà òåîðèÿ ôóíêöèé íà q✲àíàëîãå êîìïëå✲
êñíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà❀ ïîñòðîåí êâàíòîâûé àíàëîã èíòåãðàëü✲
íîãî îïåðàòîðà Ïóàññîíà è óðàâíåíèé Õóà❀ ïîñòðîåíû êâàíòîâûå àëãåáðû ç
èäåìïîòåíòàìè❀ ïðåäñòàâëåí ïîëíûé ñïèñîê ñèììåòðèé êâàíòîâîé ïëîñêîñòè✱ à
òàêæå ñèììåòðèé îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ðàñøèðåíèÿ ❐îðàíà êâàíòîâîé ïëî✲
ñêîñòè✳

✃ëþ÷åâûå ñëîâà✿ êîöèêëû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì✱ ïîëÿ ñòàáèëèçàòîðîâ✱ àë✲
ãåáðû Ïèíñêåðà✱ êîèíäóêöèÿ✱ êâàíòîâûå äèôôåðåíöèàëüíûå èñ÷èñëåíèÿ✱ îïå✲
ðàòîð Ïóàññîíà✱ óðàâíåíèÿ Õóà✱ èäåìïîòåíòû êâàíòîâûõ àëãåáð✱ êâàíòîâàÿ
ïëîñêîñòü è åå ñèììåòðèè✳

❆❇❙❚❘❆❈❚
❙✐♥❡❧✬s❤❝❤✐❦♦✈ ❙✳ ❉✳ ❆❝t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠

❛❧❣❡❜r❛s ♦♥ ♣♦✐♥t s♣❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡✐r q✲❛♥❛❧♦❣s✳ ✕ ▼❛♥✉s❝r✐♣t✳
❚❤❡ ❞♦❝t♦r❛❧ t❤❡s✐s ✭✐♥ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✵✶✳✵✶✳✵✶ ✕

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✮✳ ❇✳ ■✳ ❱❡r❦✐♥ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ▲♦✇ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ P❤②s✐❝s ❛♥❞
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦❢ ❯❦r❛✐♥❡✱ ❑❤❛r❦✐✈✱ ✷✵✶✻✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥s ✜♥❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t ❛♥❞ r❡❝✉rr❡♥t ❝♦❝②❝❧❡s
♦❢ ❛♠❡♥❛❜❧❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s❀ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ✇❡❛❦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❝②❝❧❡s ❛r❡
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞②✐♥❣ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ r❡❛❧✲
✈❛❧✉❡❞ ❝♦❝②❝❧❡s ✇✐t❤ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❣❛♣s❀ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞
❢♦r ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❣r♦✉♣♦✐❞s ♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥s❀ t❤❡ ❦♥♦✇♥
r❡s✉❧ts ♦♥ ✇❡❛❦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❝②❝❧❡s ✇✐t❤ ❞❡♥s❡ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❢♦r
s✉❜❣r♦✉♣s ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡r ♦❢ ❢✉❧❧ ❣r♦✉♣ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡♦r❡t✐❝ ❡r❣♦❞✐❝ t❤❡♦r② ❛r❡
s✉♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts ❢♦r ♣s❡✉❞♦✲❤♦♠❡♦♠♦r♣❤✐s♠ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t P♦❧✐s❤
s♣❛❝❡❀ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r ❝♦♥❥✉❣❛❝② ❛♥❞ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ♦❢ st❛❜✐✲
❧✐t② ❣r♦✉♣s ♦❢ ❡r❣♦❞✐❝ ❣r♦✉♣ ❛❝t✐♦♥s❀ ❡♥tr♦♣✐❝ t❤❡♦r② ❢♦r ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞
♥✐❧♣♦t❡♥t ❣r♦✉♣s ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞❀ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
♣♦s✐t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞❀ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥st❡✐♥ ❢✉♥❝t♦r ✐s
♣r♦❞✉❝❡❞❀ t❤❡ ❞✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡ ❘❤❛♠ ❝♦♠♣❧❡① ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ♣r❡❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s
✈❡❝t♦r s♣❛❝❡s ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❇●●✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞❀ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ♦♥ ❛ q✲❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s♣❛❝❡ ✐s
♣r♦❞✉❝❡❞❀ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❢ t❤❡ P♦✐ss♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❍✉❛ ❡q✉❛t✐✲
♦♥s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞❀ q✉❛♥t✉♠ ❛❧❣❡❜r❛s ✇✐t❤ ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞❀ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❧✐st ♦❢ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❧❛♥❡ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❧✐st ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ s②♠♠❡tr✐✲
❡s ❢♦r t❤❡ ▲❛✉r❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♣❧❛♥❡✳

❑❡② ✇♦r❞s✿ ❝♦❝②❝❧❡s ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ✜❡❧❞s ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❣r♦✉♣s✱ P✐♥s❦❡r
❛❧❣❡❜r❛s✱ ❝♦✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ q✉❛♥t✉♠ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛❧❝✉❧✐✱ P♦✐ss♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❍✉❛ ❡q✉❛t✐✲
♦♥s✱ ✐❞❡♠♣♦t❡♥ts ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❛❧❣❡❜r❛s✱ q✉❛♥t✉♠ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ✐ts s②♠♠❡tr✐❡s✳
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