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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. З часiв знаменитого вiдкриття К. Гарднера, Дж. Грiна,
М. Крускала, Р. Мiури (1967), якi запропонували новий метод розв’язання
рiвняння Кортевега – де Фрiза (КдФ), в сучасних дослiдженнях з нелiнiй-
них еволюцiйних рiвнянь велика увага придiляється двом взаємопов’язаним
аспектам. Перший – метод оберненої задачi розсiювання (МОЗР), в основi
якого лежить зображення Лакса для цiлком iнтегровних нелiнiйних еволюцiйних
рiвнянь та вiдповiдний обернений спектральний аналiз лiнiйних операторiв.
Завдяки МОЗР вдалося не тiльки побудувати важливi класи точних розв’язкiв
цих рiвнянь (солiтоннi, скiнченнозоннi, рацiональнi), але й довести теореми
iснування розв’язкiв задачi Кошi для рiзних класiв початкових умов. Сучасною
модернiзацiєю цього методу є нелiнiйний метод найшвидшого спуску, що
дозволяє дослiдити асимптотичну поведiнку розв’язку при великих значеннях
часу. Це є «аналiтичний» аспект проблеми. Другий, «алгебраїчний», аспект,
пов’язаний з вивченням внутрiшнiх симетрiй динамiчних систем, розвивався
паралельно i був iнiцiйований важливим спостереженням, зробленим Л.Д. Фад-
дєєвим i В.Є. Захаровим (1971), а саме: всi рiвняння, що розв’язнi методом
оберненої задачi, можна розглядати як нескiнченновимiрнi гамiльтоновi цiлком
iнтегровнi (в сенсi Лiувiлля) системи, для яких змiнними типу «дiя – кут»
є деякi спектральнi характеристики вiдповiдного 𝐿-оператора Лакса. У зв’язку з
цим виникла проблема побудови послiдовної теорiї нескiнченновимiрних цiлком
iнтегровних динамiчних систем. Цим двом аспектам i присвячено дисертацiйну
роботу, у якiй вони вивчаються для рiвняння КдФ в класi розв’язкiв типу
сходинки, а саме розв’язкiв, якi швидко спадають при 𝑥 → +∞ i прямують
до ненульової додатної константи при 𝑥 → −∞. Такий розв’язок називається
хвилею розрiдження.

Розв’язання оберненої задачi розсiювання для одновимiрного оператора
Шрьодiнгера на всiй осi зi спадним потенцiалом було проведено I. Кеєм,
Г. Мозесом (1955), Л.Д. Фаддєєвим (1964), В.О. Марченко (1977), П. Дейфтом i
Е. Трубовiцем (1979). Цi дослiдження дозволили проiнтегрувати рiвняння КдФ у
класi швидкоспадних розв’язкiв. Подальший розвиток МОЗР у теорiї нелiнiйних
еволюцiйних рiвнянь дозволив вивчити деякi класи неспадних розв’язкiв, а
саме: перiодичнi, скiнченнозоннi, розв’язки типу сходинки та iншi. Дослiдження
в цьому напрямку використовували результати спектральної теорiї та теорiї
розсiювання для оператора Шрьодiнгера з потенцiалами вiдповiдного класу.
Зокрема, рiвняння КдФ з початковими умовами типу сходинки було проiнтегро-
вано в працях В.С. Буслаєва, В.Н. Фомiна (1962), Е. Коен, Т. Каппелера (1984),
I.Є. Єгорової, Г. Тешля (2011).
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МОЗР дозволяє дослiдити асимптотичну поведiнку розв’язку рiвняння КдФ
при великих значеннях часу у так званiй солiтоннiй зонi. Цей метод також
виявився ефективним при дослiдженнi асимптотики хвилi стиску рiвняння КдФ
в областi позаду переднього хвильового фронту, де, як показано Є.Я. Хрусловим
(1976), з’являються асимптотичнi солiтони, якi не є пов’язаними з дискретним
спектром. Найбiльш ефективним методом дослiдження асимптотичної поведiнки
розв’язкiв нелiнiйних iнтегровних рiвнянь при великих значеннях часу наразi
є нелiнiйний метод найшвидшого спуску для осциляцiйної задачi Рiмана –
Гiльберта (РГ), який було запропоновано С.В. Манаковим (1973), а також
П. Дейфтом i С. Джоу (1993). Розвитку цього методу присвячено значну
кiлькiсть праць. Метод застосовується у вивченнi асимптотичної поведiнки як
розв’язкiв нелiнiйних iнтегровних рiвнянь, так i полiномiв великого степеня,
ортогональних вiдносно ваги, що залежить вiд великих значень параметра,
також є ефективним в теорiї матриць великих розмiрностей. Зокрема, цим
методом вивчено асимптотичну поведiнку хвилi стиску. Вперше цi дослiдження
було проведено В.П. Котляровим i О.О. Мiнаковим (2010) для модифiкованого
рiвняння КдФ та надалi узагальнено А. Буте де Монвель, В.П. Котляровим,
Д.Г. Шепельським (2010) для нелiнiйного рiвняння Шрьодiнгера. Для рiвняння
КдФ аналогiчнi результати отримано I.Є. Єгоровою, З.М. Гладкою, Г. Тешлєм
(2013). Хвиля розрiдження цим методом ранiше не вивчалась, i вiдповiднi
дослiдження є основним сюжетом даної дисертацiйної роботи.

У 1971 р. В.Є. Захаров i Л.Д. Фаддєєв побудували теорiю рiвняння КдФ
як цiлком iнтегровної гамiльтонової системи. Для спадних початкових умов
було введено симплектичну структуру на вiдповiдному многовидi, а також
знайдено зображення для локальних щiльностей (iнтегралiв руху) в термiнах
даних розсiювання й у термiнах змiнних типу «дiя – кут». У випадку розв’язкiв
типу сходинки локальнi щiльностi не спадають, тому вiдповiднi iнтеграли
розбiгаються. У дисертацiї побудовано локальнi щiльностi, для яких вiдповiднi
iнтеграли збiгаються, а також отримано зображення цих iнтегралiв через данi
розсiювання i побудовано симплектичну форму для вiдповiдної динамiчної
системи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйну
роботу виконано у математичному вiддiленнi Фiзико-технiчного iнституту низь-
ких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України. Результати дисертацiї є складовою
частиною держбюджетних науково-дослiдних робiт за темами: «Геометричнi
та асимптотичнi методи теорiї крайових задач математичної фiзики» (номер
державної реєстрацiї 0116U005036), «Матричнi та диференцiальнi оператори та
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їх застосування у квантовiй iнформатицi, iнтегрованих системах та статистичнiй
фiзицi» (номер державної реєстрацiї 0116U005035).

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiї полягає у дослiдженнi
асимптотичної поведiнки при великих значеннях часу розв’язкiв задачi Кошi
для рiвняння КдФ, що вiдповiдають хвилi розрiдження, та у побудовi регуляри-
зованих iнтегралiв руху.

Завдання дослiдження:
∙ аналiз асимптотичної поведiнки хвилi розрiдження для рiвняння КдФ

в основних областях просторово-часової пiвплощини для загальних
початкових умов, що допускають наявнiсть резонансу;

∙ виведення точних формул для першого та другого членiв асимптотичного
розвинення при великих значеннях часу i повне обґрунтування цих
асимптотик у всiх принципових областях просторово-часової пiвплощини;

∙ отримання регуляризованих iнтегралiв руху для асимптотично перiоди-
чних розв’язкiв рiвняння КдФ типу сходинки i виведення зображення
цих iнтегралiв через данi розсiювання початкових умов у випадку сталих
фонiв.

Об’єктом дослiдження є розв’язок задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння КдФ
на всiй осi з початковими умовами типу сходинки.

Предметом дослiдження є розв’язок векторної задачi Рiмана – Гiльберта,
що вiдповiдає хвилi розрiдження, а також регуляризованi iнтеграли руху для
вiдповiдної динамiчної системи.

Методи дослiдження. Для дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язку
використано нелiнiйний метод найшвидшого спуску для осциляцiйної задачi
Рiмана – Гiльберта у векторнiй постановцi. Для побудови регуляризованих iнте-
гралiв руху застосовано метод оберненої задачi розсiювання для одновимiрного
рiвняння Шрьодiнгера на всiй осi з потенцiалом типу сходинки.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати, одержанi в
дисертацiї, є новими i полягають у такому:

∙ В рамках застосування нелiнiйного методу найшвидшого спуску постав-
лено i дослiджено векторнi задачi Рiмана – Гiльберта, якi є асоцiйованими
з правими та лiвими даними розсiювання. Цi розв’язки використано для
опису асимптотичної поведiнки розв’язку задачi Кошi для рiвняння КдФ з
початковими умовами типу сходинки, що вiдповiдають хвилi розрiдження.

∙ В основних областях просторово-часової пiвплощини отримано перший та
другий члени асимптотичного розвинення при великих значеннях параме-
тру часу розв’язку задачi Кошi для рiвняння КдФ з початковими умовами
типу сходинки, що вiдповiдають хвилi розрiдження. Це асимптотичне
розвинення є математично строго обґрунтованим.
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∙ Побудовано регуляризованi iнтеграли руху у випадку асимптотично перi-
одичних початкових умов задачi Кошi для рiвняння КдФ. Для початкових
умов на сталих фонах знайдено їх зображення через данi розсiювання
оператора Шрьодiнгера.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоретичний
характер. Одержанi результати й методи, якi набули розвинення, можуть бути
використанi при вивченнi поведiнки розв’язку рiвняння КдФ та iнших важливих
класiв цiлком iнтегровних рiвнянь у рiзних асимптотичних режимах. Результати,
якi одержанi в дисертацiї, можуть бути корисними в дослiдженнях у галузi
математичної фiзики, що проводяться у Фiзико-технiчному iнститутi низьких
температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України (м. Харкiв), в Iнститутi математики
НАН України (м. Київ), на факультетi математики i iнформатики Харкiвського
нацiонального унiверситету iменi В.Н. Каразiна та на механiко-математичному
факультетi Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, на
математичному факультетi Вiденського унiверситету (Австрiя).

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї отриманi авто-
ром самостiйно. У роботах, якi виконанi у спiвавторствi, авторство розподiлено
таким чином: у роботi [2] Є.Я. Хруслову належить постановка задачi; у роботi
[7] I.Є. Єгоровiй належить постановка задачi та iдея доведення теореми 2.5,
Г. Тешль є автором вступу та рисункiв статтi, Т.-Л. Лянге – автором леми 4.2.
У роботах [9,10] постановка задач належить науковому керiвнику I.Є. Єгоровiй.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи допо-
вiдалися на мiжнародних наукових конференцiях:
- II International Conference «Analysis and Mathematical Physics» (Харкiв, 2014);
- III International Conference «Analysis and Mathematical Physics» (Харкiв, 2015);
- IV International Conference «Analysis and Mathematical Physics» (Харкiв, 2016);
- A trilateral German-Russian-Ukrainian summer school «Spectral Theory, Differenti-
al Equations and Probability» (Mainz, Germany, 2016);
- V International Conference «Analysis and Mathematical Physics» dedicated to
Vladimir A. Marchenko’s 95th birthday and the centennial anniversary of the National
Academy of Sciences of Ukraine (Харкiв, 2017).
Результати дисертацiї доповiдалися i обговорювалися на наукових семiнарах:
- науковий семiнар вiддiлу диференцiальних рiвнянь i геометрiї Фiзико-
технiчного iнституту низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України
(керiвник: академiк НАН України, д.ф.-м.н. Є.Я. Хруслов);
- науковий семiнар вiддiлу математичної фiзики Фiзико-технiчного iнституту
iм. Б.I. Вєркiна НАН України (керiвник: д.ф.-м.н., п.н.с. В.П. Котляров);
- науковий семiнар математичного вiддiлення Фiзико-технiчного iнституту
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iм. Б.I. Вєркiна НАН України (керiвник: академiк НАН України, д.ф.-м.н.
Є.Я. Хруслов).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано у 10 наукових публiкацiях,
в тому числi у 5 статтях у фахових виданнях [1-5], а також 5 тезах доповiдей
наукових конференцiй [6-10].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох
роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел, який мiстить 71 найменуван-
ня та складається з 9 сторiнок. Загальний обсяг роботи становить 128 сторiнок.
Основнi результати, що винесенi на захист, викладено в роздiлах 2-4.

Автор щиро вдячний Євгену Яковичу Хруслову та Iринi Євгенiвнi Єгоровiй
за постановку задач i численнi обговорення.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi дисертацiї обґрунтовано вибiр теми дослiдження, сформульовано
мету та задачi дослiдження i розкрито наукову новизну отриманих результатiв.

У першому роздiлi описано головний об’єкт дослiдження, наведено деякi
початковi вiдомостi про метод оберненої задачi розсiювання та про нелiнiйний
метод найшвидшого спуску для осциляцiйної задачi Рiмана – Гiльберта (РГ).

Головним об’єктом цього дисертацiйного дослiдження є розв’язок задачi
Кошi для рiвняння Кортевега – де Фрiза

𝑞𝑡(𝑥, 𝑡)− 6𝑞(𝑥, 𝑡)𝑞𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ R× R+, (1)

з початковими умовами типу сходинки 𝑞(𝑥, 0) = 𝑞(𝑥), що вiдповiдають хвилi
розрiдження: {︂

𝑞(𝑥) → 0, при 𝑥 → +∞,
𝑞(𝑥) → 𝑐2, при 𝑥 → −∞.

(2)

Як вiдомо, рiвняння КдФ є еквiвалентним рiвнянню Лакса 𝜕𝐿
𝜕𝑡 = [𝑃,𝐿], де

𝐿(𝑡) = − 𝜕2

𝜕𝑥2 + 𝑞(𝑥, 𝑡) є оператором Шрьодiнгера, а 𝑃 (𝑡) є кососиметричним
оператором: 𝑃 (𝑡) = −4𝜕3

𝑥 + 6𝑞(𝑥, 𝑡)𝜕𝑥 + 3𝑞𝑥(𝑥, 𝑡). За умови, що початковi данi
(2) прямують до своїх асимптотик достатньо швидко i мають достатню гладкiсть,
розв’язок задачi Кошi (1)-(2) iснує та належить до класу1:∫︁

R+

(1 + |𝑥|)
(︀
|𝑞(𝑥, 𝑡)|+ |𝑞(−𝑥, 𝑡)− 𝑐2|

)︀
𝑑𝑥 < ∞. (3)

Нагадаємо деякi спектральнi властивостi оператора Шрьодiнгера 𝐿(𝑡) з потен-
цiалом типу сходинки, що задовольняє умовi (3). Спектр оператора не залежить
вiд 𝑡 i складається з абсолютно неперервної частини R+ та скiнченної кiлькостi

1З. Н. Гладкая. О решениях уравнения Кортевега — де Фриза с начальными данными типа ступеньки // Допов.

Нац. акад. наук Укр. — 2015. — № 2. — С. 7–14.
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вiд’ємних власних значень −𝜅2
1 < · · · < −𝜅2

𝑁 < 0. Спектральне рiвняння
(𝐿(𝑡)𝑦)(𝑥) = 𝑘2𝑦(𝑥) при Im 𝑘 ≥ 0 має два розв’язки Йоста 𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) i 𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡),
що задовольняють умовi:

lim
𝑥→+∞

e−i𝑘𝑥𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) = lim
𝑥→−∞

ei𝑘1𝑥𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 1, де 𝑘1 =
√︀
𝑘2 − 𝑐2.

Цi розв’язки при 𝑘 ∈ R пов’язанi спiввiдношенням розсiювання

𝑇 (𝑘, 𝑡)𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) +𝑅(𝑘, 𝑡)𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡),

де 𝑇 (𝑘, 𝑡) i 𝑅(𝑘, 𝑡) є правими коефiцiєнтами проходження i вiдбиття. Еволюцiя
цих коефiцiєнтiв в силу рiвняння КдФ є такою2:

𝑅(𝑘, 𝑡) = 𝑅(𝑘)e8i𝑘
3𝑡, 𝑇 (𝑘, 𝑡) = 𝑇 (𝑘)e(−4i𝑘3+4i𝑘31+6i𝑘1𝑐

2)𝑡. (4)

Тут 𝑅(𝑘) = 𝑅(𝑘, 0), 𝑇 (𝑘) = 𝑇 (𝑘, 0) є коефiцiєнтами вiдбиття i проходження
початкової сходинки (2). Розв’язки 𝜑(−𝜅2

𝑗 , 𝑥, 𝑡) є власними функцiями оператора
𝐿(𝑡). З ними пов’язанi нормувальнi константи 𝛾−1

𝑗 (𝑡) =
∫︀
R 𝜑

2(−𝜅2
𝑗 , 𝑥, 𝑡)𝑑𝑥, де в

силу рiвняння КдФ має мiсце еволюцiя 𝛾𝑗(𝑡) = 𝛾𝑗e
8i𝜅3

𝑗 𝑡, 𝛾𝑗 = 𝛾𝑗(0).
Важливою характеристикою спектральних властивостей оператора 𝐿(𝑡) є

вронскiан розв’язкiв Йоста: 𝑊 (𝑘, 𝑡) = 𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡)𝜑
′(𝑘, 𝑥, 𝑡)− 𝜑′

1(𝑘, 𝑥, 𝑡)𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡).
Вронскiан обертається або не обертається у нуль в точцi 𝑘 = 0 одночасно
при всiх 𝑡. При цьому 𝑅(0, 𝑡) = 1, якщо 𝑊 (0, 𝑡) = 0 (випадок резонансу ), i
𝑅(0, 𝑡) = −1, якщо 𝑊 (0, 𝑡) ̸= 0 (нерезонансний випадок).

У першому роздiлi описано загальнi властивостi МОЗР як для спадних
початкових умов, так i для початкових умов типу сходинки (2) i продемонстрова-
но, що розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) рiвняння (1) однозначно визначається за правими даними
розсiювання

{𝑅(𝑘), 𝑘 ∈ R; −𝜅2
𝑗 , 𝛾𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁} (5)

за допомогою рiвнянь Марченко, що явно залежать вiд часу. Також надано
загальнi вiдомостi про нелiнiйний метод найшвидшого спуску для матричних
та векторних задач Рiмана – Гiльберта, що дозволяє дослiдити асимптотичну
поведiнку спадного розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡) у припущеннi, що 𝑥 → ∞, 𝑡 → ∞,
а 𝑥

𝑡 ∼ const. Крiм того, описано iнтеграли руху для рiвняння КдФ у класi спадних
розв’язкiв3.

У другому роздiлi дисертацiї дослiджено асимптотичну поведiнку розв’язку
задачi (1)-(2) при великих значеннях часу iз початковими умовами, що швидко

2Е. Я. Хруслов. Асимптотика решения задачи Коши для уравнения Кортевега -– де Фриза с начальными

данными типа ступеньки // Мат. сборник. — 1976. — Т. 99, № 2. — С. 261–281.
3В. Е. Захаров, Л. Д. Фаддеев. Уравнение Кортевега -– де Фриса — вполне интегрируемая гамильтонова

система // Функц. анализ и его прилож. — 1971. — Т. 5, № 4. — С. 18–27.
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Рис. 1. Числовий розв’язок для 𝑞(𝑥) = 1
2
(1− erf(𝑥))− 4 sech(𝑥− 1) при 𝑡 = 1.5

прямують до своїх фонових констант 0 i 𝑐2:∫︁
R+

e𝜅𝑥(|𝑞(𝑥)|+ |𝑞(−𝑥)− 𝑐2|)𝑑𝑥 < ∞, 𝑥3𝑞(𝑖)(𝑥) ∈ 𝐿1(R), 𝑖 = 1, ..., 6, (6)

де 𝜅 > 0 є малим. Зауважимо, що ми не вимагаємо iстотної гладкостi початкових
даних, тому МОЗР гарантує iснування класичного розв’язку задачi (1), (6) (тобто
з трьома неперервними похiдними за змiнною 𝑥 i однiєю за змiнною 𝑡) тiльки в
класi (3).

Числовi розрахунки (рис. 1) демонструють, що незалежно вiд профiлю
початкових умов при достатньо великих значеннях часу можна видiлити три
основнi областi просторово-часової пiвплощини (𝑥, 𝑡) ∈ R × R+ з рiзною
поведiнкою розв’язку: (1) область 𝑥 > 0, де розв’язок є асимптотично близьким
до суми солiтонiв; (2) середня область −6𝑐2𝑡 < 𝑥 < 0, де 𝑞(𝑥, 𝑡) ≈ − 𝑥

6𝑡 ; (3)
область 𝑥 < −6𝑐2𝑡, де розв’язок є асимптотично близьким до лiвої фонової
константи 𝑐2. У другому роздiлi отримано й обґрунтовано формули для першого
та другого членiв асимптотичного розвинення розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡) в солiтоннiй
i середнiй областях. Методом дослiдження є нелiнiйний метод найшвидшого
спуску для векторної задачi Рiмана – Гiльберта. Ця задача формулюється таким
чином. Уведемо вектор-функцiю змiнної 𝑘 ∈ C+:

𝑚(𝑘) := 𝑚(𝑘, 𝑥, 𝑡) =
(︀
𝑇 (𝑘, 𝑡)𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡)e

i𝑘𝑥, 𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡)e−i𝑘𝑥
)︀
,

де 𝑥 i 𝑡 є великими параметрами (𝑥 → ∞, 𝑡 → +∞). Ми вважаємо, що їх
вiдношення 𝜉 = 𝑥

12𝑡 змiнюється повiльно на заданому скiнченному вiдрiзку.
Величина 𝜉 є основним параметром задачi РГ разом iз параметром часу 𝑡.
Функцiя 𝑚(𝑘) є мероморфною в областi C+, має простi полюси в точках i𝜅𝑗

i має неперервнi граничнi значення з обох сторiн дiйсної вiсi. При 𝑘 → ∞ має
мiсце асимптотика

𝑚(𝑘) =
(︀
1, 1

)︀
+
(︀
1, −1

)︀ ∫︀ +∞
𝑥 𝑞(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦

2i𝑘
+𝑂

(︀
𝑘−2
)︀
. (7)

Для спрощення записiв застосуємо такi матричнi позначення:

𝜎1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
, J1 =

(︂
0 0
0 1

)︂
, J2 =

(︂
0 0
1 0

)︂
, J3 =

(︂
0 1
0 0

)︂
.
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Довизначимо тепер 𝑚(𝑘) в C− за формулою 𝑚(𝑘) = 𝑚(−𝑘)𝜎1. Пiсля такого
продовження функцiя 𝑚(𝑘) має стрибок уздовж дiйсної осi R. Будемо розглядати
дiйсну вiсь R як контур з орiєнтацiєю вiд мiнус до плюс нескiнченностi i
позначимо через 𝑚+(𝑘) (вiдповiдно, 𝑚−(𝑘)) граничнi значення 𝑚(𝑘) з верхньої
(вiдповiдно, нижньої) пiвплощини. Має мiсце така теорема:

Теорема 2.2. Нехай набiр (5) є правими даними розсiювання для потенцiалу
𝑞(𝑥), що задовольняє умовi (6), i нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1),
(6). Тодi функцiя 𝑚(𝑘) є єдиним розв’язком такої векторної задачi Рiмана –
Гiльберта: знайти вектор-функцiю 𝑚(𝑘), яка є мероморфною поза контуром R,
має неперервнi граничнi значення з обох сторiн контуру i задовольняє таким
умовам:

I. умовi стрибка 𝑚+(𝑘) = 𝑚−(𝑘)𝑣(𝑘), де

𝑣(𝑘) := 𝑣(𝑘, 𝑥, 𝑡) =

(︃
1− |𝑅(𝑘)|2 −𝑅(𝑘)e−2𝑡Φ(𝑘)

𝑅(𝑘)e2𝑡Φ(𝑘) 1

)︃
, 𝑘 ∈ R.

Тут Φ(𝑘) := Φ(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 4i𝑘3 + 12i𝑘𝜉 є фазовою функцiєю;

II. полюсним умовам

Resi𝜅𝑗
𝑚(𝑘) = i𝛾𝑗e

2𝑡Φ(i𝜅𝑗) lim
𝑘→i𝜅𝑗

𝑚(𝑘)J2,

Res−i𝜅𝑗
𝑚(𝑘) = −i𝛾𝑗e

−2𝑡Φ(i𝜅𝑗) lim
𝑘→−i𝜅𝑗

𝑚(𝑘)J3;

III. умовi симетрiї 𝑚(𝑘) = 𝑚(−𝑘)𝜎1;

IV. нормувальнiй умовi 𝑚(𝑘) =
(︀
1, 1

)︀
+𝑂(𝑘−1), 𝑘 → ∞.

Отже, якщо цю задачу якимось чином буде розв’язано, то з асимптотики
розв’язку 𝑚(𝑘) при 𝑘 → ∞, яка природно залежить вiд параметрiв 𝑥 i 𝑡,
в силу (7), ми отримаємо й асимптотику розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡). Вiдзначимо, що
асимптотична поведiнка 𝑞(𝑥, 𝑡) суттєво залежить вiд розподiлу знакiв дiйсної
частини фазової функцiї Φ(𝑘). Рис. 2 демонструє розподiл цих знакiв при 𝜉 > 0.

Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язку у солiтоннiй областi
проведено в дисертацiйнiй роботi за схемою, що у цiлому є аналогiчною схемi,
запропонованiй К. Грюнерт, Г. Тешлєм4 для спадного випадку. Доведено таку
теорему:

Теорема 2.6. Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1), (6). Тодi при
довiльному малому 𝜖 > 0 в областi 𝑥 > 𝜖𝑡 при 𝑡 → ∞ є справедливою така

4K. Grunert, G. Teschl Long–time asymptotics for the Korteweg-–de Vries equation via nonlinear steepest descent

// Math. Phys. Anal. Geom. – 2009. – Vol. 12. – Pp. 287-324.
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Рис. 2. Контур деформацiї в солiтоннiй областi

асимптотика:

𝑞(𝑥, 𝑡) = −
𝑁∑︁
𝑗=1

2𝜅2
𝑗

cosh2
(︁
𝜅𝑗𝑥− 4𝜅3

𝑗𝑡− 1
2 log

𝛾𝑗
2𝜅𝑗

−
∑︀𝑁

𝑖=𝑗+1 log
𝜅𝑖−𝜅𝑗

𝜅𝑖+𝜅𝑗

)︁ +𝑂(e−𝜖𝑡/2).

Тут −𝜅2
𝑗 є точками дискретного спектра i 𝛾𝑗 є вiдповiдними нормувальними

константами початкових умов.
Основним i найбiльш цiкавим з фiзичної точки зору результатом даного

роздiлу є асимптотична формула для хвилi розрiдження в середнiй областi
просторово-часової пiвплощини, а саме при −6𝑐2𝑡 < 𝑥 < 0. Специфiка
дослiдження задачi РГ, яка пов’язана з початковими умовами типу сходинки,
проявляється тут повною мiрою в порiвняннi зi спадними початковими
умовами. Iдея знаходження розв’язку полягає в здiйсненнi декiлькох тотожних
перетворень, якi трансформують мероморфну задачу, описану в Теоремi 2.2,
в еквiвалентну голоморфну задачу РГ зi стрибками на контурах, якi є асим-
птотично близькими до сталих матриць за змiнною 𝑘 при великих значеннях
часу. Першим кроком ми переходимо до голоморфної задачi РГ з додатковими
стрибками на малих колах з центрами в точках ±i𝜅𝑗 . При цьому перетвореннi
поза кружками навколо цих точок функцiя 𝑚(𝑘) домножується на дiагональну
матрицю:

𝑚(1)(𝑘) = 𝑚(𝑘)[Λ(𝑘)]−𝜎3, Λ(𝑘) =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑘 + i𝜅𝑗

𝑘 − i𝜅𝑗
.

На вiдмiну вiд солiтонної областi у середнiй областi стандартна нижня-верхня
факторизацiя матрицi стрибка5 не є ефективною на деякiй частинi контуру. Тому
ми використовуємо так званий механiзм 𝑔-функцiї, яка замiнює фазову функцiю
завдяки перетворенню 𝑚(2)(𝑘) = 𝑚(1)(𝑘)e−𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘))𝜎3, 𝑘 ∈ C, i має бiльш

5P. Deift, X. Zhou. A steepest descent method for oscillatory Riemann–Hilbert problems // Ann. of Math. — 1993.

— no. 137. — Pp. 295–368.
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Рис. 3. Контур деформацiї в областi −6𝑐2𝑡 < 𝑥 < 0

«зручнi» властивостi6. Для задачi, описаної в Теоремi 2.2, 𝑔-функцiя має такий
вигляд:

𝑔(𝑘) := 𝑔(𝑘, 𝜉) = 4i(𝑘2 − 𝑎2)
√︀
𝑘2 − 𝑎2, 𝑎 =

√︀
−2𝜉, −𝑐2

2
< 𝜉 < 0.

Наступний крок – це перетворення 𝑚(3)(𝑘) = 𝑚(2)(𝑘)[𝑑(𝑘)]−𝜎3, 𝑘 ∈ C, де 𝑑(𝑘) є
голоморфним в C ∖ [−𝑎, 𝑎] розв’язком скалярної задачi РГ:

𝑑+(𝑘)𝑑−(𝑘) = ℛ−1(0)ℛ(𝑘), 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎], ℛ(𝑘) = 𝑅(𝑘)Λ−2(𝑘),

що задовольняє умовам

𝑑(−𝑘) = 𝑑−1(𝑘), 𝑘 ∈ clos (C ∖ [−𝑎, 𝑎]) , 𝑑(𝑘) → 1, 𝑘 → ∞.

Завершальним перетворенням початкової задачi РГ є факторизацiя матрицi
стрибка на контурi R ∖ [−𝑎, 𝑎]:

𝑣(3)(𝑘) =
(︁
I− 𝑑(𝑘)2ℛ(−𝑘)e−2𝑡𝑔(𝑘)J3

)︁(︁
I− 𝑑(𝑘)−2ℛ(𝑘)e2𝑡𝑔(𝑘)J2

)︁−1
,

iз подальшим застосуванням стандартного механiзму лiнз, що полягає у
перемiщеннi стрибка з цiєї частини дiйсної вiсi на контури 𝐶𝑈 ∪𝐶𝐿, як показано
на рис. 3. Ми отримуємо вектор-функцiю 𝑚(4)(𝑘):

Теорема 2.10. Нехай 𝜉 ∈ [−𝑐2/2 + 𝜖,−𝜖], де 𝜖 > 0 є довiль-
ною малою величиною. Тодi задача РГ з Теореми 2.2 є еквiвалентною
такiй задачi РГ: знайти голоморфну вектор-функцiю 𝑚(4)(𝑘) в областi
C ∖

(︀
𝒞𝑈 ∪ 𝒞𝐿 ∪ ∪𝑁

𝑗=1

(︀
T𝑗,𝑈 ∪ T𝑗,𝐿

)︀
∪ [−𝑎, 𝑎]

)︀
, що є неперервною аж до межi

областi, задовольняє умовам симетрiї та нормування, як у Теоремi 2.2, а також
умовi стрибка 𝑚

(4)
+ (𝑘) = 𝑚

(4)
− (𝑘)𝑣(4)(𝑘), де

𝑣(4)(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑣(𝑚𝑜𝑑)(𝑘) + 𝑑+(𝑘)

𝑑−(𝑘)
e−2𝑡𝑔+(𝑘)J1, 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎],

I+ 𝑑(𝑘)−2ℛ(𝑘)e2𝑡𝑔(𝑘)J2, 𝑘 ∈ 𝒞𝑈 ,

I− 𝑑(𝑘)2ℛ(−𝑘)e−2𝑡𝑔(𝑘)J3, 𝑘 ∈ 𝒞𝐿,

I+ 𝐴(𝑘, 𝑡), 𝑘 ∈ ∪𝑁
𝑗=1

(︀
T𝑗,𝑈 ∪ T𝑗,𝐿

)︀
.

(8)

6V. Kotlyarov, A. Minakov. Riemann–Hilbert problem to the modified Korteweg-–de Vries equation: Long–time

dynamics of the steplike initial data // J. Math. Phys. — 2010. — Vol. 51, no. 9. — P. 3506.
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Тут

𝑣(𝑚𝑜𝑑)(𝑘) =

(︂
0 −ℛ(0)

ℛ(0) 0

)︂
,

а матриця 𝐴(𝑘) допускає оцiнку

‖𝐴(𝑘, 𝑡)‖ ≤ 𝐶e−𝐶𝑡, 𝐶 > 0, 𝑘 ∈ ∪𝑁
𝑗=1

(︀
T𝑗,𝑈 ∪ T𝑗,𝐿

)︀
рiвномiрно за змiнною 𝜉.

Як можна помiтити, структура матрицi (8) є такою, що множники перед
матрицями J1, J2, J3 є експоненцiйно малими при великих значеннях часу при
всiх 𝑘 на контурi [−𝑎, 𝑎] ∪ 𝒞𝑈 ∪ 𝒞𝐿 поза малими околами точок ±𝑎. Це
дозволяє припустити, що при великих значеннях часу розв’язок задачi РГ з
Теореми 2.10 є асимптотично близьким до розв’язку такої модельної задачi:
знайти голоморфну вектор-функцiю 𝑚mod(𝑘) в областi C ∖ [−𝑎, 𝑎], яка має
неперервнi граничнi значення на обох сторонах контуру, за винятком точок ±𝑎,
де можливi особливостi порядку 𝑂((𝑘 ± 𝑎)−1/4), та яка задовольняє: (1) умовi
стрибка

𝑚mod
+ (𝑘) = 𝑚mod

− (𝑘)𝑣(𝑚𝑜𝑑)(𝑘), 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎];

(2) умовi симетрiї 𝑚mod(𝑘) = 𝑚mod(−𝑘)𝜎1;
(3) умовi нормування 𝑚mod(𝑘) =

(︀
1, 1

)︀
+𝑂(𝑘−1), 𝑘 → ∞.

У дисертацiйнiй роботi обчислено розв’язок цiєї задачi РГ:

𝑚mod(𝑘) =
1

2i

(︀
𝛽(𝑘)(i− 1) + 𝛽(𝑘)−1(i + 1), 𝛽(𝑘)(i + 1) + 𝛽(𝑘)−1(i− 1)

)︀
,

де 𝛽(𝑘) = 4

√︁
𝑘−𝑎
𝑘+𝑎 у нерезонансному випадку, i 𝛽(𝑘) = 4

√︁
𝑘+𝑎
𝑘−𝑎 у резонан-

сному випадку. Отже, якщо буде встановлено асимптотичну еквiвалентнiсть
𝑚(4)(𝑘) ∼ 𝑚mod(𝑘) при 𝑡 → ∞ в околi нескiнченно вiддаленої точки, то
асимптотичне розвинення при великих значеннях 𝑘 для першої компоненти
розв’язку можна обчислити за формулою:

𝑚1(𝑘) = 𝑚
(4)
1 (𝑘)𝑑(𝑘)Λ(𝑘)e𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)) ∼ 𝑚mod

1 (𝑘)𝑑(𝑘)Λ(𝑘)e𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)). (9)

В силу (7) ми маємо 𝑞(𝑥, 𝑡) = − 𝜕
𝜕𝑥 lim𝑘→∞ 2i𝑘 (𝑚1(𝑘) − 1), тобто з формули (9)

можна обчислити перший та другий члени асимптотичного розвинення за часом
для розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi Кошi (1), (6). Ця асимптотика є коректною за умови
обґрунтування вiдсутностi впливу на неї матрицi стрибка (8) в околах точок
±𝑎, де вона не є близькою до сталої матрицi. Дослiдження впливу точок ±𝑎 на
асимптотику розв’язку призводить до вивчення додаткової задачi РГ в околi цих
точок, яка називається задачею параметрикса. У дисертацiйнiй роботi цю задачу
поставлено i строго розв’язано за допомогою функцiй Ейрi. Крiм того, показано,
що вплив розв’язку цих задач параметрикса на асимптотику 𝑞(𝑥, 𝑡) починається
з третього члена асимптотичного розвинення за змiнною 𝑡. Доведення цього
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факту проведено шляхом дослiдження єдиної розв’язностi деяких сингулярних
iнтегральних рiвнянь. Таким чином, асимптотику розв’язку в середнiй областi
повнiстю обґрунтовано. Вiдповiднi результати викладено в наступнiй теоремi:

Теорема 2.15. Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1), (6). Тодi при
довiльному малому 𝜖 > 0 в областi (−6𝑐2+𝜖)𝑡 < 𝑥 < −𝜖𝑡 при 𝑡 → ∞ рiвномiрно
вiдносно 𝜉 має мiсце така асимптотика:

𝑞(𝑥, 𝑡) = −𝑥+𝑄(𝜉)

6𝑡
(1 +𝑂(𝑡−1/3)),

де

𝑄(𝜉) =
2

𝜋

∫︁ √
−2𝜉

−
√
−2𝜉

⎛⎝ 𝑑

𝑑𝑠
log𝑅(𝑠)− 4i

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜅𝑗

𝑠2 + 𝜅2
𝑗

⎞⎠ 𝑑𝑠√︀
𝑠2 + 2𝜉

∓ 1

2
√
−2𝜉

,

причому знаки ± вiдповiдають резонансному i нерезонансному випадку
вiдповiдно. Тут 𝑅(𝑘) є правим коефiцiєнтом вiдбиття, а −𝜅2

𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑁 є
дискретним спектром початкових даних (6).

У третьому роздiлi дисертацiї обчислено та обґрунтовано асимптотичне
розвинення для розв’язку задачi Кошi (1)-(2) в областi 𝑥 < (−6𝑐2 − 𝜖)𝑡 для
довiльних початкових умов (2), що допускають наявнiсть резонансу. Зауважимо,
що резонанс суттєво ускладнює дослiдження вiдповiдної задачi РГ, i цей випадок
розглядається вперше. За наявностi резонансу задачу розв’язано у додатковому
припущеннi, що початкова умова прямує до вiдповiдних фонових констант iз
такою швидкiстю:∫︁ +∞

0
e(𝑐+𝜅)𝑥(|𝑞(𝑥)|+ |𝑞(−𝑥)−𝑐2|)𝑑𝑥 < ∞, 𝑥3𝑞(𝑖)(𝑥) ∈ 𝐿1(R), 𝑖 = 1, ..., 6, (10)

де 𝜅 > 0 є малим. В областi позаду заднього хвильового фронту розв’язання
задачi РГ за правими даними розсiювання (5) є досить складним, i ця задача
залишається невивченою. У дисертацiйнiй роботi асимптотику в цiй областi
отримано завдяки дослiдженню iншої задачi РГ, яку сформульовано за лiвими
даними розсiювання та в термiнах лiвої спектральної змiнної 𝑘1 =

√
𝑘2 − 𝑐2.

А саме є вiрною така теорема:
Теорема 3.1. Нехай {𝑅1(𝑘1), 𝑘1 ∈ R;𝑇1(𝑘1), 𝑘1 ∈ [0, i𝑐];𝜅1,𝑗, 𝛾1,𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑁}
є лiвими даними розсiювання для потенцiалу 𝑞(𝑥), що задовольняє умовам
(10), i нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1), (10). Тодi вектор-функцiя
𝑚̆(𝑘1) = 𝑚̆(𝑘1, 𝑥, 𝑡), яку визначено формулою

𝑚̆(𝑘1) = (𝑚̆1(𝑘1), 𝑚̆2(𝑘1)) =
(︀
𝑇1(𝑘1, 𝑡)𝜑(𝑘1, 𝑥, 𝑡)e

−i𝑘1𝑥, 𝜑1(𝑘1, 𝑥, 𝑡)e
i𝑘1𝑥
)︀
,

є єдиним розв’язком такої векторної задачi РГ1: знайти вектор-функцiю 𝑚̆(𝑘1),
яка є мероморфною в областi C ∖ (R ∪ [i𝑐,−i𝑐]) з полюсами в точках
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i𝜅1,𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑁 , має неперервнi граничнi значення на обох сторонах контуру,
за виключенням, можливо, точок ±i𝑐, i задовольняє таким умовам:

I. умовi стрибка 𝑚̆+(𝑘1) = 𝑚̆−(𝑘1)𝑣(𝑘1), де

𝑣(𝑘1) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(︂
1− |𝑅1(𝑘1)|2 −𝑅1(𝑘1)e

−2𝑡Φ1(𝑘1)

𝑅1(𝑘1)e
2𝑡Φ1(𝑘1) 1

)︂
, 𝑘1 ∈ R,

I+ 𝜒(𝑘1)e
2𝑡Φ1(𝑘1)J2, 𝑘1 ∈ [i𝑐, 0],

𝜎1𝑣
−1(−𝑘1)𝜎1, 𝑘1 ∈ [0,−i𝑐],

причому

𝜒(𝑘1, 𝑡) := − lim
𝜖→+0

√︀
(𝑘1 + 𝜖)2 + 𝑐2

𝑘1
|𝑇1(𝑘1 + 𝜖, 𝑡)|2, 𝑘1 ∈ [0, i𝑐],

Φ1(𝑘1) := −4i𝑘31 − 6i𝑐2𝑘1 − 12i𝜉𝑘1;

II. полюснiй умовi

Resi𝜅1,𝑗
𝑚̆(𝑘) = lim

𝑘1→i𝜅1,𝑗

𝑚̆(𝑘1)i𝛾𝑗e
2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗)J2,

Res−i𝜅1,𝑗
𝑚̆(𝑘) = lim

𝑘1→−i𝜅1,𝑗

𝑚̆(𝑘1)(−i𝛾𝑗e
−2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗))J3;

III. умовi симетрiї 𝑚̆(−𝑘1) = 𝑚̆(𝑘1)𝜎1;

IV. умовi нормування lim𝑘→∞ 𝑚̆(𝑘) = (1, 1);

V. при 𝑘1 → ±i𝑐 функцiя 𝑚̆(𝑘1) має таку поведiнку:
(𝑎) у нерезонансному випадку вектор-функцiя 𝑚̆(𝑘1) є неперервною в ±i𝑐;
(𝑏) у резонансному випадку

𝑚̆(𝑘1) =

(︂
𝐶1√
𝑘1 − i𝑐

, 𝐶2

)︂
(1 + 𝑜(1)), 𝑘1 → i𝑐, 𝐶1 ̸= 0.

В точцi −i𝑐 аналогiчна умова формулюється з урахуванням умови III.
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Рис. 4. Контур деформацiї в областi 𝑥 < −6𝑐2𝑡

Отже, на вiдмiну вiд спадного випадку контуром спряження тут є хрест
iз орiєнтацiєю на вiдрiзку [i𝑐;−i𝑐] зверху вниз. Ми використовуємо метод
лiнз зi стандартною верхньою-нижньою факторизацiєю матриць стрибка на
R. При цьому контур спряження деформується, як зображено на рис. 4, а
стрибок вiдповiдної вектор-функцiї 𝑚̆ на вертикальному вiдрiзку зникає в силу
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тотожностi Плюккера. На новому контурi матриця стрибка є близькою до
одиничної, тому єдиний iстотний вклад в асимптотику дають матрицi стрибка
в околах точок ±𝑎. Задача параметрикса тут є у цiлому аналогiчною вiдповiднiй
задачi для спадних початкових умов, i цю задачу розв’язано в термiнах функцiй
параболiчного цилiндра. При цьому доведено, що резонанс не впливає на
асимптотику першого i другого членiв асимптотичного розвинення для розв’язку
𝑞(𝑥, 𝑡), а саме є вiрною така теорема:

Теорема 3.6. Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1), (10). Тодi при
достатньо малому 𝜖 > 0 в областi 𝑥 < (−6𝑐2 − 𝜖)𝑡 є справедливою така
асимптотика при 𝑡 → ∞:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑐2 +

√︂
4𝜈(𝑎)𝑎

3𝑡
sin(16𝑡𝑎3 − 𝜈(𝑎) log(192𝑡𝑎3) + Δ(𝑎)) + 𝑜(𝑡−𝛾)

при будь-якому 1/2 < 𝛾 < 1, де

𝑎 =

√︂
−𝑐2

2
− 𝑥

12𝑡
, 𝜈(𝑎) = − 1

2𝜋
log
(︀
1− |𝑅1(𝑎)|2

)︀
,

Δ(𝑎) =
𝜋

4
+ arg(𝑅1(𝑎)) + arg(Γ(i𝜈(𝑎))) +

1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑎,𝑎]

log

(︂
1− |𝑅1(𝑠)|2

1− |𝑅1(𝑎)|2

)︂
𝑑𝑠

𝑠− 𝑎
,

Γ(𝑧) є гамма-функцiєю, а 𝑅1(𝑘1) є лiвим коефiцiєнтом вiдбиття, який вiдповiдає
початковiй умовi 𝑞(𝑥).

У четвертому роздiлi дисертацiйної роботи розглянуто iнтеграли руху, якi
виникають при iнтегруваннi рiвняння КдФ з бiльш складними початковими
умовами типу сходинки, нiж описано у другому й третьому роздiлах. Ми
припускаємо, що початковi умови швидко спадають на правiй пiвосi i є
асимптотично скiнченнозонними на лiвiй. А саме: нехай 𝑣(𝑥) є деяким
скiнченнозонним потенцiалом, тодi цей потенцiал є нескiнченно гладким7.
Нехай тепер 𝑞(𝑥) є нескiнченно гладкою функцiєю, такою що:∫︁

R+

|𝑥|𝑚
(︁
|𝑞(𝑗)(−𝑥)− 𝑣(𝑗)(−𝑥)|+ |𝑞(𝑗)(𝑥)|

)︁
𝑑𝑥 < ∞, 𝑗,𝑚 = N ∪ {0}. (11)

Будемо називати таку функцiю 𝑞(𝑥) функцiєю шварцевського типу. Як вiдомо8,
розв’язок задачi Кошi для рiвняння КдФ iз початковими умовами (11) при
кожному фiксованому 𝑡 також є функцiєю шварцевського типу:∫︁

R+

|𝑥|𝑚
(︁
|𝑞(𝑗)(−𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑗)(−𝑥, 𝑡)|+ |𝑞(𝑗)(𝑥, 𝑡)|

)︁
𝑑𝑥 < ∞, 𝑗,𝑚 = N ∪ {0}.

7А. Р. Итс, В. Б. Матвеев. Операторы Шредингера с конечнозонным спектром и n–солитонные решения

уравнения Кортевега — де Фриза // Теоретическая и математическая физика. – 1975. – Т. 7. – С. 39–46.
8I. Egorova, K. Grunert, G. Teschl. On the Cauchy problem for the Korteweg-–de Vries equation with steplike

finite–gap initial data. I. Schwartz–type perturbations // Nonlinearity. — 2009. — Vol. 22. — Pp. 1431–1457.
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Тут 𝑣(𝑥, 𝑡) є скiнченнозонним розв’язком рiвняння КдФ, що вiдповiдає
початковим умовам 𝑣(𝑥). У дисертацiї доведено таку теорему:

Теорема 4.1 Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1), (11). Тодi iснує
нескiнченна серiя регуляризованих iнтегралiв руху 𝐼𝑗:

𝐼𝑗 =

∫︁ 0

−∞
𝑄𝑗(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +

∫︁ +∞

0
𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉+

+

∫︁ 𝑡

0
(2𝑣(0, 𝜏)𝜎

[𝑣]
𝑗 (0, 𝜏)− 𝜎

[𝑣]
𝑗+2(0, 𝜏))𝑑𝜏, 𝑗 = 1, 2, ...,

𝑑

𝑑𝑡
𝐼𝑗 = 0,

де 𝑄𝑗(𝑥, 𝑡), 𝜎
[𝑓 ]
𝑗 (𝑥, 𝑡) знаходяться з рекурентних спiввiдношень:

𝑄1(𝑥, 𝑡) = 𝑞(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡),

𝑄𝑗+1(𝑥, 𝑡) = − 𝑑

𝑑𝑥
𝑄𝑗(𝑥, 𝑡)− 2

𝑗−1∑︁
𝑙=1

𝜎
[𝑣]
𝑙 (𝑥, 𝑡)𝑄𝑗−𝑙(𝑥, 𝑡)−

𝑗−1∑︁
𝑙=1

𝑄𝑗−𝑙(𝑥, 𝑡)𝑄𝑙(𝑥, 𝑡),

𝜎
[𝑓 ]
1 (𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝜎

[𝑓 ]
𝑗+1(𝑥, 𝑡) = − 𝑑

𝑑𝑥
𝜎
[𝑓 ]
𝑗 (𝑥, 𝑡)−

𝑗−1∑︁
𝑙=1

𝜎
[𝑓 ]
𝑙 (𝑥, 𝑡)𝜎

[𝑓 ]
𝑗−𝑙(𝑥, 𝑡).

Такi iнтеграли явно залежать вiд змiнної 𝑡, тобто 𝜕𝐼𝑗
𝜕𝑡 ̸= 0. В окремому випадку

для функцiї шварцевського типу на сталих фонах (𝑣(𝑥) ≡ 𝑐2) ця залежнiсть є
лiнiйною. Це дозволяє побудувати нескiнченну серiю iнтегралiв, якi явно вiд
часу не залежать. Цi iнтеграли можуть бути зображенi в термiнах правих даних
розсiювання (4), (5). Першi два мають вигляд:

𝐼2 =
1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log
(︁
1− |𝑅(𝑠, 𝑡)|2

)︁−4𝑠3 + 10
3 𝑐

2𝑠
√
𝑠2 − 𝑐2

𝑑𝑠

+
1

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝐵(𝑠, 𝑡)

−8𝑠3 + 20
3 𝑐

2𝑠
√
𝑐2 − 𝑠2

𝑑𝑠+
𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
− 16

3
𝜅3
𝑙 +

16

3
𝑐2𝜅𝑙

)︁
,

𝐼3 =
1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log
(︁
1− |𝑅(𝑠, 𝑡)|2

)︁16𝑠5 − 8𝑐2𝑠3 − 5𝑐4𝑠√
𝑠2 − 𝑐2

𝑑𝑠

+
1

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝐵(𝑠, 𝑡)

32𝑠5 − 16𝑐2𝑠3 − 10𝑐4𝑠√
𝑐2 − 𝑠2

𝑑𝑠+
𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
− 64

5
𝜅5
𝑙 + 9𝑐4𝜅𝑙

)︁
,

де функцiя 𝐵(𝑘, 𝑡) визначається за формулою

𝐵(𝑘, 𝑡) =
1

2
arg𝑅(𝑘, 𝑡) +

1

2
arg

√
𝑘2 − 𝑐2

𝑘
+

𝑁∑︁
𝑙=1

arg
𝑘 − i𝜅𝑙

𝑘 + i𝜅𝑙
.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено асимптотичному аналiзу розв’язкiв
рiвняння КдФ типу сходинки, що вiдповiдають хвилi розрiдження, а також
побудовi регуляризованих iнтегралiв руху для цих розв’язкiв, якi необхiднi для
опису рiвняння КдФ як нескiнченновимiрної гамiльтонової динамiчної системи.
Основнi результати можна сформулювати таким чином:

∙ Дослiджено i обґрунтовано асимптотичну поведiнку хвилi розрiдження
для рiвняння КдФ нелiнiйним методом найшвидшого спуску, який є
модифiкацiєю методу оберненої задачi розсiювання. Отримано i обґрунто-
вано перший i другий члени асимптотичного розвинення цього розв’язку
при великих значеннях часу у головних регiонах просторово-часової
пiвплощини.

∙ Доведено, що в областi 𝑥 > 𝜖𝑡, де 𝜖 > 0 є довiльною малою
величиною, хвиля розрiдження асимптотично являє собою суму солiтонiв
i експоненцiйно малого за змiнною 𝑡 залишкового члена.

∙ Доведено, що в середнiй областi (−6𝑐2 + 𝜖)𝑡 < 𝑥 < −𝜖𝑡 головний
член асимптотичного розвинення є точним розв’язком 𝑞(𝑥, 𝑡) = − 𝑥

6𝑡

рiвняння КдФ. Також обчислено другий член асимптотичного розвинення
i проаналiзовано вплив резонансу на цей член. Обчислено порядок
залишкового члену цього асимптотичного розвинення.

∙ Доведено, що в областi 𝑥 < (−6𝑐2−𝜖)𝑡 розв’язок є асимптотично близьким
до лiвої фонової константи 𝑐2. Виведено строгу формулу для другого
члена асимптотичного розвинення в цiй областi i показано, що резонанс
не впливає на цей член.

∙ Побудовано послiдовнiсть регуляризованих iнтегралiв руху для нескiнчен-
но гладкого асимптотично скiнченнозонного розв’язку рiвняння КдФ типу
сходинки. Знайдено зображення цих iнтегралiв через данi розсiювання
початкових умов, що є асимптотично близькими до рiзних сталих
на кожнiй з пiвосей.
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Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню розв’язку задачi Кошi для
рiвняння Кортевега – де Фрiза (КдФ) з початковими даними типу сходинки, що
вiдповiдають хвилi розрiдження. У роботi вивчається асимптотична поведiнка
цього розв’язку за умови, що змiнна часу є позитивною i прямує до
нескiнченностi.

Методом дослiдження асимптотик у дисертацiї є нелiнiйний метод найшвид-
шого спуску в застосуваннi до векторних осциляцiйних задач Рiмана – Гiльберта
(РГ). Вiн є ефективним у режимi, при якому обидвi змiннi, просторова та часова,
прямують до нескiнченностi, але їхнє вiдношення змiнюється слабо. На вiдмiну
вiд спадних початкових даних, для яких немає вiдмiнностей, яку саме задачу РГ
застосовувати при дослiдженнi асимптотик (за правими даними розсiювання або
за лiвими), в задачах з початковими умовами типу сходинки вибiр постановки
задачi РГ має принципове значення. Тому в дисертацiї поставлено вiдповiднi
задачi РГ як за правими, так i за лiвими даними розсiювання, i доведено
iснування та єдинiсть їхнiх розв’язкiв. За допомогою зсувiв контурiв стрибка,
що становлять так званий механiзм лiнз, i з використанням методу 𝑔-функцiї, цi
задачi зведено до еквiвалентних задач РГ, де матрицi стрибка мало вiдрiзняю-
ться, за винятком малих околiв точок екстремумiв, вiд явно розв’язуваних задач
РГ зi сталими матрицями стрибкiв (модельних задач) при великих значеннях
часу. У дисертацiї знайдено точнi розв’язки асоцiйованих матричних i векторних
модельних задач та розв’язано додатковi задачi параметрикса, що пов’язанi з
поведiнкою розв’язку в околах точок екстремуму. Також проведено заключний
асимптотичний аналiз, що математично строго обґрунтовує асимптотичне
розвинення для хвилi розрiдження при великих значеннях часу. Такий аналiз
для задач iз початковими умовами типу сходинки проведено вперше.

У дисертацiйнiй роботi знайдено асимптотики хвилi розрiдження для
рiвняння КдФ в трьох основних областях просторово-часової пiвплощини: у
солiтоннiй областi, у середнiй областi мiж переднiм та заднiм хвильовими
фронтами, та в областi позаду заднього хвильового фронту. Також дослiджено
вплив резонансу на перший та другий члени асимптотичного розвинення на
краю неперервного спектра.

У роботi побудовано регуляризованi iнтеграли руху у випадку асимптотично
перiодичних початкових умов задачi Кошi для рiвняння КдФ. Для початкових
умов, що є асимптотично сталими, знайдено зображення цих iнтегралiв через
данi розсiювання вiдповiдного оператора Шрьодiнгера.

Ключовi слова: Рiвняння Кортевега – де Фрiза, хвиля розрiдження, задача
Рiмана-Гiльберта, iнтеграли руху.
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Андреев К.Н. Волны разрежения для уравнения Кортевега – де Фриза:
асимптотики и интегралы движения. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.03 – математическая физика.
– Физико-технический институт низких температур им. Б.И. Веркина
Национальной академии наук Украины, Харьков, 2018.

Диссертационная работа посвящена исследованию решения задачи Коши
для уравнения Кортевега – де Фриза (КдФ) с начальными данными типа
ступеньки, соответствующими волне разрежения. В работе рассматривается
асимптотическое поведение этого решения в режиме, при котором значение вре-
мени стремится к бесконечности, а отношение пространственной переменной к
временной изменяется слабо.

Методом исследования асимптотик в диссертации является нелинейный ме-
тод наискорейшего спуска в применении к векторным осциляционным задачам
Римана – Гильберта (РГ). Поставлены такие задачи РГ по левым и правым
данным рассеяния, а также доказано существование и единственность их
решений. С помощью так называемых механизмов линз и 𝑔-функции эти задачи
сведены к эквивалентным задачам РГ, где матрицы скачка мало отличаются
при больших значениях времени от явно решаемых задач РГ с постоянными
матрицами скачков (модельные задачи), за исключением малых окрестностей
точек, которые называются точками параметрикса. В работе найдены точные
решения ассоциированных матричных и векторных модельных задач, кроме
того решены дополнительные задачи РГ, связанные с параметриксом. Также
проведен заключительный асимптотический анализ, который математически
строго обосновывает асимптотическое разложение для волны разрежения при
больших значениях времени. Такой анализ для задач с начальными условиями
типа ступеньки проведен впервые.

В диссертационной работе найдены асимптотики волны разрежения для
уравнения КдФ в основных областях пространственно-временной полупло-
скости: в солитонной области, в средней области разрежения и в области
дисперсионного убывания позади заднего волнового фронта. Также впервые
изучено влияние резонанса на первый и второй члены асимптотического
разложения на краю непрерывного спектра.

В работе построены регуляризованные интегралы движения в случае асим-
птотически периодических начальных условий задачи Коши для уравнения КдФ.
В случае начальных условий на постоянных фонах найдено их представление
через данные рассеяния оператора Шредингера.
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Ключевые слова: Уравнение Кортевега – де Фриза, волна разрежения, задача
Римана – Гильберта, интегралы движения.

Andreiev K.M. The rarefaction waves for the Korteweg–de Vries equation:
asymptotics and the integrals of motion. – Manuscript.

The thesis to acquire a scientific degree of candidate of science in physics and
mathematics by specialty 01.01.03 – Mathematical Physics. – B.Verkin Institute for
Low Temperature Physics and Engineering of the National Academy of Sciences of
Ukraine, Kharkiv, 2018.

The thesis is concerned with the Cauchy problem solution for the Korteweg–de
Vries equation with steplike initial data associated with the rarefaction waves. The
long time asymptotic behavior of this solution is discussed in the regime when the
ratio of the spatial and the time variables changes slowly.

By use of the nonlinear steepest descent method, the asymptotics of the solution
was investigated in all principal regions of the space-time half-plane: in the soliton
region, in the middle region between the leading and rear wave fronts, and in the
region behind the rear wave front. The result generalizes previously known results.

The method is applied to studying of the vector Riemann-Hilbert (RH) oscillation
problems associated with the right and left scattering data of the initial profile. The
unique solvability of these RH problems is proved, in particular, in the presence
of the discrete spectrum and possible resonances. Using the so-called lens and 𝑔-
function mechanisms, as far as standard conjugation and deformation methods, these
RH problems amount to the equivalent RH problems, with the jump matrices slightly
differing from constant matrices when the time is large, except of small vicinities of
finite number of the extrema points. The RH problems with the constant jump matrices
(model problems) are solved explicitly. The additional parametrix RH problems are
also solved, and the concluding asymptotic analysis is given. It justifies rigorously
the asymptotic expansions for the rarefaction wave of the KdV equation.

The regularized integrals of motion are constructed for asymptotically finite gap
steplike solution for the KdV equation. In the case of the asymptotically constant
initial data, the representation of the integrals of motion is given via the scattering
data of the associated Schödinger operator.

Keywords: Korteweg–de Vries equation, rarefaction wave, Riemann-Hilbert
problem, the integrals of motion.
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