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АНОТАЦIЯ

Афанасьєв Є. В. Застосування грасманового iнтегрування в задачах теорiї
випадкових матриць.—Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-
альнiстю 111 «Математика».—Фiзико-технiчний iнститут низьких температур
iм. Б. I. Вєркiна Нацiональної академiї наук України, Харкiв, 2020.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваних задач, наведено зв’язок
роботи з науковими програмами, планами, темами. Сформульовано мету, зада-
чi та методи дослiдження. Визначено наукову новизну i значення отриманих
результатiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача та
апробацiю результатiв дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду та аналiзу лiтератури. У пiдроздiлi 1.1
дано визначення основним спектральним характеристикам, якi дослiджуються
в теорiї випадкових матриць, а саме: нормованiй рахуючiй мiрi власних значень,
лiнiйнiй статистицi власних значень, спектральним кореляцiйним функцiям та
кореляцiйним функцiям характеристичних полiномiв. Також наведено головнi
попереднi результати про цi спектральнi характеристики.

У пiдроздiлi 1.2 описано метод грасманового iнтегрування та наведено iсто-
рiю його застосування в теорiї випадкових матриць.

У роботi ми дослiджуємо два ансамблi випадкових матриць: ансамбль роз-
рiджених ермiтових матриць та ансамбль матриць з незалежними елементами.
У пiдроздiлах 1.3 та 1.4 наведено ключовi результати по вищезгаданих ансам-
блях.

Ансамбль розрiджених ермiтових випадкових матриць досить добре дослiд-
жено в глобальному режимi. Так, вiдомо, що нормована рахуюча мiра власних
значень слабко збiгається до невипадкової мiри, причому для слабко розрiдже-
них матриць гранична мiра є напiвкруговим законом. Також доведено Централь-
ну граничну теорему для лiнiйної статистики. У локальному режимi обчислено
асимптотичну поведiнку спектральних кореляцiйнихфункцiй у випадку слабко-
го розрiдження. Якщо ж матрицi сильно розрiдженi, то асимптотична поведiнка
спектральних кореляцiйних функцiй невiдома.
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Ансамбль випадкових матриць з незалежними елементами також добре до-
слiджено в глобальному режимi як у комплексному, так i у дiйсному випадку.
Вiдомо, що нормована рахуюча мiра власних значень слабко збiгається до кру-
гового закону. ТакождоведеноЦентральну граничну теорему для лiнiйної стати-
стики. У локальному режимi обчислено асимптотичну поведiнку спектральних
кореляцiйних функцiй на межi спектра в загальному випадку, а всерединi спек-
тра— з деякими обмеженнями на моменти спiльного розподiлу ймовiрностей
елементiв матриць.

Другий роздiл присвячений дослiдженню ансамблю розрiджених ермiтових
випадкових матриць розмiром n×n виду

Mn = (d jkw jk)
n
j,k=1

де

d jk = p−1/2


1 з ймовiрнiстю

p
n

;

0 з ймовiрнiстю 1− p
n

;

w jk = w(1)
jk + iw(2)

jk , j 6= k

та {w(1)
jk ,w

(2)
jk ,wll : 1 ≤ j < k ≤ n,1 ≤ l ≤ n} є такими незалежними однаково

розподiленими (н. о. р.) дiйсними нормальними випадковими величинами iз ну-
льовим середнiм, що

2E{|w(1)
jk |

2}= 2E{|w(2)
jk |

2}= E{|wll|2}= 1, j 6= k.

Тут i всюди нижче E позначає математичне сподiвання по всiм випадковим
величинам. Випадковi величини {d jk : j ≤ k} також незалежнi одна вiд одної та
вiд величин w(1)

jk ,w
(2)
jk ,wll.

Означення. Кореляцiйною функцiєю характеристичних полiномiв називається

fm(Y ) = E
{ m

∏
j=1

det
(
M∗n − y j

)(
Mn− ym+ j

)}
,

де Y = diag{y1, . . . ,y2m}, причому y1, . . . , y2m —дiйснi або комплекснi параме-
три, що можуть залежати вiд n.
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У пiдроздiлi 2.1 отримано iнтегральне представлення для кореляцiйних
функцiй характеристичних полiномiв розрiджених ермiтових випадкових мат-
риць. Основним результатом цього пiдроздiлу є Пропозицiя 2.6.

У пiдроздiлi 2.2 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для другої кореляцiйної функцiї характеристичних полiно-
мiв всерединi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 2.1.

Теорема 2.1. Нехай p = const, λ∗(p) =

√
max

(
4− 8

p
,0
)
, λ j = λ0 +

x j

n
,

x j ∈ R, j = 1,2. Тодi кореляцiйна функцiя двох характеристичних полiно-
мiв f1(Λ) задовольняє асимптотичнi спiввiдношення

(i) при λ0 ∈ (−λ∗(p),λ∗(p))

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

=
sin
(
(x1− x2)

√
λ∗(p)2−λ 2

0 /2
)

(x1− x2)
√

λ∗(p)2−λ 2
0 /2

;

(ii) при λ0 /∈ (−λ∗(p),λ∗(p))

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

= 1.

У пiдроздiлi 2.3 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для всiх кореляцiйнихфункцiй характеристичнихполiномiв
всерединi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 2.3.

Теорема 2.3. Нехай p→∞,λ j = λ0+
x j

n
, x j ∈R, j = 1, . . . ,2m. Тодi кореляцiй-

нi функцiї характеристичних полiномiв fm(Λ) для λ0 ∈ (−2,2) задовольняють
асимптотичнi спiввiдношення

lim
n→∞

fm(Λ)( 2m
∏
j=1

fm(λ jI)
)1/2m

=
ŝ2m(X)

ŝ2m(I)
,

де X = diag{x1, . . . ,x2m} та

ŝ2m(X) =

det


sin
(
(x j− xm+k)

√
4−λ 2

0 /2
)

(x j− xm+k)
√

4−λ 2
0 /2


m

j,k=1

4(x1, . . . ,xm)4(xm+1, . . . ,x2m)
,

а також4(y1, . . . ,ym)— визначник Вандермонда чисел y1, . . . ,ym.
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У пiдроздiлi 2.4 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для другої кореляцiйної функцiї характеристичних полiно-
мiв на межi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 2.4.

Теорема 2.4. Нехай p→ ∞, λ j = λ0 +
x j

n2/3 , x j ∈ R, j = 1,2, λ0 = 2. Тодi ко-
реляцiйна функцiя двох характеристичних полiномiв f1(Λ) задовольняє асим-
птотичнi спiввiдношення

(i) Якщо n2/3

p → ∞, то

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

= 1;

(ii) Якщо n2/3

p → c, то

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

=
A(x1 +2c,x2 +2c)√

A(x1 +2c,x1 +2c)A(x2 +2c,x2 +2c)
,

де A(x,y)—ядро Ейрi. Для λ0 =−2 справджуються аналогiчнi твердження.

У третьому роздiлi ми вивчаємо комплекснi випадковi матрицi з незалеж-
ними елементами виду

Mn =
1√
n

X =
1√
n
(x jk)

n
j,k=1,

де x jk —такi н. о. р. комплекснi випадковi величини, що

E{x jk}= E{x2
jk}= 0, E{

∣∣x jk
∣∣2}= 1.

У пiдроздiлi 3.1 отримано iнтегральне представлення для кореляцiйних
функцiй характеристичнихполiномiв комплекснихнеермiтових випадковихмат-
риць з незалежними елементами. Основним результатом цього пiдроздiлу є
Пропозицiя 3.3.

У пiдроздiлi 3.2 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для кореляцiйнихфункцiй характеристичнихполiномiв все-
рединi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 3.1.

Теорема 3.1. Нехай першi 2m абсолютних моментiв спiльного розподiлу

елементiвматрицьMn є скiнченними, i z j = z0+
ζ j√

n
, ζ j ∈C, j = 1, . . . ,m, |z0|< 1.

Тодi
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(i) m-та кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв fm(Ž) задоволь-
няє асимптотичне спiввiдношення

lim
n→∞

n−
m2−m

2
fm(Ž)

f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)
= e

m2−m
2 (1−|z0|2)

2
κ2,2

det(KC(ζ j,ζk))
m
j,k=1

|4(Z )|2
,

де Ž = diag{z1, . . . ,zm,z1, . . . ,zm},κ2,2 =E{|x11|4}−2;Z = diag{ζ1, . . . ,ζm}
та

KC (z,w) = e−|z|
2/2−|w|2/2+zw.

(ii) у окремому випадку ζ1 = · · ·= ζm = 0 ми маємо

E
{
|det(Mn− z0)|2m

}
= (2π)m/2

(m−1

∏
j=1

j!
)−1

e
m2−m

2 (1−|z0|2)
2
κ2,2n

m2
2 emn(|z0|2−1)(1+o(1)).

У четвертому роздiлi ми вивчаємо дiйснi випадковi матрицi з незалежними
елементами виду

Mn =
1√
n

X =
1√
n
(x jk)

n
j,k=1,

де x jk —такi н. о. р. дiйснi випадковi величини, що

E{x jk}= 0 та E{x2
jk}= 1.

У пiдроздiлi 4.1 отримано iнтегральне представлення для кореляцiйних
функцiй характеристичних полiномiв дiйсних випадкових матриць з незалеж-
ними елементами. Основним результатом цього пiдроздiлу є Пропозицiя 4.3.

У пiдроздiлi 4.2 проводиться асимптотичний аналiз отриманого iнтеграль-
ного представлення для кореляцiйнихфункцiй характеристичнихполiномiв все-
рединi спектра. Основним результатом цього пiдроздiлу є Теорема 4.2.

Теорема 4.2. Нехай першi 2m абсолютних моментiв спiльного розподiлу

елементiв матриць Mn є скiнченними, i z j = z0 +
ζ j√

n
, ζ j ∈ C, j = 1, . . . ,m,

z0 ∈ (−1,1). Тодi
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(i) m-та кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв fm(Ž) задоволь-
няє асимптотичне спiввiдношення

lim
n→∞

n−m2+m fm(Ž)
f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)

=Cm,z0e
m2−m

2 (1−z2
0)

2
κ4

×
∫

V=V R∈U(2m)

exp
{

1
2

trŽ V Ž RV ∗− 1
2

trŽ Ž R
}

dµs(V ),

де Ž = diag{z1, . . . ,zm,z1, . . . ,zm}, Cm,z0 —деяка константа, яка не зале-
жить анi вiд спiльного розподiлу елементiв матрицi, анi вiд ζ1, . . . , ζm;
κ4 = E{x4

11}−3,

AR =−

(
0 Im

−Im 0

)
AT

(
0 Im

−Im 0

)
,

U(k)—унiтарна група, ймовiрнiсна мiра dµs(V ) вiдповiдає диференцi-
альнiй формi

det−m+1/2V
∧

j,k≤m

dv jk
∧

j<k≤m

dv j,k+m∧dvk+m, j

та
Ž = diag{ζ 1, . . . ,ζ m,ζ1, . . . ,ζm}.

(ii) в окремому випадку m = 2 iнтеграл по самодуальним унiтарним матри-
цям можна обчислити, i ми маємо

lim
n→∞

n−2 f2(Ž)
f1(z1,z1)f1(z2,z2)

=C2,z0e
(1−|z0|2)

2
κ4

Pf(KR(ζ j,ζk))
2
j,k=1

4(ζ1,ζ2,ζ 1,ζ 2)
,

де

KR(ζ j,ζk) = e−
|ζ j |2

2 −
|ζk|

2

2

(
(ζ j−ζk)eζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

(ζ j−ζk)e
ζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

)
.

У п’ятому роздiлi ми коротко описуємо метод грасманового iнтегрування,
а також доводимо деякi допомiжнi властивостi зовнiшнього добутку лiнiйних
операторiв.

Ключовi слова: грасмановi змiннi, суперсиметрiя, теорiя випадкових мат-
риць, розрiдженi випадковi матрицi, матрицi сумiжностi випадкових графiв,
випадковi матрицi з незалежними елементами, ансамбль Жинiбра, кореляцiйнi
функцiї характеристичних полiномiв, моменти характеристичних полiномiв.
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ABSTRACT

Afanasiev I.An application of the Grassmann integration in randommatrix theory
problems. — Qualification scientific paper, manuscript.

A thesis to earn a Doctor of Philosophy degree in the specialty 111 “Mathemat-
ics”. — B. Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering of the Na-
tional Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, 2020.

The introduction explains the relevance of the problem under study, and provides
a link between thesis and scientific programs, plans, themes. The research goal, tasks
and methods are stated there. The scientific novelty and value of the obtained results
are determined. The information about the publications, the personal applicant con-
tribution and thesis results approbation testing the results of the thesis is given.

Section 1 is devoted to the review and analysis of the literature. In subsection 1.1
we give the definition of the main spectral characteristics which are studied in the
random matrix theory. Namely, Normalized Counting Measure of eigenvalues, lin-
ear statistics of eigenvalues, m-point correlation functions and correlation functions
of the characteristic polynomials are discussed. The main previous results on this
spectral characteristics are given too.

In subsection 1.2 the Grassmann integration method is explained. The history of
its application to the random matrix theory is discussed.

Two random matrix ensembles are studied in the thesis: an ensemble of sparse
Hermitian matrices and an ensemble of matrices with independent entries. In sub-
sections 1.3 and 1.4 the key results on the above ensembles are given.

The ensemble of sparse Hermitian random matrices is rather well-studied in the
global regime. It is known that the Normalised Counting Measure of eigenvalues
weakly converges to a non-random measure. Moreover, the limiting measure is a
semicircle law for diluted randommatrices. The Central Limit Theorem for the linear
eigenvalue statistics was also proven. In the local regime the asymptotic behavior of
the m-point correlation function was computed in the diluted case. If matrices are
sparse then the asymptotic behavior of the m-point correlation function is unknown.

Both complex and real versions of the ensemble of random matrices with inde-
pendent entries are also well-studied in the global regime. It is known that the Nor-
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malised Counting Measure of eigenvalues weakly converges to a circular law. The
Central Limit Theorem for the linear eigenvalue statistics was also proven. In the lo-
cal regime the asymptotic behavior of them-point correlation function was computed.
It was done at the spectrum edge in the general case, and in the bulk of the spectrum
with some restrictions on the moments of the common probability distribution of the
matrix entries.

Section 2 is concerned with the investigation of the ensemble of n× n sparse
Hermitian random matrices of the form

Mn = (d jkw jk)
n
j,k=1

where

d jk = p−1/2


1 with probability

p
n

;

0 with probability 1− p
n

;

w jk = w(1)
jk + iw(2)

jk , j 6= k

and {w(1)
jk ,w

(2)
jk ,wll : 1 ≤ j < k ≤ n,1 ≤ l ≤ n} are i.i.d. real random variables with

zero mean such that

2E{|w(1)
jk |

2}= 2E{|w(2)
jk |

2}= E{|wll|2}= 1, j 6= k.

Here and everywhere below E denotes the expectation with respect to all random
variables. Random variables {d jk : j ≤ k} are also independent of each other and of
variables w(1)

jk ,w
(2)
jk ,wll.

Definition. The correlation function of the characteristic polynomials is

fm(Y ) = E
{ m

∏
j=1

det
(
M∗n − y j

)(
Mn− ym+ j

)}
,

whereY = diag{y1, . . . ,y2m}, with real or complex parameters y1, . . . , y2m which may
depend on n.

In Subsection 2.1 we obtain an integral representation for the correlation func-
tions of the characteristic polynomials of sparse Hermitian random matrices. The
main result of the subsection is Proposition 2.6.

In Subsection 2.2 we perform an asymptotic analysis of the obtained integral
representation for the second correlation function of the characteristic polynomials
in the bulk of the spectrum. The main result of the subsection is Theorem 2.1.
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Theorem 2.1. Let p = const, λ∗(p) =

√
max

(
4− 8

p
,0
)
, λ j = λ0+

x j

n
, x j ∈R, j =

1,2. Then the correlation function of two characteristic polynomials f1(Λ) satisfies
the asymptotic relations

(i) for λ0 ∈ (−λ∗(p),λ∗(p))

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

=
sin
(
(x1− x2)

√
λ∗(p)2−λ 2

0 /2
)

(x1− x2)
√

λ∗(p)2−λ 2
0 /2

;

(ii) for λ0 /∈ (−λ∗(p),λ∗(p))

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

= 1.

In Subsection 2.3 we perform an asymptotic analysis of the obtained integral
representation for all correlation functions of the characteristic polynomials in the
bulk of the spectrum. The main result of the subsection is Theorem 2.3.

Theorem 2.3. Let p→ ∞, λ j = λ0+
x j

n
, x j ∈R, j = 1, . . . ,2m. Then the correlation

function of characteristic polynomials fm(Λ) for λ0 ∈ (−2,2) satisfies the asymptotic
relation

lim
n→∞

fm(Λ)( 2m
∏
j=1

fm(λ jI)
)1/2m

=
ŝ2m(X)

ŝ2m(I)
,

where X = diag{x1, . . . ,x2m},

ŝ2m(X) =

det


sin
(
(x j− xm+k)

√
4−λ 2

0 /2
)

(x j− xm+k)
√

4−λ 2
0 /2


m

j,k=1

4(x1, . . . ,xm)4(xm+1, . . . ,x2m)

and4(y1, . . . ,ym) is the Vandermonde determinant of y1, . . . ,ym.

In Subsection 2.4 we perform an asymptotic analysis of the obtained integral
representation for the second correlation function of the characteristic polynomials
at the edge of the spectrum. The main result of the subsection is Theorem 2.4.
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Theorem 2.4. Let p→ ∞, λ j = λ0 +
x j

n2/3 , j = 1,2, λ0 = 2. Then the correlation
function of two characteristic polynomials f1(Λ) satisfies the asymptotic relations

(i) If n2/3

p → ∞

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

= 1;

(ii) If n2/3

p → c

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

=
A(x1 +2c,x2 +2c)√

A(x1 +2c,x1 +2c)A(x2 +2c,x2 +2c)
,

where A(x,y) is an Airy kernel. For λ0 =−2 similar assertions are also valid.

In Section 3 we study complex random matrices with independent entries of the
form

Mn =
1√
n

X =
1√
n
(x jk)

n
j,k=1,

where x jk are i.i.d. complex random variables such that

E{x jk}= E{x2
jk}= 0, E{

∣∣x jk
∣∣2}= 1.

In Subsection 3.1 we obtain an integral representation for the correlation func-
tions of the characteristic polynomials of complex non-Hermitian random matrices
with independent entries. The main result of the subsection is Proposition 3.3.

In Subsection 3.2 we perform an asymptotic analysis of the obtained integral
representation for the correlation functions of the characteristic polynomials in the
bulk of the spectrum. The main result of the subsection is Theorem 3.1.

Theorem3.1. Let the first 2m absolute moments of the common distribution of entries

of Mn be finite and z j = z0 +
ζ j√

n
, ζ j ∈ C, j = 1, . . . ,m, |z0|< 1. Then

(i) the mth correlation function of the characteristic polynomials fm(Ž) satisfies the
asymptotic relation

lim
n→∞

n−
m2−m

2
fm(Ž)

f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)
= e

m2−m
2 (1−|z0|2)

2
κ2,2

det(KC(ζ j,ζk))
m
j,k=1

|4(Z )|2
,

where Ž = diag{z1, . . . ,zm,z1, . . . ,zm}, κ2,2 = E{|x11|4}−2;
Z = diag{ζ1, . . . ,ζm} and

KC (z,w) = e−|z|
2/2−|w|2/2+zw.

11



(ii) in particular case ζ1 = · · ·= ζm = 0 we have

E
{
|det(Mn− z0)|2m

}
= (2π)m/2

(m−1

∏
j=1

j!
)−1

e
m2−m

2 (1−|z0|2)
2
κ2,2n

m2
2 emn(|z0|2−1)(1+o(1)).

In Section 4 we study real random matrices with independent entries of the form

Mn =
1√
n

X =
1√
n
(x jk)

n
j,k=1,

where x jk are i.i.d. real random variables such that

E{x jk}= 0 and E{x2
jk}= 1.

In Subsection 4.1 we obtain an integral representation for the correlation func-
tions of the characteristic polynomials of real random matrices with independent en-
tries. The main result of the subsection is Proposition 4.3.

In Subsection 4.2 we perform an asymptotic analysis of the obtained integral
representation for the correlation functions of the characteristic polynomials in the
bulk of the spectrum. The main result of the subsection is Theorem 4.2.

Theorem4.2. Let the first 2m absolute moments of the common distribution of entries

of Mn be finite and z j = z0 +
ζ j√

n
, ζ j ∈ C, j = 1, . . . ,m, z0 ∈ (−1,1). Then

(i) the mth correlation function of the characteristic polynomials fm(Ž) satisfies the
asymptotic relation

lim
n→∞

n−m2+m fm(Ž)
f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)

=Cm,z0e
m2−m

2 (1−z2
0)

2
κ4

×
∫

V=V R∈U(2m)

exp
{

1
2

trŽ V Ž RV ∗− 1
2

trŽ Ž R
}

dµs(V ),

where Ž = diag{z1, . . . ,zm,z1, . . . ,zm}, Cm,z0 is some constant, which does not
depend on the common distribution of entries and on ζ1, . . . , ζm; κ4 =E{x4

11}−
3,

AR =−

(
0 Im

−Im 0

)
AT

(
0 Im

−Im 0

)
,

12



U(k) is a unitary group, the probabilistic measure dµs(V ) corresponds to the
differential form

det−m+1/2V
∧

j,k≤m

dv jk
∧

j<k≤m

dv j,k+m∧dvk+m, j

and
Ž = diag{ζ 1, . . . ,ζ m,ζ1, . . . ,ζm}.

(ii) in the particular case m = 2 the integral over self-dual unitary matrices can be
computed and we have

lim
n→∞

n−2 f2(Ž)
f1(z1,z1)f1(z2,z2)

=C2,z0e
(1−|z0|2)

2
κ4

Pf(KR(ζ j,ζk))
2
j,k=1

4(ζ1,ζ2,ζ 1,ζ 2)
,

where

KR(ζ j,ζk) = e−
|ζ j |2

2 −
|ζk|

2

2

(
(ζ j−ζk)eζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

(ζ j−ζk)e
ζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

)
.

In Section 5 we briefly discuss the Grassmann integration method. We prove
some auxiliary properties of the exterior product of linear operators too.

Key words: Grassmann variables, supersymmetry, random matrix theory, sparse
random matrices, adjacency matrices of random graphs, independent entry random
matrices, Gininbre ensemble, correlation functions of characteristic polynomials,
moments of characteristic polynomials.
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Перелiк умовних позначень

Усюди в роботi малi лiтери позначають скаляри, напiвжирнi малi лiтери—
вектори, великi лiтери—матрицi, а напiвжирнi великi лiтери—множини мат-
риць. Ми використовуємо таку ж саму лiтеру для матрицi (наприклад, A), її
стовпцiв (a j) та її елементiв (ak j). Крiм того, ми ще позначаємо j-ий стовпець
матрицi A за (A) j i елемент у k-тому рядку та j-ому стовпцi за (A)k j.

Термiни «грасмановi змiннi» та «антикомутуючi змiннi» є синонiмами. Змiн-
нi iнтегрування φ , ϕ , θ , ϑ , ρ , ξ , υ та ν позначають грасмановi змiннi. Всi iншi
змiннi iнтегрування, якi не визначено областю iнтегрування, є або комплексни-
ми, або дiйсними.

Якщоне написаномежi iнтегрування, то такий iнтеграл позначає одне з двох:

1) або це iнтеграл по грасмановим змiнним;

2) або це iнтеграл по Cd чи Rd.

Нехай також dt∗dt (t = (t1, . . . , td)T ∈ Cd) позначає мiру
d
∏
j=1

dt jdt j на просто-

рi Cd. Аналогiчно, для векторiв з антикомутуючими компонентами dφ+dφ =
d
∏
j=1

dφ jdφ j. Такi ж самi позначення використовуються i для матриць.

Крiм цього, C, C1 позначають рiзноманiтнi незалежнi вiд n константи, якi
можуть бути рiзними в рiзних формулах.

≺ – лексикографiчний порядок на множинi In,k.
4(diag{y j}k

j=1) =4({y j}k
j=1) – визначник Вандермонда чисел {y j}k

j=1.
4(Y ) – визначник Вандермонда власних значень матрицi Y .
〈·, ·〉 – стандартний скалярний добуток у лiнiйному просторi над R чи C. Для
матриць 〈A,B〉= trB∗A. Для множин матриць 〈A,B〉= ∑ j〈A j,B j〉.
k, l – скорочений запис перелiку цiлих чисел k, k+1, . . . , l.
1A – характеристична функцiя множини A.
AT – матриця, транспонована до матрицi A.
AR – матриця, дуальна до матрицi A (див. Означення 4.1).
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A(x,y) – ядро Ейрi.
Ai(x) – функцiя Ейрi.
diag{y j}k

j=1 – дiагональна матриця розмiром k×k з числами y1, . . . , yk на дiаго-
налi.
EndV – група лiнiйних операторiв над лiнiйним простором V .
fm – кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв (див. Означення 1.7).
Gin(F) – ансамбль випадкових матриць з незалежними гаусовими елементами,
який задано формулами а) (1.8) i (1.9), якщо F=C; б) (1.8) i (1.10), якщо F=R.
GOE – гаусiв ортогональний ансамбль.
GUE – гаусiв унiтарний ансамбль.
Hk – спрощене позначення для Hk,0.
Hk,l – пiдпростiр самоспряжених операторiв у EndΛlCk.
Hm – див. формулу (2.9).
Ik – одинична матриця розмiром k× k. Iндекс k опускається у випадках, коли
розмiр матрицi впливає з контексту.
In,k – множина iндексiв для нумерацiї компонентiв полiвекторiв та елементiв
матриць операторiв, що дiють у зовнiшнiх степенях просторiв, див. форму-
лу (2.7).

Jk – матриця

(
0 Ik

−Ik 0

)
.

Nn – нормована рахуюча мiра власних значень (див. Означення 1.3).
Nn[η ] – лiнiйна статистика власних значень (див. Означення 1.5).
O(k) – група ортогональних матриць розмiром k× k.
Pf – Пфафiан.
Sk – група перестановок довжини k.
U(k) – група унiтарних матриць розмiром k× k.
USp(k) – група унiтарних симплектичних матриць розмiром 2k×2k.
Z – див. формулу (3.7).
Ž – див. формулу (1.16).
Z – див. формулу (1.17).
Ž – див. формулу (4.5).
ΛlV – l-та зовнiшня степiнь лiнiйного простору V .
µ – ймовiрнiсна мiра Хаара (тобто мiра всiєї групи дорiвнює одиницi).
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µs(V ) – ймовiрнiсна мiра на множинi самодуальних (V =V R) унiтарних матриць,
що вiдповiдає диференцiальнiй формi 4.4.
ρsc(λ ) – щiльнiсть iмовiрностi напiвкругового закону.
ψ (t1, t2) – див. формулу (3.18).
див. – дивiться.
НРМ – нормована рахуюча мiра.
н. о. р. – незалежнi однаково розподiленi.
ЦГТ – центральна гранична теорема.
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Метод грасманового iнтегру-
вання полягає в застосуваннi аналiзу з антикомутуючими змiнними (або просто
супераналiзу) до ряду рiзноманiтних задач. Загальна теорiя супераналiзу впер-
ше була описана Ф. Березiним [24]. Введення iнтегралу по антикомутуючим
змiнним мало великий вплив на розвиток теоретичної фiзики, але з матема-
тичної точки зору супераналiз застосовувався без достатнього обґрунтування,
на фiзичному рiвнi строгостi (наприклад, [75,127]). Тому iнтеграл по антикому-
туючим змiнним тривалий час майже не привертав уваги математикiв. Однак,
як виявилось, супераналiз можна застосовувати й на математичному рiвнi стро-
гостi до розв’язання деяких задач. Так, у теорiї випадкових матриць було отри-
мано низку вагомих результатiв iз застосуванням супераналiзу. Грасманове iн-
тегрування було використано для дослiдження гаусового унiтарного ансамблю
(GUE) [29,70,177], гаусового ортогонального ансамблю (GOE) [31,176], круго-
вого унiтарного ансамблю [41], ансамблю Вiгнера [159], ансамблю Марченко-
Пастура [160], ансамблю полоскових матриць [21, 51, 152–156, 161, 162] та де-
яких iнших ансамблiв випадкових матриць.

Зазвичай у теорiї випадкових матриць метод грасманового iнтегрування ви-
користовується для того, щоб отримати зручне для подальшого асимптотично-
го аналiзу iнтегральне представлення для добутку вiдношень детермiнантiв.
Оскiльки головнi спектральнi характеристики, такi як щiльнiсть нормованої
рахуючої мiри власних значень, спектральнi кореляцiйнi функцiї, тощо, часто
можна виразити через вiдношення детермiнантiв, то застосування супераналiзу
дозволяє отримати iнтегральне представлення i для цих характеристик також.
Бiльш детально про зв’язок мiж спектральними характеристиками та вiдношен-
нями детермiнантiв можна озайомитись у [28, 91, 168].

На жаль, отримане за допомогою методу грасманового iнтегрування iнте-
гральне представлення для добутку вiдношень детермiнантiв мiстить як ко-
мутуючi, так i антикомутуючи змiннi. Iнтеграли такого типу складнi, знайти
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їхню асимптотичну поведiнку дуже важко. Тому природним є бажання розгля-
нути простiший i водночас схожий iнтеграл для того, щоб хоч трохи проли-
ти свiтло на стан справ. Шуканий iнтеграл можна отримати при дослiдженнi
асимптотичної поведiнки кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв.
Крiм того, кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв як об’єкт дослiд-
ження цiкавi й самi по собi. В останнiй час вони активно дослiджуються, напри-
клад, [29, 31, 73, 108, 153, 159,160], тощо.

Дана дисертацiйна робота присвячена дослiдженню кореляцiйних функцiй
характеристичних полiномiв розрiджених ермiтових випадкових матриць та не-
ермiтових випадкових матриць з незалежними елементами (комплексний i дiй-
сний випадки). Перший зi згаданих ансамблiв цiкавий тим, що цi матрицi є
матрицями сумiжностi випадкових вагових графiв, спектральнi характеристики
яких є дуже актуальними для дослiдження. Другий ансамбль вирiзняється тим,
що його матрицi не є ермiтовими, а наскiльки вiдомо авторовi, кореляцiйнi фун-
кцiї характеристичних полiномiв неермiтових матриць було дослiджено тiльки
в роботах [11, 73, 179].

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiджен-
ня кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв розрiджених ермiтових
випадкових матриць та неермiтових випадкових матриць з незалежними еле-
ментами.

Об’єкт дослiдження—розрiдженi ермiтовi випадковi матрицi та неермiто-
вi випадковi матрицi з незалежними елементами.

Предмет дослiдження—кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв
розрiджених ермiтових випадковихматриць та неермiтових випадковихматриць
з незалежними елементами (комплексний i дiйсний випадки).

Завдання дослiдження:

• встановити асимптотичну поведiнку другої кореляцiйної функцiї характе-
ристичних полiномiв сильно розрiджених ермiтових випадкових матриць;

• встановити асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй характе-
ристичних полiномiв слабко розрiджених ермiтових випадкових матриць;

• дослiдити залежнiсть встановленої асимптотичної поведiнки вiд ступеню
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розрiдженостi матриць;

• встановити асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй характе-
ристичних полiномiв комплексних випадкових матриць з незалежними
елементами;

• встановити асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй характе-
ристичних полiномiв дiйсних випадкових матриць з незалежними елемен-
тами;

• порiвняти отриманi результати з iснуючими результатами для спектраль-
них кореляцiйних функцiй та для кореляцiйних функцiй характеристич-
них полiномiв.

Методи дослiдження.Для отримання результатiв дисертацiйної роботи ви-
користовуються метод грасманового iнтегрування для отримання зручного iн-
тегрального представлення, метод перевала для встановлення асимптотичної
поведiнки отриманого iнтегрального представлення.

Наукова новизна одержаних результатiв. В роботi дослiджено асимпто-
тичну поведiнку кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв розрiдже-
них ермiтових випадкових матриць та неермiтових випадкових матриць з неза-
лежними елементами (комплексний i дiйсний випадки). Зокрема, отримано такi
результати:

• встановлено асимптотичну поведiнку другої кореляцiйної функцiї харак-
теристичних полiномiв сильно розрiджених ермiтових випадкових мат-
риць всерединi спектра, це є новим результатом;

• встановлено асимптотичну поведiнку другої кореляцiйної функцiї харак-
теристичних полiномiв на межi спектра та всiх кореляцiйних функцiй
характеристичних полiномiв всерединi спектра слабко розрiджених ер-
мiтових випадкових матриць, це є новим результатом;

• встановлено асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй харак-
теристичних полiномiв комплексних випадкових матриць з незалежними
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елементами; ранiше було встановлено лише у випадку комплексного нор-
мального розподiлу елементiв матриць [11];

• встановлено асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй харак-
теристичних полiномiв дiйсних випадкових матриць з незалежними еле-
ментами у виглядi iнтегралу, який обчислено для другої кореляцiйної
функцiї, це є новим результатом.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має теоретичний ха-
рактер. Отриманi результати поглиблюють наше уявлення про випадковi матри-
цi. Також важливим аспектом єметод, за допомогою якого проведено дослiджен-
ня. Метод грасманового iнтегрування може застосовуватись для дослiдження
спектральних характеристик iнших ансамблiв випадкових матриць.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать науковому ке-
рiвниковi. Усi результати дисертацiї отриманi автором самостiйно. Усi статтi
автора [3, 5, 7] написанi без спiвавторiв. Результати, що належать iншим мате-
матикам, згадуються за необхiднiстю для повноти викладу та супроводжуються
вiдповiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї допо-
вiдалися й обговорювалися на наступних мiжнародних конференцiях:

1. II Мiжнародна конференцiя «Аналiз та математична фiзика», Харкiв, 16–
20 червня 2014 р.

2. III Мiжнародна конференцiя «Аналiз та математична фiзика», Харкiв,
15–19 червня 2015 р.

3. Тристороння нiмецько-росiйсько-українська лiтня школа «Spectral The-
ory, Differential Equations and Probability», Майнц (Нiмеччина), 4–15 вере-
сня 2016 р.

4. Конференцiя «RandomMatrices and Random Graphs», Марсель (Францiя),
15–19 квiтня 2019 р.

5. Конференцiя «Geometry, Differential Equations and Analysis», Харкiв, 17–
21 червня 2019 р.
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6. Лiтня школа «Randomness in Physics and Mathematics», Бiлефельд (Нiмеч-
чина), 12–24 серпня 2019 р.

Публiкацiї. Усi основнi результати дисертацiї в повнiй мiрi опублiкованi
ужурналах, внесених домiжнародних наукометричних баз та вiднесених до дру-
гого й третього квартилiв (Q2 таQ3) вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal
and Country Rank, пройшли апробацiю на наукових конференцiях та семiнарах.
Результати дисертацiї знайшли вiдображення в 7 наукових публiкацiях, в тому
числi в 3 статтях [3,5,7], написаних без спiвавторiв, i в тезах доповiдей [1,2,4,6]
на 4 конференцiях.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту, перелi-
ку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, списку
використаних джерел, який мiстить 192 найменування, та додатка. Повний об-
сяг роботи— 148 сторiнок. Обсяг основної частини дисертацiї — 108 сторiнок.
Роздiл, присвячений огляду лiтератури, займає 15 сторiнок.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiй-
ну роботу виконано у вiддiлi математичної фiзики математичного вiддiлення
Фiзико-технiчного iнституту низьких температур iм. Б. I. Вєркiна Нацiональної
академiї наук України у вiдповiдностi до тематики прiоритетних дослiджень
вiддiлу та в рамках державної науково-дослiдної роботи за темою «Матричнi
та диференцiальнi оператори та їх застосування в квантовiй iнформатицi, iнте-
грованих системах та статистичнiй фiзицi» (шифрМ24/5, номер держреєстрацiї
0106U002561).
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

1.1 Основнi спектральнi характеристики в теорiї
випадкових матриць

Незважаючи на те, що вперше випадковi матрицi з’явилися в статистицi
в 30-х роках ХХ сторiччя, бурхливий розвиток теорiї випадкових матриць по-
чався пiсля того, як Вiгнер у 50-х роках у своїх роботах [180–184] запропонував
використати випадковi матрицi для моделювання статистичної поведiнки енер-
гетичних рiвнiв ядер атомiв у ядернiй фiзицi. З того часу теорiя випадкових
матриць знайшла своє застосування в багатьох областях сучасних математи-
ки (теорiя iнтегровних систем, теорiя графiв, теорiя фiнансiв, комбiнаторика,
теорiя чисел, теорiя нейронних мереж, тощо) та фiзики (теоретична фiзика
невпорядкованих систем, квантова гравiтацiя, квантова хромодинамiка, теорiя
струн, тощо).

Нехай задано ймовiрнiсний простiр (Ω,Σ,P).

Означення 1.1. Випадковою матрицею називається вимiрна функцiя M : Ω→
{матрицi розмiром n× k}.

Зауважимо, що зазвичай розглядають квадратнi матрицi n× n над полем
дiйсних або комплеснихчисел.Надалi всi випадковiматрицi будуть саме такими.

Основним завданням теорiї випадкових матриць є дослiдження власних зна-
чень та власних векторiв. Якщо ми розглянемо випадкову матрицю фiксованого
розмiру, то її власнi значення є, як правило, сильно залежними випадковими
величинами, якi мають дуже складну природу. Не зважаючи на це, можна вивча-
ти власнi значення випадкових матриць великого розмiру (тобто асимптотично,
коли розмiр матрицi прямує до нескiнченностi). Тому дослiджують не окремо
взяту випадкову матрицю, а так званi ансамблi випадкових матриць.
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Означення 1.2. Ансамблем називається послiдовнiсть {Mn} випадкових мат-
риць розмiром n×n.

Власнi значення та iншi спектральнi характеристики ансамблiв випадкових
матриць в основному вивчаються у двох асимптотичних режимах: глобальному
та локальному. У глобальному режимi одним з основних об’єктiв дослiдження
є нормована рахуюча мiра (НРМ) власних значень.

Означення 1.3. Нормованою рахуючою мiрою власних значень ансамблю Mn

називається така мiра Nn на комплекснiй площинi, що

Nn(∆) =
1
n
·#{λ (n)

j ∈ ∆, j = 1, . . . ,n}, (1.1)

де ∆ —довiльна борелiвська множина на комплекснiй площинi, а
{

λ
(n)
j

}n

j=1
—

власнi значення матрицi Mn.

Для багатьох ансамблiв випадкових матриць вiдомо, що НРМ має слабку
границюпри n→∞, наприклад, [16,83,101,128,136,173,183,191,192], див. також
книги [125, 135] та посилання в них. Незважаючи на те, що НРМ є випадковою
мiрою, гранична мiра зазвичай не є випадковою.

Означення 1.4. Носiй граничної мiри називається спектром.

Наступним кроком у дослiдженнi випдкових матриць у глобальному режимi
є вивчення коливань лiнiйної статистики власних значень.

Нехай η : C→ C—довiльна тестова функцiя.

Означення 1.5. Лiнiйною статистикою випадкових величин
{

λ
(n)
j

}n

j=1
, ви-

значеною за тестовою функцiєю η , називається

Nn[η ] =
n

∑
j=1

η

(
λ
(n)
j

)
= trη(Mn).

Наскiльки вiдомо авторовi, вперше питання дослiдження лiнiйної статисти-
ки було пiднято в роботi [15] стосовно ансамблю матриць коварiацiї, тепер
бiльше вiдомого як ансамбль Марченко-Пастура. Цей напрямок отримав роз-
виток в роботах Гiрко (див. [82] i книги [85, 86, 190] та посилання в них), де
було доведено центральну граничну теорему (ЦГТ) для ансамблiв Вiгнера та
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Марченко-Пастура. У бiльш загальнiй сутуацiї ЦГТ для цих ансамблiв було
доведено в [18, 122, 150]. Крiм цього, багато робiт присвячено ЦГТ для iнших
ансамблiв, наприклад, [12, 34, 36, 39, 42, 47, 68, 93, 96, 104, 112, 115, 131, 132, 142,
143,147,157,158,165,172].

З пiонерських робiт Вiгнера [180–184] стало зрозумiло, що з точки зору
ядерної фiзики є сенс дослiджувати власнi значення випадкових матриць не
лише глобально, а й локально, тобто в малому околi фiксованої точки λ0 спектру.
Порядок радiуса окола вибирається таким чином, щоб в окiл в середньому
потрапляло лише O(1) власних значень (при n→ ∞). Таких пiдхiд дозволив,
зокрема, обґрунтувати явище «вiдштовхування енергетичних рiвнiв» важких
ядер.

У 60-тих роках ХХ сторiччя Дайсон висунув гiпотезу унiверсальностi, яка
зараз носить iм’я Вiгнера–Дайсона. За цiєю гiпотезою локальна поведiнка влас-
них значень не залежить вiд iмовiрнiсного розподiлу матриць ансамблю, а за-
лежить лише вiд «класу симетрiї» матриць (ермiтовi, симетричнi чи дiйсно-
кватернiоннi матрицi зi спектром на дiйснiй осi; унiтарнi, ортогональнi чи сим-
плектичнi матрицi зi спектром на одиничному колi) та вiд того, знаходиться
точка λ0 всерединi чи на межi спектра.

Нехай F = R, якщо матрицi Mn ермiтовi, iнакше F = C, а µ̃ —мiра Лебега
наF. Тепермиможемо дати визначення одному з основних об’єктiв дослiдження
в локальному режимi, в термiнах якого формулюється гiпотеза унiверсально-
стi— спектральнiй кореляцiйнiй функцiї.

Означення 1.6. m-та спектральна кореляцiйна функцiя Rm визначається тотож-
нiстю

E

{
∑

1≤ j1 6=···6= jm≤n
η

(
λ
(n)
j1 , . . . ,λ

(n)
jm

)}
=
∫
Fm

η(λ1, . . . ,λm)Rm(λ1, . . . ,λm)dµ̃(λ1) · · ·dµ̃(λm),

яка справджується для будь-якої обмеженої неперервної симетричної функцiї
η : Fm→ C.

Гiпотеза унiверсальностi та її застосування привертають значну увагу фiзи-
кiв, починаючи з моменту висунення гiпотези Дайсоном, див. [33,55,92,95,105,
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125, 127, 129], тощо. Проте з математичної точки зору виявилось, що довести
гiпотезу унiверсальностi досить важко, а деяких випадках навiть дуже важко.
Тому строгi математичнi роботи з’явилися значно пiзнiше. Першi результати
в значнiй мiрi спиралися на iнварiантнiсть розподiлу ймовiрностей випадкових
матриць вiдносно унiтарних, ортогональних чи симплектичних перетворень як
всерединi спектра [14, 19, 23, 25, 44–46, 100, 102, 103, 106, 130, 134, 137, 140, 149,
151,167], так i на його межi [14, 23, 25, 35, 40, 133, 138, 148, 164, 166, 170, 174].

На початку 10-тих рокiв XXI сторiччя для ансамблiв, ймовiрнiсний розподiл
яких немає властивостi iнварiантностi, було запропоновано iншийпiдхiд.Новий
метод полягає в порiвняннi спектрiв ансамблю загального виду та «еталонного»
ансамблю, локальна поведiнка власних значень якого вiдома. Здебiльшого цей
метод доволяє доводити гiпотезу унiверсальностi за умови, що першi чотири
моменти елементiв матрицi спiвпадають з моментами гаусового розподiлу, [59–
63,98,170–172], тощо. Проте в однiй з останнiх робiт [37] цi обмеження вдалося
послабити до двох моментiв.

Ще одними цiкавими i важливими об’єктами є кореляцiйнi функцiї харак-
теристичних полiномiв.

Означення 1.7. Кореляцiйною функцiєю характеристичних полiномiв назива-
ється

fm(Y ) = E
{ m

∏
j=1

det
(
M∗n − y j

)(
Mn− ym+ j

)}
, (1.2)

де
Y = diag{y1, . . . ,y2m} (1.3)

та y1, . . . , y2m —дiйснi або комплекснi параметри, що можуть залежати вiд n.

З точки зору методу грасманового iнтегрування, кореляцiйнi функцiї ха-
рактеристичних полiномiв є простiшим аналогом спектральних кореляцiйних
функцiй. Тому вивчення асимптотичної поведiнки кореляцiйних функцiй хара-
ктеристичних полiномiв можна вважати першим кроком у дослiдженнi спект-
ральних кореляцiйних функцiй. Детальнiше про цей зв’язок йтиметеся в пiд-
роздiлi 1.2.

Крiм того, кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв цiкавi й самi
по собi. Перш за все, кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв при-
вернули увагу в 90-тих роках ХХ сторiччя у зв’язку з деякими питаннями,
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якi виникають при застосуваннi теорiї випадкових матриць до хаотичних кван-
тових систем [13, 69, 73, 94, 109]. А на початку 2000-них у роботах Кiтiнга
та Снейт [107, 108] та Х’юза, Кiтiнга й О’Коннелла [99] було втановлено на-
явнiсть неочiкуваного зв’язку мiж розподiлом нулiв дзета-функцiї Рiмана та
L-функцiй Дiрiхле вздовж критичної вiсi ℜz =

1
2
та кореляцiйними функцiями

характеристичних полiномiв кругового унiтарного й кругового ортогонально-
го ансамблiв вiдповiдно. З цього випливає, що локальнi статистичнi власти-
востi дзета-функцiї Рiмана на критичнiй вiсi (далеко вiд дiйсної вiсi) можна
спробувати змоделювати вiдповiдними властивостями характеристичних по-
лiномiв випадкових унiтарних матриць. Виявлення цього факта спричинило
справжнiй вибух цiкавостi наукової спiльноти до характеристичних полiномiв
випадкових матриць: було дослiджено характеристичнi полiноми для матрич-
них моделей [8,29,30,80,126,168,175], GUE [78], GOE [31,32,70,72], ансамблю
Жинiбра [11], кiрального GUE [79], тощо. Iнтенсивне дослiдження характер-
истичних полiномiв продовжується i дотепер. Так, в останнi роки велося до-
слiдження моментiв та кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв для
унiтарного ансамблю [20, 74], ансамблю Вiгнера [90, 116, 117, 159], ансамблю
Марченко-Пастура [118,119,160], ансамблю полоскових матриць [153,161,162],
ансамблю неермiтових матриць з незалежними елементами (зокрема, ансам-
блю Жинiбра) [9, 179], тощо. Можна також вiдзначити роботу [43], де ядро
деяких кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв неермiтових ансам-
блiв виражено через розв’язки рiвнянь Пенлеве. Крiм того, не припиняється
дослiдження зв’язку дзета-функцiї Рiмана та характеристичних полiномiв, на-
приклад, [17, 20, 71, 163].

1.2 Метод грасманового iнтегрування

Доматематики iдея використання антикомутуючих змiнних разом зi звичай-
ними прийшла з фiзики. Наскiльки вiдомо авторовi, мова про антикомутуючi
змiннi вперше йде у статтi Мартiна [123]. З того часу антикомутуючi змiннi
використовуються майже у всiх областях математики, а об’єкти, якi «мiстять»
одночасно комутуючi та антикомутуючi змiннi, отримали приставку супер-: су-
первектори, суперматрицi, суперiнтеграли, супергрупи, супермноговиди, тощо.
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Систематизував знання з суперматематики Березiн, написавши книгу [24,188],
яку, на жаль, було видано посмертно.

У цiй роботi пiд методом грасманового iнтегрування ми розумiємо застосу-
вання iнтеграла по грасмановим змiнним (необов’язково саме суперiнтеграла,
звичайнi комутуючi змiннi можуть бути вiдсутнi). Використати цей метод у тео-
рiї випадкових матриць першими запропонували (на фiзичному рiвнi строгостi)
Вербааршот таЦирнбауер [177] дляGUE таВербааршот, Вайденмюлер таЦирн-
бауер [176] для GOE. У бiльш пiзнiх фiзичних роботах також було дослiджено
кореляцiйну функцiющiльностi [187] GUE. Крiм того, метод грасманового iнте-
грування успiшно застосовувався для вивчення матриць сумiжностi випадкових
графiв [75,127], полосковихматриць [76,77,186], матричнихмоделей [29,80,95],
кругових ансамблiв [185] та GOE [31,70] (всi на фiзичному рiвнi строгостi).

Завичай за допомогою методу грасманового iнтегрування неважко отри-
мати «зручне» iнтегральне представлення для так званої генеруючої функцiї.
Генеруюча функцiя в залежностi вiд ансамблю може по-рiзному залежати вiд
параметрiв, але спiльним залишається те, що вона є математичним сподiванням
вiдношень детермiнантiв, наприклад, такого вигляду

E

{
m

∏
j=1

det
(
(Mn− z j)(Mn− z j)

∗+δ j
)

det
(
(Mn− z j)(Mn− z j)∗+ ε j

)}.
В свою чергу, спектральнi кореляцiйнi функцiї та iншi спектральнi характер-
истики виражаються через похiднi генеруючої функцiї. На жаль, iнтегральнi
представлення генеруючої функцiї, отриманi методом грасманового iнтегру-
вання, в багатьох випадках є дуже складними для дослiдження. Через це є сенс
розглядати кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв (1.2), якi схожi
на генеруючу функцiю за структурою та за асимптотиною поведiнкою (якщо
вона вiдома для обох функцiй), проте є значно простiшими.

У математичних роботах метод грасманового iнтегрування почали вико-
ристовувати на початку 2000-них рокiв. Наскiльки вiдомо авторовi, однiєю
з перших є робота Дiзерторi, Пiнсера та Спенсера [53], де вони встанови-
ли швидкiсть збiжностi НРМ до напiвкругового закону для полоскових мат-
риць з широкою полосою. Полосковi матрицi iнтенсивно дослiджуються i до-
тепер [21, 49, 51, 53, 152–154, 156, 161, 162]. Крiм того, метод грасманового
iнтегрування було використано для дослiдження GUE [48], перехiдного ан-
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самблю мiж GUE та GOE [146], ансамблю Марченко-Пастура [141, 160], σ -
моделi [52, 54, 155], оператора Шредiнгера iз випадковим потенцiалом [50],
ансамблю Жинiбра [38], тощо.

1.3 Ансамбль розрiджених ермiтових випадкових
матриць

Розглянемо ансамбль розрiджених ермiтових випадкових матриць розмiром
n×n виду

Mn = (d jkw jk)
n
j,k=1 (1.4)

де

d jk = p−1/2


1 з ймовiрнiстю

p
n

;

0 з ймовiрнiстю 1− p
n

;

w jk = w(1)
jk + iw(2)

jk , j 6= k

(1.5)

та {w(1)
jk ,w

(2)
jk ,wll : 1 ≤ j < k ≤ n,1 ≤ l ≤ n} є такими незалежними однаково

розподiленими (н. о. р.) випадковими величинами iз нульовим середнiм, що

2E{|w(1)
jk |

2}= 2E{|w(2)
jk |

2}= E{|wll|2}= 1, j 6= k. (1.6)

Тут i всюди нижче E позначає математичне сподiвання по всiм випадковим
величинам. Випадковi величини {d jk : j ≤ k} також незалежнi одна вiд одної та
вiд величин w(1)

jk ,w
(2)
jk ,wll.

Цi матрицi вiдомi як «ваговi» матрицi сумiжностi випадкових графiв Ерде-
ша–Реньї G(n, p

n). Випадковi величини {d jk} є елементами стандартної матрицi
сумiжностi, а {w jk}—це множина незалежних ваг. Розрiдженi ермiтовi випад-
ковi матрицi дослiджуються широким колом учених в останнi роки, оскiльки
вони є свого роду промiжною ланкою мiж «сильно розрiдженими» матрицями
зi скiнченним p, якi мiстять лише скiнченну кiлькiсть ненульових елементiв
у кожному рядку, i матрицями з p = n, якi спiвпадають з матрицями з ансамблю
Вiгнера. Результати про збiжнiсть НРМ цих матриць було отримано на фiзично-
му рiвнi строгостi у випадку p→ ∞ Роджерсом та Бреєм у роботi [144], а у ви-
падку скiнченного p Роджерсом та де Домiнiсiсом у роботi [145].Що стосується
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математичних робiт, то збiжнiсть НРМ було доведено Хорунжим, Хоруженко,
Пастуром таМ.Щербиною в роботi [113] при p→∞, для скiнченного p Бауером
та Голiнеллi в роботi [22] для w jk = 1 та Хорунжим, М. Щербиною та Венгеров-
ським у роботi [114] для довiльних дiйсних {w jk}, якi є незалежними вiд {d jk}
та мають чотири моменти. В [113] було показано, що при p→ ∞ граничний
розподiл власних значень є таким самим, як i для ансамблю Вiгнера

lim
n→∞

Nn(∆) =
∫
∆

ρsc(λ )dλ , ρsc(λ ) =
1

2π

√
4−λ 2 ·1[−2,2], (1.7)

а в [114] доведено, що слабка границя N(λ ) нормованої рахуючої мiри (1.1)
iснує, причому перетворення Стiлтьєса граничної мiри має вигляд

g(z) =
i

E{w2
12}
· ∂

∂u
f (u, iz)

∣∣∣∣
u=0

,

де функцiя f (u,z) є розв’язком функцiонального рiвняння

f (u,z) = 1−u1/2e−p E

{
|w12|

∞∫
0

dv
J1(2 |w12|

√
uv)√

v
exp{−zv+ p f (v/p,z)}

}
,

де J1(ζ )—функцiя Бесселя

J1(ζ ) =
ζ

2

∞

∑
k=0

(−ζ 2/4)k

k!(k+1)!
.

Також показано, що при скiнченному p спектр НРМ—уся дiйсна вiсь.
ЦГТ для лiнiйної статистики власних значень матриць сумiжностi невагових

графiв (тобто при w jk = 1) було доведено в роботах М. Щербини та Тiроццi.
В [157] для скiнченного фiксованого p та для такої тестової функцiї η , що має
двi похiднi, причому

η ,η ′,η ′′ ∈ L2(R,ch−2(cλ )) =

{
f :
∫
R
| f (λ )|2 ch−2(cλ )dλ < ∞

}
для деякої константи c > 0, доведено, що випадкова величина

n−1/2(Nn[η ]−E{Nn[η ]})

збiгається за розподiлом до нормальної випадкової величини з нульовим се-
реднiм та дисперсiєю lim

n→∞
Var{n−1/2Nn[η ]}. У роботi [158] для p→ ∞ та для
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тестової функцiї η , яку можна подати у виглядi η(λ ) = ch(cλ )η̃(λ ), де c≥ 0, а
η̃ має бiльше

3
2
похiдних, показано, що випадкова величина

(p/n)1/2(Nn[η ]−E{Nn[η ]})

збiгається за розподiлом до нормальної випадкової величини з нульовим сере-
днiм та дисперсiєю

V [η ] =
1

2π2

( 2∫
−2

η(x)
2− x2
√

4− x2
dx

)2

,

якщо V [η ] 6= 0. Точно таке ж твердження, за умови nε ≤ p ≤ n1−ε , нещодавно
було доведено Хе [96] для недиференцiйовних тестових функцiй вигляду

η(λ ) = 1(−∞,λ ], λ ∈ (−2,2)\{0}.

Щодо локального режиму було висунуто гiпотезу, що iснує таке критичне
значення pc > 1 (див. [64–66]), що для p> pc власнi значення сильно корелюють
та характеризуються статистикою матриць GUE, в той час як для p < pc власнi
значення не корелюють та мають статистику Пуасона. Цю гiпотезу було пiдтвер-
джено чисельними обчисленнями [120] та за допомогою супераналiзу [75, 127]
нафiзичному рiвнi строгостi. Зауважимо,що результати даної дисертацiйної ро-
боти пiдтверджують iснування схожої точки переходу для другої кореляцiйної
функцiї характеристичних полiномiв. Строгi результати для локальної стати-
стики власних значень було отримано в роботах Ердеша, Ноулза, Яу та Iнь [60]
та Хуан, Лендона та Яу [98]. Спочатку для p� n2/3, а потiм i для p≥ nε при до-
вiльному ε > 0 було показано, що для будь-якої нескiнченно гладкої тестової
функцiї η з компактним носiєм

lim
n→∞

λ+b∫
λ−b

∫
Rk

η(x1, . . . ,xk)

{
1

ρsc(λ )k R(M)
k

(
λ
′+

x1

nρsc(λ )
, . . . ,λ ′+

xk

nρsc(λ )

)

− 1
ρsc(λ )k R(GUE)

k

(
λ
′+

x1

nρsc(λ )
, . . . ,λ ′+

xk

nρsc(λ )

)}
dx1 · · ·dxk

dλ ′

2b
= 0,

де через R(M)
k та R(GUE)

k позначено k-тi спектральнi кореляцiйнi функцiї ансам-
блiв Mn та GUE вiдповiдно. Щодо межi спектра, Хорунжий у статтi [110] довiв,
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що за умови iснування момента E
{∣∣w jk

∣∣12+2α
}
та при p = n2/3(1+ε) для довiль-

ного ε > 3
6+α

, гранична ймовiрнiсть P{max
j

λ
(n)
j > 2+ x/n2/3} обмежена зверху,

причому оцiнка є унiверсальною, в тому сенсi, що вона не залежить вiд мо-
ментiв w jk вище другого. З результатiв iншої його статтi [111] випливає, що
при p� n1/5 гранична ймовiрнiсть P{max

j
λ
(n)
j > 2+ x

p(logn)−2} дорiвнює нулю.

1.4 Ансамбль випадкових матриць з незалежними
елементами

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо неермiтовий аналог ансамблю Вiгнера,
що є найпростiшим неермiтовим ансамблем, так званi випадковi матрицi з не-
залежними елементами. Цi матрицi складаються з н. о. р. випадкових величин.
Точнiше, матрицi мають вигляд

Mn =
1√
n

X =
1√
n
(x jk)

n
j,k=1, (1.8)

Зазвичай розглядають три випадки: елементи матриць є дiйсними числами, ком-
плексними числами чи кватернiонами. У цiй роботi ми розглянемо тiльки два
з них:

1) комплексний випадок: {x jk}—такi н. о. р. комплекснi випадковi величи-
ни, що

E{x jk}= E{x2
jk}= 0, E{

∣∣x jk
∣∣2}= 1; (1.9)

2) дiйсний випадок: {x jk}—такi н. о. р. дiйснi випадковi величини, що

E{x jk}= 0 та E{x2
jk}= 1. (1.10)

Зокрема, якщо {x jk} мають комплексний або дiйсний нормальний розподiл, то
ансамбль називається вiдповiдно комплекснимабодiйснимансамблемЖинiбра.
Ми позначимо цi ансамблi як Gin(C) та Gin(R) вiдповiдно.

Ансамбль випадкових матриць з незалежними елементами має численнi за-
стосування у фiзицi, теорiї нейронних мереж, економiцi, тощо. Для бiльш до-
кладної iнформацiї про застосування цього ансамблю див. роботу [10] та поси-
лання в нiй.
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Вiдомо, що НРМ збiгається (як по ймовiрностi, так i майже напевно) до рiв-
номiрного розподiлу в одиничному крузi. Цей розподiл називається круговим
законом. Цей результат має довгу та багату iсторiю. Вперше його отримав Ме́та
у 1967 роцi для x jk, що мають комплексний норманий розподiл [124]. Дове-
дення суттєво спиралося на точну формулу для спiльної щiльностi ймовiрностi
власних значень

P(λ (n)
1 , . . . ,λ

(n)
n ) =

(
(2π)n

n

∏
j=1

j!
)−1

∏
j<k

∣∣λ j−λk
∣∣2 exp{−∑

∣∣λ j
∣∣2}, (1.11)

яку отримавЖинiбр у 1965 роцi [81]. У набагато складнiшому випадку дiйсного
нормального розподiлу теорему про круговий закон довiв Едельман у 1997 ро-
цi [56]. На жаль, у випадку довiльного розподiлу такої формули як (1.11) не
iснує. Тому треба використовувати iншi пiдходи. У 1984 роцi Гiрко запропону-
вав метод ермiтизацiї [189], який, як виявилось, є дуже ефективним. Основна
iдея цього методу полягає в тому, щоб звести вивчення матриць (1.8) до вивчен-
ня ермiтових матриць, використовуючи логарифмiчний потенцiал мiри

Pν(z) =
∫
C

log |z−ζ | dν(ζ ).

У наступнiй серiї робiт [84,87–89] Гiрко успiшно розвивав цей пiдхiд. Остаточ-
ний результат у найбiльш загальному випадку отримали Тао та Ву в 2010 ро-
цi [169]. Зауважимо, що, крiм перелiчених вище, є цiла серiя часткових резуль-
татiв. Детальнiше з iсторiєю питання можна ознайомитися в оглядi [26].

ЦГТ для лiнiйної статистики власних значень неермiтових випадкових мат-
риць з незалежними елементами вперше довiв Форестер [68] у випадку комп-
лексного нормального розподiлу для радiально-iнварiантних тестових функцiй.
Дослiдження продовжили Райдер та Сiльверстейн [142], розглянувши випадок
довiльного розподiлу елементiв матриць та аналiтичнi тестовi функцiї. У iншiй
роботi [143] Райдер та Вiраг розглянули випадок нормального розподiлу та
довiльнi тестовi функцiї. У дiйсному випадку ЦГТ довели О’Рурк та Ренфрю
для аналiтичних тестових функцiй [131]. У 2015 роцi Копелю в роботi [115]
вдалося послабити бiльшiсть умов, причому як у комплексному випадку, так i
у дiйсному. Стосовно елементiв матриць залишилась умова, що ℜx jk та ℑx jk є
незалежними випадковими величинами та першi чотири моменти цих величин
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спiвпадають з моментами нормального розподiлу, а тестовi функцiї мають бути
двiчi неперервно-диференцiйовнi. Для функцiй, що не є неперевними, при тих
самих умовах на розподiл елементiв Тао й Ву [172] довели, що якщо n−1/2�
r ≤ n−1/2+α(n), α(n)→ 0 та |z0|< 1, то випадкова величина

Nn
[
1|z−z0|<r

]
−nr2

(nr2/π)1/4

збiгається за розподiлом до нормальної випадкової величини iз середнiм нуль та
дисперсiєю один. На сьогоднi найкращий результат для гладких функцiй отри-
мали Чиполлонi, Ердеш та Шредер у роботi [36] для комплексного випадку та
у роботi [39] для дiйсного випадку. Вони показали, що для тестової функцiї
η , яка має 2+δ похiдних, випадкова величина Ln[η ] := Nn[η ]−E{Nn[η ]} збi-
гається до нормальної випадкової величини L[η ] з математичним сподiванням
E{L[η ]}= 0, дисперсiєю E{|L[η ]|2}=C(η ,η) та E{L[η ]2}=C(η ,η), де

C (g, f ) :=
1

2π
〈∇(Pg),∇(P f )〉L2(D)+ 〈(Pg),(P f )〉Ḣ1/2(∂D)

+κ4

(
1
π

∫
D

g(z)dzdz− 1
2π

∫ 2π

0
g(eiθ )dθ

)
×
(

1
π

∫
D

f (z)dzdz− 1
2π

∫ 2π

0
f (eiθ )dθ

)
,

оператор P дiє наступним чином

(P f )(z) :=


f (z)√

2
у комплексному випадку,

f (z)+ f (z)
2 у дiйсному випадку,

а κ4 —четвертий кумулянт iмовiрнiсного розподiлу елементiв матрицi, тобто

κ4 =

E{|x11|4}−2 у комплексному випадку,

E{|x11|4}−3 у дiйсному випадку.

На вiдмiну вiд глобального режиму, локальний не є настiльки добре до-
слiдженим. Асимптотика m-тої спектральної кореляцiйної функцiї для ансам-
блю Жинiбра добре вiдома як для комплексного випадку [81, 124], так i для
складнiшого дiйсного випадку [27, 56, 67]. А саме,

lim
n→∞

R(n,Gin(F))
m

(
z0 +

ζ1

n1/2 , . . . ,z0 +
ζm

n1/2

)
= R(∞,Gin(F))

m,z0 (ζ1, . . . ,ζm).
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Зауваження 1.8 (Точне значення границi спектральної кореляцiйної функцiї).
У комплексному випадку границя спектральної кореляцiйної функцiї є детер-
мiнантною, тобто

R(∞,Gin(C))
m,z0 (ζ1, . . . ,ζm) = det

(
K(∞,Gin(C))

z0 (ζk,ζ j)
)

1≤k, j≤m

де для будь-яких комплексних чисел z0, ζ1, ζ2 ядро K(∞,Gin(C))
z0 (ζ1,ζ2) має вигляд

1. При |z0|> 1, K(∞,Gin(C))
z0 (ζ1,ζ2) = 0.

2. При |z0|< 1,
K(∞,Gin(C))

z0 (ζ1,ζ2) =
1
π

e−
|ζ1|

2 −
|ζ2|

2 +ζ1ζ2.

3. При |z0|= 1,

K(∞,Gin(C))
z0 (ζ1,ζ2) =

1
2π

[
1+ erf

(
−
√

2(z0ζ2 +ζ1z0)
)]

e−
|ζ1|

2 −
|ζ2|

2 +ζ1ζ2,

де
erf(z) =

2√
π

∫
γz

e−t2
dt,

γz —довiльний контур, що сполучає 0 та z, z ∈ C.

Вiдповiднi формули для R(∞,Gin(R))
m є набагато бiльш громiздкими, тому ми не

будемо приводити їх тут. Точнi значення границi спектральних кореляцiйних
функцiй можна знайти в роботi [27].

У 2015 роцi Тао й Ву [172] довели, що якщо випадковi величини ℜx jk та ℑx jk

є незалежними та першi чотири моменти цих величин спiвпадають з моментами
нормального розподiлу, то m-та спектральна кореляцiйна функцiя має ту саму
слабку границю, що й для ансамблю Жинiбра, як всерединi спектра, так i на
його границi. А саме,∫

Cm

F(ζ)

[
R(n,Gin(F))

m

(
z0 +

ζ√
n

)
−R(∞,Gin(F))

m,z0 (ζ)

]
dζ = O(n−c) (1.12)

для деякої константи c > 0 та для будь-якої достатньо гладкої функцiї F з де-
якого специфiчного класу функцiй.
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У 2019 роцi Чиполлонi, Ердешу та Шредеру вдалося послабити вимоги
на розподiл елементiв матриць, але тiльки на межi спектра. Вони довели оцiн-
ку (1.12) за умови, що число z0 задовольняє нерiвнiсть

∣∣1−|z0|2
∣∣ ≤ Cn−1/2 та

матричнi елементи x jk мають усi моменти (моменти, старшi за другий, можуть
не спiвпадати з моментами нормального розподiлу) i щiльнiсть ймовiрностi
g : F→ [0;∞), причому iснують такi α,β > 0, що

g ∈ L1+α(F), ‖g‖L1+α ≤ nβ .

Цей результат суттєво спирається на оцiнку для найменшого сингулярного
числа матрицi Mn− z при |z| = 1 + O(n−1/2), яку було нещодавно доведено
в роботi [38] за допомогою методу грасманового iнтегрування.

Кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв для комплексного ансам-
блю Жинiбра дослiджували Акеман та Вернiццi. У своїй роботi [11] вони обчи-
слили точнi значення кореляцiйнихфункцiй (1.2) при будь-якому скiнченному n

E

{
m

∏
j=1

det
(

X− z(1)j

)(
X∗− z(2)j

)}
=

(
n+m−1

∏
l=n

l!

)
det(Kn(z

(1)
j ,z(2)k ))m

j,k=1

4(Z(1))4((Z(2))∗)
, (1.13)

де

Kn(z,w) =
n+m−1

∑
l=0

(zw)l

l!
.

та Z(l)= diag
{

z(l)1 , . . . ,z(l)m

}
, l = 1,2, а4(Y ) є визначникомВандермонда власних

значень матрицi Y . Поклавши z(1)j = z(2)j =
√

nz j,

z j = z0 +
ζ j√

n
, (1.14)

|z0|< 1, ζ j ∈ C у (1.13), можна вивести, що

lim
n→∞

n−
m2−m

2
fm(Ž)

f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)
=

det(KC(ζ j,ζk))
m
j,k=1

|4(Z )|2
, (1.15)

де

Ž = diag{z1, . . . ,zm,z1, . . . ,zm}; (1.16)

Z = diag{ζ1, . . . ,ζm} (1.17)
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та
KC (z,w) = e−|z|

2/2−|w|2/2+zw. (1.18)

Iнший результат про характеристичнi полiноми матриць комплексного ан-
самблю Жинiбра було отримано Веббом та Вонгом у роботi [179]. Для будь-
якого числа z0 всерединi одиничного круга та для будь-якого комплексного
числа γ , дiйсна частина якого бiльша за −2, вони встановили, що

E
{
|det(Mn− z0)|γ

}
= n

γ2
8 e

γ

2 n(|z0|2−1) (2π)
γ

4

G(1+ γ

2)
(1+o(1)), (1.19)

де G — G-функцiя Барнса.
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РОЗДIЛ 2

КОРЕЛЯЦIЙНI ФУНКЦIЇ
ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ ПОЛIНОМIВ

РОЗРIДЖЕНИХ ЕРМIТОВИХ ВИПАДКОВИХ
МАТРИЦЬ

Нас цiкавить асимптотична поведiнка кореляцiйнихфункцiй характеристич-
них полiномiв fm(Λ) (див. (1.2)) для матриць (1.4) при n→ ∞ у випадку, якщо
параметри λ j, j = 1, . . . ,2m мають вигляд

λ j = λ0 +
x j

n
, j = 1,2m, якщо λ0 лежить всерединi спектра; (2.1)

λ j = λ0 +
x j

n2/3 , j = 1,2m, якщо λ0 лежить на межi спектра, (2.2)

де λ0, {x j}2m
j=1 —дiйснi числа, а запис j = 1,2m означає, що j змiнюється вiд 1

до 2m.
Покладемо також

λ∗(p) =

{ √
4−8/p, якщо p > 2;

0, якщо p≤ 2.
(2.3)

Головним результатом цього роздiлу є

Теорема 2.1. Нехай ансамбль сильно розрiджених випадкових матриць зада-
но формулами (1.4)–(1.6) для скiнченного p, i нехай випадковi величини w(1)

jk ,

w(2)
jk мають нормальний розподiл, а числа λ j мають вигляд (2.1). Тодi кореля-

цiйна функцiя двох характеристичних полiномiв (1.2) при m = 1 задовольняє
асимптотичнi спiввiдношення

(i) при λ0 ∈ (−λ∗(p),λ∗(p))

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

=
sin
(
(x1− x2)

√
λ∗(p)2−λ 2

0 /2
)

(x1− x2)
√

λ∗(p)2−λ 2
0 /2

;
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(ii) при λ0 /∈ (−λ∗(p),λ∗(p))

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

= 1,

де λ∗(p) визначено в (2.3).

Зауваження 2.2.

1. З Теореми 2.1 випливає, що кореляцiйна функцiя другого порядку має
так званий «фазовий перехiд» при p = 2, тобто якщо p > 2, то присутнi
два типи асимптотичної поведiнки— випадки (i) та (ii), а якщо p ≤ 2, то
тiльки один— випадок (ii).

2. Якщо дозволити p залежати вiд n, то асимптотичнi режими (i) та (ii)
повнiстюузгоджуються.Доведенняцьогофактумiститься в пiдроздiлi 2.2.

3. λ∗(p)→ 2 при p→ ∞, i оскiльки при p→ ∞ граничний спектр завжди
[−2,2] (див. (1.7)), то природньо очiкувати, що для p→ ∞ асимптотич-
на поведiнка буде такою ж як i для GUE для всiх λ0 ∈ (−2,2) (тобто
для всiх λ0 з внутрiшностi граничного спектру). Ми пiдтверджуємо це
у Теоремi 2.3.

Теорема 2.3. Нехай ансамбль слабко розрiджених випадкових матриць зада-
но формулами (1.4)–(1.6), p→ ∞, i нехай випадковi величини w(1)

jk , w(2)
jk мають

нормальний розподiл, а числа λ j мають вигляд (2.1). Тодi кореляцiйнi функцiї
характеристичних полiномiв (1.2) для λ0 ∈ (−2,2) задовольняють асимпто-
тичнi спiввiдношення

lim
n→∞

fm(Λ)( 2m
∏
j=1

fm(λ jI)
)1/2m

=
ŝ2m(X)

ŝ2m(I)
,

де X = diag{x1, . . . ,x2m} та

ŝ2m(X) =

det
{

sin(πρsc(λ0)(x j− xm+k))

πρsc(λ0)(x j− xm+k)

}m

j,k=1

4(x1, . . . ,xm)4(xm+1, . . . ,x2m)
, (2.4)

а також4(y1, . . . ,ym)— визначник Вандермонда чисел y1, . . . ,ym.
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Зауважимо, що ŝ2m(I) визначено коректно, тому що рiзниця рядкiв j1 та j2
у детермiнантi у формулi (2.4) має порядок O(x j1−x j2) при x j1→ x j2. Те ж саме
є вiрним i для стовпцiв.

Для того, щоб сформулювати останнiй результат цього роздiлу, ми вводимо
ядро Ейрi

A(x,y) =
Ai(x)Ai′(y)−Ai′(x)Ai(y)

x− y
, (2.5)

де Ai(x)—функцiя Ейрi.

Теорема 2.4. Нехай ансамбль слабко розрiджених випадкових матриць зада-
но формулами (1.4)–(1.6), p→ ∞, i нехай випадковi величини w(1)

jk , w(2)
jk мають

нормальний розподiл, а числа λ j мають вигляд (2.2) при λ0 = 2. Тодi кореля-
цiйна функцiя двох характеристичних полiномiв (1.2) при m = 1 задовольняє
асимптотичнi спiввiдношення

(i) Якщо n2/3

p → ∞, то

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

= 1;

(ii) Якщо n2/3

p → c, то

lim
n→∞

f1(Λ)√
f1(λ1I)f1(λ2I)

=
A(x1 +2c,x2 +2c)√

A(x1 +2c,x1 +2c)A(x2 +2c,x2 +2c)
,

де A визначено в (2.5). Для λ0 =−2 справджуються аналогiчнi твердження.

Зауваження 2.5.

1. Випадок p� n2/3 вiдповiдає випадку c = 0 в (ii).

2. Результати Теореми 2.4 добре узгоджуться з результатами робiт Хорун-
жего [110, 111] у тому сенсi, що асимптотична поведiнка на краю спек-
тра змiнюється, коли швидкiсть росту p стає n2/3. Однак, у роботi [111]
стверджується, що у випадку p� n2/3 доречним нормуючим множником
у формулi (2.2) є p−1 замiсть n−2/3.
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2.1 Iнтегральне представлення

Для того, щоб сформулювати основне твердження цього пiдроздiлу, введемо
наступнi позначення. Нехай

• Для довiльного набора чисел {y j}k
j=1 позначимо за4({y j}k

j=1) визначник
Вандермонда цих чисел. Якщо матриця Y має власнi значення {y j}k

j=1, то

4(Y ) =4({y j}k
j=1). (2.6)

Зокрема, для дiагональної матрицi

4(diag{y j}k
j=1) =4({y j}k

j=1).

• EndV —це множина лiнiйних операторiв над лiнiйним простором V ;

• In,k = {α ∈ Zk | 1≤ α1 < .. . < αk ≤ n}. (2.7)
In,0 покладається рiвним {∅}. Лексикографiчний порядок на множинi
In,k позначається через ≺;

• Hk,l —це пiдпростiр самоспряжених операторiв у EndΛlCk (див. визна-
чення ΛqV в [178, Роздiл 8.4]), Hk := Hk,0;

• dB = dPl(B) = ∏
α∈I2m,l

dBαα ∏
α≺β

dℜ(B)αβ dℑ(B)αβ (2.8)

— це мiра на просторi H2m,l. Через (B)αβ позначається вiдповiдний еле-
мент матрицi B у деякому базисi. Легко побачити, що dPl(UBU∗) = dPl(B)

для будь-якої унiтарноi матрицi U , тому визначення (2.8) корректне.

• Hm =
2m
∏

l=2
H2m,l; (2.9)

• Покладемо

h2m(G1,G) =

= ∑
k1+2k2+...+2mk2m=2m

k j∈Z+

(2m)!
2m

∏
q=1

1
(q!)kqkq!

2m∧
s=1

∧ks(bsGs− b̃sI)
(2.10)

де {bs}∞
s=1, {b̃s}∞

s=1 —послiдовностi деяких чисел, якi залежать вiд n та p,
(цi послiдовностi буде визначено нижче пiд час доведення Пропозицiї 2.6)
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i

G = (G2, . . . ,G2m), Gl ∈ EndΛ
lC2m, l = 1,2m.

Зовнiшнiй добуток A ∧ B операторiв визначено в роздiлi 5. Оскiльки
dimΛ2mC2m = 1, то простiр EndΛ2mC2m можна ототожнити з C. Тому

в (2.10) пiд
2m∧
s=1
∧ks(bsGs− b̃sI) розумiється

( 2m∧
s=1
∧ks(bsGs− b̃sI)

)
1...n;1...n

.

• c(2m)
n (X) = πm(2m−1) (1

2

)1
2(2

2m−1) ( n
π

)1
2((

4m
2m)−1) exp

{
1

2n

2m
∑
j=1

x2
j

}
. (2.11)

Тепер ми готовi сформулювати основне твердження цього роздiлу— пропози-
цiю про iнтегральне представлення для fm.

Пропозицiя 2.6. Нехай випадкова матрицяMn має вид (1.4)–(1.6), де елементи
матрицi w(1)

jk , w(2)
jk , j < k, wll мають нормальний розподiл. Тодi кореляцiйна

функцiя (1.2) допускає наступне представлення

fm(Λ) = c(2m)
n (X)

i2m2−m exp
{

λ0
2m
∑
j=1

x j

}
4(X)

×
∫

Hm

∫
R2m

4(T )exp
{
− i

2m

∑
j=1

x jt j

}
en f2m(T,R)dT dR, (2.12)

де R = (R2, . . . ,R2m), Rl ∈H2m,l, dR =
2m
∏
j=2

dR j, T = diag{t j}2m
j=1, dT =

2m
∏
j=1

dt j,

f2m(T,R) = logh2m(T,R)−
1
2

( 2m

∑
j=1

(t j + iλ0)
2 +

2m

∑
l=2

trR2
l

)
(2.13)

а всi iншi позначення визначено на початку цього пiдроздiлу.

Зауваження 2.7. В окремому важливому випадку m = 1, представлення (2.12)
стає простiшим i має вигляд

f1(Λ) = cn(X)
ieλ0(x1+x2)

x1− x2

∫
R3

(t1− t2)exp
{
− i

2

∑
j=1

x jt j

}
en f (T,s)dT ds, (2.14)

де cn(X) = c(2)n (X) та

f (T,s) = log(b2s− t1t2)−
1
2

( 2

∑
j=1

(t j + iλ0)
2 + s2

)
. (2.15)
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У наступному пунктi викладено доведення Пропозицiї 2.6, що ґрунтується
на методi iнтегрування за грасмановими змiнними. Усi необхiднi пiдготовчi
вiдомостi про грасмановi змiннi мiстяться в роздiлi 5.

2.1.1 Доведення Пропозицiї 2.6

Спочатку перетворимо fm(Λ), застосовуючи (5.3)

fm(Λ) = E
{ 2m

∏
j=1

det(M−λ j)

}
= E

{∫
exp
{
−

2m

∑
l=1

(
∑

1≤ j,k≤n
d jkw jkϕ jlϕkl−

n

∑
j=1

λlϕ jlϕ jl

)} 2m

∏
l=1

n

∏
j=1

dϕ jldϕ jl

}
.

Тепер усереднимо по {w jk}. Отримуємо, що

fm(Λ) = E
{∫

exp
{

∑
j<k

d2
jkχ jkχk j

+
n

∑
j=1

(
1
2

d2
j jχ

2
j j +

2m

∑
l=1

λlϕ jlϕ jl

)} 2m

∏
l=1

n

∏
j=1

dϕ jldϕ jl

}
,

де для того, щоб спростити формули нижче, ми ввели позначення

χ jk =
2m

∑
l=1

ϕ jlϕkl.

З цього визначення вiдразу випливає, що χ
2m+1
jk = 0, тому

E
{

ed2
jkχ jkχk j

}
= E

{
1+

2m

∑
l=1

1
l!

d2l
jk(χ jkχk j)

l
}

= 1+
2m

∑
l=1

1
l!
· 1

pl−1n
(χ jkχk j)

l, j > k,

(2.16)

а також

E
{

e
1
2 d2

j jχ
2
j j

}
= E

{
1+

2m

∑
l=1

1
2ll!

d2l
j jχ

2l
j j

}
= 1+

2m

∑
l=1

1
l!
· 1

pl−1n

(
χ2

j j

2

)l

.

(2.17)
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Для подальших переворень дуже зручно подати лiвi частини (2.16) та (2.17)
у виглядi експонент. Для цього вiзьмемо послiдовнiсть чисел {al}2m

l=1, яка ви-
значається тотожнiстю

exp
{ 2m

∑
l=1

al(χ jkχk j)
l
}
= 1+

2m

∑
l=1

1
l!
· 1

pl−1n
(χ jkχk j)

l.

Надалi нам знадобляться точнi значення перших двох членiв цiєї послiдовностi

a1 =
1
n
, a2 =

n− p
2pn2 ,

а також той факт, що
al ∼

C
pl−1n

, n→ ∞. (2.18)

Крiм того, зауважимо, що у окремому випадку p = n усi члени послiдовностi,
крiм першого, дорiвнюють нулю.

Використовуючи щойно введенi позначення, можна подати fm(Λ) у виглядi

fm(Λ) =
∫

exp
{

∑
j<k

2m

∑
l=1

al(χ jkχk j)
l +

n

∑
j=1

( m

∑
l=1

1
2l alχ

2l
j j +

2m

∑
l=1

λlϕ jlϕ jl

)}

×
2m

∏
l=1

n

∏
j=1

dϕ jldϕ jl. (2.19)

Для того, щоб полегшити сприйняття наступних крокiв доведення, ми спо-
чатку розглянемо простiший випадок m = 1 i тiльки потiм загальний випадок.

2.1.1.1 Випадок m = 1

Перепишемо вираз в експонентi в (2.19).

χ jkχk j = ∑
α,β∈I2,1

ϕ jα1
ϕkα1ϕkβ1

ϕ jβ1
=− ∑

α,β∈I2,1

ϕ jα1
ϕ jβ1

ϕkβ1
ϕkα1,

(χ jkχk j)
2 = 4

2

∏
l=1

ϕ jlϕklϕklϕ jl = 4
2

∏
l=1

ϕ jlϕ jlϕklϕkl = 4
2

∏
l=1

ϕ jlϕ jl

2

∏
q=1

ϕkqϕkq,

де I2,1 визначено формулою (2.7). Оскiльки ϕ2
jl = ϕ2

jl = 0, маємо

∑
j<k

χ jkχk j +
n

∑
j=1

1
2

χ
2
j j =−

2

∑
l=1

1
2

( n

∑
j=1

ϕ jlϕ jl

)2

−
(

∑
j

ϕ j1ϕ j2

)(
∑

j
ϕ j2ϕ j1

)
.

∑
j<k

(χ jkχk j)
2 = 2

( n

∑
j=1

2

∏
l=1

ϕ jlϕ jl

)2

.
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Тепер, застосовуючи до (2.19) перетворенняХабарда–Стратоновича, тобтофор-
мулу (5.1) в зворотньому напрямку, ми отримуємо

exp
{

a1

(
∑
j<k

χ jkχk j +
n

∑
j=1

1
2

χ
2
j j

)}
=

n2

2π2

∫
H2

exp
{
− n

2

( 2

∑
j=1

t2
j +2(u2 + v2)

)}

×
n

∏
j=1

exp
{

i
2

∑
l=1

tlϕ jlϕ jl + i(u− iv)ϕ j2ϕ j1 + i(u+ iv)ϕ j1ϕ j2

}
dQ;

exp
{

a2 ∑
j<k

(χ jkχk j)
2
}
=

√
n

2π

∫
R

exp
{
− n

2
s2
}

×
n

∏
j=1

exp
{
−s
√

4na2 ·ϕ j1ϕ j1ϕ j2ϕ j2

}
ds,

де H2 —простiр самоспряжених операторiв з EndC2 та

Q =

(
t1 u+ iv

u− iv t2

)
;

dQ = dt1dt2dudv.

Покладемо b2 = −
√

4na2 = −
√

2(n−p)
pn . Тепер ми можемо проiнтегрувати

по грасмановим змiнним

f1(Λ) = 2
(

n
2π

)5/2∫
R

e−
n
2 s2
∫

H2

(b2s−det(Q− iΛ))ne−
n
2 trQ2

dQds.

Зробимо замiну змiнних t j→ t j+ iλ j. При цьому контур iнтегрування змiсти-
ться з осi дiйсних чисел, але його можна пересунути назад. Дiйсно, розглянемо
контур у вилядi прямокутника з вершинами в точках (−r,0), (r,0), (r,−iλ j) i
(−r,−iλ j). Оскiльки пiдiнтегральна функцiя є цiлою, то за теоремою Кошi iнте-
грал по цьому контуру дорiвнює нулю. Далi, з того, що пiдiнтегральна функцiя
являє собою полiном, помножений на експоненту, випливає, що iнтеграл по вер-
тикальним сторонам прямокутника прямує до нуля при r→ ∞. Таким чином,
приймаючи до уваги, що λ j = λ0 + x j/n, ми маємо

f1(Λ) =
cn(X)

π
· eλ0(x1+x2)

×
∫
R

e−
n
2 s2
∫

H2

(b2s−detQ)ne−
n
2 tr(Q+iΛ0)

2
exp{−i trXQ}dQds,
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де

cn(X) = n
(

n
2π

)3/2

e
1
2n(x

2
1+x2

2). (2.20)

Зробимо ще одну замiну змiнних Q→U∗TU , де U —унiтарна матриця, а
T = diag{t1, t2}. Тодi мiра dQ змiнюється на π

2 (t1− t2)2dt1dt2, i отже

f1(Λ) =
1
2

cn(X)eλ0(x1+x2)
∫
R

e−
n
2 s2
∫
(t1− t2)2(b2s− t1t2)n

exp
{
− n

2

2

∑
j=1

(t j + iλ0)
2
} ∫

U(2)

e−i tr(XU∗TU)dµ(U)dT ds,

де U(2)—група унiтарних матриць розмiром 2× 2, dµ(U)—нормована мi-
ра Хаара (µ(U(2)) = 1), dT визначено у формулюваннi Пропозицiї 2.6. Зали-
шається взяти iнтеграл по унiтарнiй групi, користуючись вiдомою формулою
Харiш-Чандра/Iциксона–Зубера.

Пропозицiя 2.8 (Формула Харiш-Чандра/Iциксона–Зубера). Нехай A i B —нор-
мальнi матрицi розмiром d×d з попарно рiзними власними значеннями {a j}d

j=1

та {b j}d
j=1 вiдповiдно. Тодi∫

U(d)

exp{z trAU∗BU}dµ(U) =

(d−1

∏
j=1

j!
)det{exp(za jbk)}d

j,k=1

z(d2−d)/24(A)4(B)
,

де z —деяка константа. Бiльше того, якщо матриця B є дiагональною, то для
будь-якої симетричної областi Ω в Rd та будь-якої симетричної функцiї f (B)

вiд змiнних {b j}d
j=1∫

U(d)

∫
Ω

exp{z trAU∗BU}42(B) f (B)dµ(U)dB

=

( d

∏
j=1

j!
)

z−(d
2−d)/2

4(A)

∫
Ω

exp
{

z
d

∑
j=1

a jb j

}
4(B) f (B)dB, (2.21)

де dB =
d
∏
j=1

db j.

Доведення Пропозицiї 2.8 див., наприклад, у [125, Appendix 5].
У нашому випадку ми застосовуємо (2.21) i безпосередньо отримуємо твер-

дження Зауваження 2.7.
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2.1.1.2 Загальний випадок m > 1

Перепишемо вираз в експонентi в (2.19).

(χ jkχk j)
l = (l!)2

∑
α,β∈I2m,l

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕkαqϕkβq

ϕ jβq

= (−1)l(l!)2
∑

α,β∈I2m,l

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

l

∏
q=1

ϕkβq
ϕkαq.

Оскiльки ϕ2
jl = ϕ2

jl = 0, маємо

∑
j<k

(χ jkχk j)
l +

n

∑
j=1

1
2

χ
2l
j j = (−1)l(l!)2

(
∑
j<k

∑
α,β∈I2m,l

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

l

∏
q=1

ϕkβq
ϕkαq

+
1
2

n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

l

∏
q=1

ϕ jβq
ϕ jαq

)

=
1
2
(−1)l(l!)2

∑
α,β∈I2m,l

∑
j,k

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

l

∏
q=1

ϕkβq
ϕkαq

=
1
2
(−1)l(l!)2

∑
α,β

(
∑

j

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

)(
∑
k

l

∏
q=1

ϕkβq
ϕkαq

)

= (−1)l(l!)2
(

1
2 ∑

α

( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jαq

)2

+ ∑
α≺β

( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

)( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jβq
ϕ jαq

))
.

Як i в попередньому пiдпунктi, застосуємо перетворення Хабарда–Стратонови-
ча, тобто (5.1) в зворотньому напрямку

exp
{
(−1)l(l!)2 al

2

( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jαq

)2}

=

√
n

2π

∫
exp
{

bl(Ql)αα

( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jαq

)
− n

2
(Ql)

2
αα

}
d(Ql)αα ,

а також

exp
{
(−1)l(l!)2al

( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

)( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jβq
ϕ jαq

)}
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=
n
π

∫
exp{−n|(Ql)αβ |2}exp

{
bl

( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

)
(Ql)αβ

+bl

( n

∑
j=1

l

∏
q=1

ϕ jβq
ϕ jαq

)
(Ql)αβ

}
dℜ(Ql)αβ dℑ(Ql)αβ ,

де
bl = ill!

√
nal. (2.22)

Пiсля всiх цих перетворень експонента з формули (2.19) набуде вигляду

exp
{

al

(
∑
j<k

(χ jkχk j)
l +

1
2

n

∑
j=1

χ
2l
j j

)}
=

(
1
2

)1
2(

2m
l )
(

n
π

)1
2(

2m
l )

2

×
∫

H2m,l

exp
{
−n

2
trQ2

l

} n

∏
j=1

exp
{

bl ∑
α,β

(Ql)αβ

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

}
dQl, (2.23)

де H2m,l —пiдпростiр самоспряжених лiнiйних операторiв в EndΛlC2m, а dQl

визначено в (2.8). Пiдставимо (2.23) у (2.19). Маємо

fm(Λ) = z(2m)
n

∫
H2m,1×Hm

2m

∏
l=1

n

∏
j=1

exp
{

bl ∑
α,β

(Ql)αβ

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

−
(

1
2
− 1

2l

)
alχ

2l
j j +λlϕ jlϕ jl

}
exp
{
−n

2
trQ2

l

}
dϕ jldϕ jldQl, (2.24)

де Hm визначено в (2.9) та

z(2m)
n =

(
1
2

)1
2(2

2m−1)(n
π

)1
2((

4m
2m)−1)

.

Тепер, для того щоб проiнтегрувати по грасмановим змiнним, розкладемо
експоненту з (2.24) у ряд

exp
{ 2m

∑
l=1

(
bl ∑

α,β

(Ql)αβ

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq
−
(

1
2
− 1

2l

)
alχ

2l
j j +λlϕ jlϕ jl

)}

= exp
{ 2m

∑
l=1

∑
α,β

(Q̃l)αβ

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

}

=
2m

∑
k=1

1
k!

( 2m

∑
l=1

∑
α,β

(Q̃l)αβ

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

)k

,

(2.25)
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де
Q̃1 = b1Q1 +Λ, Q̃l = blQl− b̃lI,

b̃2l = (2−1−2−l)al, b̃2l−1 = 0.
(2.26)

Має сенс слiдкувати лише за тими членами, якi мiстять усi 4m грасмановi змiннi
{ϕ js, ϕ js}2m

s=1, тому що iншi члени пiсля iнтегрування по грасмановим змiнним
переворюються на нулi. Отже, застосовуючи Лемму 5.5 до розкладу (2.25) та
залишаючи лише члени найвищого степеня (по грасмановим змiнним), маємо

∫
exp
{ 2m

∑
l=1

∑
α,β

(Q̃l)αβ

l

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

} 2m

∏
l=1

dϕ jldϕ jl

=
∫

∑
k1+2k2+...+2mk2m=2m

k j∈Z+

1
(k1 + . . .+ k2m)!

· (k1 + . . .+ k2m)!
k1! . . .k2m!

· (2m)!
(1!)k1 . . .((2m)!)k2m

× ∑
α,β∈I2m,2m

( 2m∧
s=1

∧ksQ̃s

)
αβ

2m

∏
q=1

ϕ jαq
ϕ jβq

2m

∏
l=1

dϕ jldϕ jl.

Тут уже можна проiнтегрувати по грасмановим змiнним та пiдставити результат
до (2.24), отримуючи

fm(Λ) = z(2m)
n

∫
Hm

∫
H2m,1

(
h2m(Q̂1,Q)

)n exp
{
− n

2

2m

∑
l=1

trQ2
l

}
dQ1dQ,

де Q̂1 = Q1 +
1
b1

Λ = Q1− iΛ, Q = (Q2, . . . ,Q2m), dQ =
2m
∏

l=2
dQl та h2m визначено

у формулi (2.10).
Зробимо замiну змiнних (Q1) j j→ (Q1) j j + iλ j. Користуючись теоремою Ко-

шi аналогiчно до випадку m = 1, можна повернути iнтегрування з контуру
ℑ(Q1) j j =−λ j назад до осi дiйсних чисел. Отже,

fm(Λ) =
c(2m)

n (X)

πm(2m−1)
· exp

{
λ0

2m

∑
j=1

x j

}∫
Hm

∫
H2m,1

(h2m(Q1,Q))n

× exp
{
− n

2

(
tr(Q1 + iΛ0)

2 +
2m

∑
l=2

trQ2
l

)}
e−i trXQ1dQ1dQ,

де c(2m)
n (X) визначено в (2.11). Знову зробимо замiну змiнних Q1 = U∗TU ,

де U —унiтарний оператор, а T = diag{t j}2m
j=1. Якобiан цiєї замiни обчислено
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в монографiї [97]. У нашому випадку маємо, що dQ = πm(2m−1)

∏
2m
j=1 j!
4(T )2dT , тому

fm(Λ) =
c(2m)

n (X)

∏
2m
j=1 j!

· exp
{

λ0

2m

∑
j=1

x j

}∫
Hm

∫
R2m

4(T )2 (h2m(Q1,Q))n

× exp
{
− n

2

( 2m

∑
j=1

(t j + iλ0)
2 +

2m

∑
l=2

trQ2
l

)} ∫
U2m

e−i trXU∗TUdµ(U)dT dQ. (2.27)

Тепер переворимо доданки, що входять у h2m(Q1,Q). Маємо

∧k1(b1Q1)∧
2m∧
s=2

∧ks(bsQs− b̃sI)

= ∧k1(U∗b1TU)∧
2m∧
s=2

∧ks{[∧s(U∗U)] (bsQs− b̃sI) [∧s(U∗U)]}.

З властивостi (iv) зовнiшнього добутку операторiв (див. Пропозицiю 5.6) ви-
пливає, що

∧k1(U∗b1TU)∧
2m∧
s=2

∧ks{[∧s(U∗U)] (bsQs− b̃sI) [∧s(U∗U)]}

= ∧2mU∗
(
∧k1(b1T )∧

2m∧
s=2

∧ks
{

bs(∧sU)Qs(∧sU∗)− b̃sI
})
∧2mU

= ∧k1(b1T )∧
2m∧
s=2

∧ks{bs(∧sU)Qs(∧sU∗)− b̃sI}.

Зробимо ще одну замiну змiнних Ql = (U∗)∧lRlU∧l, l = 2,2m. Оскiльки U∧l

є унiтарним оператором, то dQ змiнюється на dR =
2m
∏

l=2
dRl. Тодi (2.27) тягне

за собою, що

fm(Λ) =
c(2m)

n (X)

∏
2m
j=1 j!

· exp
{

λ0

2m

∑
j=1

x j

}∫
Hm

∫
R2m

4(T )2 (h2m(T,R))
n

× exp
{
− n

2

( 2m

∑
j=1

(t j + iλ0)
2 +

2m

∑
l=2

trR2
l

)} ∫
U2m

e−i trXU∗TUdµ(U)dT dR,

де R = (R2, . . . ,R2m). Зауважимо, що∫
Hm

(h2m(T,R))
n exp

{
− n

2

( 2m

∑
j=1

(t j + iλ0)
2 +

2m

∑
l=2

trR2
l

)}
dR (2.28)
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є симетричною функцiєю вiд {t j}2m
j=1. Дiйсно, якщо помiняти мiсцями t j1 i t j2 та

зробити замiну змiнних Rl→ (M∗j1 j2)
∧lRlM

∧l
j1 j2, деM j1 j2 —це одинична матриця,

в якiй переставлено рядки j1 та j2, то пiдiнтегральний вираз у (2.28) залиши-
ться незмiнним. Отже, умови Пропозицiї 2.8 виконано, i ми можемо проiнте-
грувати по унiтарнiй групi, користуючись формулою Харiш-Чандра/Iциксона–
Зубера (2.21). Застосування цiєї формули вiдразу дає нам (2.12), тобто Пропо-
зицiю 2.6 доведено.

2.2 Доведення Теореми 2.1

Для того, щоб обчислити асимптотичну поведiнку кореляцiйної функцiї
f1(Λ), ми застосуємо метод перевала для iнтегрального представлення (2.14). Як
зазвичай, ключова технiчна складнiсть методу перевала полягає в тому,щоб пра-
вильно вибрати «гарний» контур iнтегрування (У нашому випадку «контур»—
це тривимiрний многовид з координатами (t1, t2,s)), якому належить стацiонар-
на точка (t∗1 , t∗2 ,s∗)функцiї f , i довести, що для будь-якої точки (t1, t2,s) обраного
«контура»

ℜ f (t1, t2,s)≤ℜ f (t∗1 , t
∗
2 ,s
∗). (2.29)

Розглянемо функцiю ωα : R5→ R, яку визначено наступним чином

ωα(t1, t2,s,b2,λ0) =
1
2

(
log h̃−

2

∑
j=1

t2
j −s2−

(
1−α

α

)2

b2
2−2α(1−α)λ 2

0

)
, (2.30)

де
h̃ =

(
b2s− t1t2 +α

2
λ

2
0

)2
+α

2
λ

2
0 (t1 + t2)2. (2.31)

Тодi дiйсна частина функцiї f на нашому «контурi» (ми опишемо обраний «кон-
тур» пiзнiше) має вигляд

ℜ f (T,s) = ωα(ℜt1,ℜt2,s,b2,λ0)+
1
2

(
1−α

α

)2

b2
2 +(1−α)λ 2

0

для деякого α . Для того, щоб довести (2.29), нам знадобиться наступна лема.

Лема 2.9. Нехай ωα визначено у формулах (2.30)та (2.31). Тодi для будь-якого
α ∈ [1/2, 1) i для будь-яких дiйсних t1, t2, s, b2 та λ0 виконується нерiвнiсть

ωα(t1, t2,s,b2,λ0)≤
1
2

log
(

α

1−α

)2

−1. (2.32)
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Бiльше того, рiвнiсть досягається тодi й тiльки тодi, коли виконується хоча
б одна з наступних умов

(a) α = 1/2, t1 =−t2 =±
√

4−4b2
2−λ 2

0 /2, s = b2;

(b) α = 1/2, t1 = t2 =±
√

4−4b2
2−λ 2

0 /2, s =−b2, b2λ0 = 0;

(c) t1 = t2 = 0, s = b2
1−α

α
, α(1−α)λ 2

0 +
(1−α

α

)2
b2

2 = 1;

(d) t1 = t2 = 0, s =−b2
1−α

α
, b2 =± α

1−α
, λ0 = 0.

Доведення. Перепишемо нерiвнiсть (2.32) у виглядi

log
1−α

α
h̃1/2 +1≤ 1

2

(
t2
1 + t2

2 + s2 +d2 +2α(1−α)λ 2
0

)
,

де d = 1−α

α
b2. З опуклостi логарифма випливає, що

log
1−α

α
h̃1/2 ≤ 1−α

α
h̃1/2−1. (2.33)

Тому достатньо довести, що(
1−α

α

)2

h̃≤ 1
4

(
t2
1 + t2

2 + s2 +d2 +2α(1−α)λ 2
0

)2
. (2.34)

З визначення h̃ (див. (2.31)) маємо(
1−α

α

)2

h̃ = s2d2 +

(
1−α

α

)2

t2
1t2

2 +α
2(1−α)2

λ
4
0

−2
1−α

α
sdt1t2 +2α(1−α)λ 2

0 sd +(1−α)2
λ

2
0 (t

2
1 + t2

2). (2.35)

Пiдстановка (2.35) в (2.34) дає

s2d2 +

(
1−α

α

)2

t2
1t2

2 −2
1−α

α
sdt1t2 +2α(1−α)λ 2

0 sd

+(1−α)2
λ

2
0 (t

2
1 + t2

2)≤
1
4
(t2

1 + t2
2)

2 +
1
4
(s2 +d2)2

+
1
2
(t2

1 + t2
2)(s

2 +d2)+α(1−α)λ 2
0 (t

2
1 + t2

2)+α(1−α)λ 2
0 (s

2 +d2).

Остання нерiвнiсть є сумою наступних очевидних нерiвностей, якi виконуються
при

1
2
≤ α < 1,

(1−α)2
λ

2
0 (t

2
1 + t2

2)≤ α(1−α)λ 2
0 (t

2
1 + t2

2), (2.36)
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s2d2 ≤ 1
4
(s2 +d2)2, (2.37)(

1−α

α

)2

t2
1t2

2 ≤ t2
1t2

2 ≤
1
4
(t2

1 + t2
2)

2, (2.38)

−2
1−α

α
sdt1t2 ≤ 2|sdt1t2| ≤

1
2
(t2

1 + t2
2)(s

2 +d2), (2.39)

2α(1−α)λ 2
0 sd ≤ α(1−α)λ 2

0 (s
2 +d2). (2.40)

Отже, нерiвнiсть (2.32) доведено. Залишається встановити умови, за яких
у нерiвностi (2.32) досягається рiвнiсть. Вона досягається тодi й тiльки тодi,
коли досягаються рiвностi в нерiвностях (2.33), (2.36)–(2.40). Позначимо за (n′)
рiвнiсть, що є вiдповiдною до нерiвностi (n). Тодi

(2.33′)⇔ h̃1/2 =
α

1−α
, (2.41)

(2.37′)⇔ s2 = d2,

(2.38′)⇒ t2
1 = t2

2 .

Усюди нижче до кiнця доведення леми ми припускаємо, що s2 = d2 та t2
1 = t2

2 .
Тодi

(2.36′)⇔

[
α = 1/2;

λ0t1 = 0;

(2.38′)⇔

[
α = 1/2;

t1 = 0;

(2.39′)⇔


α = 1/2;

sdt1t2 ≤ 0;

t1s = 0;

(2.40′)⇔

[
sd ≥ 0;

λ0 = 0.

Розглянемо декiлька випадкiв

1. t1 = 0.

1.1. λ0 = 0. Тодi з (2.41) випливає,що (b2s)2 =
(

α

1−α

)2. Приймаючи до ува-
ги, що s2 = d2, ми отримуємо, що b2 =± α

1−α
. Отже, у цьому випадку

виконано умову (d).
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1.2. sd ≥ 0. У цьому випадку (2.41) еквiвалентно α2λ 2
0 + 1−α

α
b2

2 = α

1−α
,

тобто виконується умова (c).

2. t1 6= 0⇒ α = 1/2.

2.1. s = 0. Тодi (2.41) приймає вигляд λ 2
0 /4+ t2

1 = 1, що, в свою чергу,
тягне за собою умову (b).

2.2. s 6= 0⇒ dst1t2 < 0.

2.2.1. sd > 0. У цьому випадку з (2.41) випливає λ 2
0 /4+ b2

2 + t2
1 = 1.

Легко бачити, що виконується умова (a).

2.2.2. sd < 0⇒ λ0 = 0. Тодi (2.41) перетворюється на b2
2+t2

1 = 1. У цьо-
му випадку виконано умову (b).

Насамкiнець неважко переконатись, що у точках, якi задовольняють хоча б
одну з умов (a)–(d), значення функцiї ωα спiвпадає з правою частиною нерiвно-
стi (2.32).

Тепер ми можемо перейти до доведення Теореми 2.1, яке ми розбили на де-
кiлька лем. Розпочнемо з наступної леми

Лема 2.10. Нехай виконуються всi умови Теореми 2.1, а також нехай λ0 на-
лежить iнтервалу (λ∗(p),λ∗(p)). Тодi кореляцiйна функцiя f1(Λ) задовольняє
асимптотичне спiввiдношення

f1(Λ) = 2nexp{n(λ 2
0 +b2

2−2)/2+λ0(x1 + x2)/2}

×
sin((x1− x2)

√
4−4b2

2−λ 2
0 /2)

(x1− x2)
(1+o(1)), (2.42)

де b2 визначено в (2.22).

Доведення. Нехай

t∗η =
(−1)η

2

√
4−4b2

2−λ 2
0 ;

T (ην)
∗ = diag

{
t∗η , t

∗
ν

}
− iΛ0/2, (2.43)

де η та ν приймають значення 1 та 2.
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Розглянемо контур, що задається умовами ℑt1 = ℑt2 =−λ0/2, s∈R. На ньо-
му лежать точки (t∗1 − iλ0/2, t∗2 − iλ0/2,b2) i (t∗2 − iλ0/2, t∗1 − iλ0/2,b2), що є ста-
цiонарними точками функцiї f . На контурi можуть лежати iншi стацiонарнi
точки f , але це не впливає на доведення, окрiм випадку λ0 = 0, в якому ми та-
кож враховуємо точки (t∗1 , t

∗
1 ,−b2) i (t∗2 , t∗2 ,−b2). Спочатку розглянемо випадок

λ0 6= 0.
Зробимо замiну змiнних tη → tη− iλ0/2 в (2.14) та звузимо область iнтегру-

вання до множини

Br =
{
(t1, t2,s) ∈ R3 : max{|t1|, |t2|, |s|} ≤ r

}
.

Тодi

f1(Λ) = cn(X)
ieλ0(x1+x2)/2

(x1− x2)

∫
Br

g(T,s)en f(T− i
2 Λ0,s)dT ds

+O(e−nr2/4), n→ ∞,

(2.44)

де f позначає функцiю, яку визначено в (2.15) та

g(T,s) = (t1− t2)exp
{
− i

2

∑
η=1

xηtη

}
.

Незважаючи на те, що функцiя g в дiйсностi не залежить вiд s, ми використо-
вуємо запис g(T,s) для того, щоб градiєнт g був тривимiрним. Це потрiбно для
бiльш зручного запису формул нижче.

Тепер обчислимо похiднi функцiї f в обраних стацiонарних точках. Неважко
побачити, що для η 6= ν ми маємо

f ′′(T (ην)
∗ ,b2) =−


(t∗ν − iλ0/2)2 +1 b2

2 −b2(t∗ν − iλ0/2)

b2
2 (t∗η − iλ0/2)2 +1 −b2(t∗η − iλ0/2)

−b2(t∗ν − iλ0/2) −b2(t∗η − iλ0/2) b2
2 +1


det f ′′(T (ην)

∗ ,b2) =−(4−4b2
2−λ

2
0 )<−(λ∗(p)2−λ

2
0 );

ℜ f ′′(T (ην)
∗ ,b2) =−


(t∗ν)

2−λ 2
0 /4+1 b2

2 −b2t∗ν
b2

2 (t∗η)
2−λ 2

0 /4+1 −b2t∗η
−b2t∗ν −b2t∗η b2

2 +1

 ;

detℜ f ′′(T (ην)
∗ ,b2) =−

(
1−λ

2
0 /4
)
(4−4b2

2−λ
2
0 )<−(λ∗(p)2−λ

2
0 )

2/4,
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де T (ην)
∗ визначено в (2.43). Крiм того, нам знадобиться значення функцiї f

у стацiонарних точках

f (T (ην)
∗ ,b2) =

1
2

b2
2 +

1
2

λ
2
0 −1.

Зауважимо, що

ℜ f
(

T − i
2

Λ0,s
)
= ω1/2(t1, t2,s,b2,λ0)+

1
2

b2
2 +

1
2

λ
2
0 ,

де ωα визначено в (2.30). Згiдно Леми 2.9, ℜ f
(
T − i

2Λ0,s
)
, як функцiя дiйсних

змiнних t1, t2, s, досягає свогомаксимального значення в точках (T
(ην)
∗ ,b2). Звiд-

симаємо,щоматрицяℜ f ′′(T (ην)
∗ ,b2)недодатно-означена. Бiльше того, оскiльки

detℜ f ′′(T (ην)
∗ ,b2)< 0, то матриця ℜ f ′′(T (ην)

∗ ,b2) є вiд’ємно-означеною.
Нехай V (ην)

n —це n−1/2 logn-окiл точки (T (ην)
∗ ,b2), аVn усюди до кiнця роз-

дiлу нехай позначає об’єднання таких околiв усiх стацiонарних точок, що є
наразi пiд розглядом, допоки не сказано iнакше. Тодi для (T,s) /∈ Vn та доста-
тньо великих n ми маємо, що

ℜ f (T (ην)
∗ ,b2)−ℜ f

(
T − i

2
Λ0,s

)
≥min

η 6=ν
min

(T− i
2 Λ0,s)∈∂V (ην)

n

{
ℜ f (T (ην)

∗ ,b2)−ℜ f
(

T − i
2

Λ0,s
)}
≥C

log2 n
n

.

Отже, можна звузити область iнтегрування до Vn.
Покладемо q = (t1, t2,s), та q∗ = (t∗η , t

∗
ν ,b2). Тодi, розкладаючи f та g за фор-

мулою Тейлора й роблячи замiну змiнних q→ n−1/2q+q∗, ми отримуємо

f1(Λ) = n−3/2cn(X) ·
iexp{n(λ 2

0 +b2
2−2)/2+λ0(x1 + x2)/2}
(x1− x2)

×
(

∑
η 6=ν

∫
[− logn,logn]3

g(ℜT (ην)
∗ ,b2)exp

{
1
2

q f ′′(T (ην)
∗ ,b2)qT

}
dq+o(1)

)
.

Остання формула є вiрною, тому що g(ℜT (ην)
∗ ,b2) 6= 0. Вiзьмемо iнтеграл, ко-

ристуючись формулою Гауса. Тодi

f1(Λ) =

(
2π

n

)3/2

cn(X) ·
iexp{n(λ 2

0 +b2
2−2)/2+λ0(x1 + x2)/2}
(x1− x2)

×
(

∑
η 6=ν

g(ℜT (ην)
∗ ,b2)det−1/2{− f ′′(T (ην)

∗ ,b2)}+o(1)
)
. (2.45)
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Оскiльки
g(ℜT (ην)

∗ ,b2) = 2t∗ηe−it∗η(x1−x2), η 6= ν ,

та cn має вигляд (2.20), то (2.45) тягне (2.42).
У випадку, якщо λ0 = 0, доведення майже iдентичне. Повторюючи вищена-

веденi кроки, ми отримаємо формулу, аналогiчну до (2.45). Єдина вiдмiннiсть
полягає в тому, що в сумi буде на два доданки бiльше, тобто доданкiв стiльки
ж, скiльки й стацiонарних точок. Оскiльки функцiя g перетворюється на нуль
при t1 = t2, ми маємо в точностi (2.45), i тому асимптотичне спiввiдношен-
ня (2.42) теж справджується.

Вiдмiтимо, що твердження (i) теореми випливає безпосередньо з Леми 2.10.

Лема 2.11. Нехай виконуються всi умови Теореми 2.1, а також λ 2
0 > 4−4b2

2+ε

для деякого ε > 0. Тодi f1(Λ) має наступну асимптотичну поведiнку

(i) при λ0 6= 0

f1(Λ) =
α2 exp{n f̂∗+(1−α)λ0(x1 + x2)}

(2α−1)3/2(2−α(1−α)(3−2α)λ 2
0 )

1/2 (1+o(1)), (2.46)

де α та f̂∗ визначаються спiввiдношеннями

α ∈ (1/2,1), α(1−α)λ 2
0 +

(
1−α

α

)2

b2
2−1 = 0, (2.47)

f̂∗ = f
(
−iαΛ0,

1−α

α
b2

)
. (2.48)

(ii) при λ0 = 0

f1(Λ) = bn
2e−n/2 b2

2
(b2

2−1)3/2 (b2 +1+(−1)n(b2−1))(1+o(1)). (2.49)

Доведення. Виберемо в якостi контура iнтегрування той, що задається рiв-
няннями ℑt1 = ℑt2 = −αλ0, ℑs = 0. На цьому контурi вклад у асимптотику
при λ0 6= 0 дає лише стацiонарна точка

(
−iαλ0,−iαλ0,

1−α

α
b2
)
, деα задовольняє

умову (2.47). Iснування та єдинiсть такого α випливає з того, що лiва частина
спiввiдношення (2.47) є функцiєю вiдα , вона монотонно спадає та має значення
рiзних знакiв у точках α = 1/2 i α = 1. Усюди до кiнця роздiлу ми позначаємо
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за α єдиний розв’язок (2.47). Якщо ж λ0 = 0, то ми маємо двi стацiонарнi точки
на контурi— (0,0,±1).

Спочатку розглянемо випадок λ0 > ε . Роблячи замiну змiнних t j→ t j− iαλ0,
аналогiчно до (2.44) ми отримуємо

f1(Λ) = cn(X)
ie(1−α)λ0(x1+x2)

(x1− x2)

∫
Br

g(T,s)en f (T−iαΛ0,s)dT ds+O(e−nr2/4). (2.50)

Тепер обчислимо значення в стацiонарнiй точцi функцiї f

f
(
− iαΛ0,

1−α

α
b2

)
=

1
2

(
1−α

α

)2

b2
2 +(1−α)λ 2

0 + log
α

1−α
−1, (2.51)

матрицi її других похiдних

f ′′
(
−iαΛ0,

1−α

α
b2

)
=−


1− (1−α)2λ 2

0
(1−α

α

)3
b2

2 ib2λ0
(1−α)2

α(1−α

α

)3
b2

2 1− (1−α)2λ 2
0 ib2λ0

(1−α)2

α

ib2λ0
(1−α)2

α
ib2λ0

(1−α)2

α
1+b2

2
(1−α

α

)2

 ,

її гессiана

det f ′′
(
− iαΛ0,

1−α

α
b2

)
=−2α−1

α2

(
α(1−α)(2α−1)λ 2

0

+2b2
2

(
1−α

α

)2)
< 0;

(2.52)

та визначника ℜ f ′′

detℜ f ′′
(
− iαΛ0,

1−α

α
b2

)
=−2α−1

α2

(
1+b2

2

(
1−α

α

)2)
×
(

α(1−α)(2α−1)λ 2
0 +b2

2

(
1−α

α

)2)
< 0.

Крiм того,

ℜ f (T − iαΛ0,s) = ωα(t1, t2,s,b2,λ0)+
1
2

(
1−α

α

)2

b2
2 +(1−α)λ 2

0

де ωα має вигляд (2.30). Дiючи аналогiчно до доведення Леми 2.10, можна
показати, що

f1(Λ) = cn(X)
ien f̂∗+(1−α)λ0(x1+x2)

(x1− x2)

×
(∫

Vn

g(T,s)en( f (T−iαΛ0,s)− f̂∗)dT ds+O
(

e−C log2 n
))

, (2.53)
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де Vn —це n−1/2 logn-окiл точки
(
0, 1−α

α
b2
)
, а f̂∗ визначено в (2.48).

Повторюючи тi ж самi мiркування та використовуючи тi ж самi позначення,
що й при доведеннi Леми 2.10, ми отримуємо

f1(Λ) = n−3/2cn(X) · iexp{n f̂∗+(1−α)λ0(x1 + x2)}
(x1− x2)

(1+o(1))

×
∫

[− logn,logn]3

1√
n

(〈
g′
(

0,
1−α

α
b2

)
,q
〉
+

1
2
√

n
qg′′
(

0,
1−α

α
b2

)
qT
)

× en( f (T−iαΛ0,s)− f̂∗)dq,

де 〈·, ·〉 позначає скалярний добуток у R3. Розкриємо дужки пiд iнтегралом
та проiнтегруємо кожний доданок окремо. Переший з двох интегралiв до-
рiвнює нулю, бо функцiя f є симетричною функцiєю вiд t1 та t2, а також
∂g
∂ t1

(
0, 1−α

α
b2
)
= − ∂g

∂ t2

(
0, 1−α

α
b2
)
= 1. У другому iнтегралi ми розкладемо екс-

поненту в ряд Тейлора. Тодi

f1(Λ) = n−5/2cn(X) · iexp{n f̂∗+(1−α)λ0(x1 + x2)}
(x1− x2)

(1+o(1))

×
∫
R3

1
2

qg′′
(

0,
1−α

α
b2

)
qT exp

{
1
2

q f ′′
(
−iαΛ0,

1−α

α
b2

)
qT
}

dq. (2.54)

Зауваживши, що

g′′
(

0,
1−α

α
b2

)
=


−2ix1 i(x1− x2) 0

i(x1− x2) 2ix2 0

0 0 0

 ,

ми обчислюємо гаусiв iнтеграл у (2.54) та отримуємо (2.46).
Залишається розглянути випадок λ0 = 0. Як було згадано вище, в цьо-

му випадку маємо двi стацiонарнi точки на контурi, околи яких дають вклад
у асимптотику iнтеграла (2.50). Вклад вiд околу точки (0,0,1) вже обчислено,
бо якщо λ0 = 0, то α = b2

b2+1 i
(
−iαλ0,−iαλ0,

1−α

α
b2
)
= (0,0,1). Вклад вiд око-

лу другої точки (тобто (0,0,−1)) обчислюється аналогiчно, i (2.46) приймає
вигляд (2.49).

Твердження (ii) теореми випливає безпосередньо з (2.46) та (2.49).
Тепер ми покажемо, що випадки (i) та (ii) Теореми 2.1 добре узгоджуються

мiж собою.
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Лема 2.12. Нехай виконуються всi умови Теореми 2.1, а також λ 2
0 = 4−4b2

2−
δn, δn→ 0. Тодi f1(Λ) має наступну асимптотичну поведiнку

f1(Λ) = yn exp{n(2−3b2
2−δn)/2+λ0(x1 + x2)/2}(1+o(1)). (2.55)

де

yn =


nδ

1/2
n , якщо δn > 0, nδ 2

n → ∞;

Cn3/4, якщо nδ 2
n → const;

C(−δn)
−3/2, якщо δn < 0, nδ 2

n → ∞.

Доведення. Почнемо з випадку δn ≥ 0. Виберемо такий самий контур, як i
при доведеннi Леми 2.10. Стацiонарнi точки вiзьмемо тi ж самi.

Зробимо замiну змiнних τ = t1 + t2, σ = t1− t2. Тодi

f1(Λ) = cn(X)
ieλ0(x1+x2)

2(x1− x2)

∫
R3

σe−i((x1+x2)τ+(x1−x2)σ)/2en f̃ (τ,σ ,s)dτdσds,

де f̃ (τ,σ ,s) = f (T,s). Покладемо

τ
∗ =−iλ0;

σ
∗
η = t∗η − t∗3−η = (−1)η

√
4−4b2

2−λ 2
0 = (−1)η

δ
1/2
n .

Як i при доведеннi попереднiх лем, нам потрiбнi значення функцiї f̃ та її других
похiдних у стацiонарних точках

f̃ (τ∗,σ∗η ,b2) = 1− 3
2

b2
2−

1
2

δn;

f̃ ′′(τ∗,σ∗η ,b2) =−


b2

2 +δn/4 (−1)η iλ0δ
1/2
n /4 ib2λ0/2

(−1)η iλ0δ
1/2
n /4 δn/4 (−1)ηb2δ

1/2
n /2

ib2λ0/2 (−1)ηb2δ
1/2
n /2 b2

2 +1

 ;

det f̃ ′′(τ∗,σ∗η ,b2) =−δn/4.

Окрiм цього, знадобляться також третя й четверта частиннi похiднi функцiї f̃

по σ

∂ 3 f̃
∂σ3 (τ

∗,σ∗η ,b2) =
(−1)η+1

4
δ

1/2
n (δn−3);

∂ 4 f̃
∂σ4 (τ

∗,σ∗η ,b2) =−
3
4
.
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Позначимо заVn об’єднання прямого добутка околiв точок τ∗, σ∗1 , b2 та пря-
мого добутка околiв точок τ∗, σ∗2 , b2, причому околи, що вiдповiдають змiнним

τ та s мають радiус
logn√

n
, у той час як окiл, що вiдповiдає змiннiй σ , має радiус

logn√
nδn

, якщо nδ 2
n → ∞, та

logn
n1/4 в усiх iнших випадках. Аналогiчно доведенню

Леми 2.10 можна показати, що для точок контуру (τ,σ ,s) поза множиною Vn i
при достатньо великих n справджується нерiвнiсть

ℜ f̃ (τ∗,σ∗η ,b2)−ℜ f̃ (τ,σ ,s)≥C
log2 n

n
, (2.56)

Нехай nδ 2
n → ∞. Далi дiємо таким же чином, як i ранiше, тiльки з однiєю

вiдмiннiстю, яка полягає в тому, що для змiнної σ ми робимо замiну σ →
(nδn)

−1/2σ +σ∗η , а не σ → n−1/2σ +σ∗η . Ми отримуємо

f1(Λ) = n−3/2cn(X) ·
iexp{n(2−3b2

2−δn)/2+λ0(x1 + x2)/2}
2(x1− x2)

(1+o(1))

×
2

∑
η=1

∫
[− logn,logn]3

(
(−1)η + i(x1− x2)δ

1/2
n /2+

σ

δn
√

n

)

× e
1
2 a(η)

f̃
(τ,σ ,s)dτdσds, (2.57)

де a(η)

f̃
позначає квадратичну форму, причому її матрицю отримано з матри-

цi f̃ ′′(τ∗,σ∗η ,b2)шляхом дiлення на δ
1/2
n всiх елементiв другої строки та другого

сповпця, тобто

a(η)

f̃
(τ,σ ,s) = (τ,δ

−1/2
n σ ,s) f̃ ′′(τ∗,σ∗η ,b2)(τ,δ

−1/2
n σ ,s)T .

Отже, ми маємо (2.55).
Тепер нехай nδ 2

n → 0. Тодi, роблячи замiну змiнних σ2 = σ̃ , ми отримуємо

f1(Λ) = cn(X)
eλ0(x1+x2)

2(x1− x2)

+∞∫
0

dσ̃

∫
R2

sin((x1− x2)
√

σ̃/2)e−i(x1+x2)τ/2en f̃ (τ,
√

σ̃ ,s)dτds.

Нехай Ṽn —цепрямий добуток
logn√

n
-околiв точок 0 та b2. Тодi миможемо зроби-

ти замiну змiнних τ→ τ− iλ0 та з огляду на (2.56) звузити область iнтегрування
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до множини
[
0, log2 n√

n

]
×Ṽn

f1(Λ) = cn(X)
eλ0(x1+x2)/2

2(x1− x2)

log2 n√
n∫

0

(1+o(1))dσ̃

×
∫
Ṽn

sin((x1− x2)
√

σ̃/2)e−i(x1+x2)τ/2en f̃ (τ−iλ0,
√

σ̃ ,s)dτds.

Далi розкладемо f̃ та синус по формулi Тейлора навколо точок (−iλ0,0,b2) та 0

вiдповiдно та зробимо замiну змiнних τ→ n−1/2τ , σ̃ → n−1/2σ̃ , s→ n−1/2s+b2.
Тодi

f1(Λ) = n−3/2cn(X)
exp{n(2−3b2

2−δn)/2+λ0(x1 + x2)/2}
2(x1− x2)

×
log2 n∫
0

(1+o(1))dσ̃

∫
[− logn, logn]2

(x1− x2)

√
σ̃

2 4
√

n
e

1
2 â f̃ (τ,σ̃ ,s)dτds, (2.58)

де â f̃ —це квадратична форма, що задається матрицею
∂ 2 f̃
∂τ2

1
2

∂ 3 f̃
∂τ∂σ2

∂ 2 f̃
∂τ∂ s

1
2

∂ 3 f̃
∂τ∂σ2

1
12

∂ 4 f̃
∂σ4

1
2

∂ 3 f̃
∂σ2∂ s

∂ 2 f̃
∂τ∂ s

1
2

∂ 3 f̃
∂σ2∂ s

∂ 2 f̃
∂ s2

(−iλ0,0,b2) =−


b2

2 iλ0/8 ib2λ0/2

iλ0/8 1/16 b2/4

ib2λ0/2 b2/4 1+b2
2


+o(1)P,

деP —матриця, яка складається з одних лише одиниць. Беручи iнтеграл за фор-
мулою Гауса, ми отримуємо

f1(Λ) =
2π

n3/2 ·
cn(X)

4 4
√

n
· exp{n(2−3b2

2−δn)/2+λ0(x1 + x2)/2}

+∞∫
0

√
σ̃ exp

{
−σ̃2

32

}
dσ̃(1+o(1)),

звiдки одразу випливає (2.55).
У випадку, якщо nδ 2

n → const, в останнiй експонентi у формулi (2.58) замiсть
â f̃ буде деякий полiном третього степеня. Отже, асимптотична поведiнка коре-
ляцiйної функцiї f1(Λ) буде вiдрiзнятися вiд (2.55) тiльки мультиплiкативною
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константою, що не залежить вiд n. Ця константа ввiйде в константу C у визна-
ченнi yn. У випадку вiд’ємного δn, якщо nδ 2

n → 0, усi змiни у формулах вище
виражаються в додаткових множниках, кожен з яких дорiвнює 1+ o(1). Тому
(2.55) не змiнюється в цьому випадку. Якщо nδ 2

n → ∞, то тодi з поєднання мiр-
кувань, що наводились у випадку δn ≥ 0 та при доведеннi Леми 2.11, випливає
(2.57) з деякими змiнами. Цi змiни впливають лише на yn, тобто ми маємо, що
yn =C(−δn)

−3/2 у формулi (2.55) .

2.3 Доведення Теореми 2.3

Як i у випадку Теореми 2.1, доведення Теореми 2.3 ґрунтується на застосу-
ваннi методу перевала до iнтегрального представлення кореляцiйної функцiї fm,
яке було отримано в пiдроздiлi 2.1. Для цього необхiдно вибрати «гарний кон-
тур» та стацiонарнi точки функцiї f2m, яка визначена в (2.13). Ми почнемо
з вибору стацiонарних точок.

Якщо p = n, то bl = b̃2k = 0 при l > 1, i правильними стацiонарними точками
є

t j = t∗j =

 t∗

−t∗
, j = 1,2m, Rl = 0,

де
t∗ =

1
2

(
−iλ0 +

√
4−λ 2

0

)
.

Покладемо

T̃ = diag{t∗j }2m
j=1, (2.59)

b = (b2,b3, . . . ,b2m, b̃4, b̃6, . . . , b̃2m).

Оскiльки матриця(
h2m(T,R) f ′2m(T,R)

)′∣∣∣T=T̃
R=0
b=0

= (−1)m−1 diag{1+ t∗1
2
, . . . ,1+ t∗2m

2
,e1, . . . ,e(4m

2m)−4m2−1}, e j = 1 або 2

є невиродженою при λ0 ∈ (−2,2), то за теоремою про неявну функцiю при до-
статньо малому b iснує єдиний розв’язок

T = T (b), R = R(b) (2.60)
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рiвняння
h2m(T,R) f ′2m(T,R) = 0 (2.61)

такий, що T (0) = T̃ , R(0) = 0, i цей розв’язок неперервно залежить вiд b та λ0.
Коли p→∞, то з (2.18), (2.22) та (2.26) випливає, що b→ 0. Тому ми вибираємо
точки (2.60) як тi стацiонарнi точки, що, скорiше за все, будуть давати вклад
у асимптотику iнтеграла, i будемо прововодити «гарний контур» через цi точки.

Лема 2.13. Розв’язок (2.60) має наступнi властивостi

(1) (T ) j1 j1(b)= (T ) j2 j2(b), (T )k1k1(b)= (T )k2k2(b) для всiх j1, j2 ∈ I+, k1,k2 ∈ I−,
де I+ = { j, t∗j = t∗}, I− = { j, t∗j =−t∗};

(2) (Rl)αβ (b) = 0, l = 2,2m, α 6= β .

Доведення. Покладемо

πT = diag{tπ( j)}, πR = (πR2, . . . ,πR2m), π ∈ S2m,

де Sk —група перестановок довжини k, πRl —це така матриця, що (πRl)αβ =

(Rl)απβπ
,απ —елементI2m,l, компонентами якого єαπ(1), . . . ,απ(l) у неспадаю-

чому порядку. Тодi f2m(πT,πR) = f2m(T,R) для будь-якої перестановки π ∈ S2m.
Отже, достатньо довести лему тiльки для тих стацiонарних точок, для яких
t∗1 = . . .= t∗k =−t∗k+1 = . . .=−t∗2m = t∗. Для того, щоб це зробити, ми покажемо,
що iснує розв’язок рiвняння (2.61), який задовольняє умови (1) та (2) i для якого
T (0) = T̃ , R(0) = 0. Це твердження еквiвалентне iснуванню розв’язку системи{

h2m(T,R) ∂

∂ t j
f2m(T,R) = 0, j = 1,2m;

h2m(T,R) ∂

∂ (Rl)αα
f2m(T,R) = 0, α ∈I2m,l, l = 2,2m,

(2.62)

де T задовольняє умову (1), тобто

T = diag{t1, . . . , t1︸ ︷︷ ︸
k разiв

, t2m, . . . , t2m︸ ︷︷ ︸
2m− k разiв

},

аR задовольняє умову (2). Невiдомi системи (2.62)— це t1, t2m, (Rl)αα . Оскiльки
похiдна лiвої частини системи (2.62) в точцi T = T̃ , R= 0, b= 0 є невиродженою,
то розв’язок цiєї системи iснує. З огляду на єдинiсть розв’язку системи (2.61),
розв’язок системи (2.62) спiвпадає з (2.60).
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Наступним кроком треба вибрати «контур». У нашому випадку «контур»—
це d2m-вимiрний многовид M̂2m, де d2m =

((4m
2m

)
−4m2−1+2m

)
. Для кожної

змiнної ми розглянемо деякий контур, прямий добуток яких i буде тим много-
видом M̂2m, що ми потребуємо. Вiзьмемо довiльну змiнну i впорядкуємо вiд-
повiднi компоненти стацiонарних точок за зростанням їхнiх дiйсних частин.
Якщо декiлька компонент мають однаковi дiйснi частини, то впорядкуємо їх
за зростанням уявних частин. Тодi контуром буде ламана, що сполучає точки
в порядку, який описано вище. Нескiнченнi ланки ламаної паралельнi дiйснiй
осi та направленi з першої точки лiворуч, а з останньої точки праворуч.

Застосовуючи теорему Кошi до (2.12), маємо

fm(Λ) = c(2m)
n (X)

i2m2−m exp
{

λ0
2m
∑
j=1

x j

}
4(X)

∫
M̂2m

g2m(T )en f2m(T,R)dT dR,

де

g2m(T ) =4(T )exp
{
− i

2m

∑
j=1

x jt j

}
.

Бiльше того,

fm(Λ) = c(2m)
n (X)

i2m2−m exp
{

λ0
2m
∑
j=1

x j

}
4(X)

( ∫
M̂N

2m

g2m(T )en f2m(T,R)dT dR+ r(n,N)

)
,

де
M̂N

2m = {ζ ∈ M̂2m |max
j

ℜ(ζ) j ≤ N},

|r(n,N)|<Ce−nN2/4, N→ ∞.

Вiзьмемо довiльне додатне число ε > 0. Тодi, оскiльки (T (b),R(b)) −→
n→∞

(T̃ ,0), то для достатньо великих n та для будь-якого (T,R) ∈ M̂N
2m ми маємо∣∣∣∣ℜ f 0

2m

(
ℜT − i

2
Λ0,ℜR

)
−ℜ f 0

2m(T,R)
∣∣∣∣< ε,

де f 0
2m(T,R) = f2m(T,R)|b=0. Крiм того, на будь-якому компактi K функцiя

f2m(T,R) рiвномiрно збiгається до f 0
2m(T,R) при n→ ∞. Так як M̂N

2m —компакт,
то для достатньо великих n

|ℜ f2m(T,R)−ℜ f 0
2m(T,R)|< ε, (T,R) ∈ M̂N

2m.
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Розглянемо таку точку (T 0,R0) ∈ M̂N
2m, що ℜT 0 = ℜT̃ та ℜR0 = 0. Тодi з ви-

щесказаного випливає, що ℜ f2m(T 0,R0)> ℜ f 0
2m(T̃ ,0)−2ε . Отже,

max
(T,R)∈M̂N

2m

ℜ f2m(T,R)> ℜ f 0
2m(T̃ ,0)−2ε = max

ℑT=Λ0/2
|ℜt j|≤N

ℜ f 0
2m(T,0)−2ε.

Тому, якщо максимум дiйсної частини функцiї f2m(T,R) на множинi M̂N
2m дося-

гається в точцi (T 1,R1), то

(T 1,R1) ∈ {(T,R) ∈ M̂N
2m|ℜ f2m(T,R)> ℜ f 0

2m(T̃ ,0)−2ε}

⊂ {(T,R) ∈ M̂N
2m|ℜ f 0

2m(ℜT − i
2

Λ0,ℜR)> ℜ f 0
2m(T̃ ,0)−4ε}.

Таким чином, останнє спiввiдношення ясно показує, що (T 1,R1)→ (T̃ ,0) при
n→ ∞ для деякого T̃ , що має вигляд (2.59).

Позначимо за Vn(T (b),R(b)) окiл стацiонарної точки (T (b),R(b)), який мi-
стить вiдповiдну точку максимума функцiї ℜ f2m зi своїм

logn√
n
-околом, причому

diamVn(T (b),R(b))→ 0. Можна вважати, що об’єднання цих околiв iнварiантне
вiдносно вiдображення (T,R)→ (πT,πR) для всiх π ∈ S2m. Тодi, за тими са-
мими мiркуваннями, що були наведенi при доведеннi Теореми 2.1, ми можемо
звузити область iнтегрування до об’єднання околiв Vn. Роблячи замiну змiнних
T → T +ℑT (b), R→ R+ℑR(b) в кожному околi та розкладаючи функцiю g2m

за формулою Тейлора, ми отримуємо

fm(Λ) = c(2m)
n (X)

i2m2−m exp
{

λ0
2m
∑
j=1

x j

}
4(X)

(1+o(1))

×∑en f2m(T (b),R(b))
∫

V̂n(T (b),R(b))

(
∑

|α|≤2m(m−1)
n−|α|/2Dαg2m(T (b))tα

+ r(2m(m−1))
g2m (T )

)
en f2m(T+ℑT (b),R+ℑR(b))dT dR, (2.63)

де сума береться по всiх стацiонаних точках, якi ми вибрали, та

V̂n(T (b),R(b)) =Vn(T (b),R(b))−ℑ(T (b),R(b));

|r(2m(m−1))
g2m (T )| ≤C∑

j
|t j|2m(m−1)+1.
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Зауважимо, що в (2.63) ми використовуємо найменшу можливу кiлькiсть до-
данкiв формули Тейлора, яка дозволяє нам отримати перший ненульовий член
асимптотики.

Зафiксуємо стацiонарну точку (T (b),R(b)) та мультиiндекс α . Вiзьмемо
також такий мультиiндекс β ≤ α , що β j1 = β j2 для деяких j1 6= j2, j1, j2 ∈ I+
або j1, j2 ∈ I−, де β ≤ α ⇔∀ j β j ≤ α j. Тодi

∫
V̂n(T (b),R(b))

(
Dα−β4(T )Dβ exp

{
− i

2m

∑
j=1

x jt j

}∣∣∣∣
T=T (b)

tα

+Dα̂−β4(T )Dβ exp
{
− i

2m

∑
j=1

x jt j

}∣∣∣∣
T=T (b)

tα̂

)
× en f2m(T+ℑT (b),R+ℑR(b))dT dR = 0,

де мультиiндекс α̂ вiдрiзняється вiд α лише перестановкою α j1 та α j2. Звiдси
випливає, що в сумi в (2.63) можна залишити лише тi доданки, для яких |α| =
2m(m−1).

Роблячи замiну змiнних T → n−1/2T , R→ n−1/2R, ми отримуємо

fm(Λ) = n−d2m/2c(2m)
n (X)

i2m2−m exp
{

λ0
2m
∑
j=1

x j

}
4(X)

(1+o(1))∑

[
en f2m(T (b),R(b))

×
∫

Vn(T (b),R(b))

(
n−m(m−1)

∑
|α|=2m(m−1)

Dαg2m(T (b))tα + r(2m(m−1))
g2m

(
1√
n

T
))

× exp
{

1
2

q f ′′2m(T (b),R(b))q
T
}(

1+
r1(q)√

n

)
dq
]
, (2.64)

де q —це вектор, що мiстить усi змiннi, по яким проводиться iнтегрування
в (2.63), dq = dT dR, Vn(T (b),R(b)) =

√
nV̂n(T (b),R(b)) та |r1(q)| ≤C ∑

j
|q j|3.

З (2.62) випливає, що при n→ ∞

(Rl)αα = o(b2), l = 3,2m;

(R2)αα =
b2

Tα1α1(0)Tα2α2(0)
+o(b2);

Tj j(b) = Tj j(0)−
(2m−χ( j))Tj j(0)+χ( j)−1

Tj j(0)3 +Tj j(0)5 b2
2 +o(b2

2),
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де

χ( j) =

#I+, якщо j ∈ I+;

#I−, якщо j ∈ I−.

Тепер обчислимо значення функцiї ℜ f2m у стацiонарних точках

ℜ f2m(T (b),R(b)) = (−1)m +χ( j)(2m−χ( j)) ·
λ 2

0 (4−λ 2
0 )

2
b2

2 +o(b2
2).

Звiдси стає зрозумiло,що значенняфункцiїℜ f2m у стацiонарних точках вигляду
(2.60) з #I+ = m бiльше, нiж значення в iнших стацiонарних точках такого
вигляду при λ0 ∈ (−2,2)\{0}. Це означає, що в сумi в (2.64) можна залишити
лише тi доданки, що вiдповiдають стацiонарним точкам з #I+ = m. У випадку,
якщо λ0 = 0, значення функцiїℜ f2m у стацiонарних точках рiвнi, томущо (2.60)
неперервно залежить вiд λ0. Однак, всеодно можна залишити лише тi доданки,
що вiдповiдають стацiонарним точкам з #I+ = m, оскiльки всi iншi доданки
матимуть менший порядок по n. Остаточно ми маємо

fm(Λ) = n−d2m/2−m(m−1)c(2m)
n (X)

i2m2−m exp
{

λ0
2m
∑
j=1

x j

}
4(X)

(1+o(1))

×
(

∑
#I+=m

en f2m(T (b),R(b))
∫

Rd2m

∑
|α|=2m(m−1)

Dαg2m(T (b))tα

× exp
{

1
2

q f ′′2m(T (b),R(b))q
T
}

dq
)
.

Розглянемо доданок, який вiдповiдає I+ = {1,2, . . . ,m}. Iнтегрування за форму-
лою Гаусса дасть нам

Cnm2
i3m2−2m4(x1, . . . ,xm)4(xm+1, . . . ,x2m)

4(X)
exp
{

mn
2
(λ 2

0 −2)+
λ0

2

2m

∑
j=1

x j

}

× exp
{
−

i
√

4−λ 2
0

2

m

∑
j=1

(x j− xm+ j)

}
(1+o(1)) =Cnm2

(−1)m(m+1)/2

×
exp
{
− i
√

4−λ 2
0

2

m
∑
j=1

(x j− xm+ j)
}

im
m
∏

j,k=1
(x j− xm+k)

exp
{

mn
2
(λ 2

0 −2)+
λ0

2

2m

∑
j=1

x j

}
(1+o(1)),
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де C —це деяка дiйсна константа, що не залежить вiд n.
З iншої сторони,

ŝ2m(X) =

det

{
eiπρsc(λ0)(x j−xm+k)− e−iπρsc(λ0)(x j−xm+k)

(x j− xm+k)

}m

j,k=1

(2iπρsc(λ0))m4(x1, . . . ,xm)4(xm+1, . . . ,x2m)
, (2.65)

де ŝ2m визначено в (2.4). Визначник у правiй частинi (2.65) можна подати у ви-
глядi суми експонент exp

{
iπρsc(λ0)

m
∑
j=1

ε jx j

}
з деякими коефiцiєнтами по всiм

наборам {ε j}, якi складаються з m елементiв +1 та з m елементiв −1. Оскiльки
(див. [139, Problem 7.3])

(−1)m(m−1)/2
∏
j<k

(u j−uk)(v j− vk)

m
∏

j,k=1
(u j− vk)

= det
{

1
u j− vk

}m

j,k=1
,

то коефiцiєнт при exp
{
− iπρsc(λ0)

m
∑
j=1

(x j− xm+ j)
}
дорiвнює

det
{

1
(xm+ j− xk)

}m

j,k=1

(2iπρsc(λ0))m4(x1, . . . ,xm)4(xm+1, . . . ,x2m)
=

(−1)m(m+1)/2

(2iπρsc(λ0))m
m
∏

j,k=1
(x j− xm+k)

.

Iншi коефiцiєнти обчислюються аналогiчно. Отже,

fm(Λ) =Cnm2
exp
{

mn
2
(λ 2

0 −2)+
λ0

2

2m

∑
j=1

x j

}
ŝ2m(X)(1+o(1)),

звiдки миттєво випливає твердження Теореми 2.3.

2.4 Доведення Теореми 2.4

У цьому роздiлi ми розглянемо випадок p→ ∞. Як i в доведеннi Леми 2.11,
ми вiзьмемо в якостi «гарного» контура контур ℑt1 = ℑt2 =−αλ0, s ∈ R зi ста-
цiонарною точкою

(
−iαλ0,−iαλ0,

1−α

α
b2
)
, де α задовольняє умову (2.47).

Покладемо β = 2α−1. Тодi (2.47) переписується в виглядi

b2 = β (1+β )(1−β )−1,
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а отже β =
√

2
p(1+o(1)). Пiдставляючи λ0 =±2, α = 1+β

2 та b2 = β (1+β )(1−
β )−1 до (2.51)-(2.52), отримуємо

f ′′
(
− iαΛ0,

1−α

α
b2

)

=−


β (2+β ) β 2(1−β )(1+β )−1 ±iβ (1−β )

β 2(1−β )(1+β )−1 β (2+β ) ±iβ (1−β )

±iβ (1−β ) ±iβ (1−β ) 1+β 2

 ;

det f ′′
(
− iαΛ0,

1−α

α
b2

)
=− 4β

(1+β )2 · (2− (1+β )(1−β )(2−β ))

=−4β 2(1+2β −β 2)

(1+β )2 .

Крiм того,

∂ 3 f
∂ t3

j

(
−iαΛ0,

1−α

α
b2

)
=−2isign(λ0)(1−β )3.

У випадку (i), тобто при n2/3

p → ∞, за Vn ми позначаємо прямий добуток околiв
точок 0, 0 та 1−α

α
b2, причому радiуси околiв, що вiдповiдають t1 та t2 дорiвню-

ють logn√
nβ
, а радiус окола, що вiдповiдає s дорiвнює logn√

n . Формула (2.53) також
справджується в цьому випадку.

Зробимо замiну змiнних T → (nβ )−1/2T , s→ n−1/2s+ 1−α

α
b2 i повторимо

мiркування з доведення Леми 2.11. Тодi

f1(2I +n−2/3X) =Cpexp{n f̂∗+n1/3
λ0(x1 + x2)/2}(1+o(1)),

деC —деяка абсолютна константа, а f̂∗ = f
(
−iαΛ0,

1−α

α
b2
)
. Звiдси й випливає

твердження (i) теореми.
Тепер розглянемо другий випадок (ii) n2/3

p → c. Виберемо множину Vn такою
ж, як i у випадку (i), тiльки змiнимо радiуси околiв, що вiдповiдають t1 та t2 —
тепер вони будуть дорiвнювати logn

3√n . Тодi формула (2.53) все ще залишається
справедливою. За теоремою Кошi маємо

f1(2I +n−2/3X) = cn(X)
ien f̂∗+2n1/3(1−α)(x1+x2)

n1/3(x1− x2)

×
(∫

Wn

g(T,s)en( f (T−2iαI,s)− f̂∗)dT ds+O
(

e−C log2 n
))

,
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де область iнтегрування для s не змiнюється, а для t j, j = 1,2, стає

{|z| ≤ n−1/3 logn | argz =−π/6 або argz =−5π/6}.

Роблячи замiну змiнних T → n−1/3T , s→ n−1/2s+ 1−α

α
b2, ми отримуємо

f1(2I +n−2/3X) = n−11/6cn(X) · iexp{n f̂∗+2n1/3(1−α)(x1 + x2)}
(x1− x2)

×
∫

γ×γ

(t1− t2)exp
{
−

2

∑
j=1

(
i
3
(1−β )3t3

j +
(2+β )

√
c√

2
t2

j + ix jt j

)}
dT

×
∫
R

e−
1+β2

2 s2
ds(1+o(1)),

де
γ = {argz =−π/6 або argz =−5π/6}.

Зробимо ще замiну змiнних τ j = t j + i
√

2c i скористаємось теоремою Кошi. Тодi

f1(2I +n−2/3X) =Cn2/3 · iexp{n f̂∗+(2n1/3(1−α)+
√

2c)(x1 + x2)}
(x1− x2)

(1+o(1))

×
∫

γ×γ

(τ1− τ2)exp
{
−

2

∑
j=1

(
i
3

τ
3
j + i(x j +2c)τ j

)}
dτ1dτ2,

де C —деяка абсолютна константа. Приймаючи до уваги (2.5) та (2.20), маємо

f1(2I +n−2/3X) =Cn2/3 exp{n f̂∗+(2n1/3(1−α)+
√

2c)(x1 + x2)}

×A(x1 +2c,x2 +2c)(1+o(1)),

що завершує доведення твердження (ii).

2.5 Висновки до Роздiлу 2

У Роздiлi 2 ми дослiдили кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв
розрiджених випадкових ермiтових матриць. Було встановлено асмптотичну
поведiнку другої кореляцiйної функцiї характеристичних полiномiв всерединi
спектра у випадку, коли середня кiлькiсть p ненульових елементiв у кожному
рядку та стовпцi є скiнченною. Виявилось, що друга кореляцiйна функцiя ха-
рактеристичних полiномiв має так званий «фазовий перехiд» при p = 2, тобто
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при p < 2 друга кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв має один вид
асимптотичної поведiнки, а при p > 2 — iнший. Бiльше того, було дослiджено
другу кореляцiйну функцiю характеристичних полiномiв у перехiдному режимi
мiж цими двома видами асимптотичної поведiнки й показано, що обидва види
асимптотичної поведiнки повнiстю узгоджуються мiж собою.

Також було обчислено асимптотичну поведiнку другої кореляцiйної функцiї
характеристичних полiномiв на межi спектра коли p прямую до нескiнченностi
разом з розмiром матрицi n. Доволi несподiваним виявився той факт, що за цих
умов друга кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв також має так
званий «фазовий перехiд» при p ∼ Cn2/3. А саме, при p � n2/3 нормована
границя другої кореляцiйної функцiї характеристичних полiномiв виражається
через ядро Ейрi, в той час як при p� n2/3 ця ж границя дорiвнює одиницi.

Крiм другої кореляцiйної функцiї характеристичних полiномiв було також
дослiджено кореляцiйнi функцiї вищих порядкiв. Було встановлено, що асим-
птотична поведiнка кореляцiйнихфункцiй характеристичних полiномiв парного
порядку всерединi спектра при p→ ∞ спiвпадає з асимптотичною поведiнкою
кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв матриць ансамблю Вiгнера,
для яких p = n.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

• Теорема 2.1, в якiй встановлено асимптотичну поведiнку другої кореляцiй-
ної функцiї характеристичних полiномiв сильно розрiджених випадкових
матриць всерединi спектра;

• Теорема 2.3, в якiй встановлено асимптотичну поведiнку всiх кореляцiй-
них функцiй характеристичних полiномiв слабко розрiджених випадкових
матриць всерединi спектра;

• Теорема 2.4, в якiй встановлено асимптотичну поведiнку другої кореляцiй-
ної функцiї характеристичних полiномiв слабко розрiджених випадкових
матриць на межi спектра.

Нерозв’язаною задачею залишається обчислення асимптотичної поведiнки
старших кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв сильно розрiдже-
них випадкових матриць.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено в публiкацiї автора [3].
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РОЗДIЛ 3

КОРЕЛЯЦIЙНI ФУНКЦIЇ
ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ ПОЛIНОМIВ

КОМПЛЕКСНИХ ВИПАДКОВИХМАТРИЦЬ З
НЕЗАЛЕЖНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ

Нас цiкавить асимптотична поведiнка кореляцiйних функцiй характерис-
тичних полiномiв fm(Y ) (див. Означення 1.7) для комплексних матриць (1.8)
при n→ ∞ у випадку, якщо параметри y j, j = 1, . . . ,2m мають вигляд

y j = ym+ j = z j, j = 1,m, (3.1)

де z j визначенi в (1.14).
Результатом цього роздiлу є

Теорема 3.1. Нехай ансамбль неермiтових випадковихматрицьMn заданофор-
мулами (1.8) та (1.9). Нехай також першi 2m абсолютних моментiв спiльного
розподiлу елементiв матриць Mn є скiнченними, i числа z j, j = 1, . . . ,m, мають
вигляд (1.14), причому |z0|< 1. Тодi

(i) m-та кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв (1.2) задоволь-
няє асимптотичне спiввiдношення

lim
n→∞

n−
m2−m

2
fm(Ž)

f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)

=C(i)
m,z0e

m2−m
2 (1−|z0|2)

2
κ2,2

det(KC(ζ j,ζk))
m
j,k=1

|4(Z )|2
,

де Ž визначено в (1.16), C(i)
m,z0 —деяка константа, яка не залежить анi

вiд спiльного розподiлу елементiв матрицi, анi вiд ζ1, . . . , ζm; κ2,2 =

E{|x11|4}−2; KC (z,w) визначено в (1.18) та Z визначено в (1.17);
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(ii) у окремому випадку ζ1 = · · ·= ζm = 0 ми маємо

E
{
|det(Mn− z0)|2m

}
=C(ii)

m,z0e
m2−m

2 (1−|z0|2)
2
κ2,2n

m2
2 emn(|z0|2−1)(1+o(1)), (3.2)

де C(ii)
m,z0 —деяка константа, яка не залежить вiд спiльного розподiлу

елементiв матрицi.

Зауваження 3.2. Слiдкуючи за константамипiдчас доведенняТеореми 3.1, мож-
на знайти константи C(i)

m,z0 та C(ii)
m,z0. Вони мають наступнi значення

C(i)
m,z0 = 1, C(ii)

m,z0 = (2π)m/2
(m−1

∏
j=1

j!
)−1

.

Звертаємо увагу на те, що у випадку нормального розподiлу елементiв мат-
риць κ2,2 = 0, i результат Теореми 3.1 повнiстю узгоджується iз вiдповiдним
результатом для Gin(C) (див. (1.15), (1.19) для порiвняння). Теорема 3.1 також
показує, що асимптотика fm

1 та асимптотика m-тої спектральної кореляцiйної
функцiї є дуже схожими (див. [172]).

3.1 Iнтегральне представлення для fm

У цьому пiдроздiлi ми отримаємо зручне iнтегральне представлення для
кореляцiйної функцiї характеристичних полiномiв fm, яку визначено форму-
лою (1.2).

Пропозицiя 3.3. Нехай ансамбльMn заданоформулами (1.8)та (1.9). Тодim-ту
кореляцiйну функцiю характеристичних полiномiв fm, яку визначено форму-
лою (1.2), можна подати в наступному виглядi

fm =
(n

π

)cm
∫

g(Q)e(n−cm) f (Q)dQ, (3.3)

де cm = 22m−1, Q = (Qp,s)
m
p,s=0 з парним p + s, Qp,s —комплексна матриця

1Тут i нижче ми опускаємо аргумент функцiї fm(Y ) тiльки якщо вiн доiвнює Ž.
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розмiром
(m

p

)
×
(m

s

)
, dQ= ∏

p+s парне
0≤p,s≤m

dQ∗p,sdQp,s та

f (Q) =− ∑
p+s парне
0≤p,s≤m

trQ∗p,sQp,s + logh(Q); (3.4)

g(Q) = (h(Q)cm +n−1/2pa(Q))exp

{
− cm ∑

p+s парне
0≤p,s≤m

trQ∗p,sQp,s

}
;

h(Q) = detA+n−1/2h̃(Q2)+n−1pc(Q̂); (3.5)

A = A(Q1) =

(
−Z Q1

−Q∗1 −Z∗

)
, (3.6)

Z = diag{z1, . . . ,zm}, (3.7)

а також pa(Q), pc(Q̂) та h̃(Q2)—деякi полiноми, точне означення яких буде
наведено нижче пiд час доведення цiєї пропизицiї. Крiм того, Q̂ мiстить усi
матрицi Qp,s, крiм Q1.

Зауваження 3.4. Нехай Q1 =UΛV ∗—сингулярний розклад матрицi Q1, тобто
Λ= diag{λ j}m

j=1,λ j≥ 0,U,V ∈U(m). Для того,щоб провести дослiдження асим-
птотичної поведiнки, ми робимо замiну змiнних Q1 = UΛV ∗ у формулi (3.3).
Оскiльки якобiан такої замiни дорiвнює 2mπm2

m!(∏
m−1
j=1 j!)

242(Λ2)
m
∏
j=1

λ j (див., напри-

клад [97]), то ми отримуємо

fm =Cncm

∫
D

42(Λ2)
m

∏
j=1

λ j

[
g0(Λ,Q̂)+

1√
n

gr(UΛV ∗,Q̂)

]

× exp
{
(n− cm)

[
f0(Λ,Q̂)+

1√
n

fr(UΛV ∗,Q̂)

]}
dµ(U)dµ(V )dΛdQ̂,

(3.8)

де D = {(Λ,U,V,Q̂) | λ j ≥ 0, j = 1, . . . ,m,U,V ∈U(m)}, µ —мiра Хаара, dΛ =
m
∏
j=1

dλ j та

f0(Q) =− ∑
p+s парне
0≤p,s≤m

trQ∗p,sQp,s + logh0(Q1); (3.9)

g0(Q) = h0(Q1)
cm exp

{
− cm ∑

p+s парне
0≤p,s≤m

trQ∗p,sQp,s

}
= ecm f0(Q);
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h0(Q1) = det

(
A+

1√
n

(
Z 0

0 Z ∗

))
=

m

∏
j=1

(|z0|2 +λ
2
j ); (3.10)

fr(Q) =
√

n( f (Q)− f0(Q)); (3.11)

gr(Q) =
√

n(g(Q)−g0(Q)).

Зауважимо, що f0(UΛV ∗,Q̂) = f0(Λ,Q̂) та аналогiчно для g0.

Зауваження 3.5. В окремому випадку m = 1 ми маємо

f1(z) =
n
π

∫
exp
{

n(−|q|2 + log(|z|2 + |q|2))
}

dq̄dq.

Переходячи до полярних координат та користуючисьметодомЛапласа, ми отри-
муємо асимптотику f1(z)

f1(z) = 2n
+∞∫
0

r exp
{

n(−r2 + log(|z|2 + r2))
}

dr

=
√

2πnen(|z|2−1)(1+o(1)).

(3.12)

Зауваження 3.6. У випадку, якщо елементи матрицi мають нормальний розпо-
дiл, обидва представлення (3.3) та (3.8) стають набагато простiшими та мають
вигляд

fm =
(n

π

)m2 ∫
en f (Q1)dQ∗1dQ1

=Cnm2
∫

(R+)m

∫
U(m)

∫
U(m)

42(Λ2)
m

∏
j=1

λ j× en f (UΛV ∗)dµ(U)dµ(V )dΛ,
(3.13)

де
f (Q1) =− trQ∗1Q1 + logdetA. (3.14)

3.1.1 Доведення Пропозицiї 3.3

Перетворимо вираз (1.2) для fm, використовуючи формули (5.3) та (1.8)

fm = E

{∫
exp

{
−

m

∑
j=1
φ+

j

(
1√
n

X− z j

)
φ j−

m

∑
j=1
θ+j

(
1√
n

X− z j

)∗
θ j

}
dΦdΘ

}
,

79



де φ j, θ j, j = 1, . . . ,m є n-вимiрними векторами з компонентами φk j та θk j

вiдповiдно, dΦ =
m
∏
j=1

dφ+
j dφ j та dΘ =

m
∏
j=1

dθ+j dθ j. Члени в експонентi можна
переписати наступним чином

−
m

∑
j=1
φ+

j Xφ j =− trΦ
+XΦ = trΦΦ

+X =
n

∑
k,l=1

(ΦΦ
+)lkxkl,

−
m

∑
j=1
θ+j X∗θ j =− trΘ

+X∗Θ = trΘΘ
+X∗ =

n

∑
k,l=1

(ΘΘ
+)kl x̄kl,

m

∑
j=1
φ+

j z jφ j =
m

∑
j=1

n

∑
k=1

φk jz jφk j =
n

∑
k=1

m

∑
j=1

φk jz jφk j =
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk,

m

∑
j=1
θ+j z̄ jθ j =

m

∑
j=1

n

∑
k=1

θk jz̄ jθk j =
n

∑
k=1

m

∑
j=1

θk jz̄ jθk j =
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk,

де за Θ та Φ позначено матрицi, що складаються зi стовпцiв θ1, . . . ,θm та
φ1, . . . ,φm вiдповiдно, ϕk = (ΦT )k, ϑk = (ΘT )k, Z визначено в (3.7). Отже

fm = E

{∫
exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk

+
1√
n

n

∑
k,l=1

(ΦΦ
+)lkxkl +

1√
n

n

∑
k,l=1

(ΘΘ
+)kl x̄kl

}
dΦdΘ

}
. (3.15)

Для того, щоб полегшити сприйняття наступних крокiв доведення, ми спо-
чатку розглянемо окремий випадок, коли елементи матрицi X є нормальними
випадковими величинами.

3.1.1.1 Випадок нормального розподiлу

Вiзьмемо математичне сподiвання у формулi (3.15)

fm =
∫

exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk +
n

∑
k,l=1

1
n
(ΦΦ

+)lk(ΘΘ
+)kl

}
dΦdΘ.

Зауважимо, що

n

∑
k,l=1

(ΦΦ
+)lk(ΘΘ

+)kl = trΦΦ
+

ΘΘ
+ =− trΘ

T (ΦT )+Φ
T (ΘT )+.
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Тепер застосуємо перетворенняХабарда–Стратоновича. Нагадаємо,що для зви-
чайних змiнних (не грасманових) це переворення суть застосування форму-
ли (5.1) у зворотньому напрямi. Маємо

fm =
(n

π

)m2 ∫
exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk + trΘ
T (ΦT )+Q1

− trQ∗1Φ
T (ΘT )+−n trQ∗1Q1

}
dΦdΘdQ∗1dQ1,

(3.16)

де Q1 —матриця розмiром m×m. Перетворюючи члени в експонентi

trΘ
T (ΦT )+Q1 =− tr(ΦT )+Q1Θ

T =−
n

∑
k=1
ϕ+

k Q1ϑk,

trQ∗1Φ
T (ΘT )+ =− tr(ΘT )+Q∗1Φ

T =−
n

∑
k=1
ϑ+

k Q∗1ϕk,

можна подати (3.16) у виглядi

fm =
(n

π

)m2 ∫
dQ∗1dQ1e−n trQ∗1Q1

n

∏
k=1

∫
e−ρ

+
k Aρkdϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk,

де A визначено в (3.6) та

ρk =

(
ϕk

ϑk

)
. (3.17)

Насамкiнець, iнтегрування за формулою (5.3) приводить нас до (3.13).

3.1.1.2 Загальний випадок

Для того, щоб розiбрати загальний випадок, ми введемо позначення для
функцiї, яка є свого роду «перетворенням Лапласа–Фур’є»,

ψ (t1, t2) := E
{

et1x11+t2x̄11
}
. (3.18)

Тодi математичне сподiвання в (3.15) можна переписати в наступнiй формi

fm =
∫ n

∏
k,l=1

ψ

(
1√
n
(ΦΦ

+)lk,
1√
n
(ΘΘ

+)kl

)

× exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk

}
dΦdΘ
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=
∫

exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk

+
n

∑
k,l=1

logψ

(
1√
n
(ΦΦ

+)lk,
1√
n
(ΘΘ

+)kl

)}
dΦdΘ.

Розкладання logψ у ряд дає нам

fm =
∫

exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk

+
n

∑
k,l=1

m

∑
p,s=0

κp,s

p!s!
1

n(p+s)/2

(
(ΦΦ

+)lk
)p (

(ΘΘ
+)kl

)s

}
dΦdΘ, (3.19)

де
κp,s =

∂ p+s

∂ pt1∂ st2
logψ (t1, t2)

∣∣∣∣
t1=t2=0

. (3.20)

Зокрема,

κ0,0 = 0;

κ1,0 = κ0,1 = E{x11}= 0;

κ2,0 = κ0,2 = E{x2
11}−E2{x11}= 0;

κ1,1 = E{|x11|2}− |E{x11}|2 = 1.

(3.21)

Знову перетворимо члени в експонентi
n

∑
k,l=1

(
(ΦΦ

+)lk
)p (

(ΘΘ
+)kl

)s

=
n

∑
k,l=1

(
m

∑
j=1

φl j φk j

)p( m

∑
j=1

θk jθl j

)s

= p!s!
n

∑
k,l=1

∑
α∈Im,p
β∈Im,s

p

∏
q=1

φlαq
φkαq

s

∏
r=1

θkβr
θlβr

(3.22)

= (−1)p2
p!s!

n

∑
k,l=1

∑
α∈Im,p
β∈Im,s

1

∏
r=s

θkβr

1

∏
q=p

φkαq

p

∏
q=1

φlαq

s

∏
r=1

θlβr

= p!s! ∑
α∈Im,p
β∈Im,s

(
n

∑
k=1

(−1)p
1

∏
r=s

θkβr

1

∏
q=p

φkαq

)(
n

∑
k=1

p

∏
q=1

φkαq

s

∏
r=1

θkβr

)
.
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Як i в попередньому пiдпунктi, застосуємо перетворення Хабарда–Стратонови-
ча. Для парного p+ s маємо

exp

{
κp,sn−(p+s)/2

(
n

∑
k=1

(−1)p
1

∏
r=s

θkβr

1

∏
q=p

φkαq

)(
n

∑
k=1

p

∏
q=1

φkαq

s

∏
r=1

θkβr

)}

=
n
π

∫
exp

{
−n−

p+s−2
4

n

∑
k=1

ỹ(k,p,s)
βα

q(p,s)
αβ
−n−

p+s−2
4

n

∑
k=1

q(p,s)
αβ

y(k,p,s)
αβ

(3.23)

−n
∣∣∣q(p,s)

αβ

∣∣∣2}dq(p,s)
αβ

dq(p,s)
αβ

,

де

ỹ(k,p,s)
βα

=
√

κp,s(−1)p
1

∏
r=s

θkβr

1

∏
q=p

φkαq;

y(k,p,s)
αβ

=
√

κp,s

p

∏
q=1

φkαq

s

∏
r=1

θkβr
.

(3.24)

Тут та нижче ми вибираємо гiлку квадратного кореня так, щоб його аргумент
був у промiжку [0,π). Аналогiчно, для непарного p+ s ми маємо

exp

{
κp,sn−(p+s)/2

(
n

∑
k=1

(−1)p
s

∏
r=1

θkβr

p

∏
q=1

φkαq

)(
n

∑
k=1

p

∏
q=1

φkαq

s

∏
r=1

θkβr

)}

=
∫

exp

{
−n−

p+s
4

n

∑
k=1

ỹ(k,p,s)
βα

ξ
(p,s)
αβ
−n−

p+s
4

n

∑
k=1

(
ξ
(p,s)
αβ

)
y(k,p,s)

αβ

−
(

ξ
(p,s)
αβ

)
ξ
(p,s)
αβ

}
d
(

ξ
(p,s)
αβ

)
dξ

(p,s)
αβ

. (3.25)

Тепер, пiдставляючи (3.22) до (3.19) та застосовуючи до результата (3.23) i
(3.25), ми маємо

fm =
(n

π

)cm
∫ n

∏
k=1

jk ∏
p+s непарне

0≤p,s≤m

e− trΞ+
p,sΞp,sdΞ

+
p,sdΞp,s

× ∏
p+s парне
0≤p,s≤m

e−n trQ∗p,sQp,sdQ∗p,sdQp,s (3.26)

де

jk =
∫

exp
{

bk,2 +n−1/2bk,4 +n−3/4p
(1)
a (Ξ,Φ,Θ)

+n−1p
(1)
c (Q̂,Φ,Θ)

}
dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk,

(3.27)
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bk,2 =−
(
trỸk,1,1Q1,1 + trQ∗1,1Yk,1,1

)
+ϕ+

k Zϕk +ϑ
+
k Z∗ϑk,

bk,4 =− ∑
p+s=4

(
trỸk,p,sQp,s + trQ∗p,sYk,p,s

)
, (3.28)

p
(1)
a (Ξ,Φ,Θ) =−

m

∑
j=2

n−( j−2)/2
∑

p+s=2 j−1

(
trỸk,p,sΞp,s + trΞ

+
p,sYk,p,s

)
,

p
(1)
c (Q̂,Φ,Θ) =−

m

∑
j=3

n−( j−3)/2
∑

p+s=2 j

(
trỸk,p,sQp,s + trQ∗p,sYk,p,s

)
.

У вищенаведених формулах Ξp,s, Qp,s, Ỹk,p,s та Yk,p,s позначають матрицi з еле-
ментами ξ

(p,s)
αβ

, q(p,s)
αβ

, ỹ(k,p,s)
βα

та y(k,p,s)
αβ

вiдповiдно. Рядки та стовбцi нумеруються
елементамимножиниIm,p (абоIm,s) у лексикографiчному порядку. Також звер-
таємо увагу на те, що полiноми p

(1)
a та p(1)c є однорiдними полiномами першого

степеня вiд елементiв матриць множин Ξ та Q̂ вiдповiдно, де Q̂ мiстить усi
матрицi Qp,s, крiм Q1. Ще одна рiч, яка нам знадобиться, полягає в тому, що всi
одночлени полiнома p(1)a мають непарний степiнь по ϕk та ϑk, а всi одночлени
полiнома p(1)c мають парний степiнь по ϕk та ϑk.

На щастя, iнтеграл по Φ and Θ у формулi (3.26) факторизується. Тому мож-
на проiнтегрувати по ϕk та ϑk для кожного k окремо. Вiдповiдний результат
наведено в Лемi 3.7.

Лема 3.7. Нехай jk визначено в (3.27). Тодi

jk = detA+n−1/2h̃(Q2)+n−1pc(Q̂)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q), (3.29)

де A визначено в (3.6),

h̃(Q2) =−
∫ (

trỸk,2,2Q2 + trQ∗2Yk,2,2
)

ebk,2dϕ+
k dϕkdϑ+

k dϑk, (3.30)

а pc(Q̂) та p(2)a (Ξ,Q)—такi полiноми, що

(i) pc(0) = 0;

(ii) будь-який одночлен p(2)a має хоча б другий степiнь по Ξ.

Доведення. Ми отримаємо розклад (3.29) iнтеграла jk поступово розкладаю-
чи експоненту в ряд та користуючись означенням iнтеграла по грасмановим

84



змiнним. Розпочнемо з наступного

jk =
∫ (

1+ ∑
1≤l≤4m/3

n−3l/4(p
(1)
a (Ξ,Φ,Θ))l

)
ebk,2+n−1/2bk,4+n−1p

(1)
c (Q̂,Φ,Θ)

×dϕ+
k dϕkdϑ+

k dϑk, (3.31)

де члени, степiнь яких по ϕk та ϑk вище 4m, перетворюються на нуль, тому
що будь-яка змiнна, що антикомутує, в квадратi дорiвнює нулю. Одночлени
непарного степеня по ϕk та ϑk у сукупностi також перетворюються на нуль
пiсля iнтегрування. Дiйсно, для будь-якого однородного полiнома непарного
степеня p̃ розклад функцiї p̃(ϕk,ϑk)ebk,2+n−1/2bk,4+n−1pc(Q̂,Φ,Θ) в ряд мiстить тiль-
ки члени непарного степеня. Оскiльки ми маємо парну кiлькiсть грасманових
змiнних, то в розкладi не буде одночленiв найвищого степеня, а отже iнтеграл
дорiвнюватиме нулю. Такми чином, (3.31) спрощується до

jk =
∫ (

1+n−3/2p
(3)
a (Ξ,Φ,Θ)

)
ebk,2+n−1/2bk,4+n−1p

(1)
c (Q̂,Φ,Θ)

×dϕ+
k dϕkdϑ+

k dϑk,
(3.32)

де p
(3)
a (Ξ,Φ,Θ)—полiном, кожний одночлен якого має щонайменше другий

степiнь по Ξ та щонайменше другий степiнь по ϕk та ϑk. Зауважимо, що∫
p
(3)
a (Ξ,Φ,Θ)ebk,2+n−1/2bk,4+n−1p

(1)
c (Q̂,Φ,Θ)dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk = p

(2)
a (Ξ,Q), (3.33)

де полiном p
(2)
a (Ξ,Q) задовольняє умову (ii). Пiдставимо (3.33) до (3.32). Тодi

jk =
∫

ebk,2+n−1/2bk,4+n−1p
(1)
c (Q̂,Φ,Θ)dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk +n−3/2p

(2)
a (Ξ,Q).

Подальше розкладання експоненти дає нам

jk =
∫ (

1+n−1/2bk,4 +n−1p
(2)
c (Q̂,Φ,Θ)

)
ebk,2dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk

+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q),

де p(2)c (Q̂,Φ,Θ)—полiном, причому p(2)c (0,Φ,Θ) = 0. Аналогiчно до (3.33), ми
отримуємо

jk =
∫ (

1+n−1/2bk,4

)
ebk,2dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk

+n−1pc(Q̂)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q),
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де pc(Q̂) задовольняє умову (i).
Розглянемо вираз (3.28) для bk,4 бiльш детально. Кожний доданок у фор-

мулi (3.28), iндекси якого одночасно не дорiвнюють двiйцi, має рiзну кiлькiсть
«неспряжених» (без риски) та «спряжених» (з рискою) грасманових змiнних.
Проте кожен член bk,2 має однакову кiлькiсть «неспряжених» та «спряжених»
грасманових змiнних. Те ж саме можна сказати про розклад експоненти ebk,2

та про одночлени найвищого степеня вiд ϕk та ϑk. Отже, для (p,s) 6= (2,2)

з умовою p+ s = 4 маємо∫ (
trỸk,p,sQp,s + trQ∗p,sYk,p,s

)
ebk,2dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk = 0.

Звiдси випливає, що

jk =
∫ (

1−n−1/2 (trỸk,2,2Q2 + trQ∗2Yk,2,2
))

ebk,2dϕ+
k dϕkdϑ+

k dϑk

+n−1pc(Q̂)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q).

(3.34)

Згадуючи означення y(k,p,s)
αβ

(3.24) та значення κp,s (3.21), можна подати bk,2

у виглядi
bk,2 =−ρ+k Aρk, (3.35)

де A визначено в (3.6) та ρk визначено в (3.17). Застосовуючи (5.3) до (3.34) ми
отримуємо (3.29).

Пiдставимо (3.29) у (3.26). Тодi

fm =
(n

π

)cm
∫

(h(Q)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q))n

∏
p+s непарне

0≤p,s≤m

e− trΞ+
p,sΞp,sdΞ

+
p,sdΞp,s

× ∏
p+s парне
0≤p,s≤m

e−n trQ∗p,sQp,sdQ∗p,sdQp,s,

де h(Q) визначено в (3.5). Далi

(h(Q)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q))n =

cm

∑
k=0

(
n
k

)
n−3k/2h(Q)n−k(p

(2)
a (Ξ,Q))k.

Верхня межа пiдсумовування дорiвнює cm, томущо всього 2cm антикомутуючих
змiнних, та кожний одночлен полiнома p(2)a має хоча б другий степiнь поΞ. Отже,

fm =
(n

π

)cm
∫

(h(Q)cm +n−1/2p
(3)
a (Ξ,Q)) ∏

p+s непарне
0≤p,s≤m

e− trΞ+
p,sΞp,sdΞ

+
p,sdΞp,s

× en f (Q)−cm logh(Q)dQ,

(3.36)
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де p(3)a —полiном, а f (Q) визначено в (3.4). Приймаючи до уваги (5.3) та озна-
чення iнтеграла по антикомутуючим змiнним, можна проiнтегрувати (3.36) поΞ

i отримати (3.3).

3.2 Асимптотичний аналiз

Мета цього пiдроздiлу полягає в дослiженнi асимптотичної поведiнки iн-
тегрального представлення (3.8). Для цього застосовується метод перевалу.
Як i зазвичай, найскладнiша частина цього методу— це вибрати стацiонарнi
точки функцiї f (Q) та провести через цi точки N-вимiрний (дiйсний) много-
вид M∗ ⊂ CN так, що для будь-якої вибраної стацiонарної точкиQ∗ ∈M∗

ℜ f (Q)< ℜ f (Q∗), ∀Q ∈M∗, Q не вибрано.

Зауважимо, що N дорiвнює кiлькостi дiйсних змiнних, по яким проводиться
iнтегрування, тобто в нашому випадку N = 22m.

Представлене доведення проводиться по трохи iншiй, але теж доволi стан-
дартнiй схемi для випадку, коли функцiя f (Q) має вигляд

f (Q) = f0(Q)+n−1/2 fr(Q),

де f0(Q) не залежить вiд n, у той час як fr(Q) може залежати вiд n. Ми виби-
раємо стацiонарнi точки функцiї f0(Q) у виглядi Q1 =Uλ0V ∗, Q̂ = 0, де λ0 —
фiксоване дiйсне число, а U та V пробiгають U(m). Пiсля цього метод пере-
валу застосовується до iнтеграла по Λ та Q̂. В цей час ми розглядаємо U й V

як параметри, причому всi оцiнки, що ми робимо, є рiвномiрними по U та V .
Як тiльки ми перейшли до iнтегрування по малому околу стацiонарних точок,
ми згадуємо, що U та V не параметри, а змiннi iнтегрування. Пiсля декiлькох
замiн змiнних ми остаточно обчислюємо iнтеграл.

Розпочнемо з дослiдження функцiї f0.

Лема 3.8. Нехай функцiю f0 : R22m → [−∞,+∞) задано формулою (3.9). Тодi
f0(Λ,Q̂) досягає свого глобального максимуму тiльки в точцi

λ1 = · · ·= λm = λ0, Q̂= 0,
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де λ0 =

√
1−|z0|2. Бiльше того, матриця других похiдних по Λ та Q̂функцiї f0

у цiй точцi вiд’ємно-означена.

Доведення. З (3.9) та (3.10) очевидно, що функцiя f0(Λ,Q̂) має вигляд

f0(Λ,Q̂) =
m

∑
j=1

f∗(λ j)− ∑
(p,s)6=(1,1)

trQ∗p,sQp,s, (3.37)

де
f∗(λ ) =−λ

2 + log(|z0|2 +λ
2).

Спираючись на той факт, що f ′∗(λ ) = 0 тодi й тiльки тодi, коли λ = λ0, а також
що lim

λ→∞

f∗(λ ) = −∞, ми можемо сказати, що f∗(λ ) досягає свого глобального

максимуму тiльки при λ = λ0. Бiльше того, f ′′∗ (λ0) = −4λ 2
0 . Звiдси та з (3.37)

негайно випливає, що матриця других похiдних вiд’ємно-означена.

Як i в попередньому пiдроздiлi, ми спочатку розглянемо випадок нормаль-
ного розподiлу, а потiм загальний випадок.

3.2.1 Випадок нормального розподiлу

Перейдемо до оцiнок iнтегралiв. У стандартний спосiб область iнтегрування
в (3.13) можна звузити наступним чином

fm =Cnm2
∫
Σr

42(Λ2)
m

∏
j=1

λ j× en f (UΛV ∗)dµ(U)dµ(V )dΛ+O(e−nr/2),

де
Σr = {(Λ,U,V ) | ‖Λ‖ ≤ r} .

Наступний крок— звузити область iнтегрування до

Ωn =

{
(Λ,U,V ) | ‖Λ−Λ0‖ ≤

logn√
n

}
, (3.38)

де Λ0 = λ0I, I —одинична матриця. Для цього нам потрiбна оцiнка на ℜ f , яку
подано в наступних лемах.
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Лема 3.9. Нехай Λ̃ —дiагональна матриця розмiром m×m така, що ‖Λ̃‖ ≤
logn. Тодi рiвномiрно по U та V

f (U(Λ0 +n−1/2
Λ̃)V ∗)

=−mλ
2
0 +n−1/2 tr(z̄0Z + z0Z

∗)+n−1 trZUZ ∗
V

−n−1 tr(2λ0Λ̃+ z̄0ZU + z0Z
∗

V )2/2+O
(
n−3/2 log3 n

)
,

(3.39)

де
ZB = B∗Z B. (3.40)

Доведення. Якщо Q1 =U(Λ0 +n−1/2Λ̃)V ∗, то тодi A має вигляд

A =

(
U 0

0 V

)(
A0 +

1√
n

A1

)(
U∗ 0

0 V ∗

)
,

де

A0 =

(
−z0I Λ0

−Λ0 −z0I

)
, A1 =

(
−ZU Λ̃

−Λ̃ −Z ∗
V

)
. (3.41)

Приймаючи до уваги, що

detA0 =

[
det

(
−z0 λ0

−λ0 −z0

)]m

= 1,

ми отримуємо, що

logdetA = logdetA−1
0 A = tr log(1+n−1/2A−1

0 A1)

=
1√
n

trA−1
0 A1−

1
2n

tr(A−1
0 A1)

2 +O
(

log3 n√
n3

) (3.42)

рiвномiрно по U i V . Бiльше того,

A−1
0 A1 =

(
z̄0ZU +λ0Λ̃ −z̄0Λ̃+λ0Z

∗
V

−λ0ZU + z0Λ̃ λ0Λ̃+ z0Z
∗

V

)
. (3.43)

Поєднуючи (3.42), (3.43) i (3.14), ми маємо

f (U(Λ0 +n−1/2
Λ̃)V ∗)

= tr
[
−Λ

2
0−2n−1/2

λ0Λ̃−n−1
Λ̃

2 +n−1/2(2λ0Λ̃+ z̄0ZU + z0Z
∗

V )

−n−1{(λ 2
0 −|z0|2)Λ̃2 +2z̄0λ0ZU Λ̃+2z0λ0Z

∗
V Λ̃

+
1
2
(z̄0ZU + z0Z

∗
V )2−ZUZ ∗

V
}]

+O
(
n−3/2 log3 n

)
.

З останнього розкладу випливає (3.39), що й треба було довести.
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Лема 3.10. Нехай f̃ (Q1) = f (Q1)− f (Λ0). Тодi для достатньо великих n

max
logn√

n ≤‖Λ−Λ0‖≤r
ℜ f̃ (UΛV ∗)≤−C

log2 n
n

рiвномiрно по U i V .

Доведення. Спочатку ми перевiримо, що перша та друга похiднi функцiї fr

обмеженi в δ -околi точки Λ0, де fr визначено в (3.11), а δ не задлежить вiд n.
Дiйсно, h та h0 —полiноми, а, крiм того, h збiгається рiвномiрно до h0 на ком-
пактах при n→ ∞. Тому∣∣∣∣ 1√

n
∂ℜ fr

∂λ j

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣ 1√
n

∂ fr

∂λ j

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∂ ( f − f0)

∂λ j

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∂ (logh− logh0)

∂λ j

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1
h0
· ∂h0

∂λ j
− 1

h
· ∂h
∂λ j

∣∣∣∣≤ C√
n
.

Для довiльної дiагональної матрицi E = diag{e j} позначимо за v(E) вектор
з компонентами e j. Тодi для будь-якої дiагональної матрицi E одиничної норми
та для logn√

n ≤ t ≤ δ ми маємо

d
dt

ℜ f̃ (U(Λ0 + tE)V ∗) = 〈∇Λ f0(U(Λ0 + tE)V ∗),v(E)〉

+n−1/2〈∇Λℜ fr(U(Λ0 + tE)V ∗),v(E)〉

= 〈∇Λ f0(Λ0 + tE),v(E)〉+O(n−1/2),

Розкладаючи скалярний добуток по формулi Тейлора в точцi t = 0 та зважаючи
на те, що ∇Λ f0(Λ0) = 0, ми отримуємо

d
dt

ℜ f̃ (U(Λ0 + tE)V ∗) = t〈 f ′′0 (Λ0)v(E),v(E)〉+ r1 +O(n−1/2),

де f ′′0 —матриця других похiдних функцiї f0 по Λ та |r1| ≤Ct2. f ′′0 (Λ0) вiд’ємно-
означена згiдно Леми 3.8. Отже, можна вибрати δ так, що похiдна d

dt ℜ f̃ (U(Λ0+

tE)V ∗) є вiд’ємною, i

max
logn√

n ≤‖Λ−Λ0‖≤δ

ℜ f̃ (UΛV ∗) = max
‖Λ−Λ0‖= logn√

n

ℜ f̃ (UΛV ∗)

≤ f (UΛ0V ∗)−C
log2 n

n
− f (Λ0). (3.44)
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Зауважимо, що fr обмежена зверху рiвномiрно по n. З цього та з Леми 3.8
випливає, що δ в (3.44) можна замiнити на r

max
logn√

n ≤‖Λ−Λ0‖≤r
ℜ f̃ (UΛV ∗)≤ f (UΛ0V ∗)− f (Λ0)−C

log2 n
n

.

Залишається вивести з Леми 3.9, що f (UΛ0V ∗)− f (Λ0) = O(n−1) рiвномiрно
по U i V .

З Леми 3.10 випливає, що

fm =Cnm2
en f (Λ0)

(∫
Ωn

42(Λ2)
m

∏
j=1

λ j× en f̃ (UΛV ∗)dµ(U)dµ(V )dΛ+O(e−C1 log2 n)

)
,

де Ωn визначено в (3.38). Роблячи замiну знiнних Λ = Λ0+
1√
nΛ̃ та розкладаючи

функцiю f по Лемi 3.9, ми отримуємо

fm =Ckn

∫
√

nΩn

42(Λ̃)exp
{
− tr(2λ0Λ̃+ z̄0ZU + z0Z

∗
V )2/2+ trZUZ ∗

V

}
×dµ(U)dµ(V )dΛ̃(1+o(1)),

(3.45)

де
kn = nm2/2e−mnλ 2

0+
√

n tr(z̄0Z +z0Z ∗). (3.46)

Тепер зробимо замiну V =WU . Приймаючи до уваги, що мiра Хаара iнварiнтна
вiдоносно зсувiв, ми маємо

fm =Ckn

∫
Rm

∫
U(m)

∫
U(m)

exp
{
− tr(2λ0Λ̃+U∗(z̄0Z + z0Z

∗
W )U)2/2+ trZ W ∗Z ∗W

}
×42(Λ̃)dµ(U)dµ(W )dΛ̃(1+o(1))

=Ckn

∫
Rm

∫
U(m)

∫
U(m)

exp
{
− tr(2λ0UΛ̃U∗+(z̄0Z + z0Z

∗
W ))2/2+ trZ W ∗Z ∗W

}
×42(Λ̃)dµ(U)dµ(W )dΛ̃(1+o(1)).

Наступний крок— замiна змiнних H = UΛ̃U∗. Якобiан цiєї замiни дорiвнює
∏

m
j=1 j!

πm(m−1)/24−2(Λ̃) (див., наприклад, [97]). Отже,

fm =Ckn

∫
Hm

∫
U(m)

exp
{
− tr(2λ0H +(z̄0Z + z0Z

∗
W ))2/2+ trZ W ∗Z ∗W

}
×dµ(W )dH(1+o(1)),
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де dH визначено в (2.8). Проiнтегруємо по H по формулi Гауса

fm =Ckn

∫
U(m)

exp{trZ W ∗Z ∗W}dµ(W )(1+o(1)). (3.47)

У випадку, якщо Z = 0, (3.2) випливає безпосередньо з (3.47). Iнакше, для об-
числення iнтеграла по унiтарнiй групi ми скористуємось формулою Харiш-
Чандра/Iциксона–Зубера, наведеної в Пропозицiї 2.8. Ми отримуємо

fm =Ckn
det{eζ jζ k}m

j,k=1

|4(Z )|2
(1+o(1)),

що разом з (3.12) доводить Теорему 3.1.

3.2.2 Загальний випадок

У загальному випадку доведення в цiлому повторює доведення у випадку
нормального розподiлу з деякими уточненнями. У цьому пунктi ми сконцентру-
ємося на суттєвих вiдмiнностях вiд випадку нормального розподiлу й зробимо
уточнення вiдповiдних тверджень попереднього пункту. Покладемо∥∥Q̂∥∥= ∑

p+s парне
0≤p,s≤m
(p,s)6=(1,1)

∥∥Qp,s
∥∥ .

Узагальненням Леми 3.9 слугує

Лема 3.11. Нехай ‖Λ̃‖+
∥∥ ˆ̃Q
∥∥≤ logn. Тодi рiвномiрно по U i V

f (U(Λ0 +n−1/2
Λ̃)V ∗,n−1/2 ˆ̃Q)

= −mλ
2
0 +n−1/2 tr(z̄0Z + z0Z

∗)+n−1 trZUZ ∗
V

−n−1 tr(2λ0Λ̃+ z̄0ZU + z0Z
∗

V )2/2+n−1
λ

2
0
√

κ2,2 tr(∧2[VU∗])Q̃2

+n−1
λ

2
0
√

κ2,2 tr Q̃∗2(∧2[UV ∗])−n−1
∑

p+s парне
0≤p,s≤m
(p,s)6=(1,1)

tr Q̃∗p,sQ̃p,s

+O
(
n−3/2 log3 n

)
,

(3.48)

деZB визначено в (3.40), а∧2B —друга зовнiшня степiнь лiнiйного оператораB

(див. Означення 5.4).
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Доведення. На вiдмiну вiд випадку нормального розподiлу, функцiя f має до-
датковi члени виду trQ∗p,sQp,s i додатковий член n−1/2h̃(Q2)+n−1pc(Q̂) пiд ло-
гарифмом (див. (3.4) та (3.14)), де h̃ та pc визначенi у формулюваннi Леми 3.7.
Внесок членiв trQ∗p,sQp,s у розклад (3.48) очевидний. Далi, n−1pc(n−1/2 ˆ̃Q) =

O
(
n−3/2 log3 n

)
, тому що pc —полiном з нульовим вiльним членом. Отже, зали-

шається визначити внесок члена n−1/2h̃(Q2).
Для того, щоб спостити позначення, ми опустимо iндекс k у формулi (3.30).

Тобто тепер ϕ та ϑ позначають вектори
φk1
...

φkm

 та


θk1
...

θkm


вiдповiдно. Тодi (3.30) перепишеться наступним чином

h̃(Q2) =−
∫ (

trỸ2,2Q2 + trQ∗2Y2,2
)

eb2dϕ+dϕdϑ+dϑ,

де Ỹ2,2 та Y2,2 визначенi в (3.24), а b2 має вигляд (3.35). Звiдси

n−1/2h̃(n−1/2Q̃2) = n−1h̃(Q̃2) =−
√

κ2,2

n

∫
dϕ+dϕdϑ+dϑe−ρ

+Aρ

× ∑
α,β∈Im,2

(
θkβ1

θkβ2
φkα1φkα2q̃

(2)
αβ

+ ¯̃q(2)
αβ

φkα1φkα2θkβ1
θkβ2

)
, (3.49)

де ρ визначено в (3.17). Зробимо замiну змiнних φ̃=U∗ϕ, φ̃+ =ϕ+U , θ̃=V ∗ϑ,
θ̃+ = ϑ+V . Ми маємо

θkβ1
θkβ2

φkα1φkα2 = (V θ̃)β1
(V θ̃)β2

(φ̃+U∗)α1(φ̃
+U∗)α2

=
m

∑
γ1,γ2=1

m

∑
δ1,δ2=1

vβ1γ1
θ̃kγ1vβ2γ2

θ̃kγ2φ̃kδ1
uα1δ1

φ̃kδ2
uα2δ2

= ∑
γ,δ∈Im,2

(vβ1γ1
vβ2γ2
− vβ1γ2

vβ2γ1
)θ̃kγ1θ̃kγ2φ̃kδ1

φ̃kδ2

× (uα1δ1
uα2δ2

−uα1δ2
uα2δ1

)

= ∑
γ,δ∈Im,2

(∧2V )βγ θ̃kγ1θ̃kγ2φ̃kδ1
φ̃kδ2

(∧2U∗)δα ,

(3.50)

де u jk = (U) jk, v jk = (V ) jk. Аналогiчно

φkα1φkα2θkβ1
θkβ2

= ∑
γ,δ∈Im,2

(∧2U)αγ φ̃kγ1φ̃kγ2θ̃kδ1
θ̃kδ2

(∧2V ∗)δβ . (3.51)
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Крiм того,
ρ+Aρ= ρ̃+Ãρ̃= ρ̃+A0ρ̃+O(n−1/2 logn), (3.52)

де A0 визначено в (3.41) i

ρ̃=

(
φ̃

θ̃

)
, Ã =

(
U∗ 0

0 V ∗

)
A

(
U 0

0 V

)
=

(
−U∗ZU Λ

−Λ −V ∗Z∗V

)
.

«Дiфференцiали» змiнюються наступним чином

dϕ= det−1Udφ̃,

dϕ+ = det−1U∗dφ̃+,
(3.53)

i аналогiчно для dϑ. Врештi, пiдставимо (3.50)–(3.53) до (3.49). Маємо

n−1h̃(Q̃2) =−
√

κ2,2

n ∑
γ,δ∈Im,2

∫ (
θ̃kγ1θ̃kγ2φ̃kδ1

φ̃kδ2

(
(∧2U∗)Q̃2(∧2V )

)
δγ

+
(
(∧2V ∗)Q̃∗2(∧2U)

)
δγ

φ̃kγ1φ̃kγ2θ̃kδ1
θ̃kδ2

)
× e−ρ̃

+A0ρ̃dφ̃+dφ̃dθ̃dθ̃+O
(
n−3/2 log3 n

)
(3.54)

рiвномiрно по U та V . Зважаючи на структуру матрицi A0, ми можемо проiнте-
грувати по φ̃k j, θ̃k j для кожного j окремо. Зауважимо, що∫

υ exp
{
−ν+A′ν

}
dφ̃k jdφ̃k jdθ̃k jdθ̃k j = 0,

де υ позначає одну зi змiнних φ̃k j, φ̃k j, θ̃k j або θ̃k j i

ν =

(
φ̃k j

θ̃k j

)
, A′ =

(
−z0 λ0

−λ0 −z̄0

)
.

Отже, у формулi (3.54) члени, для яких γ 6= δ , насправдi дорiвнюють нулю. Далi,
розкладаючи експоненту в ряд, можна побачити, що∫

θ̃k jφ̃k je−ν
+A′νdφ̃k jdφ̃k jdθ̃k jdθ̃k j =−

∫
φ̃k jθ̃k je−ν

+A′νdφ̃k jdφ̃k jdθ̃k jdθ̃k j = λ0.

Звiдси випливає, що

n−1h̃(Q̃2) = n−1
λ

2
0
√

κ2,2(tr(∧2U∗)Q̃2(∧2V )+ tr(∧2V ∗)Q̃∗2(∧2U))+o(n−1)

= n−1
λ

2
0
√

κ2,2(tr(∧2[VU∗])Q̃2 + tr Q̃∗2(∧2[UV ∗]))+O
(
n−3/2 log3 n

)
.

Враховуючи останнє спiввiдношення та результат Леми 3.9, ми отримує-
мо (3.48).
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Аналогом Леми 3.10 є

Лема 3.12. Нехай f̃ (Q) = f (Q)− f (Λ0,0). Тодi для достатньо великих n

max
logn√

n ≤‖Λ−Λ0‖+‖Q̂‖≤r
ℜ f̃ (UΛV ∗,Q̂)≤−C

log2 n
n

рiвномiрно по U та V .

Доведення потребує лише косметичних змiн через те, що з’являються до-
датковi змiннi Q̂. Повторюючи кроки доведення для випадку нормального роз-
подiлу, замiсть (3.45) ми отримуємо

fm =Ckn

∫
√

nΩn

42(Λ̃)exp
{
− tr(2λ0Λ̃+ z̄0ZU + z0Z

∗
V )2/2+ trZUZ ∗

V

+λ
2
0
√

κ2,2 tr(∧2VU∗)Q̃2 +λ
2
0
√

κ2,2 tr Q̃∗2(∧2UV ∗)

− ∑
p+s парне
0≤p,s≤m
(p,s)6=(1,1)

tr Q̃∗p,sQ̃p,s

}
dµ(U)dµ(V )dΛ̃dQ̂(1+o(1)),

де kn визначено в (3.46). Проiнтегруємо по Q̂, користуючись формулою Гауса

fm =Ckn exp
{

m2−m
2

λ
4
0 κ2,2

}∫ ∫
U(m)

42(Λ̃)dµ(U)dµ(V )dΛ̃(1+o(1))

× exp
{
− tr(2λ0Λ̃+ z̄0ZU + z0Z

∗
V )2/2+ trZUZ ∗

V

}
.

(3.55)

Порiвнюючи (3.55) з (3.45), ми бачимо, що далi доведення не матимете вiдмiн-
ностей, крiм множника exp

{
m2−m

2 λ 4
0 κ2,2

}
, який не залежить вiд вищих момен-

тiв.

3.3 Висновки до Роздiлу 3

У Роздiлi 3 ми дослiдили кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв
комплексних неермiтових випадковихматриць з незалежними елементами. Було
обчислено асмптотичну поведiнку кореляцiйних функцiй характеристичних по-
лiномiв всерединi спектра у випадку, коли спiльний розподiл ймовiрностей еле-
ментiв матриць є довiльним розподiлом iз нульовим математичним сподiванням
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та одичною дисперсiєю. Встановлено залежнiсть вищезгаданої асимптотичної
поведiнки вiд четвертого кумулянта спiльного розподiлу елементiв матриць,
а також показано, що асимптотична поведiнка не залежить вiд п’ятого та ви-
щих моментiв спiльного розподiлу елементiв матриць. Крiм того, показано, що
у випадку нормального розподiлу елементiв отримана асмптотична поведiнка
кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв спiвпадає з результатами,
отриманими ранiше [11, 179]. Бiльше того, асимптотики кореляцiйних функцiй
характеристичних полiномiв та спектральних кореляцiйних функцiй схожим
чином виражаються через одне й те саме ядро.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

• Теорема 3.1, в якiй встановлено асимптотичну поведiнку кореляцiйних
функцiй характеристичних полiномiв комплексних неермiтових випадко-
вих матриць з незалежними елементами всерединi спектра;

• Пропозицiя 3.3, в якiй отримано iнтегральне представлення для m-тої ко-
реляцiйної функцiї характеристичних полiномiв комплексних неермiтов-
их випадкових матриць з незалежними елементами.

Нерозв’язаною задачею залишається обчислення асимптотичної поведiнки
кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв комплексних неермiтових
випадкових матриць з незалежними елементами на межi спектра.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено в публiкацiї автора [5].
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РОЗДIЛ 4

КОРЕЛЯЦIЙНI ФУНКЦIЇ
ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ ПОЛIНОМIВ ДIЙСНИХ
ВИПАДКОВИХМАТРИЦЬ З НЕЗАЛЕЖНИМИ

ЕЛЕМЕНТАМИ

Для того, щоб сформулювати основний результат цього роздiлу, ми введемо
деякi позначення. Покладемо

Jk =

(
0 Ik

−Ik 0

)
. (4.1)

Означення 4.1. Для будь-якої матрицi A парного розмiру дуальною до неї на-
зивається матриця

AR =−JAT J, (4.2)

де AT —транспонована матриця.

Основним результатом цього роздiлу є

Теорема 4.2. Нехай ансамбль дiйсних випадкових матриць Mn задано форму-
лами (1.8) та (1.10). Нехай також першi 2m моментiв спiльного розподiлу
елементiв матриць Mn є скiнченними, i z j, j = 1, . . . ,m, мають вигляд (1.14),
причому z0 дiйсне та |z0|< 1. Тодi

(i) m-та кореляцiйна функцiя характеристичних полiномiв (1.2) задоволь-
няє асимптотичне спiввiдношення

lim
n→∞

n−m2+m fm(Ž)
f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)

=Cm,z0e
m2−m

2 (1−z2
0)

2
κ4

×
∫

V=V R∈U(2m)

exp
{

1
2

trŽ V Ž RV ∗− 1
2

trŽ Ž R
}

dµs(V ),
(4.3)
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де Cm,z0 —деяка константа, яка не залежить анi вiд спiльного розподi-
лу елементiв матрицi, анi вiд ζ1, . . . , ζm; κ4 = E{x4

11}− 3, ймовiрнiсна
мiра µs(V ) вiдповiдає диференцiальнiй формi

det−m+1/2V
∧

j,k≤m

dv jk
∧

j<k≤m

dv j,k+m∧dvk+m, j (4.4)

та
Ž = diag{ζ 1, . . . ,ζ m,ζ1, . . . ,ζm}. (4.5)

(ii) в окремому випадку m = 2 iнтеграл по самодуальним унiтарним матри-
цям можна обчислити, i ми маємо

lim
n→∞

n−2 f2(Ž)
f1(z1,z1)f1(z2,z2)

=C2,z0e
(1−|z0|2)

2
κ4

Pf(KR(ζ j,ζk))
2
j,k=1

4(ζ1,ζ2,ζ 1,ζ 2)
,

де

KR(ζ j,ζk) = e−
|ζ j |2

2 −
|ζk|

2

2

(
(ζ j−ζk)eζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

(ζ j−ζk)e
ζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

)
.

Теорема 4.2 показує, що асимптотика f2 та асимптотика другої спектральної
кореляцiйноїфункцiї є дуже схожими (див. [27]). Крiм того, природньо висунути
гiпотезу про вид асимптотичної поведiнки fm для будь-якого m.

Гiпотеза. У тих самих умовах, що й у Теоремi 4.2, ми очiкуємо, що для будь-
якого m

lim
n→∞

n−m2+m fm(Ž)
f1(z1,z1) · · · f1(zm,zm)

=Cm,z0e
m2−m

2 (1−z2
0)

2
κ4

Pf(KR(ζ j,ζk))
m
j,k=1

4(ζ1, . . . ,ζm,ζ 1, . . . ,ζ m)
.

4.1 Iнтегральне представлення для fm

У цьому пiдроздiлi ми отримаємо зручне iнтегральне представлення для
кореляцiйної функцiї характеристичних полiномiв fm, яку визначено форму-
лою (1.2).

Пропозицiя 4.3. Нехай ансамбль Mn задано формулами (1.8) та (1.10). То-
дi m-ту кореляцiйну функцiю характеристичних полiномiв fm, яку визначено
формулою (1.2), можна подати в наступному виглядi

fm =
(n

π

)cm
∫

g(Q)e(n−cm) f (Q)dQ, (4.6)
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де cm = 22m−1, Q= (Q j)
m
j=0, Q j = {Qp,s | p+ s = 2 j, 0≤ p,s≤ m}, Qp,s —ком-

плексна матриця розмiром
(m

p

)
×
(m

s

)
, dQ= ∏

p+s парне
0≤p,s≤m

dQ∗p,sdQp,s та

f (Q) =−〈Q,Q〉+ logh(Q); (4.7)

g(Q) = (h(Q)cm +n−1/2pa(Q))exp{−cm〈Q,Q〉} ;

h(Q) = PfF +n−1/2h̃(Q2)+n−1pc(Q̂); (4.8)

F =


B2,0 0 −Z Q1

0 B∗0,2 −Q∗1 −Z∗

Z Q1 B∗2,0 0

−QT
1 Z∗ 0 B0,2

 ; (4.9)

(B2,0)α1α2 =−q(2,0)α∅ , (B0,2)α1α2 =−q(0,2)∅α , α ∈Im,2,

а також pa(Q), pc(Q̂) та h̃(Q2)—деякi полiноми, точне означення яких буде
наведено нижче пiд час доведення цiєї пропизицiї. Крiм того, Q̂ мiстить усi
набори матрицьQ j, крiмQ1.

Зауваження 4.4. Розглянемо наступнi перетворення

F =


B2,0 0 −Z Q1

0 B∗0,2 −Q∗1 −Z∗

Z Q1 B∗2,0 0

−QT
1 Z∗ 0 B0,2

∼


Z∗ 0 B0,2 −QT
1

0 −Z Q1 B2,0

B∗0,2 −Q∗1 −Z∗ 0

Q1 B∗2,0 0 Z



∼


Z∗ 0 B0,2 −QT

1

0 Z Q1 B2,0

−B∗0,2 −Q∗1 Z∗ 0

Q1 −B∗2,0 0 Z

=:

(
Ž Q̌

−Q̌∗ Ž

)
=: F̌ ,

(4.10)

де Q̌ та Ž —матрицi розмiром 2m× 2m. Вiдмiтимо, що det F̌ = detF , бо пер-
ше перетворення в (4.10)— це перестановка рядкiв та стовпцiв, а друге— це
змiна знака. Бiльше того, 1

2 tr Q̌∗Q̌ = trQ∗0,2Q0,2 + trQ∗1,1Q1,1 + trQ∗2,0Q2,0. Отже,
у формулюваннi Пропозицiї 4.3 можна замiнитиQ1 на Q̌ та PfF на det1/2 F̌ .

Зауваження 4.5. З лiнiйної алгебри добре вiдомо, що будь-яку кососиметрич-
ну матрицю можна привести до блочно-дiагонального вигляду за допомогою
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унiтарної матрицi. У нашому випадку Q̌ є кососиметричною матрицею, тому
Q̌ =UΛ̌UT , де

Λ̌ = diag
{

λ jJ1
}m

j=1 , λ j ≥ 0; U ∈U(2m).

Можна вважати, що Λ̌ має наступний вигляд

Λ̌ =

(
0 Λ

−Λ 0

)
, Λ = diag

{
λ j
}m

j=1 .

Дiйсно, цього можна досягти просто переставляючи рядки та стовпцi матрицi Λ̌

i змiнюючи матрицю U вiдповiдним чином. Для того, щоб встановити асим-
птотичну поведiнку, ми зробимо замiну змiнних Q̌ = UΛ̌UT у формулi (4.6).
Її якобiан дорiвнює 2mπm2

m!(∏
m−1
j=1 j!)

244(Λ2)
m
∏
j=1

λ j. Ми отримуємо

fm =Cncm

∫
D

44(Λ2)
m

∏
j=1

λ j×
[

g0(Λ̌,Q̂)+
1√
n

gr(UΛ̌UT ,Q̂)

]

× exp
{
(n− cm)

[
f0(Λ̌,Q̂)+

1√
n

fr(UΛ̌UT ,Q̂)

]}
dµ(U)dΛdQ̂,

(4.11)

де D = {(Λ,U,Q̂) | λ j ≥ 0, j = 1, . . . ,m,U ∈U(2m)}, dΛ =
m
∏
j=1

dλ j та

f0(Q) =−〈Q,Q〉+ logh0(Q̌); (4.12)

g0(Q) = h0(Q̌)cm exp{−cm〈Q,Q〉}= ecm f0(Q);

h0(Q̌) = det1/2

(
z0I2m Q̌

−Q̌∗ z0I2m

)
=

m

∏
j=1

(z2
0 +λ

2
j ); (4.13)

fr(Q) =
√

n( f (Q)− f0(Q)); (4.14)

gr(Q) =
√

n(g(Q)−g0(Q)).

Зауважимо, що f0(UΛ̌UT ,Q̂) = f0(Λ̌,Q̂) та аналогiчно для g0.

Зауваження 4.6. При m = 1 аналогiчно до комплексного випадку ми маємо

f1(z,z) =
√

2πnen(|z|2−1)(1+o(1)). (4.15)

Зауваження 4.7. У випадку, якщо елементи матрицi є дiйсними нормальними
випадковими величинами, обидва представлення (4.6) та (4.11) стають набагато
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простiшими та мають вигляд

fm =
(n

π

)2m2−m∫
en f (Q̌)dQ̌∗dQ̌

=Cn2m2−m
∫
Rm
+

∫
U(2m)

44(Λ2)
m

∏
j=1

λ j× en f (UΛ̌UT )dµ(U)dΛ,
(4.16)

де
f (Q̌) =−1

2
tr Q̌∗Q̌+

1
2

logdet F̌ , (4.17)

а Q̌ i F̌визначенi в (4.10).

4.1.1 Доведення Пропозицiї 4.3

Перетворимо вираз (1.2) для fm, використовуючи формули (5.3) та (1.8)

fm = E

{∫
exp

{
−

m

∑
j=1
φ+

j

(
1√
n

X− z j

)
φ j−

m

∑
j=1
θ+j

(
1√
n

X− z j

)∗
θ j

}
dΦdΘ

}
,

де φ j, θ j, j = 1, . . . ,m є n-вимiрними векторами з компонентами φk j та θk j

вiдповiдно, dΦ =
m
∏
j=1

dφ+
j dφ j та dΘ =

m
∏
j=1

dθ+j dθ j. Члени в експонентi можна
переписати наступним чином

−
m

∑
j=1
φ+

j Xφ j =− trΦ
+XΦ = trΦΦ

+X =
n

∑
k,l=1

(ΦΦ
+)lkxkl,

−
m

∑
j=1
θ+j X∗θ j =− trΘ

+X∗Θ = trΘΘ
+X∗ =

n

∑
k,l=1

(ΘΘ
+)klxkl,

m

∑
j=1
φ+

j z jφ j =
m

∑
j=1

n

∑
k=1

φk jz jφk j =
n

∑
k=1

m

∑
j=1

φk jz jφk j =
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk,

m

∑
j=1
θ+j z jθ j =

m

∑
j=1

n

∑
k=1

θ
∗
k jz jθk j =

n

∑
k=1

m

∑
j=1

θ
∗
k jz jθk j =

n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk,

де за Θ та Φ позначено матрицi, що складаються зi стовпцiв θ1, . . . ,θm та
φ1, . . . ,φm вiдповiдно, ϕk = (ΦT )k, ϑk = (ΘT )k, Z визначено в (3.7). Отже

fm = E

{∫
exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk

+
1√
n

n

∑
k,l=1

(ΦΦ
+)lkxkl +

1√
n

n

∑
k,l=1

(ΘΘ
+)klxkl

}
dΦdΘ

}
. (4.18)
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Математичне сподiвання в (4.18) можна переписати в наступнiй формi

fm =
∫ n

∏
k,l=1

ψ

(
1√
n
(ΦΦ

+)lk,
1√
n
(ΘΘ

+)kl

)

× exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk

}
dΦdΘ

=
∫

exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk

+
n

∑
k,l=1

logψ

(
1√
n
(ΦΦ

+)lk,
1√
n
(ΘΘ

+)kl

)}
dΦdΘ.

Розкладання logψ у ряд дає нам

fm =
∫

exp

{
n

∑
k=1
ϕ+

k Zϕk +
n

∑
k=1
ϑ+

k Z∗ϑk

+
n

∑
k,l=1

m

∑
p,s=0

κp,s

p!s!
· 1
n(p+s)/2

(
(ΦΦ

+)lk
)p (

(ΘΘ
+)kl

)s

}
dΦdΘ, (4.19)

де κp,s визначено в (3.20). Зокрема,

κ0,0 = 0;

κ1,0 = κ0,1 = E{x11}= 0;

κ2,0 = κ0,2 = E{x2
11}−E2{x11}= E{x2

11};

κ1,1 = E{|x11|2}− |E{x11}|2 = 1.

(4.20)

Знову перетворимо члени в експонентi
n

∑
k,l=1

(
(ΦΦ

+)lk
)p (

(ΘΘ
+)kl

)s

=
n

∑
k,l=1

(
m

∑
j=1

φl j φk j

)p( m

∑
j=1

θk jθl j

)s

= p!s!
n

∑
k,l=1

∑
α∈Im,p
β∈Im,s

p

∏
q=1

φlαq
φkαq

s

∏
r=1

θkβr
θlβr

(4.21)

= (−1)p2
p!s!

n

∑
k,l=1

∑
α∈Im,p
β∈Im,s

1

∏
r=s

θkβr

1

∏
q=p

φkαq

p

∏
q=1

φlαq

s

∏
r=1

θlβr
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= p!s! ∑
α∈Im,p
β∈Im,s

(
n

∑
k=1

(−1)p
1

∏
r=s

θkβr

1

∏
q=p

φkαq

)(
n

∑
k=1

p

∏
q=1

φkαq

s

∏
r=1

θkβr

)
.

Тепер застосуємо перетворення Хабарда–Стратоновича. Як було зазначено
вище, це перетворення є просто застосуванням формул (5.1) або (5.3) в зворот-
ньому напрямi. Для парного p+ s маємо

exp

{
κp,sn−(p+s)/2

(
n

∑
k=1

(−1)p
1

∏
r=s

θkβr

1

∏
q=p

φkαq

)(
n

∑
k=1

p

∏
q=1

φkαq

s

∏
r=1

θkβr

)}

=
n
π

∫
exp

{
−n−

p+s−2
4

n

∑
k=1

ỹ(k,p,s)
βα

q(p,s)
αβ
−n−

p+s−2
4

n

∑
k=1

q(p,s)
αβ

y(k,p,s)
αβ

(4.22)

−n
∣∣∣q(p,s)

αβ

∣∣∣2}dq(p,s)
αβ

dq(p,s)
αβ

,

де

ỹ(k,p,s)
βα

=
√

κp,s(−1)p
1

∏
r=s

θkβr

1

∏
q=p

φkαq;

y(k,p,s)
αβ

=
√

κp,s

p

∏
q=1

φkαq

s

∏
r=1

θkβr
.

(4.23)

Тут та нижче ми вибираємо гiлку квадратного кореня так, щоб його аргумент
був у промiжку [0,π). Аналогiчно, для непарного p+ s ми маємо

exp

{
κp,sn−(p+s)/2

(
n

∑
k=1

(−1)p
s

∏
r=1

θkβr

p

∏
q=1

φkαq

)(
n

∑
k=1

p

∏
q=1

φkαq

s

∏
r=1

θkβr

)}

=
∫

exp

{
−n−

p+s
4

n

∑
k=1

ỹ(k,p,s)
βα

ξ
(p,s)
αβ
−n−

p+s
4

n

∑
k=1

(
ξ
(p,s)
αβ

)
y(k,p,s)

αβ

−
(

ξ
(p,s)
αβ

)
ξ
(p,s)
αβ

}
d
(

ξ
(p,s)
αβ

)
dξ

(p,s)
αβ

. (4.24)

Тепер, пiдставляючи (4.21) до (4.19) та застосовуючи до результата (4.22) i
(4.24), ми маємо

fm =
(n

π

)cm
∫ n

∏
k=1

jk ∏
p+s непарне

0≤p,s≤m

e− trΞ+
p,sΞp,sdΞ

+
p,sdΞp,s

× ∏
p+s парне
0≤p,s≤m

e−n trQ∗p,sQp,sdQ∗p,sdQp,s (4.25)
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де

jk =
∫

exp
{

bk,2 +n−1/2bk,4 +n−3/4p
(1)
a (Ξ,Φ,Θ)

+n−1p
(1)
c (Q̂,Φ,Θ)

}
dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk,

(4.26)

bk,2 =− ∑
p+s=2

(
trỸk,p,sQp,s + trQ∗p,sYk,p,s

)
+ϕ+

k Zϕk +ϑ
+
k Z∗ϑk,

bk,4 =− ∑
p+s=4

(
trỸk,p,sQp,s + trQ∗p,sYk,p,s

)
, (4.27)

p
(1)
a (Ξ,Φ,Θ) =−

m

∑
j=2

n−( j−2)/2
∑

p+s=2 j−1

(
trỸk,p,sΞp,s + trΞ

+
p,sYk,p,s

)
,

p
(1)
c (Q̂,Φ,Θ) =−

m

∑
j=3

n−( j−3)/2
∑

p+s=2 j

(
trỸk,p,sQp,s + trQ∗p,sYk,p,s

)
.

У вищенаведених формулах Ξp,s, Qp,s, Ỹk,p,s та Yk,p,s позначають матрицi з еле-
ментами ξ

(p,s)
αβ

, q(p,s)
αβ

, ỹ(k,p,s)
βα

та y(k,p,s)
αβ

вiдповiдно. Рядки та стовбцi нумеруються
елементамимножиниIm,p (абоIm,s) у лексикографiчному порядку. Також звер-
таємо увагу на те, що полiноми p

(1)
a та p(1)c є однорiдними полiномами першого

степеня вiд елементiв матриць множин Ξ та Q̂ вiдповiдно, де Q̂ мiстить усi
матрицi Qp,s, крiм Q1. Ще одна рiч, яка нам знадобиться, полягає в тому, що всi
одночлени полiнома p(1)a мають непарний степiнь по ϕk та ϑk, а всi одночлени
полiнома p(1)c мають парний степiнь по ϕk та ϑk.

На щастя, iнтеграл по Φ and Θ у формулi (4.25) факторизується. Тому мож-
на проiнтегрувати по ϕk та ϑk для кожного k окремо. Вiдповiдний результат
наведено в Лемi 4.8.

Лема 4.8. Нехай jk визначено в (4.26). Тодi

jk = PfF +n−1/2h̃(Q2)+n−1pc(Q̂)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q), (4.28)

де F визначено в (4.9),

h̃(Q2) =
∫

bk,4ebk,2dϕ+
k dϕkdϑ+

k dϑk, (4.29)

а pc(Q̂) та p(2)a (Ξ,Q)—такi полiноми, що

(i) pc(0) = 0;
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(ii) будь-який одночлен p(2)a має хоча б другий степiнь по Ξ.

Доведення. Ми отримаємо розклад (4.28) iнтеграла jk поступово розкладаю-
чи експоненту в ряд та користуючись означенням iнтеграла по грасмановим
змiнним. Розпочнемо з наступного

jk =
∫ (

1+ ∑
1≤k≤4m/3

n−3k/4(p
(1)
a (Ξ,Φ,Θ))k

)
ebk,2+n−1/2bk,4+n−1p

(1)
c (Q̂,Φ,Θ)

×dϕ+
k dϕkdϑ+

k dϑk, (4.30)

де члени, степiнь яких по ϕk та ϑk вище 4m, перетворюються на нуль, тому
що будь-яка змiнна, що антикомутує, в квадратi дорiвнює нулю. Одночлени
непарного степеня по ϕk та ϑk у сукупностi також перетворюються на нуль
пiсля iнтегрування. Дiйсно, для будь-якого однородного полiнома непарного
степеня p̃ розклад функцiї p̃(ϕk,ϑk)ebk,2+n−1/2bk,4+n−1pc(Q̂,Φ,Θ) в ряд мiстить тiль-
ки члени непарного степеня. Оскiльки ми маємо парну кiлькiсть грасманових
змiнних, то в розкладi не буде одночленiв найвищого степеня, а отже iнтеграл
дорiвнюватиме нулю. Такми чином, (4.30) спрощується до

jk =
∫ (

1+n−3/2p
(3)
a (Ξ,Φ,Θ)

)
ebk,2+n−1/2bk,4+n−1p

(1)
c (Q̂,Φ,Θ)

×dϕ+
k dϕkdϑ+

k dϑk,
(4.31)

де p
(3)
a (Ξ,Φ,Θ)—полiном, кожний одночлен якого має щонайменше другий

степiнь по Ξ та щонайменше другий степiнь по ϕk та ϑk. Зауважимо, що∫
p
(3)
a (Ξ,Φ,Θ)ebk,2+n−1/2bk,4+n−1p

(1)
c (Q̂,Φ,Θ)dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk = p

(2)
a (Ξ,Q), (4.32)

де полiном p
(2)
a (Ξ,Q) задовольняє умову (ii). Пiдставимо (4.32) до (4.31). Тодi

jk =
∫

ebk,2+n−1/2bk,4+n−1p
(1)
c (Q̂,Φ,Θ)dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk +n−3/2p

(2)
a (Ξ,Q).

Подальше розкладання експоненти дає нам

jk =
∫ (

1+n−1/2bk,4 +n−1p
(2)
c (Q̂,Φ,Θ)

)
ebk,2dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk

+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q),
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де p(2)c (Q̂,Φ,Θ)—полiном, причому p(2)c (0,Φ,Θ) = 0. Аналогiчно до (4.32), ми
отримуємо

jk =
∫ (

1+n−1/2bk,4

)
ebk,2dϕ+

k dϕkdϑ+
k dϑk

+n−1pc(Q̂)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q),

(4.33)

де pc(Q̂) задовольняє умову (i).
Згадуючи означення y(k,p,s)

αβ
(4.23) та значення κp,s (4.20), можна подати bk,2

у виглядi
bk,2 =−

1
2
ρT

k Fρk, (4.34)

де F визначено в (4.9) та

ρk =


(ϕ+

k )
T

(ϑ+
k )

T

ϕk

ϑk

 . (4.35)

Тодi твердження леми впливає з (4.33) i (5.4).

Пiдставимо (4.28) у (4.25). Тодi

fm =
(n

π

)cm
∫

(h(Q)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q))n

∏
p+s непарне

0≤p,s≤m

e− trΞ+
p,sΞp,sdΞ

+
p,sdΞp,s

× ∏
p+s парне
0≤p,s≤m

e−n trQ∗p,sQp,sdQ∗p,sdQp,s,

де h(Q) визначено в (4.8). Далi

(h(Q)+n−3/2p
(2)
a (Ξ,Q))n =

cm

∑
k=0

(
n
k

)
n−3k/2h(Q)n−k(p

(2)
a (Ξ,Q))k.

Верхня межа пiдсумовування дорiвнює cm, томущо всього 2cm антикомутуючих
змiнних, та кожний одночлен полiнома p(2)a має хоча б другий степiнь поΞ. Отже,

fm =
(n

π

)cm
∫

(h(Q)cm +n−1/2p
(3)
a (Ξ,Q)) ∏

p+s непарне
0≤p,s≤m

e− trΞ+
p,sΞp,sdΞ

+
p,sdΞp,s

× en f (Q)−cm logh(Q)dQ,

(4.36)

де p(3)a —полiном, а f (Q) визначено в (4.7). Приймаючи до уваги (5.3) та озна-
чення iнтеграла по антикомутуючим змiнним, можна проiнтегрувати (4.36) поΞ

i отримати (4.6).
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4.2 Асимптотичний аналiз

Мета цього пiдроздiлу полягає в дослiженнi асимптотичної поведiнки iн-
тегрального представлення (4.11). Для цього застосовується метод перевалу.
Як i зазвичай, найскладнiша частина цього методу— це вибрати стацiонарнi
точки функцiї f (Q) та провести через цi точки N-вимiрний (дiйсний) много-
вид M∗ ⊂ CN так, що для будь-якої вибраної стацiонарної точкиQ∗ ∈M∗

ℜ f (Q)< ℜ f (Q∗), ∀Q ∈M∗,Q не вибрано.

Зауважимо, що N дорiвнює кiлькостi дiйсних змiнних, по яким проводиться
iнтегрування, тобто в нашому випадку N = 22m.

Представлене доведення проводиться по трохи iншiй, але теж доволi стан-
дартнiй схемi для випадку, коли функцiя f (Q) має вигляд

f (Q) = f0(Q)+n−1/2 fr(Q),

де f0(Q) не залежить вiд n, у той час як fr(Q)може залежати вiд n.Ми вибираємо
стацiонарнi точки функцiї f0(Q) у виглядi Q̌ =UΛ̌0UT , Q̂= 0, де

Λ̌0 =

(
0 Λ0

−Λ0 0

)
=

(
0 λ0Im

−λ0Im 0

)
,

λ0 —фiксоване дiйсне число, а U пробiгає U(2m). Пiсля цього метод перевалу
застосовується до iнтеграла по Λ та Q̂. В цей час ми розглядаємоU як параметр,
причому всi оцiнки, що ми робимо, є рiвномiрними по U . Як тiльки ми пере-
йшли до iнтегрування по малому околу стацiонарних точок, ми згадуємо, що
U не параметр, а змiнна iнтегрування. Пiсля декiлькох замiн змiнних iнтеграл
приводиться до вигляду (4.3).

Розпочнемо з дослiдження функцiї f0.

Лема 4.9. Нехай функцiю f0 : R22m → [−∞,+∞) задано формулою (4.12). То-
дi f0(Λ̌,Q̂) досягає свого глобального максимуму тiльки в точцi

λ1 = · · ·= λm = λ0, Q̂= 0,

де λ0 =

√
1−|z0|2. Бiльше того, матриця других похiдних по Λ та Q̂функцiї f0

у цiй точцi вiд’ємно-означена.
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Доведення. З (4.12) та (4.13) очевидно, що функцiя f0(Λ̌,Q̂) має вигляд

f0(Λ̌,Q̂) =
m

∑
j=1

f∗(λ j)−〈Q0,Q0〉−
m

∑
j=2
〈Q j,Q j〉, (4.37)

де
f∗(λ ) =−λ

2 + log(|z0|2 +λ
2).

Спираючись на той факт, що f ′∗(λ ) = 0 тодi й тiльки тодi, коли λ = λ0, а також
що lim

λ→∞

f∗(λ ) = −∞, ми можемо сказати, що f∗(λ ) досягає свого глобального

максимуму тiльки при λ = λ0. Бiльше того, f ′′∗ (λ0) = −4λ 2
0 . Звiдси та з (4.37)

негайно випливає, що матриця других похiдних вiд’ємно-означена.

Як i в попередньому роздiлi, ми спочатку розглянемо випадок, коли матри-
цi Mn належать ансамблю Gin(R), а потiм загальний випадок.

4.2.1 Випадок нормального розподiлу

Перейдемо до оцiнок iнтегралiв. У стандартний спосiб область iнтегрування
в (4.16) можна звузити наступним чином

fm =Cn2m2−m
∫
Σr

44(Λ2)
m

∏
j=1

λ j× en f (UΛ̌UT )dµ(U)dΛ+O(e−nr/2),

де
Σr = {(Λ,U) | ‖Λ‖ ≤ r} .

Наступний крок— звузити область iнтегрування до

Ωn =

{
(Λ,U) | ‖Λ−Λ0‖ ≤

logn√
n

}
, (4.38)

де Λ0 = λ0Im. Для цього нам потрiбна оцiнка на ℜ f , яку подано в наступних
лемах.

Лема 4.10. Нехай Λ̃ —дiагональна матриця розмiром m×m така, що ‖Λ̃‖ ≤
logn. Тодi рiвномiрно по U

f (U(Λ̌0 +n−1/2 ˇ̃
Λ)UT ) =−mλ

2
0 +n−1/2z0 trŽ +n−1 tr(ŽUŽ R

U )/2

−n−1 tr(2λ0L + z0ŽU + z0Ž
R

U )2/4

+O
(
n−3/2 log3 n

)
,

(4.39)

де ŽW =W ∗Ž W , L = diag{Λ̃, Λ̃}.
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Доведення. Якщо Q̌ =U(Λ̌0 +n−1/2 ˇ̃
Λ)UT , то тодi F̌ має вигляд

F̌ =

(
U 0

0 U

)(
F̌0 +

1√
n

F̌1

)(
U∗ 0

0 UT

)
,

де

F̌0 =

(
z0I2m Λ̌0

Λ̌0 z0I2m

)
, F̌1 =

(
ŽU

ˇ̃
Λ

ˇ̃
Λ Ž T

U

)
. (4.40)

Приймаючи до уваги, що

det F̌0 =

[
det

(
z0 λ0

−λ0 z0

)
det

(
z0 −λ0

λ0 z0

)]m

= 1,

ми отримуємо, що

logdet F̌ = tr log(1+n−1/2F̌−1
0 F̌1)

=
1√
n

tr F̌−1
0 F̌1−

1
2n

tr(F̌−1
0 F̌1)

2 +O
(

log3 n√
n3

) (4.41)

рiвномiрно по U . Бiльше того,

F̌−1
0 F̌1 =

(
z0ŽU +λ0L z0

ˇ̃
Λ− Λ̌0Ž

T
U

−Λ̌0ŽU + z0
ˇ̃
Λ λ0L + z0Ž

T
U

)
. (4.42)

Поєднуючи (4.41), (4.42), (4.17) i те, що Λ̌0
ˇ̃
Λ = ˇ̃

ΛΛ̌0 =−λ0L , ми маємо

f (U(Λ̌0 +n−1/2 ˇ̃
Λ)UT )

=
1
2

tr
[
Λ̌

2
0−2n−1/2

λ0L −n−1L 2 +n−1/2(2λ0L + z0ŽU + z0Ž
T

U )

−n−1{(λ 2
0 − z2

0)L
2 +2z0λ0ŽUL +2z0λ0Ž

T
U L

+
1
2

z2
0
(
Ž 2

U +
(
Ž T

U
)2)

+ Λ̌0ŽU Λ̌0Ž
T

U
}]

+O
(
n−3/2 log3 n

)
.

(4.43)

Зауважимо, що

trŽ T
U = trŽU = trŽ ,

trŽ T
U L = tr

((
Ž T

U L
)T
)R

= trŽ R
U L ,

tr
(
Ž T

U
)2

= tr
(
Ž R

U
)2
,

tr Λ̌0ŽU Λ̌0Ž
T

U = λ
2
0 trŽUJŽ T

U J =−λ
2
0 trŽUŽ R

U .

Таким чином, з (4.43) випливає (4.39), що й треба було довести.
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Лема 4.11. Нехай f̃ (Q̌) = f (Q̌)− f (Λ̌0). Тодi для достатньо великих n

max
logn√

n ≤‖Λ−Λ0‖≤r
ℜ f̃ (UΛ̌UT )≤−C

log2 n
n

рiвномiрно по U .

Доведення. Спочатку ми перевiримо, що перша та друга похiднi функцiї fr

обмеженi в δ -околi точки Λ0, де fr визначено в (4.14), а δ не задлежить вiд n.
Дiйсно, h та h0 —полiноми, а, крiм того, h збiгається рiвномiрно до h0 на ком-
пактах при n→ ∞. Тому∣∣∣∣ 1√

n
∂ℜ fr

∂λ j

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣ 1√
n

∂ fr

∂λ j

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∂ ( f − f0)

∂λ j

∣∣∣∣= ∣∣∣∣∂ (logh− logh0)

∂λ j

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1
h0
· ∂h0

∂λ j
− 1

h
· ∂h
∂λ j

∣∣∣∣≤ C√
n
.

Для довiльної дiагональної матрицi E = diag{e j} одиничної норми та для logn√
n ≤

t ≤ δ ми маємо

d
dt

ℜ f̃ (U(Λ̌0 + tĚ)UT ) = 〈∇Λ f0(U(Λ̌0 + tĚ)UT ),v(E)〉

+n−1/2〈∇Λℜ fr(U(Λ̌0 + tĚ)UT ),v(E)〉

= 〈∇Λ f0(Λ̌0 + tĚ),v(E)〉+O(n−1/2),

де Ě = diag{E,E}, а v(E) позначає вектор з компонентами e j. Розкладаючи
скалярний добуток по формулi Тейлора в точцi t = 0 та зважаючи на те, що
∇Λ f0(Λ̌0) = 0, ми отримуємо

d
dt

ℜ f̃ (U(Λ̌0 + tĚ)UT ) = t〈 f ′′0 (Λ̌0)v(E),v(E)〉+ r1 +O(n−1/2),

де f ′′0 —матриця других похiдних функцiї f0 по Λ та |r1| ≤Ct2. Матриця f ′′0 (Λ̌0)

вiд’ємно-означена згiдно Леми 4.9. Отже, можна вибрати δ так, що похiд-
на d

dt ℜ f̃ (U(Λ̌0 + tĚ)UT ) є вiд’ємною, i

max
logn√

n ≤‖Λ−Λ0‖≤δ

ℜ f̃ (UΛ̌UT ) = max
‖Λ−Λ0‖= logn√

n

ℜ f̃ (UΛ̌UT )

≤ f (UΛ̌0UT )−C
log2 n

n
− f (Λ̌0).

(4.44)
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Зауважимо, що fr обмежена зверху рiвномiрно по n. З цього та з Леми 4.9
випливає, що δ в (4.44) можна замiнити на r

max
logn√

n ≤‖Λ−Λ0‖≤r
ℜ f̃ (UΛ̌UT )≤ f (UΛ̌0UT )− f (Λ̌0)−C

log2 n
n

.

Залишається вивести з Леми 4.10, що f (UΛ̌0UT )− f (Λ̌0) = O(n−1) рiвномiрно
по U .

З Леми 4.11 випливає, що

fm =Cn2m2−men f (Λ̌0)

(∫
Ωn

44(Λ2)
m

∏
j=1

λ j× en f̃ (UΛ̌UT )dµ(U)dΛ+O(e−C1 log2 n)

)
,

де Ωn визначено в (4.38). Роблячи замiну знiнних Λ = Λ0+
1√
nΛ̃ та розкладаючи

функцiю f по Лемi 4.10, ми отримуємо

fm =Ckn

∫
√

nΩn

44(Λ̃)exp
{
−1

4
tr(2λ0L + z0ŽU + z0Ž

R
U )2 +

1
2

trŽUŽ R
U

}
×dµ(U)dΛ̃(1+o(1)),

(4.45)

де
kn = nm2−m/2e−mnλ 2

0+
√

nz0 trŽ . (4.46)

Зробимо декiлька замiн змiнних. Перша з них—U = OĎS∗, де O —дiйсна
ортгональна матриця, S —унiтарна симплектична, та

Ď = diag{D,D}, D = diag{eiη j}m
j=1.

Приймаючи до уваги, що dµ(U) змiнюється на Cdµ(O)dµ(S)dη , де

dη =42(D4)
m

∏
j=1

e−(4m−4)iη jdη j,

ми отримуємо

fm =Ckn

∫
Rm

44(Λ̃)dΛ̃

∫
[0,π]m

dη

∫
O(2m)

dµ(O)
∫

USp(m)

dµ(S)(1+o(1))

× exp
{
−1

4
tr(2λ0L +S∗(z0ŽOĎ + z0Ž

R
OĎ)S)

2

+
1
2

trŽ OĎ2ORŽ R
(

OĎ2OR
)∗}

,
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деO(2m)—група ортогональнихматриць розмiром 2m×2m таUSp(m)—група
унiтарних симплектичних матриць розмiром 2m× 2m. Оскiльки trA = trSAS∗,
то

fm =Ckn

∫
Rm

44(Λ̃)dΛ̃

∫
[0,π]m

dη

∫
O(2m)

dµ(O)
∫

USp(m)

dµ(S)(1+o(1))

× exp
{
−1

4
tr(2λ0SL S∗+ z0ŽOĎ + z0Ž

R
OĎ)

2 +
1
2

trŽ V Ž RV ∗
}
,

де V = OĎ2OR. Зробимо другу замiну змiнних H = SL S∗. Тодi H пробiгає
множину ермiтових самодуальнихматриць, а якобiан замiни дорiвнюєC4−4(Λ̃).
Отже,

fm =Ckn

∫
H=H∗=HR

dH
∫

[0,π]m

dη

∫
O(2m)

dµ(O)(1+o(1))

× exp
{
−1

4
tr(2λ0H + z0ŽOĎ + z0Ž

R
OĎ)

2 +
1
2

trŽ V Ž RV ∗
}
,

де

dH =
m

∏
j=1

d(H) j j ∏
j<k≤m

dℜ(H) jkdℑ(H) jkdℜ(H) j,k+mdℑ(H) j,k+m.

Проiнтегруємо по H по формулi Гауса

fm =Ckn

∫
[0,π]m

dη

∫
O(2m)

dµ(O)exp
{

1
2

trŽ V Ž RV ∗
}
(1+o(1)).

Нарештi, зробимо останню замiну змiннихV =OĎ2OR. Вона переводить область
iнтегрування у множину всiх унiтарних самодуальних матриць розмiром 2m×
2m. Мiра dηdµ(O) перетворюється на мiру Cdµs(V ), що вiдповiдає диференцi-
альнiй формi (4.4). Ми маємо

fm =Ckn

∫
V=V R∈U(2m)

exp
{

1
2

trŽ V Ž RV ∗
}

dµs(V )(1+o(1)). (4.47)

Остаточно твердження (i) Теореми 4.2 випливає з (4.47) та (4.15). Для того,
щоб довести твердження (ii), обчислимо iнтеграл (4.47) при m = 2.

Лема 4.12. Вiзьмемо довiльну дiагональну матрицю A = diag{a1,a2,a3,a4}.
Тодi ∫

V=V R∈U(4)

exp
{

1
2

trAVARV ∗
}

dµs(V ) =C
Pf((a j−ak)ea jak)4

j,k=1

4(A)
. (4.48)
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Доведення. Помiтимо, що лiва частина формули (4.48) є аналiтичноюфункцiєю
вiд a1, a2, a3, a4. Тому достатньо розкласти пiдiнтегральну функцiю в ряд Тей-
лора в точцi A = 0 та проiнтегрувати почленно. Обчислення «в лоб» дає нам,
що

1
2

trAVARV ∗ = a1a3 +a2a4− (a1−a2)(a3−a4) |v12|2− (a2−a3)(a4−a1) |v14|2 .

Задамо числову послiдовнiсть {c jk} рiвнiстю

e−b0

∫
V=V R∈U(4)

exp
{

1
2

trAVARV ∗
}

dµs(V ) =
∞

∑
j,k=0

c jkb j
1bk

2, (4.49)

де

b0 = a1a3 +a2a4,

b1 = (a1−a2)(a3−a4),

b2 = (a2−a3)(a4−a1).

(4.50)

Далi,

c jk =
∫

V=V R∈U(4)

(−1) j+k

j!k!
|v12|2 j |v14|2k dµs(V )

=
∫

V=V R∈U(4)

(−1)k

j!k!
×

v j
12v j

21

Pf j V J
×

vk
14vk

32

PfkV J
dµs(V ).

(4.51)

Для того, щоб обчислити останнiй iнтеграл, ми використовуємо так звану фор-
мулу супербозонiзацiї (див. [121, Theorem 4.11])

∫
f

((
ϒ+ϒ ϒ+ (ϒ+)

T

−(ϒ)T
ϒ −(ϒ)T (ϒ+)

T

))
dϒ

+dϒ

= (2π)qn2q vol[O(n)]
vol[O(n+2q)]

∫
V=V R∈U(2q)

f(V )det−n/2V dµs(V ), (4.52)

де матриця ϒ має розмiри n×q, її елементи є антикомутуючими змiнними, f—
аналiтична функцiя й vol позначає об’єм.

Застосуємо (4.52) до (4.51) для n = j + k та q = 2. Приймаючи до уваги,
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що vol[O(n)] = 2nπ
n(n+1)

4

∏
n
p=1 Γ(p/2) , ми отримуємо

c jk =C
(−1)k

j!k!( j+ k+2)!( j+ k)!

×
∫ ( j+k

∑
l=1

υl1υl2

) j( j+k

∑
l=1

υl2υl1

) j( j+k

∑
l=1

υl1υl2

)k(
−

j+k

∑
l=1

υl1υl2

)k

dϒ
+dϒ,

де C не залежить анi вiд j, анi вiд k. Провiвши нескладнi комбiнаторнi мiрку-
вання, можна побачити, що пiдiнтегральна функцiя дорiвнює

(−1) j( j+ k)! j!k!
j+k

∏
l=1

υl1υl1υl2υl2.

Отже,

c jk =C
(−1) j+k

( j+ k+2)!
.

Беручи суму по j та k, ми маємо
∞

∑
j,k=0

c jkb j
1bk

2 =C
∞

∑
l=0

(−1)l

(l +2)! ∑
j+k=l

b j
1bk

2

=C
∞

∑
l=0

(−1)l

(l +2)!
bl+1

1 −bl+1
2

b1−b2
=C

e−b1−1
b1
− e−b2−1

b2

b1−b2
.

(4.53)

Зауважимо,що b1−b2 =(a1−a3)(a2−a4). Тодi з (4.49), (4.50) та (4.53) випливає,
що ∫

V=V R∈U(4)

exp
{

1
2

trAVARV ∗
}

dµs(V ) =Ceb0
b2e−b1−b1e−b2 +(b1−b2)

b1b2(b1−b2)

=
C

−4(A)

[
(a2−a3)(a4−a1)ea1a4+a2a3− (a1−a2)(a3−a4)ea1a2+a3a4

+(a1−a3)(a2−a4)ea1a3+a2a4
]
.

Для того, щоб завершити доведення, залишається помiтити, що вираз у квад-
ратних дужках дорiвнює саме −Pf((a j−ak)ea jak)4

j,k=1.

Застосовуючи лему до (4.47), ми отримуємо

f2 =Ckn

Pf

(
(ζ j−ζk)eζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

(ζ j−ζk)e
ζ jζk (ζ j−ζ k)e

ζ jζ k

)2

j,k=1

4(ζ1,ζ2,ζ 1,ζ 2)
(1+o(1)),

що в поєднаннi з (4.15) тягне твердження (ii) Теореми 4.2.
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4.2.2 Загальний випадок

У загальному випадку доведення в цiлому повторює доведення у випадку
нормального розподiлу з деякими уточненнями. У цьому пунктi ми сконцентру-
ємося на суттєвих вiдмiнностях вiд випадку нормального розподiлу й зробимо
уточнення вiдповiдних тверджень попереднього пункту.

Для того, щоб сформулювати уточнення Леми 4.10, введемо трохи нових
позначень. Покладемо

‖Q̂‖=
√
〈Q̂,Q̂〉.

Через те, що x11 дiйсне, κp,s залежить тiльки вiд p+ s (див. (3.20) та (3.18)).
Ми позначимо спiльне значення кумулянтiв κ4−s,s через κ4. Також буде зручно
змiнити iндекси елементiвQ2. Для будь-якого δ ∈I2m,4 знайдемо такийномер s,
що δs ≤ m < δs+1. Тодi покладемо q̃(2)

δ
= q̃(4−s,s)

αβ
, де

α = (δs+1−m, . . . ,δ4−m);

β = (δ1, . . . ,δs).

Крiм того, нехай I ′2m,4 —множина таких iндексiв δ , що s = 2 та α = β .
Тепер ми готовi узагальнити Лему 4.10.

Лема 4.13. Нехай ‖Λ̃‖+
∥∥ ˆ̃Q
∥∥≤ logn. Тодi рiвномiрно по U

f (U(Λ̌0 +n−1/2 ˇ̃
Λ)UT ,n−1/2 ˆ̃Q)

= −mλ
2
0 +n−1/2z0 trŽ −n−1 tr(2λ0L + z0ŽU + z0Ž

R
U )2/4

+n−1
λ

2
0
√

κ4 ∑
δ∈I2m,4

∑
γ∈I ′

2m,4

((∧4U)δγ q̃(2)
δ

+ q̃(2)
δ

(∧4UT )γδ )

+n−1 tr(ŽUŽ R
U )/2−n−1〈 ˆ̃Q, ˆ̃Q〉+O

(
n−3/2 log3 n

)
,

(4.54)

де ми використовуємо позначення з Леми 4.10, а всi новi позначення описано
безпосередньо перед цiєю лемою.

Доведення. На вiдмiну вiд випадку нормального розподiлу, функцiя f має до-
датковий член 〈Q̂,Q̂〉, а також додатковий член n−1/2h̃(Q2)+n−1pc(Q̂) пiд ло-
гарифмом (див. (4.7) та (4.17)), де h̃ та pc визначенi у формулюваннi Ле-
ми 4.8. Внесок члена 〈Q̂,Q̂〉 у розклад (4.54) очевидний. Далi, n−1pc(n−1/2 ˆ̃Q) =

O
(
n−3/2 log3 n

)
, тому що pc —полiном з нульовим вiльним членом. Отже, зали-

шається визначити внесок члена n−1/2h̃(Q2).
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Для того, щоб спостити позначення, ми опустимо iндекс k у формулi (4.29).
Тобто тепер ϕ та ϑ позначають вектори

φ1
...

φm

 i


θ1
...

θm


вiдповiдно. Тодi (4.29) перепишеться наступним чином

h̃(Q2) =
∫

b4eb2dϕ+dϕdϑ+dϑ,

де b2 має вигляд (4.34), а b4 визначено в (4.27). Звiдси

n−1/2h̃(n−1/2Q̃2) = n−1h̃(Q̃2) =−
1
n

∫
dϕ+dϕdϑ+dϑe−

1
2ρ

T Fρ

× ∑
p+s=4

(
trỸp,sQ̃p,s + tr Q̃∗p,sYp,s

)
, (4.55)

деρ визначено в (4.35),F визначено в (4.9), Ỹp,s таYp,s визначено в (4.23). Для то-
го, щоб зробити запис подальших перетворень бiльш лаконiчним i зрозумiлим,
ми покладемо

ρ1 =

(
ϑ

(ϕ+)
T

)
, ρ+1 =

(
ϑ+ −ϕT

)
. (4.56)

Зробимо замiну змiнних ρ̃1 =UTρ1, ρ̃+1 = ρ+1 U . Ми маємо

κ
−1/2
4 y(p,s)

αβ
=

p

∏
q=1

φαq

s

∏
r=1

θβr
= (−1)p

p

∏
q=1

(
ρ+1
)

m+αq

s

∏
r=1

(
ρ+1
)

βr

= (−1)p(−1)
p(p−1)

2 + s(s−1)
2

1

∏
r=p+s

(
ρ̃+1 UT)

δr
,

де
δ = (β1, . . . ,βs,m+α1, . . . ,m+αp) ∈I2m,4.

Приймаєчи до уваги, що p+ s = 4 та що

p+
p(p−1)

2
+

s(s−1)
2

= p(p−3)+6

парне число, ми отримуємо

κ
−1/2
4 y(p,s)

αβ
= ∑

γ∈([1,2m]∩Z)4

1

∏
r=4

(
ρ̃+1
)

γr
uδrγr

= ∑
γ∈I2m,4

det
{

UT}
γδ

1

∏
r=4

(
ρ̃+1
)

γr

= ∑
γ∈I2m,4

(∧4UT )γδ

1

∏
r=4

(
ρ̃+1
)

γr
,

(4.57)
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де u jk = (U) jk та
{

UT}
γδ

—пiдматриця матрицi UT , побудована як перетин
рядкiв γ1, . . . , γ4 зi стовпцями δ1, . . . , δ4. Аналогiчно

κ
−1/2
4 ỹ(p,s)

βα
= ∑

γ∈I2m,4

(∧4U)δγ

4

∏
r=1

(ρ̃1)γr
. (4.58)

Крiм того,
ρT Fρ=−ρ+∗ F̌ρ∗ =−ρ̃+∗ F̌0ρ̃∗+O(n−1/2 logn), (4.59)

де F̌0 визначено в (4.40) та

ρ∗ =

((
ρ+1
)T

ρ1

)
, ρ+∗ =

(
−ρT

1 ρ+1

)
, ρ̃=

((
ρ̃+1
)T

ρ̃1

)
, ρ̃+∗ =

(
−ρ̃T

1 ρ̃+1

)
.

«Мiра» змiнюється наступним чином

dϕ+dϕdϑ+dϑ= det−1UT det−1Udρ̃+1 dρ̃1 = dρ̃+1 dρ̃1. (4.60)

Зрештою, пiдставимо (4.57)–(4.60) до (4.55). Тодi маємо

n−1h̃(Q̃2) =−
1
n ∑

δ∈I2m,4

∑
γ∈I2m,4

√
κ4

∫
e

1
2 ρ̃

+
∗ F̌0ρ̃∗dρ̃+1 dρ̃1

×
(
(∧4U)δγ

4

∏
r=1

(ρ̃1)γr
q̃(2)

δ
+ q̃(2)

δ
(∧4UT )γδ

1

∏
r=4

(
ρ̃+1
)

γr

)
+O

(
n−3/2 log3 n

)
(4.61)

рiвномiрно по U .
Позначимо компоненти векторiв ρ1 та ρ+1 таким же чином, як i у форму-

лi (4.56), тiльки з тiльдами. Тодi, дякуючи тому, що F̌0 має блочну структуру,
можна взяти iнтеграл у формулi (4.61) по φ̃ j, θ̃ j окремо для кожного j. Отже,
залишається обчислити iнтеграл∫ 4

∏
r=1

(ρ̃1)γr
exp
{

z0θ̃ jθ̃ j +λ0θ̃ jφ̃ j + z0φ̃ jφ̃ j−λ0φ̃ jθ̃ j

}
dφ̃ jdφ̃ jdθ̃ jdθ̃ j

i ще один такий же з ρ+1 замiсть ρ1. Розкладаючи експоненту в ряд, можна
помiтити, що iнтеграл буде вiдмiнним вiд нуля тодi й тiльки тодi, коли γ ∈I ′2m,4.
Бiльше того, ∫

θ̃ jφ̃ jez0θ̃ jθ̃ j+λ0θ̃ jφ̃ j+z0φ̃ jφ̃ j−λ0φ̃ jθ̃ jdφ̃ jdφ̃ jdθ̃ jdθ̃ j = λ0,∫
φ̃ jθ̃ jez0θ̃ jθ̃ j+λ0θ̃ jφ̃ j+z0φ̃ jφ̃ j−λ0φ̃ jθ̃ jdφ̃ jdφ̃ jdθ̃ jdθ̃ j =−λ0,∫

ez0θ̃ jθ̃ j+λ0θ̃ jφ̃ j+z0φ̃ jφ̃ j−λ0φ̃ jθ̃ jdφ̃ jdφ̃ jdθ̃ jdθ̃ j = 1.
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З вищенаведеного випливає, що

n−1h̃(Q̃2) = n−1
λ

2
0
√

κ4 ∑
δ∈I2m,4

∑
γ∈I ′

2m,4

((∧4U)δγ q̃(2)
δ

+ q̃(2)
δ

(∧4UT )γδ )

+O
(
n−3/2 log3 n

)
.

Останнє спiввiдношення завершує доведення (4.54).

Аналогом Леми 4.11 є

Лема 4.14. Нехай f̃ (Q) = f (Q)− f (Λ̌0,0). Тодi для достатньо великих n

max
logn√

n ≤‖Λ̌−Λ̌0‖+‖Q̂‖≤r
ℜ f̃ (UΛ̌UT ,Q̂)≤−C

log2 n
n

рiвномiрно по U .

Доведення потребує лише косметичних змiн через те, що з’являються до-
датковi змiннi Q̂. Повторюючи кроки доведення для випадку нормального роз-
подiлу, замiсть (4.45) ми отримуємо

fm =Ckn

∫
√

nΩn

44(Λ̃)exp
{
− 1

4
tr(2λ0L + z0ŽU + z0Ž

R
U )2 +

1
2

trŽUŽ R
U

+λ
2
0
√

κ4 ∑
δ∈I2m,4

∑
γ∈I ′

2m,4

((∧4U)δγ q̃(2)
δ

+ q̃(2)
δ

(∧4UT )γδ )

−〈 ˆ̃Q, ˆ̃Q〉
}

dµ(U)dΛ̃d ˆ̃Q(1+o(1)),

де kn визначено в (4.46). Проiнтегруємо по ˆ̃Q, користуючись формулою Гауса

fm =Ckn

∫
44(Λ̃)exp

{
−1

4
tr(2λ0L + z0ŽU + z0Ž

R
U )2 +

1
2

trŽUŽ R
U

+λ
4
0 κ4 ∑

δ∈I2m,4

∑
γ∈I ′

2m,4

(∧4UT )γδ (∧4U)δγ

}
dµ(U)dΛ̃(1+o(1)).

Зауважимо, що матрицi ∧4UT та ∧4U взаємно оберненi. Отже,

∑
δ∈I2m,4

(∧4UT )γδ (∧4U)δγ = (∧4UT ∧4 U)γγ = 1.
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Тому

fm =Ckn exp
{

m2−m
2

λ
4
0 κ4

}∫
44(Λ̃)dµ(U)dΛ̃(1+o(1))

× exp
{
−1

4
tr(2λ0L + z0ŽU + z0Ž

R
U )2 +

1
2

trŽUŽ R
U

}
.

(4.62)

Порiвнюючи (4.62) з (4.45), ми бачимо, що далi доведення не матимете вiдмiн-
ностей, крiм множника exp

{
m2−m

2 λ 4
0 κ2,2

}
, який не залежить вiд вищих момен-

тiв.

4.3 Висновки до Роздiлу 4

У Роздiлi 4 ми дослiдили кореляцiйнi функцiї характеристичних полiномiв
дiйсних несиметричних випадкових матриць з незалежними елементами. У ви-
падку, коли спiльний розподiл ймовiрностей елементiв матриць є довiльним роз-
подiлом iз нульовим математичним сподiванням та одичною дисперсiєю, було
показано, що нормована границя m-тої кореляцiйної функцiї харатеристичних
полiномiв всерединi спектра дорiвнює деякому iнтегралу по множинi матриць
скiнченного розмiру. Встановлено залежнiсть вищезгаданої нормованої границi
вiд четвертого кумулянта спiльного розподiлу елементiв матриць, а також пока-
зано, що ця границя не залежить вiд п’ятого та вищих моментiв спiльного роз-
подiлу елементiв матриць. Для другої кореляцiйної функцiї характеристичних
полiномiв вдалося обчислити отриманий iнтеграл по множинi матриць. Спира-
ючись на цей результат, було показано, що асимптотики другої кореляцiйної
функцiї характеристичних полiномiв та спектральних кореляцiйних функцiй
(для нормального розподiлу) подаються у виглядi пфафiану матриць, якi ма-
ють дуже схожу структуру. Крiм того, на основi встановленої асимптотичної
поведiнки другої кореляцiйної функцiї характеристичних полiномiв висунуто
гiпотезу про вигляд асимптотичної поведiнки старших кореляцiйних функцiй
характеристичних полiномiв.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

• Теорема 4.2, в якiй подано асимптотичну поведiнку кореляцiйнихфункцiй
характеристичних полiномiв дiйсних несиметричних випадкових матриць
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з незалежними елементами всерединi спектра у виглядi iнтеграла по скiн-
ченновимiрним матрицям, а також встановлено асимптотичну поведiнку
другої кореляцiйної функцiї;

• Пропозицiя 4.3, в якiй отримано iнтегральне представлення для m-тої
кореляцiйної функцiї характеристичних полiномiв випадкових матриць
з незалежними елементами.

• Лема 4.12, в якiй при m = 2 обчислено iнтеграл, отриманий у Теоремi 4.2.

Нерозв’язаною задачею залишається обчислення асимптотичної поведiн-
ки старших кореляцiйних функцiй характеристичних полiномiв дiйсних неси-
метричних випадкових матриць з незалежними елементами всерелинi та на межi
спектра.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено в публiкацiї автора [7].
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РОЗДIЛ 5

ГРАСМАНОВI ЗМIННI

У цьому роздiлi ми опишемо властивостi грасманових змiнних i функцiй
вiд них, на яких ґрунтується метод грасманового iнтегрування. Також ми введе-
мопоняття зовнiшнього добутку операторiв, яке нам знабиться для дослiдження
асимптотичної поведiнки кореляцiйних функцiй у роздiлi 2, i доведемо декiль-
ка допомiжних лем про властивостi зовнiшнього добутку операторiв. Бiльше
про грасмановi змiннi можна дiзнатися в [57] або [58]. Ґрунтовнiший вступ
до суперсиметрiї взагалi можна знайти в книзi [24].

Нехай задано множину формальних змiнних {ϕ j, ϕ j}n
j=1, якi задовольняють

спiввiдношення антикомутацiї, тобто

ϕ jϕk +ϕkϕ j = ϕ jϕk +ϕkϕ j = ϕ jϕk +ϕkϕ j = 0.

Ця множина змiнних породжує градуйовану алгебру A , яка називається грас-
мановою. Через те, що ϕ2

j = ϕ
2
j = 0, всi елементи алгебри A є полiномами

вiд {ϕ j, ϕ j}n
j=1.

Означення 5.1. Твiрна ϕ j називається «спряженою» до змiнної ϕ j.

Означення 5.2. Елемент алгебри χ ∈A називається парним (непарним), якщо
всi його одночлени мають парний (непарний) степiнь.

Тепер дамо визначення функцiй вiд грасманових змiнних.

Означення 5.3. Вiзьмемо довiльний елемент χ грасманової алгебриA . Для ана-
лiтичної функцiї f пiд f (χ) ми розумiємо елемент алгебри A , що отриманий
пiдстановкою χ−z0 у ряд Тейлора функцiї f в точцi z0, де z0 є вiльним членом χ .

Оскiльки χ − z0 є полiномом вiд {ϕ j, ϕ j}n
j=1 iз нульовим вiльним членом,

то iснує таке l ∈ N, що (χ − z0)
l = 0, а отже пiсля пiдстановки в рядi Тейлора

залишиться лише скiнченна кiлькiсть ненульових членiв.
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Iнтеграл по грасмановим змiнним— це лiнiйнийфункцiонал, який задається
на базисi наступними спiввiдношеннями∫

dϕ j =
∫

dϕk = 0,
∫

ϕ jdϕ j =
∫

ϕkdϕk = 1.

Кратний iнтеграл визначається як повторний iнтеграл. Бiльше того, «ди-
ференцiали» {dϕ j, dϕ j}n

j=1 антикомутують один з одним та зi змiнними
{ϕ j, ϕ j}n

j=1. Отже, для функцiї f

f (ϕ1, . . . ,ϕn) = a0 +
n

∑
j=1

a jϕ j + . . .+a1,...,n

n

∏
j=1

ϕ j

ми за означенням маємо∫
f (ϕ1, . . . ,ϕn)dϕn . . .dϕ1 = a1,...,n.

Такожна знадобляться матрицi з грасманових змiнних. ЯкщоΦ=(ϕ jk)—це
матриця з грасманових змiнних, то Φ+ —це матриця (ϕk j). d-вимiрнi вектори
ми ототожнюємо з матрицями розмiром d×1.

Важливу роль вiдiграє формула гаусового iнтегрування (нижче подано два її
варiанти: комплексний та дiйсний)∫

Cn

exp{−t∗At− t∗h2−h∗1t}dt∗dt= π
n det−1 Aexp{h∗1A−1h2}, (5.1)

∫
Rn

exp
{
−1

2
tT At− tTh2−hT

1 t

}
dt= (2π)n/2 det−1/2 Aexp

{
1
2
hT

1 A−1h2

}
, (5.2)

яка виконується для будь-якої додатно-означеної матрицi A та векторiв h1, h2,
компоненти яких є парними елементами грасманової алгебри. Не менш важливi
грасмановi аналоги цих формул∫

exp
{
−ϕ+Aϕ−ϕ+υ2−υ+

1 ϕ
}

dϕ+dϕ= detAexp{υ+
1 A−1υ2}, (5.3)∫

exp
{
−1

2
ϕT Aϕ

}
dϕ= PfA. (5.4)

Формула (5.3) виконується для довiльної комплексної матрицi A та векторiв υ+
1 ,

υ2, компоненти яких є непарними елементами грасманової алгебри, у той час
як формула (5.4) виконується для будь-якої кососиметричної матрицi A.
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Навединих вище означень та властивостей цiлком достатньо для отримання
iнтегрального представлення кореляцiйних функцiй у бiльшостi випадкiв. Тiль-
ки в пiдпунктi 2.1.1.2 нам знадобляться додатковi факти, пов’язанi iз зовнiшнiм
(або антисиметичним тензорним) добутком.

5.1 Грасмановi змiннi й зовнiшнiй добуток

Поняття зовнiшнього добутку векторiв добре вiдоме, так як i поняття зов-
нiшнього добутку кососиметричних полiлiнiйних функцiй (див. [178, Chap-
ter 8.4]). Проте, для того, щоб довестиПропозицiю 2.6, нам знадобиться поняття
зовнiшнього добутку лiнiйних операторiв. Визначимо його наступним чином.

Означення 5.4. Нехай лiнiйний оператор A дiє на просторi ΛqCn, а лiнiйний
оператор B —на просторi ΛrCn. Тодi зовнiшнiм добутком A∧B цих операторiв
називається обмеження лiнiйного оператора Alt◦(A⊗B) на просторi Λq+rCn.
Тут Alt —це оператор альтернування, тобто

Alt(t) =
1
k! ∑

π∈Sk

sgnπ fπ(t), t ∈ Λ
kV,

де sgnπ —знак перестановки π; fπ —канонiчний автоморфiзм простору
k⊗

j=1
V ,

що переводить v1⊗ . . .⊗ vk в vπ(1)⊗ . . .⊗ vπ(k), v j ∈ V ; V —скiнченновимiрний
лiнiйний простiр.

Зауважимо, що для A ∈ EndV зовнiшнiй добуток A∧A∧ ·· · ∧A спiвпадає
з добре вiдомим поняттям зовнiшнього степеня лiнiйного оператора A.

Зафiксуємо деякий базис {e j}n
j=1 просторуC

n. Нехай A∈ EndΛkCn таα,β ∈
In,k, де In,k визначено в (2.7). За Aαβ ми позначимо вiдповiдний елемент
матрицi оператора A в базисi {eα1 ∧ . . .∧ eαk, α ∈In,k}.

Лема 5.5. Нехай лiнiйнi оператори A та B дiють на просторах ΛqCn та ΛrCn

вiдповiдно. Тодi

∑
α,β∈In,q

Aαβ

q

∏
j=1

ϕα j
ϕβ j
· ∑

γ,δ∈In,r

Bγδ

r

∏
j=1

ϕγ j
ϕδ j

=

(
q+ r

q

)
∑

α,β∈In,q+r

(A∧B)αβ

q+r

∏
j=1

ϕα j
ϕβ j

.
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Доведення. Нехай Sq,r —це множина таких перестановок π ∈ Sq+r, що задо-
вольняють нерiвностi π(1)< .. . < π(q) та π(q+1)< .. . < π(q+ r). Тодi

∑
α,β∈In,q

Aαβ

q

∏
j=1

ϕα j
ϕβ j
· ∑

γ,δ∈In,r

Bγδ

r

∏
j=1

ϕγ j
ϕδ j

= ∑
α,β∈In,q+r

∑
π,σ∈Sq,r

sgnπ sgnσAα ′πβ ′σ
Bα ′′π β ′′σ

q+r

∏
j=1

ϕα j
ϕβ j

,

де

απ = (απ(1), . . . ,απ(q+r)),

α
′ = (α1, . . . ,αq) ∈In,q,

α
′′ = (αq+1, . . . ,αq+r) ∈In,r.

З iншої сторони,

(A⊗B)(eβ ′ ∧ eβ ′′) = (A⊗B)
(

1
(q+ r)! ∑

σ∈Sq+r

sgnσ fσ (eβ ′⊗ eβ ′′)

)
=

q!r!
(q+ r)!

(A⊗B)
(

∑
σ∈Sq,r

sgnσ fσ (eβ ′⊗ eβ ′′)

)
=

q!r!
(q+ r)! ∑

α∈In,q
γ∈In,r

(
∑

σ∈Sq,r

sgnσAαβ ′σ
Bγβ ′′σ

)
eα ⊗ eγ ,

де eα = eα1 ∧ . . .∧ eαq, α ∈In,q. Звiдси випливає, що

Alt((A⊗B)(eβ ′ ∧ eβ ′′)) =
q!r!

(q+ r)! ∑
α∈In,q
γ∈In,r

(
∑

σ∈Sq,r

sgnσAαβ ′σ
Bγβ ′′σ

)
eα ∧ eγ

=
q!r!

(q+ r)! ∑
α∈In,q+r

∑
π,σ∈Sq,r

sgnσAα ′πβ ′σ
Bα ′′π β ′′σ

eα ′π ∧ eα ′′π

=
q!r!

(q+ r)! ∑
α∈In,q+r

∑
π,σ∈Sq,r

sgnπ sgnσAα ′πβ ′σ
Bα ′′π β ′′σ

eα ′ ∧ eα ′′.

Отже,
(A∧B)αβ =

q!r!
(q+ r)! ∑

π,σ∈Sq,r

sgnπ sgnσAα ′πβ ′σ
Bα ′′π β ′′σ

,

що й завершує доведення леми.
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Нам також знадобляться наступнi властивостi зовнiшнього добутку опера-
торiв.

Пропозицiя 5.6 (Властивостi зовнiшнього добутку операторiв). Нехай задано
оператори A j ∈ EndΛq jCn, j = 1,k, та B ∈ EndCn. Тодi

(i) A1∧A2 = A2∧A1;

(ii) (A1∧A2)∧A3 = A1∧ (A2∧A3);

(iii)
k∧

j=1
A j =

(
Alt◦

k⊗
j=1

A j

)∣∣∣
ΛqCn

;

(iv)
k∧

j=1
A j∧q jB =

( k∧
j=1

A j

)
∧q B та

k∧
j=1

(∧q jB)A j = ∧qB
( k∧

j=1
A j

)
;

де q =
k
∑
j=1

q j.

Доведення. Твердження (i) та (ii) випливають з Леми 5.5 та з того, що множення
грасманових змiнних антикомутативне та асоцiативне.

(iii) Розглянемо спочатку випадок k = 3.

A1∧A2∧A3 = Alt◦((I ◦A1)⊗ (Alt◦(A2⊗A3)))

= Alt◦(I⊗Alt)◦ (A1⊗A2⊗A3) = Alt◦(A1⊗A2⊗A3),

де I —одиничний оператор.
Загальний випадок доводиться по iндукцiї.
(iv) За визначенням, ми маємо

k∧
j=1

(∧q jB)A j = Alt◦
k⊗

j=1

(∧q jB)A j.

Розглянемо
(

Alt◦
q j⊗
1

B
)
(v1⊗ . . .⊗ vq j), vl ∈ Cn

(
Alt◦

q j⊗
1

B
)
(v1⊗ . . .⊗ vq j) =

1
q j!

∑
π∈Sq j

sgnπ fπ(Bv1⊗ . . .⊗Bvq j)

=
1

q j!
∑

π∈Sq j

sgnπ Bvπ(1)⊗ . . .⊗Bvπ(q j)

=
1

q j!
∑

π∈Sq j

sgnπ

q j⊗
1

B( fπ(v1⊗ . . .⊗ vq j)) =

( q j⊗
1

B◦Alt
)
(v1⊗ . . .⊗ vq j).
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Тому Alt◦
q j⊗
1

B =
q j⊗
1

B◦Alt, зокрема, ∧q jB =
q j⊗
1

B
∣∣∣∣
Λ

q jCn
. Отже,

k∧
j=1

(∧q jB)A j = Alt◦
k⊗

j=1

( q j⊗
1

B
)

A j = Alt◦
q⊗
1

B◦
( k⊗

j=1

A j

)

=
q⊗
1

B◦Alt◦
( k⊗

j=1

A j

)
= ∧qB

( k∧
j=1

A j

)
.

Доведення другої формули аналогiчне.
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Висновки

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню кореляцiйних функцiй ха-
рактеристичних полiномiв розрiджених ермiтових випадкових матриць та неер-
мiтових випадковихматриць з незалежними елементами (комплексний i дiйсний
випадки). Ми встановили асимптотичну поведiнку другої кореляцiйної фун-
кцiї характеристичних полiномiв розрiджених ермiтових випадкових матриць
як всерединi спектра, так i на його межi та дослiдили залежнiсть встановле-
ної асимптотичної поведiнки вiд ступеню розрiдженостi матриць. Також ми об-
числили асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй характеристичних
полiномiв слабко розрiджених ермiтових випадкових матриць всерединi спек-
тра. Крiм того, встановлено асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйнихфункцiй
характеристичних полiномiв комплексних та дiйсних випадкових матриць з не-
залежними елементами.

У дисертацiї отримано такi новi результати:

• встановлено асимптотичну поведiнку другої кореляцiйної функцiї харак-
теристичних полiномiв сильно розрiджених ермiтових випадкових мат-
риць всерединi спектра;

• встановлено асимптотичну поведiнку другої кореляцiйної функцiї харак-
теристичних полiномiв слабко розрiджених ермiтових випадкових мат-
риць на межi спектра;

• встановлено асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй харак-
теристичних полiномiв слабко розрiджених ермiтових випадкових мат-
риць всерединi спектра;

• дослiджено залежнiсть встановленої асимптотичної поведiнки вiд ступе-
ню розрiдженостi матриць;

• встановлено асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй харак-
теристичних полiномiв комплексних випадкових матриць з незалежними
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елементами;

• встановлено асимптотичну поведiнку всiх кореляцiйних функцiй харак-
теристичних полiномiв дiйсних випадкових матриць з незалежними еле-
ментами у виглядi iнтеграла по деякiй множинi матриць скiнченного роз-
мiру, причому цей iнтеграл було точно обчислено для другої кореляцiйної
функцiї.

Всi основнi результати дисертацiї наведенi з повними i строгими доведення-
ми. Отриманi результати мають теоретичний характер. Зауважимо, що викори-
станий метод грасманового iнтегрування може застосовуватись для дослiджен-
ня спектральних характеристик iнших ансамблiв випадкових матриць.
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29. Brézin, E., Hikami, S.: Characteristic polynomials of randommatrices. Comm.
Math. Phys. 214, 111–135 (2000)

30. Brezin, E., Hikami, S.: Charcteristic polynomials of random matrices at edge
singularities. Phys. Rev. E 62(3), 3558–3567 (2000)
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37. Cipolloni, G., Erdős, L., Schröder, D.: Edge universality for non-Hermitian
random matrices (2019). Preprint arXiv:1908.00969v2 [math.PR]
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139. Pólya, G., Szegő, G.: Problems and theorems in analysis II. Theory of functions,
zeros, polynomials, determinants, number theory, geometry, Springer Study
Edition. Springer-Verlag, New York–Heidelberg (1976)

140. Poplavskyi, M.: Bulk universality for unitary matrix models. Журнал матема-
тичної фiзики, аналiзу, геометрiї 5(3), 245–274 (2009)

141. Recher, C., Kieburg, M., Guhr, T., Zirnbauer, M.R.: Supersymmetry approach
to Wishart correlation matrices: Exact results. J. Stat. Phys. 148(6), 981–998
(2012)

142. Rider, B., Silverstein, J.: Gaussian fluctuations for non-Hermitian random
matrix ensembles. Ann. Probab. 34(6), 2118–2143 (2006)

141

https://doi.org/10.1063/1.2356796
https://doi.org/10.1063/1.2356796


143. Rider, B., Virag, B.: The noise in the circular law and the Gaussian free field.
Int. Math. Res. Not. IMRN 2, Art. ID rnm006, 33 pp (2007)

144. Rodgers, G.J., Bray, A.J.: Density of states of a sparse random matrix. Phys.
Rev. B 37, 3557–3562 (1988)

145. Rodgers, G.J., De Dominicis, C.: Density of states of sparse random matrices.
J. Phys. A: Math. Gen. 23, 1567–1573 (1990)

146. Shamis, M.: Density of states for Gaussian unitary ensemble, Gaussian
orthogonal ensemble, and interpolating ensembles through supersymmetric
approach. J. Math. Phys. 54, 113505 (2013)

147. Shcherbina, M.: Central limit theorem for linear eigenvalue statistics of
orthogonally invariant matrix models. Журнал математичної фiзики, ана-
лiзу, геометрiї 4(1), 171–195 (2008)

148. Shcherbina, M.: Edge universality for orthogonal ensembles of random matri-
ces. J. Stat. Phys. 136(1), 35–50 (2009)

149. Shcherbina, M.: On universality for orthogonal ensembles of random matrices.
Commun. Math. Phys. 285, 957–974 (2009)

150. Shcherbina, M.: Central Limit Theorem for Linear Eigenvalue Statistics of the
Wigner and Sample Covariance Random Matrices. Журнал математичної
фiзики, аналiзу, геометрiї 7(2), 176–192 (2011)

151. Shcherbina, M.: Orthogonal and Symplectic Matrix Models: Universality and
Other Properties. Commun. Math. Phys. 307, 761 (2011). http://dx.doi.

org/10.1007/s00220-011-1351-5

152. Shcherbina, M., Shcherbina, T.: Transfer matrix approach to 1d random band
matrices: density of states. J. Stat. Phys. 164(6), 1233–1260 (2016)

153. Shcherbina,M., Shcherbina, T.: Characteristic polynomials for 1D random band
matrices from the localization side. Comm. Math. Phys. 351(3), 1009–1044
(2017)

142

http://dx.doi.org/10.1007/s00220-011-1351-5
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-011-1351-5


154. Shcherbina, M., Shcherbina, T.: Transfer operator approach to 1d random band
matrices. In: Proceedings of the International Congress of Mathematicians—
Rio de Janeiro 2018, vol. 3, pp. 2687–2707. World Sci. Publ., Hackensack, NJ
(2018)

155. Shcherbina, M., Shcherbina, T.: Universality for 1d random band matrices:
sigma-model approximation. J. Stat. Phys. 172(2), 627–664 (2018)

156. Shcherbina, M., Shcherbina, T.: Universality for 1 d random band matrices
(2019). Preprint arXiv:1910.02999 [math-ph]

157. Shcherbina, M., Tirozzi, B.: Central limit theorem for fluctuations of linear
eigenvalue statistics of large random graphs. J. Math. Phys. 51(2), 023523,
20 pp. (2010)

158. Shcherbina, M., Tirozzi, B.: Central limit theorem for fluctuations of linear
eigenvalue statistics of large random graphs: diluted regime. J. Math. Phys.
53(4), 043501, 18 pp. (2012)

159. Shcherbina, T.: On the correlation function of the characteristic polynomials of
the Hermitian Wigner ensemble. Comm. Math. Phys. 308, 1–21 (2011)

160. Shcherbina, T.: On the correlation functions of the characteristic polynomials
of the Hermitian sample covariance matrices. Probab. Theory Relat. Fields
156, 449–482 (2013)

161. Shcherbina, T.: On the second mixed moment of the characteristic polynomials
of 1D band matrices. Commun. Math. Phys. 328(1), 45–82 (2014)

162. Shcherbina, T.: Universality of the second mixed moment of the characteristic
polynomials of the 1d band matrices: real symmetric case. J. Math. Phys. 56,
063303, 23 pp. (2015). DOI 10.1063/1.4922621

163. Sodin, S.: On the critical points of random matrix characteristic polynomials
and of the riemann ζ -function. Q. J. Math. 69(1), 183–210 (2017)

164. Soshnikov, A.: Universality at the edge of the spectrum in Wigner random
matrices. Commun. Math. Phys. 207(3), 697–733 (1999)

143

https://arxiv.org/abs/1910.02999


165. Soshnikov, A.: The central limit theorem for local linear statistics in classical
compact groups and related combinatorial identities. Ann. Probab. 28(3), 1353–
1370 (2000)

166. Soshnikov, A.: A note on universality of the distribution of the largest ei-
genvalues in certain sample covariance matrices. J. Stat. Phys. 108, 1033–1056
(2002)

167. Stojanovic, A.: Universality in orthogonal and symplectic invariant matrix
models with quatric potentials. Math. Phys. Anal. Geom. 3(4), 339–373 (2002)

168. Strahov, E., Fyodorov, Y.V.: Universal results for correlations of characteristic
polynomials: Riemann-Hilbert approach. Comm. Math. Phys. 241(2-3), 343–
382 (2003)

169. Tao, T., Vu, V.: Random matrices: universality of ESDs and the circular law.
Ann. Probab. 38(5), 2023–2065 (2010). With an appendix by Manjunath Kri-
shnapur

170. Tao, T., Vu, V.: Random matrices: universality of local eigenvalue statistics up
to the edge. Commun. Math. Phys. 298(2), 549–572 (2010)

171. Tao, T., Vu, V.: Random matrices: universality of local eigenvalue statistics.
Acta Math. 206, 127–204 (2011)

172. Tao, T., Vu, V.: Random matrices: universality of local spectral statistics of
non-Hermitian matrices. Ann. Probab. 43(2), 782–874 (2015)

173. Tieplova, D.: Distribution of Eigenvalues of Sample Covariance Matrices with
Tensor Product Samples. Журнал математичної фiзики, аналiзу, геометрiї
13(1), 82–98 (2017)

174. Tracy, C., Widom, H.: Level spacing distributions and the Airy kernel.
Commun. Math. Phys. 159(1), 151–174 (1994)

175. Vanlessen, M.: Universal Behavior for Averages of Characteristic Polynomials
at the Origin of the Spectrum. Commun. Math. Phys. 253, 535–560 (2005)

144



176. Verbaarschot, J.J.M., Weidenmüller, H.A., Zirnbauer, M.R.: Grassmann
integration in stochastic quantum physics: The case of compound-nucleus
scattering. Phys. Rep. 129(6), 367–438 (1985)

177. Verbaarschot, J.J.M., Zirnbauer, M.R.: Critique of the replica trick. J. Phys. A:
Math. Gen. 18(7), 1093 (1985)

178. Vinberg, E.B.: A Course in Algebra. American Mathematical Society, Provi-
dence, RI (2003)

179. Webb, C., Wong, M.D.: On the moments of the characteristic polynomial of a
Ginibre random matrix. Proc. Lond. Math. Soc. (3) 118(5), 1017–1056 (2019)

180. Wigner, E.: On the statistical distribution of the widths and spacings of nuclear
resonance levels. Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 47(4),
790–798 (1951)

181. Wigner, E.: Characteristic vectors of borderedmatrices of infinite dimensions II.
Annals of Mathematics 65(2), 203–207 (1955)

182. Wigner, E.: Characteristic vectors of bordered matrices with infinite dimensi-
ons. Annals of Mathematics 62, 548–564 (1955)

183. Wigner, E.: On the distribution of the roots of certain symmetric matrices.
Annals of Mathematics 67, 325–327 (1958)

184. Wigner, E.: Random matrices in physics. SIAM Reviews 9, 1–23 (1967)

185. Zirnbauer, M.R.: Supersymmetry for systems with unitary disorder: circular
ensembles. J. Phys. A: Math. Gen. 29(22), 7113–7136 (1996). DOI 10.1088/
0305-4470/29/22/013. URL https://doi.org/10.1088%2F0305-4470%

2F29%2F22%2F013

186. Zirnbauer, M.R.: The supersymmetry method of random matrix theory. In:
Encyclopedia of mathematical physics, vol. 5, pp. 151–160. Elsevier (2006).
arXiv:math-ph/0404057

187. Zuk, J.A.: Introduction to the Supersymmetry Method for the Gaussian
Random-Matrix Ensembles (1994). arXiv:cond-mat/9412060

145

https://doi.org/10.1088%2F0305-4470%2F29%2F22%2F013
https://doi.org/10.1088%2F0305-4470%2F29%2F22%2F013
https://arxiv.org/abs/math-ph/0404057
https://arxiv.org/abs/cond-mat/9412060


188. Березин, Ф.А.: Алгебра и анализ с антикоммутирующими переменными.
Издательство МГУ, Москва (1983)

189. Гирко, В.Л.: Круговой закон. Теория вероятн. и её примен. 29(4), 669–679
(1984)

190. Гирко, В.Л.: Случайные матрицы. Вища школа, Киев (1975)

191. Марченко, В.А., Пастур, Л.А.: Распределение собственных значений
в некоторых ансамблях случайных матриц. Математический сборник
72(114)(4), 507–536 (1984)

192. Пастур, Л.А.: О спектре случайных матриц. Теоретическая и математичес-
кая физика 10(1), 102–112 (1972)

146



ДОДАТОК A

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА ЗА
ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

Публiкацiї уфахових виданняхУкраїни i виданняхУкраїни,щовходять
до мiжнародних наукометричних баз:

1. Afanasiev, I.: On the Correlation Functions of the Characteristic Polynomials
of Real Random Matrices with Independent Entries. Журнал математичної
фiзики, аналiзу, геометрiї. 16(2), 91–118 (2020)

(Входить до мiжнародних наукометричних баз Scopus, Web of Science,
MathSciNet, Google Scholar; Impact Factor: 0.227; квартиль Q3)

Публiкацiї у зарубiжних виданнях, що входять до мiжнародних наукоме-
тричних баз:

2. Afanasiev, I.: On the Correlation Functions of the Characteristic Polynomials
of the Sparse Hermitian Random Matrices. J. Stat. Phys. 163(2), 324–356
(2016)

(Входить до мiжнародних наукометричних баз Scopus, Web of Science,
MathSciNet, Google Scholar, zbMATH; Impact Factor: 1.349; квартиль Q2)

3. Afanasiev, I.: On the Correlation Functions of the Characteristic Polynomials
of Non-Hermitian Random Matrices with Independent Entries. J. Stat. Phys.
176(6), 1561–1582 (2019)

(Входить до мiжнародних наукометричних баз Scopus, Web of Science,
MathSciNet, Google Scholar, zbMATH; Impact Factor: 1.243; квартиль Q2)

147



Науковi працi, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв дисертацiї:

4. Afanasiev, I.: On the second correlation function of characteristic polynomi-
als of sparse hermitian random matrices. In: II International Conference
“ANALYSIS AND MATHEMATICAL PHYSICS”: Book of abstracts, p. 29.
B.Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering of the Nati-
onal Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv (2014)

5. Afanasiev, I.: Correlation function of two characteristic polynomials of di-
luted hermitian random matrices near the edge points of the spectrum. In:
III International Conference “ANALYSIS AND MATHEMATICAL PHYS-
ICS”: Book of abstracts, p. 16. B.Verkin Institute for Low Temperature Physics
and Engineering of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv
(2015)

6. Afanasiev, I.: On the Second Mixed Moment of Characteristic Polynomials
of Sparse Hermitian Random Matrices. In: Abstracts of Lectures and Talks:
Trilateral German-Russian-Ukrainian Summer School “Spectral Theory, Di-
fferential Equations and Probability”, p. 12. Johannes Gutenberg Universität
Mainz, Mainz (2016)

7. Afanasiev, I.: On the Correlation Functions of the Characteristic Polynomials of
the Non-Hermitian Random Matrices with Independent Entries. In: Internati-
onal Conference “Geometry, Differential Equations and Analysis”: Book of
abstracts, p. 39. V.N. Karazin Kharkiv National University and B.Verkin Insti-
tute for Low Temperature Physics and Engineering of the National Academy
of Sciences of Ukraine, Kharkiv (2019)

148


	  
	 
	 
	      
	  
	    
	     

	       
	 
	  2.6
	 m = 1
	  m > 1


	  2.1
	  2.3
	  2.4
	   2

	         
	   fm
	  3.3
	  
	 


	 
	  
	 

	   3

	         
	   fm
	  4.3

	 
	  
	 

	   4

	 
	    

	 
	  
	      

