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Àííîòàöèÿ
Èçó÷åíî ïîâåäåíèå áëèçêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà äâóìåðíîì

ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ñî ñëó÷àéíîé êðèâèçíîé. Ïîêàçàíî,
÷òî äàæå åñëè êðèâèçíà â ñðåäíåì ðàâíà íóëþ, ðàññòîÿíèå
ìåæäó ãåîäåçè÷åñêèìè ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàåò ïîäîáíî
òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò íà ìíîãîîáðàçèè ñ îòðèöàòåëüíîé
êðèâèçíîé.

1 Ââåäåíèå
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãåîìåòðèè â öåëîì î ñòðîåíèè ðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèé è ïîâåðõíîñòåé â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
â êîíòåêñòå ïðîòèâîïîñòàâëåíèÿ ñâîéñòâ îáúåêòîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé. Íàïðèìåð, îäíîñâÿçíûå ìíîãîîáðàçèÿ îòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû ãîìåîìîðôíû ïðîñòðàíñòâó Ëîáà÷åâñêîãî (òåîðå-
ìà Àäàìàðà-Êàðòàíà), à îäíîñâÿçíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèòåëüíîé è íå
ñëèøêîì ñèëüíî ìåíÿþùåéñÿ êðèâèçíû ãîìåîìîðôíû ñôåðå (òåîðåìà
î ñôåðå) [1]. Äðóãîé ïðèìåð: ïîëíûå ïîâåðõíîñòè ïîëîæèòåëüíîé êðè-
âèçíû âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ íàïîìèíàþò ñôåðó (òåîðèÿ Àëåêñàíäðîâà-
Ïîãîðåëîâà, [2,3]), çàòî â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå îòñóò-
ñòâóþò íå òîëüêî ïîëíûå ðåãóëÿðíûå ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíû (òåîðåìà Ãèëüáåðòà, [4]), íî è ïîëíûå ðåãóëÿðíûå
ïîâåðõíîñòè ñ îòäåëåííîé îò íóëÿ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé (òåîðåìà
Åôèìîâà, [5,6,7]). Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ ëåæèò ïðîòè-
âîïîñòàâëåíèå ñâîéñòâ áëèçêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïîëî-
æèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Íà ïåðâûõ ãåîäåçè÷åñêèå èìåþò
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òåíäåíöèþ îáðàçîâûâàòü ñîïðÿæåííûå òî÷êè, à íà âòîðûõ � ýêñïîíåí-
öèàëüíî ðàçáåãàþòñÿ.

Ïðîòèâîïîñòàâëåíèå ñâîéñòâ îáúåêòîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöà-
òåëüíîé êðèâèçíîé äîïóñêàåò øèðîêèå îáîáùåíèÿ, íàïðèìåð, îíî ïåðå-
íîñèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà [8].

Â òî æå âðåìÿ ãåîìåòðèÿ â öåëîì ïðàêòè÷åñêè íå ñîäåðæèò îáùèõ
ðåçóëüòàòîâ î ñòðîåíèè îáúåêòîâ ñî çíàêîïåðåìåííîé êðèâèçíîé. Êîíå÷-
íî, èçó÷åíèå âíóòðåííåé ãåîìåòðèè êîíêðåòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ çíàêîïå-
ðåìåííîé êðèâèçíû èëè êîíêðåòíîé ïîâåðõíîñòè çíàêîïåðåìåííîé êðè-
âèçíû íå âûçûâàåò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé, îäíàêî íåÿñíî, êàê
âûäåëèòü îáùèå ñâîéñòâà ïîäîáíûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå è ìîãëè áû ñîñòà-
âèòü ïðåäìåò ñîäåðæàòåëüíîé òåîðèè. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåðîÿòíûì, ÷òî
ýòè ñâîéñòâà äîëæíû êàê-òî îáúåäèíÿòü ñâîéñòâà ìíîãîîáðàçèé ñ ïî-
ëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé, íî ìû çàòðóäíÿåìñÿ óêàçàòü
êàêèå-ëèáî êîíêðåòíûå ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûå øàãè áûëè ñäåëàíû â äðóãîé îáëàñòè íà-
óêè. Â 1964 ã. ß.Á.Çåëüäîâè÷ ðàññìîòðåë [9] (ñì. òàêæå [10]) ðàñïðîñòðà-
íåíèå ëó÷åé ñâåòà âî Âñåëåííîé, êîòîðàÿ â ñðåäíåì îäíîðîäíà è èçîòðîï-
íà, íî èìååò ëîêàëüíûå íåîäíîðîäíîñòè. Åñëè îòâëå÷üñÿ îò ñïåöèàëüíûõ
àñòðîíîìè÷åñêèõ àñïåêòîâ ýòîé ðàáîòû, òî îñíîâíîé âûâîä ñîñòîèò â òîì,
÷òî Âñåëåííàÿ ñ ëîêàëüíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè êàæåòñÿ èìåþùåé ìåíü-
øóþ êðèâèçíó, ÷åì ñðåäíåå çíà÷åíèå êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè ïëîòíîñòü Âñåëåííîé â ñðåäíåì ðàâíà êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè,
ïðè êîòîðîé ñîïóòñòâóþùåå ïðîñòðàíñòâî â ñðåäíåì èìååò íóëåâóþ êðè-
âèçíó, òî ôëóêòóàöèè êðèâèçíû ñîçäàþò âïå÷àòëåíèå îòðèöàòåëüíîñòè
êðèâèçíû.

Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî èäåÿ Çåëüäîâè÷à îêàçûâàåòñÿ ïëîäîòâîðíîé
íå òîëüêî (è äàæå íå ñòîëüêî) â àñòðîíîìèè, íî è óêàçûâàåò ïóòü, íà
êîòîðîì äëÿ ìíîãîîáðàçèé ïåðåìåííîé êðèâèçíû ìîæíî ïîëó÷àòü ðå-
çóëüòàòû îáùåãî õàðàêòåðà. Öåëü íàøåé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ êîíñòðóêöèþ è ââåñòè ýòó èäåþ â êðóã èäåé ãåîìåòðèè â öå-
ëîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðåäëàãàåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãîîáðàçèÿ ñî
ñëó÷àéíîé êðèâèçíîé, êîòîðàÿ â ñðåäíåì ðàâíà íóëþ, è èçó÷èòü ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, âîçíèêàþùèå èç-çà ôëóêòóàöèé êðèâèçíû. Ìû ïîêà-
æåì, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå óäàåòñÿ ïðîñëåäèòü êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå
áëèçêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ. Áîëåå òîãî, àíàëèòè÷åñêèé àïïàðàò òàêîãî èññëå-
äîâàíèÿ õîðîøî ðàçðàáîòàí â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðè èçó÷åíèè óðàâíå-
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íèé ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè è, áîëåå êîíêðåòíî, ïðè èçó÷åíèè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîèçâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö.

Â çàäà÷è ýòîé ðàáîòû íå âõîäèò ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé èëè ãåîìåòðèè â öåëîì, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðî-
ñòåéøèìè ôîðìóëèðîâêàìè ðåçóëüòàòà. Â ÷àñòíîñòè, ìû îãðàíè÷èìñÿ
ðàññìîòðåíèåì äâóìåðíûõ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ, õîòÿ ìíîãîìåðíûå
îáîáùåíèÿ íå ñîñòàâëÿþò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé.

2 Óðàâíåíèå ßêîáè è ñëó÷àéíàÿ êðèâèçíà
Ðàññìîòðèì íà äâóìåðíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè R ñåìåéñòâî ãåîäå-
çè÷åñêèõ γ(φ), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó A ïîä óãëîì φ
ê ôèêñèðîâàííîé ãåîäåçè÷åñêîé Γ. Ìû áóäåì èçó÷àòü ñòðîåíèå ðèìàíî-
âà ïðîñòðàíñòâà â îêðåñòíîñòè ãåîäåçè÷åñêîé Γ. Îòëîæèì îòðåçêè äëè-
íû x âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé Γ è âäîëü áëèçêîé ê íåé ãåîäåçè÷åñêîé γ(dφ)
è ïóñòü ydφ - ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Òîãäà y(x) íàçûâàåò-
ñÿ ïîëåì ßêîáè, èëè ãåîäåçè÷åñêèì îòêëîíåíèåì, íà ãåîäåçè÷åñêîé Γ è
ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ßêîáè

y′′ + K(x)y = 0, (1)
ãäå K - êðèâèçíà ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1) èìåþò âèä y(0) = 0 è y′(0) = 1.

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü êðèâèçíó K(x) ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. Òîãäà, êî-
íå÷íî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßêîáè òîæå ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåñ-
ñîì; ìû áóäåì èçó÷àòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòîãî ïðîöåññà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé ïðîöåññ K(x) óñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â
òî÷êàõ x1 = δ, x2 = 2δ, ...., xn = nδ, ... ïðîèñõîäèò âíåçàïíàÿ ïîòåðÿ ïà-
ìÿòè òàê, ÷òî íà ñåãìåíòàõ [nδ, (n+1)δ) âåëè÷èíû K ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ðàâíîðàñïðåäåëåííûå è íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå ïðîöåñ-
ñû. Òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ îáíîâëåíèåì, à δ íàçûâàåòñÿ
äëèíîé îáíîâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â ïðîöåññå ñ îáíîâëåíèåì
ñóùåñòâóþò äèñêðåòíûå äåòåðìèíèðîâàííûå òî÷êè ïîòåðè ïàìÿòè, òà-
êîé ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì è íå èìååò ïàðíîé
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé ëèøü îò ðàçíîñòè ïîëîæåíèé òî-
÷åê. Ýòîò íåäîñòàòîê ìîæíî óñòðàíèòü, ñ÷èòàÿ, ÷òî êîîðäèíàòû ïîòåðü
ïàìÿòè xn ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûé ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñîáûòèé
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ñî ñðåäíèì âðåìåíåì δ = λ−1, ãäå λ - ïàðàìåòð ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà.
Òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ñ âîññòàíîâëåíèåì. Äëÿ íàøèõ öå-
ëåé íåñóùåñòâåííî, êàê èìåííî óñòðîåí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ K(x) ìåæäó
òî÷êàìè îáíîâëåíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó òî÷êàìè
îáíîâëåíèÿ K(x) = const, òàê ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ðàâíîðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè äàëüíåéøèõ âûâîäîâ äîñòàòî÷íî
ñóùåñòâîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòè ó ýòèõ âåëè÷èí, â ÷àñòíîñòè âå-
ëè÷èíû ìîæíî ñ÷èòàòü ãàóññîâñêèìè.

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé
ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà K óðàâíåíèå (1) ñ íàøèìè íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå íà èíòåðâàëàõ ìåæäó òî÷êàìè
îáíîâëåíèÿ èìååò íåïðåðûâíûå âòîðûå ïðîèçâîäíûå. Óñëîæíÿÿ âåðîÿò-
íîñòíóþ ìîäåëü, ìîæíî áûëî áû äîáèòüñÿ ãëàäêîñòè âòîðûõ ïðîèçâîä-
íûõ è â òî÷êàõ îáíîâëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî çíàÿ ïîëå ßêîáè y(x), ìîæíî
âîññòàíîâèòü è ìåòðèêó (ïåðâóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó) ðèìàíîâà ïðî-
ñòðàíñòâà íà ãåîäåçè÷åñêîé Γ. Ýòà ìåòðèêà èìååò âèä

d s2 = d x2 + y2(x)dφ2. (2)

3 Ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà è òåîðåìà Ôåðñòå-
íáåðãà

Ïîñòðîèì òåïåðü êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîëÿ ßêîáè íà ãåîäå-
çè÷åñêîé Γ, êîòîðàÿ èíòåðåñíà ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ è ìîæåò
áûòü èññëåäîâàíà ìåòîäàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ
äâóõêîìïîíåíòíîãî âåêòîðà-ñòðîêè z ñ êîìïîíåíòàìè z1 = y, z2 = y′.
Òîãäà

dz

dx
= zÂ(u), (3)

ãäå Â(u) =
(

0 −K(x)
1 0

)
.

ßâíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè z0 ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðàëà [11]
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z(x) = z(0)
x∏

0

(I + Â(u)du), (4)

ãäå I - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà 2×2. Ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî èíòåãðà-
ëà áëèçêè ê ñâîéñòâàì îáû÷íîãî (àääèòèâíîãî) èíòåãðàëà. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ê ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó K ìóëüòèïëèêà-
òèâíûé èíòåãðàë, ñòîÿùèé â (4), ñóùåñòâóåò.

Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ çíà÷åíèÿìè âåêòîðà z â ìîìåíòû îáíîâëåíèÿ.
Òîãäà â n-ûé ìîìåíò îáíîâëåíèÿ

zn = z0

n∏

i=1

Bi, (5)

ãäå z0 = (0, 1), à ìàòðèöû Bi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìóëüòèïëèêàòèâíûå
èíòåãðàëû âèäà (4), âû÷èñëåííûå ìåæäó òî÷êàìè îáíîâëåíèÿ. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ìàòðèöû Bi ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè è ðàâíîðàñïðåäåëåííûìè
ìàòðèöàìè.

Îòìåòèì, ÷òî Sp A(u) ≡ 0, ïîýòîìó ìàòðèöû Bi óíèìîäóëÿðíû. Íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü, ÷òî, âûáðàâ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âåëè÷èíû K ìåæäó òî÷-
êàìè îáíîâëåíèÿ è ïåðåìíîæèâ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ìàòðèö Bi, â ïðîèçâå-
äåíèè ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ óíèìîäóëÿðíóþ ìàòðèöó 2× 2. Ýòî ñâîé-
ñòâî âìåñòå ñ íåçàâèñèìîñòüþ ìàòðèö Bi îáåñïå÷èâàåò íèæå äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ôåðñòåíáåðãà [12].

Ïóñòü òåïåðü rn � äëèíà âåêòîðà zn. Åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

λ = lim
n→∞

ln rn

nδ
, (6)

òî ìû áóäåì íàçûâàòü åãî ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ãåîäåçè÷åñêîé Γ.
Ïîëîæèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà âëå÷åò ýêñïîíåíöèàëüíûé

ðîñò ìîäóëÿ âåêòîðà z. Ñóùåñòâîâàíèå âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ êðèâèçíû ìåæäó òî÷êàìè îáíîâëåíèÿ ïðèâîäèò ê
ñóùåñòâîâàíèþ âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå
íàïðàâëåíèé âåêòîðà z. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöè-
àëüíîìó ðîñòó íå òîëüêî ìîäóëÿ âåêòîðà, íî è åãî ïåðâîé êîìïîíåíòû.
Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ãåîäåçè÷åñêèå, áëèçêèå ê ãåî-
äåçè÷åñêîé Γ, ýêñïîíåíöèàëüíî óäàëÿþòñÿ îò íåå (ïî êðàéíåé ìåðå ýòî
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óäàëåíèå ôèêñèðóåòñÿ äëÿ òî÷åê îáíîâëåíèÿ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêà-
çàòåëü Ëÿïóíîâà äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ ïîêàçàòåëåì
Ëÿïóíîâà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö. Ïðè
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìà Ôåðñòåíáåðãà óòâåðæäàåò, ÷òî ïî-
êàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò è ïîëîæèòåëåí. Èòàê, ìû ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî êðèâèçíû
ïðîñòðàíñòâà âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé Γ, ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ýòîé ãåîäå-
çè÷åñêîé λ ñóùåñòâóåò è ïîëîæèòåëåí.

Íàïîìíèì åùå ðàç, ÷òî ìû íàìåðåííî ïîñòðîèëè ãåîìåòðè÷åñêóþ
êîíñòðóêöèþ òàê, ÷òîáû ñâåñòè äåëî ê èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé èçáåãàÿ àíàëèòè÷åñêèõ îñëîæíåíèé. Íå âèäíî ïðèíöèïè-
àëüíûõ ïðåïÿòñòâèé äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâåííî óñëîæíèòü âåðîÿò-
íîñòíîå îïèñàíèå ñëó÷àéíîé êðèâèçíû íà ãåîäåçè÷åñêîé Γ ñ òåì, ÷òîáû
âûâîä òåîðåìû ñîõðàíÿëñÿ.

4 Îáñóæäåíèå
Èòàê, íà ìíîãîîáðàçèè ñî ñëó÷àéíîé êðèâèçíîé íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíûé ðîñò ïîëÿ ßêîáè, âû÷èñëåííîãî â òî÷êàõ îáíîâëåíèé. Â ýòîì
îòíîøåíèè ãåîäåçè÷åñêèå íà ìíîãîîáðàçèè ñî ñëó÷àéíîé êðèâèçíîé âå-
äóò ñåáÿ ïîäîáíî ãåîäåçè÷åñêèì íà ïðîñòðàíñòâå îòðèöàòåëüíîé êðèâèç-
íû.

Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ôåðñòåíáåðãà ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ îò ñòåïåíåé (íå îáÿçàòåëüíî öåëûõ è ïîëîæèòåëü-
íûõ) âåëè÷èí rn. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ôóíêöèÿ

γ(α) = lim
n→∞

ln < rα
n >

nδ
, (7)

äàþùàÿ ñêîðîñòè ðîñòà ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ (< ... > îçíà÷àåò ñòà-
òèñòè÷åñêîå ñðåäíåå ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû). Âûÿñíÿåòñÿ (ñì., íàïð.,
[13, 14]), ÷òî ôóíêöèÿ γ(α) âûïóêëà âíèç, γ(0) = 0 è dγ

dα
|α=0 = λ. Âçÿòûå

âìåñòå, ýòè ôàêòû îçíà÷àþò, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû ïîëåé ßêîáè
öåëî÷èñëåííîãî ïîðÿäêà ðàñòóò, êàê è îæèäàåòñÿ, ýêñïîíåíöèàëüíî, íî
ýòîò ðîñò áîëåå áûñòðûé, ÷åì ó òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñàìîãî ïîëÿ ßêî-
áè. Òàêîå íà ïåðâûé âçãëÿä ïàðàäîêñàëüíîå ïîâåäåíèå ñâÿçàíî ñ òåì,

6



÷òî äîìèíèðóþùèé âêëàä â ðîñò ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ïîëåé ßêîáè
îïðåäåëÿåòñÿ íå òèïè÷íûìè, à âñå áîëåå è áîëåå ðåäêèìè ðåàëèçàöèÿ-
ìè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà K(x). Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà
y(x) ïðèíÿòî íàçûâàòü ïåðåìåæàåìûì. ßâëåíèå ïåðåìåæàåìîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì íåóñòîé÷èâîñòåé â ñëó÷àéíûõ ñðåäàõ [15].

Ïåðåìåæàåìîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ðàññìîòðåòü
ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Åñëè ñ÷èòàòü,
÷òî äèñïåðñèÿ ïðîöåññà K(x) ìàëà è ðàññìàòðèâàòü åå êàê ìàëûé ïàðà-
ìåòð â óðàâíåíèè (1), òî ñòàíäàðòíûå ñîîáðàæåíèÿ ýòîé òåîðèè ïîäñêà-
çûâàþò, ÷òî ïîäîáíîå âîçìóùåíèå äîëæíî áûòü ðåãóëÿðíûì. Îäíàêî íà
ñàìîì äåëå ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðèðîäà âîçìóùåíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
îíî îêàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, ÷òî è ôèêñèðóåòñÿ ñâîéñòâîì ïåðåìåæà-
åìîñòè. Ïðè÷èíà òàêîãî àíîìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ â òîì, ÷òî ãàóññîâñêàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äàæå ñ ìàëîé äèñïåðñèåé ìîæåò, ïóñòü è ñ ìàëîé
âåðîÿòíîñòüþ, ïðèíÿòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîå çíà÷åíèå, ÷òî è äåëàåò ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå âîçìóùåíèå ñèíãóëÿðíûì.

Îòìåòèì, ÷òî ìû ôîðìàëüíî íå òðåáîâàëè ðàâåíñòâà íóëþ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ êðèâèçíû K(x). Îäíàêî íàøè âûâîäû íåÿâíî ñâÿçàíû ñ ýòèì
ïðåäïîëîæåíèåì. Â ñàìîì äåëå, åñëè êðèâèçíà K(x) â ñðåäíåì îòðèöà-
òåëüíà, òî ïîëîæèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà âûãëÿäèò åñòåñòâåííî
(õîòÿ, êîíå÷íî, è íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà êðè-
âèçíà K(x) â ñðåäíåì ïîëîæèòåëüíà, òåîðåìà Ôåðñòåíáåðãà òîæå ãàðàí-
òèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è ïîëîæèòåëüíîñòü ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, îäíàêî
ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîäîáíîãî ðåçóëüòàòà òðåáóåò äîïîëíè-
òåëüíûõ ïîñòðîåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ ïîëîæè-
òåëüíîé è îòäåëåííîé îò íóëÿ êðèâèçíîé êîìïàêòíû, òàê ÷òî ãåîäåçè-
÷åñêèå íà íèõ åñëè è íå çàìêíóòû, òî óäàëåííûå èõ ÷àñòè âî âñÿêîì
ñëó÷àå ìîãóò ïîäõîäèòü áëèçêî äðóã ê äðóãó, à ýòî ïëîõî ñîâìåñòèìî ñ
òðåáîâàíèåì îáíîâëåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî âûäåëèòü íåòðèâèàëüíûé
êëàññ ìíîãîîáðàçèé ñëó÷àéíîé ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ íà êîòîðûõ ïðèìåíèìà òåîðåìà Ôåðñòåíáåðãà, îäíàêî
îïèñàíèå ýòîé êîíñòðóêöèè âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñëó÷àéíîé êðèâèçíîé, êî-
òîðàÿ â ñðåäíåì ðàâíà íóëþ, îáíàðóæèâàþò ñõîäñòâî ñ ìíîãîîáðàçèÿ-
ìè îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû â òîì ñìûñëå, ÷òî (ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ) ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äëÿ èõ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîëîæèòåëüíû.
Ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñëó÷àéíîé êðèâèçíîé îáíàðóæèâàþò ñõîäñòâî è ñ ìíî-
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ãîîáðàçèÿìè ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî
ïîëå ßêîáè y(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà îáðàùàåòñÿ â íîëü â áåñêî-
íå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê x̂k (êîíå÷íî, òî÷êè x̂k êàê ïðàâèëî íå
ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè îáíîâëåíèÿ, ïîýòîìó îáðàùåíèå â íîëü ïîëÿ ßêî-
áè â òî÷êàõ x̂k íå ïðîòèâîðå÷èò ïîëîæèòåëüíîñòè ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíî-
âà). Íàëè÷èå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñ ìàëîé, íî
îòëè÷íîé îò íóëÿ âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ñòîëü áîëüøîé íàáîð
ó÷àñòêîâ ïóñòü íåáîëüøîé, íî ïîëîæèòåëüíîé êðèâèçíû, òàê ÷òî â öåëîì
ýòîò íàáîð ïðèâåäåò ê îáðàçîâàíèþ ñîïðÿæåííîé òî÷êè, à â ñèëó óñëî-
âèÿ íåçàâèñèìîñòè ýòî ñîáûòèå îáÿçàòåëüíî ðåàëèçóåòñÿ íà áåñêîíå÷íîé
ãåîäåçè÷åñêîé. Íåêîòîðûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x̂k óäàåòñÿ èçó÷èòü, îäíàêî ýòî âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

Ñóììèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èçìåíåíèå âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé ïîëÿ
ßêîáè y(x) íàïîìèíàåò ïîâåäåíèå ôóíêöèè sin x exp x. Êîíå÷íî, îñöèë-
ëÿöèè ïîëÿ ßêîáè íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, à ðîñò åãî � ñòðîãî
ðàâíîìåðíûì.
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