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Íà ñôåðàõ Sn, ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ RP n; PCn

ãåîäåçè÷åñêèå çàìêíóòû. Ïðè ýòîì ïîä çàìêíóòîé ãåî-
äåçè÷åñêîé ïîíèìàåòñÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåòñÿ â
òî÷êó âûõîäà ñ òîé æå ñàìîé êàñàòåëüíîé.
Â 1894 ã. Ã.Äàðáó ïîñòàâèë çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âñåõ

2-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè.
Ã.Äàðáó ïåðâûé âûâåë óñëîâèå çàìûêàíèÿ ãåîäåçè÷åñ-
êèõ íà ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Êàê èçâåñòíî ìåòðèêó
ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ds2 = (du1)2 + f 2(u1)(du2)2:

Èçìåíåíèåì ïàðàìåòðèçàöèè ìåòðèêó ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü òàê

ds2 = F 2(cos r)dr2 + cos2 rd�2:

Óñëîâèå Äàðáó: Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà i äîëæíî âû-
ïîëíÿòüñÿ Z ��i

i

sin if(cos r)dr

sin r(sin2 r � sin2 i)
=

p
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�;

ãäå p è q - öåëûå ÷èñëà. Äàðáó íå ïîñòðîèë ãëàäêîé
ìåòðèêè. Âïåðâûå òàêàÿ ìåòðèêà áûëà ïîñòîðåíà â 1904
ã. Öîëëåì (Zoll).
Â êíèãå Áåññå ïðèâåäåí ïðèìåð Âàéíøòåéíà n-ìåðíîé

ìåòðèêè, îòíîñÿùèéñÿ ê 1976 ã.

ds2 = [1 + h(u1)]2(du1)2 + sin2 u1ds2n�1;
1



ãäå ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ h(1) = h(�1).
Ïîñëå Öîëëÿ áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìåòðèêà

ds2 = [
p

q
+ h(cos r)]2dr2 + sin2 rd�2;

ãäå ôóíêöèÿ h îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [-1,1], îáëàäàåò
çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè.
Ìîé ïðèìåð ìåòðèêè íà Sn

ds2 = [1+h1(cosu
1)]2(du1)2+[1+h2(cosu

2)]2 sin2 u1(du2)2+:::

+[1 + hn(cosu
n)]2 sin2 u1::: sin2 un�1(dun)2:

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ìåòðèê íà ïðîñòðàíñòâàõ
ãîìåîìîðôíûõ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâàì îñòàåòñÿ îò-
êðûòûì.
Íîâûé øàã â ýòîì ñòàðîì âîïðîñå áûë ñäåëàí Êîëî-

êîëüöåâûì (ó÷åíèêîì Ñòåïèíà) â 1982 ã., êîòîðûé ñâÿ-
çàë âîïðîñ î ìåòðèêàõ ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ñ
òåîðèåé ãèìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.
Åùå â 1893 ã. Øòåêåëü (Stackel) ðàññìàòðèâàë ãàìèëü-

òîíîâû ñèñòåìû ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ïóñòü
çàäàíà ìåòðèêà

ds2 = gijdu
iduj:

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí âèäà

H = gijpipj:

Óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ F , áû-
ëà ïåâûì èíòåãðàëîì ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû, ñòñòîèò â òîì, ÷òî ñêîáêà Ïóàññîíà ðàâíà íó-
ëþ:

fH;Fg = 0:



Ðàññìîòðèì ïåðâûé èíòåãðàë F êâàäðàòè÷íûé ïî èì-
ïóëüñàì pi:

F = aijpipj:

Êîëîêîëüöåâ ïðèìåíèë òåîðèþ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì
ê ìåòðèêàì â ôîðìå Ëèóâèëëÿ

ds2 = (f(u1) + h(u2))[(du1)2 + (du2)2]

è ïîëó÷èë íåêîòîðîå èíòåãðàëüíîå óñëîâèå íà ôóíêöèè
f è h äëÿ òîãî, ÷òîáû ãåîäåçè÷åñêèå òàêîé ìåòðèêè áû-
ëè çàìêíóòû.
Òåïåðü ÿ ðàññìîòðþ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëü-

òîíèàíîì F1 = H è ïåðâûìè èíòåãðàëàìè F2; F3; :::; Fn.
Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

fFi; Fjg = 0; i; j = 1; :::; n:

Èçâåñòíà òåîðèÿ Ëèóâèëëÿ-Àðíîëüäà î òàêèõ ñèñòåìàõ.
Åñëè ðàññìîòðåòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ Fi = const, òî îíè
ÿâëÿþòñÿ n-ìåðíûìè òîðàìè T n. Ìîæíî ââåñòè ïåðå-
ìåííûå äåéñòâèå-óãîë I1; I2; :::; �1; :::�n, òàê ÷òî ãàìèëü-
òîíèàí çàïèøåòñÿ â âèäå H = H(I1; :::; In), à óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ çàïèøóòñÿ â âèäå

@Ii

@t
= 0;

@�i

@t
=

@H

@Ii
= !i;

ãäå !i - ïîñòîÿííûå ÷èñëà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ÷àñòîòà-
ìè ñèñòåìû. ×àñòîòû íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè
ðàâåíñòâî

�1!1 + ::: + �n!n = 0

íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë �1; :::; �n.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ÷àñòîòû çàâèñèìû
è â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå èìååòñÿ ðåçîíàíñ.



Ýòè ÷àñòîòû òðóäíî âû÷èñëèòü , íî â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ âîçìîæíî. Íàïðèìåð, åñëè ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä

H =
1

2(f(x) + h(y))
(

p2i
a1(x)

+
p22

a2(y)
+ c1(x) + c2(y))

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ Ëè-
óâèëëåâîé.
Íî óñëîâèå çàâèñèìîñòè ÷àñòîò âûðàæàåò óñëîâèå çà-

ìêíóòîñòè òðàåêòîðèé. Ïîýòîìó èìååì îñíîâíîé âûâîä
ìåòðèêè ñ çàìêíóòûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ñîîòâåòñòâóþò
ðåçîíàíñíûì ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì.

1.Êîçëîâ . Ñèììåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è ðåçîíàíñ
â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ.
2.Ñàãäååâ. Ìåòîäû íåëèíåéíîé ôèçèêè.


