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Íàèìåíüøàÿ ðàçìåðíîñòü åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, â êî-
òîðîå âîçìîæíî ëîêàëüíîå èçîìåòðè÷åñêîå ïîãðóæåíèå n-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèç-
íû â âèäå ðåãóëÿðíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ðàâíà (2n-1).
(Òåîðåìà Êàðòàíà-Ëèáåðà). Ìû ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíîå
ñåìåéñòâî òàêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â íåêîòîðîé îáëàñòè åâ-
êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E2n�1. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ýòî ñåìåéñòâî âêëþ÷àåòñÿ â îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò â E2n�1 â âèäå êîîðäèíàòíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé
(òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà äàíà íèæå).
Çàìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ÷àñòî

ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå óäîáíûìè ïðè ðàññìîòðåíèè ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ âîïðîñîâ â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èõ òåî-
ðèè ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ìîæíî óêàçàòü, íà-
ïðèìåð, êëàññè÷åñêóþ ìîíîãðàôèþ Ã.Äàðáó [1]. Â ïîñëåä-
íåå âðåìÿ îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò ñòðîèëèñü â
ðàáîòàõ Â.Å. Çàõàðîâà [3] è È.Ì.Êðè÷åâåðà [4] ìåòîäàìè
îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ.
Óêàæåì ïðîñòîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îäíîãî êëàññà òðè-

îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò â E3. Â ïëîñêîñòè ñ êî-
îðäèíàòàìè x; y ðàññìîòðèì ðåãóëÿðíîå ñåìåéñòâî êðè-
âûõ , íàïðèìåð, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì F (x; y) = const.
Ðàññìîòðèì îðòîãîíàëüíûå òðàåêòîðèè ýòîãî ñåìåéñòâà.
Âðàùàÿ âîêðóã îñè x îáà ñåìåéñòâà êðèâûõ, ïîëó÷èì äâà
ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ , îðòîãîíàëüíûõ äðóã
äðóãó. Âìåñòå ñ ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç îñü x,
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ïîëó÷èì òðèîðòîãîíàëüíîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé. Ïðî-
èçâîë â çàäàíèè òàêîãî ñåìåéñòâà - îäíà ôóíêöèÿ äâóõ
ïåðåìåííûõ - ôóíêöèÿ F (x; y). Åñëè ýòà ôóíêöèÿ çàäàíà,
òî íàõîæäåíèå òðèîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû çàâèñèò îò èí-
òåãðèðîâàíèÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî îðòîãîíàëüíûå òðàåêòîðèè ñåìåéñò-
âà F (x; y) = const.
Èçâåñòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå òðèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòå-

ìà êîîðäèíàò â E3 îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïðîèçâîëîì 3 ôóíêöèè
2-õ àðãóìåíòîâ. Íàõîæäåíèå òàêîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà íà îäíó ôóíêöèþ îò êîîðäèíàò x; y; z â ïðîñòðàíñò-
âå. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè îáðàçóþò îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé - ñåìåéñòâî Ëÿìå,
êîòîðîå ìîæíî âêëþ÷èòü â òðèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó.
Îñîáåííî ïðîñòîé âèä ýòî óðàâíåíèå èìååò â òîì ñëó÷àå,

êîãäà ïîâåðõíîñòü èç ñåìåéñòâà çàäàíà â ÿâíîì âèäå, ò.å.

z = z(x; y; u);

ãäå u- ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ïîâåðõíîñòü èç ñåìåéñò-
âà. Ïóñòü p; q; r; s; t - êëàññè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ ïðîèçâîä-
íûõ ôóíêöèè z ïî àðãóìåíòàì x è y,

T =
@z
@up

1 + p2 + q2
:

Òîãäà óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ òàê, [5]
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Ë.Áèàíêè ðàññìîòðåë 3-îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû êîîðäè-
íàò â 3-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3 òàêèå, ÷òî
îäíî ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé ñîñòîèò èç
ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíû K0,[2]. Â
òîì ñëó÷àå, êîãäà K0 < 0, îí äîêàçàë, ÷òî ìåòðèêà E3

ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ds2 = cos2 !du21 + sin2 !du22 + (
1p�K0

@!

@u3
)2du23: (1)

ãäå 2! - óãîë ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà ïî-
âåðõíîñòè u3 = const.
Ìû ðàññìîòðèì â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E2n�1 ñå-

ìåéñòâî n-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé F n ïîñòîÿííîé îòðè-
öàòåëüíîé êðèâèçíû K0, êîòîðîå ìîæíî âêëþ÷èòü â (2n-
1)- îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Êðèâèçíà K0 ìî-
æåò èçìåíÿòüñÿ ïðè èçìåíåíèè F n. Ïóñòü ìåòðèêà E2n�1

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
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ïðè÷åì, ïîäìíîãîîáðàçèÿ F n : un+1 = const; :::; u2n�1 =
const èìåþò ïîñòîÿííóþ îòðèöàòåëüíóþ êðèâèçíó K0 è,
êðîìå òîãî, ñóììà ïåðâûõ n ìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ
ðàâíà 1

nX

i=1

H2
i = 1: (3)

Òàêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé Áè-
àíêè (â ñëó÷àå n=2 óñëîâèå (3) âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñ-
êè.)



Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîì ïîäìíîãîîáðàçèè F n c ïîñòîÿí-
íîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû
êðèâèçíû, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (3) áóäåò âûïîëíåíî, [2].
Ðàññìîòðèì âîïðîñ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâî-

âàíèÿ ñèñòåì Áèàíêè. Ïîä ðåãóëÿðíîñòüþ ñèñòåìû êîîð-
äèíàò ïîíèìàåì óñëîâèå: ôóíêöèè Hp íå îáðàùàþòñÿ â
íóëü è ïðèíàäëåæàò êëàññó ðåãóëÿðíîñòè C2.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü â øàðå ðàäèóñà � åâêëèäîâà ïðîñò-
ðàíñòâà E2n�1 çàäàíà ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Áè-
àíêè è K0 � �1. Òîãäà

� � �
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:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ øàðà íå ìîæåò áûòü ñëèø-
êîì áîëüøèì. Ñóùåñòâóåò ïðèìåð ñèñòåìû Áèàíêè â E3

ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé K0 = �1, â êîòîðîì � = 1

2
, (ñì.

íèæå). Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2 Ñèñòåìû êîîðäèíàò Áèàíêè ëîêàëüíî ñó-
ùåñòâóþò â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E3 è E5.
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