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Теоретически исследован комбинированный резонанс межслоевой проводимости и спиновой намаг-
ниченности в проводниках с квазидвумерным электронным энергетическим спектром. Получены анали-
тические выражения для поверхностного импеданса, магнитной восприимчивости и резонансной части 
межслоевой проводимости, обусловленной спин-орбитальным взаимодействием Рашбы–Дрессельхауса 
с учетом пространственной дисперсии. 
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1. Введение 

Высокочастотные резонансы наблюдаются практи-
чески во всех проводящих системах, помещенных в 
сильное внешнее магнитное поле, если длина свобод-
ного пробега носителей заряда достаточно велика для 
проявления их динамических свойств. В пренебреже-
нии спин-орбитальным взаимодействием и простран-
ственной неоднородностью высокочастотного электро-
магнитного поля орбитальная и спиновая динамика 
электронов независимы и резонансное поглощение в не-
магнитных проводниках обусловлено либо переходами 
между уровнями Ландау, либо переворотом спина. Спин-
орбитальное взаимодействие связывает орбитальное и 
спиновое движение и делает возможным резонанс, вы-
званный переходами с одновременным изменением как 
номера уровня Ландау, так и проекции спина — ком-
бинированный резонанс [1, 2]. 

В обычных металлах спин-орбитальная связь, как 
правило, очень мала. Например, экспериментальные ис-
следования спин-Холл эффекта в монокристаллах алю-
миния [3, 4] при гелиевых температурах дают значения 
разности потенциалов, обусловленной спин-орбитальным 
взаимодействием, порядка 10 910 –10− −  В. В полупро-
водниках и двумерных электронных системах на основе 
полупроводников кинетические и термодинамические 
характеристики весьма чувствительны к особенностям 
энергетического спектра носителей заряда, и даже не-
большое изменение энергетических зон за счет спин-

орбитального взаимодействия может привести к замет-
ным эффектам [5–11]. По этим причинам комбинирован-
ный резонанс имеет место преимущественно в полупро-
водниках, полуметаллах [1, 2] и двумерных проводящих 
системах [5, 12]. Cуществует еще один тип материалов, 
в которых возможно проявление комбинированного ре-
зонанса, — слоистые проводящие структуры с квази-
двумерным (Q2D) электронным энергетическим спек-
тром. Примером сильно анизотропных проводников, в 
которых экспериментально наблюдались высокочастот-
ные резонансы разных типов [13–23], являются слоистые 
проводники органического происхождения. Основные 
структурные элементы этих веществ представляют собой 
органические молекулы или молекулярные комплексы, 
обладающие донорными или акцепторными свойствами. 
Наиболее известными примерами таких молекул явля-
ются TTF, BEDT-TTF, BEDO-TTF и др. В Q2D про-
водниках ион-радикалы этих молекул упакованы в слои, 
разделенные слоями молекул противоионов. Органиче-
ские молекулы находятся в непосредственной близости 
друг к другу, что приводит к существенному перекры-
тию волновых функций носителей заряда, в результате 
они могут свободно перемещаться от молекулы к мо-
лекуле, формируя проводящую плоскость. В направле-
нии, перпендикулярном слоям, органические молекулы 
отделены друг от друга и вероятность перехода носи-
телей заряда из одной проводящей плоскости в другую 
будет малой. Электропроводность вдоль слоев при 
гелиевых температурах в ряде соединений может 
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превышать 106 Ом–1·см–1 и уменьшаться с ростом тем-
пературы, а в поперечном направлении будет на 3–5 по-
рядков меньше. 

Органические проводники имеют сложную молеку-
лярную и кристаллическую структуру, однако их элек-
тронные зонные структуры достаточно просты. Поверх-
ность Ферми (ПФ) органических проводников резко 
анизотропна и может состоять из квазиодномерных и 
Q2D листов. Исследования угловых осцилляций магнито-
сопротивления и квантовых магнитных осцилляционных 
эффектов [24] при температурах жидкого гелия показы-
вают, что Q2D элементы ПФ известных органических 
соединений обычно представляют собой слабо гофриро-
ванный цилиндр. Анизотропию электронного энерге-
тического спектра Q2D проводника можно характери-
зовать малым параметром η, квадрат которого равен 
отношению проводимостей вдоль нормали n к слоям и 
в плоскости слоев в отсутствие магнитного поля. Зави-
симость площади сечения ( )F BS p  ПФ плоскостью 

/ constBp B= =pB  от проекции импульса Bp  электро-
на на направление магнитного поля B  проявляется в 
первом порядке по параметру анизотропии η. Резонанс-
ные явления при поглощении электромагнитного излу-
чения в Q2D проводниках должны проявляться более 
ярко, чем в обычных металлах при сопоставимых дли-
нах свободного пробега носителей заряда, поскольку в 
их формировании участвуют почти все электроны на ПФ, 
а не выделенная группа на экстремальном сечении ПФ. 

Отличие физических свойств слоистых проводников 
как от свойств обычных металлов, так и двумерных про-
водящих систем проявляется, прежде всего, в явлениях 
переноса в направлении нормали к слоям, в частности 
в появлении серии максимумов магнитосопротивления 
с изменением угла θ между векторами B  и n [24, 25]. 
В предыдущей работе [26] на основании модели спин-
орбитального взаимодействия Рашбы [1, 12]–Дрессель-
хауса [27] исследован комбинированный резонанс меж-
слоевой проводимости в квазидвумерных проводниках 
в наклонном магнитном поле в пренебрежении про-
странственной дисперсией. Было показано, что в области 
значений θ, в которой проявляются угловые осцилляции 
tg θ 1 , основной вклад в резонансы на комбинацион-
ных частотах обусловлен взаимодействием Дрессель-
хауса. В настоящем сообщении теоретически исследован 
комбинированный резонанс межслоевой проводимости 
и спиновой намагниченности с учетом пространствен-
ной дисперсии. Проведен численный анализ, дающий 
качественное представление о зависимости кинетиче-
ских коэффициентов от угла между магнитным полем 
и нормалью к слоям и их дисперсионных свойствах. 

2. Уравнение для плотности тока 

Согласно общим выражениям для плотности тока 
системы электронов в переменном электромагнитном 
поле [28], плотность тока в одночастичном приближе-
нии с учетом временной и пространственной диспер-
сии можно записать в виде
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 ______________________________________________  

Здесь ( , )tE r ( , ) exp ( )i i t= ω − ωE k kr  — электрическое 
поле, 0 ( )f νε  — равновесная функция распределения 
электронов проводимости с энергией νε  в индиви-
дуальном состоянии с квантовыми числами ν, 

= ( ) /′ ′νν ν νω ε − ε , 1 1 1( ) / 2− − −
′ ′νν ν ντ = τ + τ , ντ  и ′ντ  — фено-

менологические времена жизни квазичастиц в состоя-
ниях ν и ′ν ,  — постоянная Планка, ˆ| ( ) |ij ′〈ν ν 〉r  — 
матричные элементы оператора плотности тока 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } 0
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆrot ( )

2
e c′ ′ ′= δ − + δ − + δ −j r v p r r r r v p μ r r , 

  (2) 
представляющего собой сумму орбитальной ( )ˆ ( )lj r  и 
спиновой ( )ˆ ( )sj r  частей, ˆ ˆˆ = ( ) /∂ε ∂v p p, ˆ = /i− ∂ ∂ −p r  

0 ( ) /e c− A r  — оператор кинематического импульса, 
0 ( )A r  — векторный потенциал постоянного однород-

ного магнитного поля B , e  — заряд электрона, c  — 
скорость света, ( )ˆ ˆ/ 2Bg= − µ0μ σ  — оператор магнит-
ного момента электрона, Bµ  — магнетон Бора, g — эф-
фективный g-фактор, σ — матрицы Паули. Двухком-

понентные спиноры ν  являются собственными функ-
циями одночастичного гамильтониана ˆ ˆ( )ε p . Для рас-
сматриваемых ниже процессов ширина / ντ  уровня νε  
должна быть значительно меньше расстояния 

1ν ν∆ε = ε − ε  между смежными уровнями энергии. 
Энергия электронов в поле кристаллической решет-

ки в слоистых проводниках слабо зависит от проекции 
импульса =zp pn  на нормаль к слоям и в приближе-
нии сильной связи может быть представлена в виде 
быстро сходящегося ряда 
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p
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=

ε = ε + ε η∑p   (3) 

Функции ( , , )n x yp pε η  существенно убывают с ростом 
их номера, наибольшая из них 1( , , )x y Fp pε η ηε , где 

Fε  — энергия Ферми, 0 = /p a , a — расстояние между 
слоями. Формула (3) записана в системе координат xyz, 
в которой ось z  параллельна направлению наименьшей 
проводимости, а ось y можно направить перпендику-
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лярно магнитному полю = ( sin , 0, cos )B Bθ θB . Кроме 
того, воспользуемся другой системой координат yξ ζ, в 
которой ось ζ  параллельна B , и выберем калибровку 
векторного потенциала 0 ( ) ( ,0,0)By= −A r  (рис. 1). Ком-
поненты импульса в обеих системах координат связаны 
преобразованием вращения на угол θ между нормалью 
к слоям и магнитным полем. 

В соответствии с формулой (3) гамильтониан элек-
трона определяется выражением 

0
01

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ, ( ˆˆ ˆ ˆ( ) = ( ), , cos) so

z
x y n x y

n

npp p p p
p

V
∞

=

ε ε − − ε +η∑0p μ B .  (4) 

Запишем оператор спин-орбитального взаимодействия 
в виде суммы 

 ( )ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( )so R D R D x x y yV V V p p≡ + = γ × + γ −σ p n σ e e  (5) 

операторов взаимодействий Рашбы ˆ
RV  и Дрессельхау-

са ˆ
DV . Здесь n — направление оси высокой симметрии 

кристалла, которое будем полагать совпадающим с нор-
малью к слоям, Rγ  и Dγ  — константы взаимодействия, 

xe , ye  — единичные орты вдоль осей x, y, ( , , )yξ ζ= σ σ σσ : 
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Для рассматриваемых проводящих систем операторы 
энергии движения электрона вдоль нормали к слоям и 
спин-орбитального взаимодействия следует считать воз-
мущением. Полный набор квантовых чисел , , ,n p pξ ζν = σ  
состоит из номера уровня Ландау n, проекций импуль-
са pξ , pζ  и спина / 2 / 2sζ ζ= σ ≡ σ . Спиновая часть σ  
волновой функции нулевого приближения является соб-
ственной функцией оператора ˆ ζσ . 

Выполним каноническое преобразование операто-
ров ε̂ и ĵ: 

ˆ ˆ 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆˆe e , , ,
2!

S SF F F S F S S−     ′ = = ε + + +      , ˆ ˆF = ε, ĵ,  (7) 

приводящее гамильтониан (4) к диагональному по спину 
виду. В нулевом приближении преобразованный гамиль-
тониан совпадает с невозмущенным оператором (4) (0)ε̂ , а 

матричные элементы оператора Ŝ  в первом порядке по 
ŝoV  равны 

 (0)(0)

ˆ| |ˆ| |
N

soV
S

ν ′ν

′〈ν ν 〉′〈ν ν 〉 =
ε − ε

,  (8) 

где ˆ N
soV  — недиагональная по спину часть оператора ŝoV . 

В этой формуле предполагается, что частота спинового 
резонанса /s Bg Bω = µ   не равна циклотронной часто-
те Bω  и ее гармоникам Blω , т. е. линии комбинирован-
ного и циклотронного резонансов не должны совпадать, 
в противном случае при некоторых значениях n и n′ 
знаменатель в (8) может обратиться в нуль. 

С помощью формул (1), (7) плотность тока можно 
представить в виде ряда по степеням констант спин-
орбитального взаимодействия, в котором матричные 
элементы ˆ| ( ) |ij′ ′〈ν ν 〉r  вычисляются в базисе собствен-
ных функций невозмущенного гамильтониана. 

3. Комбинированный резонанс межслоевой 
проводимости 

Диагональные по спину матричные элементы опе-
ратора компоненты ( )ˆ l

zj  орбитальной части плотности 
тока (2) не вносят вклад в ток, обусловленный перехо-
дами на комбинационных частотах, поэтому комбини-
рованный резонанс межслоевой проводимости опреде-
ляется произведением 

 (1) 3 (1)ˆ ˆ| (0) | | e ( ) |i
z zj d j−′ ′′ ′〈ν ν 〉〈ν ν〉∫ krr r   

в формуле (1), где (1) ( ) ˆˆ ˆ( ) ( ),l
z zj j S ′ =  r r . 

Для нахождения матричных элементов (1) )ˆ| ( |zj ′〈 〉′ν νr  
воспользуемся модельным законом дисперсии электро-
нов проводимости. Ограничимся нулевой и первой фурье-
гармониками проекции импульса на нормаль к слоям 
в формуле (3), пренебрежем анизотропией в плоскости 
слоев и положим 1 0( ) =, ,x y F pp p ηε −ε = −ηη v . В ре-
зультате получим 

 
2 2

0
( ) = cos

2
x y zp p p

m pη

+
ε − εp ,  (9) 

здесь m — эффективная масса, 2 /F F m= εv . При 
выполнении неравенства 

 tg θ 1η   (10) 

уравнение Шредингера для невозмущенного гамильто-
ниана (0)ε̂  сводится к уравнению гармонического осцил-
лятора с частотой cos / ( )B e B mcω = θ . 

Представим ширину резонанса в виде 
1 1 1 1

ls s l
− − − −
′νντ ≡ τ = τ + τ , где sτ  — время переворота спина, 

а 1
l
−τ  — ширина резонанса при переходе электрона с 

уровня Ландау n n l′ = +  на уровень n с сохранением 
проекции спина. Полагая ( ) exp ( )ikyE r  , после не-
сложных вычислений найдем поправку к межслоевой Рис. 1. Поверхность Ферми и системы координат. 
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проводимости, описывающую резонанс на комбинаци-
онных частотах 
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ω ω
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где 2
0= 4 /p n e mω π  — плазменная частота, 0n  — плот-

ность электронов, 0/ ( cos )Bp pβ = θ . Здесь и далее в 
обозначении энергии электронов , , ,Bn p nσ σε ≡ ε  опускаем 
индекс сохраняющейся величины Bp . Функции частоты 
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при 1 0ls
−τ →  имеют резкие максимумы для частот ω, рав-

ных частотам комбинированного резонанса ( )| |r l
±ω = Ω , 

где ( )
B sl l±Ω = ω ±ω , а функция угла θ 

 
2 2 2 2
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( cos ) ( cos )
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( )

R B s D s B

B B s
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a
γ ω +ω θ + γ ω −ω θ

θ =
ω −ω

  (13) 

определяет вклады в ( )so
zzσ  взаимодействий Рашбы и Дрес-

сельхауса, / ( )B Ba m= ω . 

Коэффициенты 

 ,
1( ) 1 | e sin ( ) |

2
Bia ku

n n
na k n u n′
′ + ′= 〈 + β + α 〉 −   

 | e sin ( ) | 1
2

Bia kun n u n′− 〈 β + α − 〉   

с помощью формулы (см. [29]) 

 
( ) ( )

22 22
4!e sgn e L

! 2 2

l
z

lizu l
n

n z zn n l i z
n l

−   
+ =    

+    
  

и рекуррентных соотношений для обобщенных поли-
номов Лагерра L ( )l

n z  можно представить в виде 

,
!( )

( )!2 2

l

n n l
i na k

n l+ = ×
+

 

1 21 1
12 22 2

1 21 2e e L ( ) e sgn ( ) e L ( )
l lz z

i l i l l
n nz z q z z

+ +
− −β − β +

  × − −α 
  

.  

  (14) 

Здесь n  — нормированные функции Эрмита безраз-
мерной координаты u , 2

1 ( ) / 2z q= +α , 2
2 ( ) / 2z q= −α , 

Bq a k= , 0( / ) tg θBa rα = , 0 0 / Br p m= ω . При больших 
значениях 1n , воспользовавшись асимптотическим 
представлением полиномов Лагерра [30], формулу (14) 
можно выразить через функции Бесселя Jl : 

 ( ){, ( ) e ( ) J 2 ( )
4

l
i

n n l l
ia k q n qβ

+ = + α +α −   

 ( )}1e sgn ( ) J 2i l
lq q n q− β +− −α −α −α . (15) 

Соотношение (15) описывает осцилляционную зави-
симость ( )so

zzσ  от угла θ. 
В выражении для энергетического спектра электрона 

 ,
1
2 2

s
n B nσ ⊥

ω σ ε = ω + + + ε 
 



 , (16) 

где 

( )
2 2

4
01e L cos J 2 cos

2n n n
α

−
⊥ η η

 α
ε = −ε β→−ε α β 

 


, 

пренебрегаем членами второго порядка по ŝoV , т. е. 
пропорциональными 2

Rγ  и 2
Dγ , приводящими к поправ-

кам к энергетическим уровням, но не влияющими на 
интенсивность резонанса и угловую зависимость кине-
тических коэффициентов. 

Каждое слагаемое в сумме по l  в формуле (11) оп-
ределяет асимптотику проводимости ( )so

zzσ  в окрестно-
сти l± -го резонанса ( )

l
±ω ≈ Ω . Первое слагаемое в (11) 

с 0l =  соответствует чисто спиновым переходам, при 
этом ширина резонанса определяется обратным време-
нем переворота спина 1

s
−τ . 

Из формулы (15) следует, что в магнитном поле, 
направленном по нормали к слоям, т. е. при 0θ =  и 
пренебрежении пространственной дисперсией в рамках 
выбранных моделей энергии электрона в поле кристал-
лической решетки (4) и спин-орбитального взаимодейст-
вия (5), проводимость (11) обращается в нуль. Простран-
ственную дисперсию кинетических коэффициентов в 
присутствии высокочастотного электромагнитного поля 

1l B lωτ ω τ   можно характеризовать параметром 
2( / )p F Bcκ = ηω ωv . Если электрическое поле поляри-

зовано в плоскости слоев, то следует положить 1η = . 
В случае нормального скин-эффекта глубина скин-слоя 

1k −δ   /B Br rκ   значительно больше циклотрон-
ного радиуса /B F Br = ωv , а для реализации условий 
предельно аномального скин-эффекта необходимо вы-
полнение неравенства 1/3/B Br rδ κ  . Хотя для рас-
сматриваемой геометрии задачи, когда электрический ток 
протекает вдоль нормали к слоям, в силу малости пара-
метра анизотропии η обычно Brδ > , влияние простран-
ственной дисперсии может быть существенным в струк-
турах, обладающих достаточно высокой проводимостью, 
например в органическом металле (BEDT-TTF)2IBr2 
c плотностью носителей заряда 21

0 10n ≈  см–3 [31]. 
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Если число уровней Ландау ниже Fε  велико, то про-
водимость (11) испытывает осцилляции типа де Гааза–
ван Альфена. Воспользовавшись формулой Пуассона, 
представим выражение (11) в виде суммы 

 ( ) ( , ) ( , ) ( , )so
zz zz zzk k kσ ω = σ ω +σ ω , (17) 

плавной 

 
2

2 (
4

( , )) p
zz ik w

ω
σ η

π
= θω ×   

 ( )(
0

) ( )
0

1
( ) ( ) ( )l l l

l
U Uh h h

∞
+ −

=

  × + + 
 

ω ω ω


∑   (18) 

и осциллирующей с изменением 1B−  части 

 
2

2 (( ) ),
2
p B

zz wk i
ω ω

σ = η θ ×
π

ω   

 
( ) ( )

0
0 ( ) ( )

1
.

( ) ( )(
 

) l l
l

s l l l

h hh
Q Q

+ −∞

+ −
=

  × + −   ω Ω Ω  

ωω



ω∑   (19) 

Здесь 

{ }0 2
1

( 1) J ( ) J ( )
j

l l l
j

Q U j V j
j

∞

=

−
= ∆ + ∆ ×∑  

 2( )sin cos ,s

B B

j jj
π ω π µ

× ψ λ
ω ω

 (20) 

( ) 2/ sh , 2 / ( )BTψ λ = λ λ λ = π ω , 

( )0 12 J / ( )Bη∆ = πε α ω ,  

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 22 2
1 1 1 1

1= J J
2l l lU q q q q+α +α + −α −α , 

( ) ( )1 2 2
1 1 1 1sgn ( ) J Jl

l l lV q q q q+= −α −α +α −α , 

1 2 / ( )B Bq q kr= µ ω = , 

1 02 / ( ) ( / ) tg θB Fm pα = α µ ω = v , 

T  — температура, µ — химический потенциал. Ампли-
туды осциллирующих гармоник в сумме lQ  промоду-
лированы квазипериодическими функциями 0J ( )j∆ , 

2J ( )j∆ , аргумент которых ∆ зависит не только от 1B− , 
но и от tg θ. В пренебрежении пространственной диспер-
сией проводимость ( )( ) ,0so

zzσ ω  определяется формула-
ми (17)–(19), в которых коэффициенты lU  и lV  равны 

 2 2
1J ( )l lU = α α ,   1 2 2

1( 1) J ( )ll
lV += − α α .  

При условии F B⊥ε ηε ω    формула (19) описы-
вает осцилляции межслоевой проводимости с измене-
нием обратной величины магнитного поля. В случае 

F Bηε ω   и 2/ (2 )BT < ω π , строго говоря, следует учи-
тывать осцилляционную зависимость химического по-
тенциала от 1B− , а в окрестности резонанса ( )

l
±ω ≈ Ω  и 

зависимость от 1B−  времен релаксации lτ . В области 
достаточно низких температур 2/ (2 )BT < ω π , при 

F Bηε ω   и произвольных значениях θ, амплитуда ос-

циллирующей с обратной величиной магнитного поля 
части проводимости zzσ  в / ( )F B∆ ηε ω   раз 
меньше плавной части ( )so

zzσ . Однако для значений 
iθ = θ , при которых 1 tg iα θ  является корнем функ-

ций Бесселя 0 1J ( ) 0α = , она возрастает до значений по-
рядка ( )so

zzσ . 
Резонансную проводимость (11), (13) можно пред-

ставить в виде суммы ( )so
zz R Dσ = σ + σ  частей, обуслов-

ленных взаимодействиями Рашбы и Дрессельхауса. За-
писав в формуле (13) циклотронную частоту в виде 

0 cosBω = ω θ, где 0 / ( )e B mcω ≡ , легко заметить, что 
Rσ  Dσ  при 1θ  , но в области значений θ, в которой 

проявляются угловые осцилляции tg 1θ , асимптоти-
ка ( )so

zzσ  определяется спин-орбитальным взаимодейст-
вием Дрессельхауса 2cosR D Dσ σθσ   . Угловая за-
висимость плавной и осциллирующей частей межслоевой 
проводимости при характерных значениях параметров 
показана на рис. 2 и 3 соответственно. 

Допустим, что проводник занимает полупростран-
ство 0y >  и выполнено условие pηω ω , при котором 
в уравнениях Максвелла можно пренебречь током 
смещения. Важной характеристикой проводящей сре-
ды является тензор поверхностного импеданса 

 ( )1
2

0

8= ( , )ik ik
Z i dk D k

c

∞
−ω

− ω∫ , { }, ,i k x z= ,  (21) 

связывающий тангенциальные компоненты электриче-
ского поля на поверхности и полный ток, где 

{ }2 2(4 )( / )ik ik ik iy yk yyD k i c−= δ − π ω σ −σ σ σ . В слоистых 
проводниках выполняются неравенства xz zxσ σ 

yz zy zz xxσ σ σ σ  , zz yyσ σ  [25] и, следовательно, тен-
зор проводимости в плоскостях xz , yz  можно считать 
диагональным. Разложим подынтегральное выражение 
для компоненты импеданса zzZ  в ряд по степеням ( )so

zzσ  
и удержим первые два члена: 

 (0) ( )
2 2 2

0

8
4 ( , )

so
zz zz zz

zz

dkZ Z Z i
c k i c k

∞

−

ω
= + ∆ = − +

− π ω σ ω∫   

 
( )2

4 22 2
0

( , )32

4 ( , )

so
zz

zz

dk k
c k i c k

∞

−

σ ωπω
+

 − π ω σ ω 
∫ . (22) 

Здесь первое слагаемое — импеданс при ( ) 0so
zzσ = , вто-

рое — поправка за счет спин-орбитального взаимодей-
ствия. Межслоевую проводимость в основном прибли-
жении ( , )zz kσ ω  легко найдем с помощью формулы (1): 

22 2
,0 ,

2 1
,

( )( )
( , ) =

8
n np n

zz
n

A qf
k i d

n i

π
σ

−
σ−π

η ω ∂ εσ ω β − +
∂π ω+ τ

∑ ∫   

20 , 0 , 1
,21 21

( ) ( )
2 ( ) ( ) ,

( ) ( )

n n l
l n n l

l l B

f f
i A q

l i l

∞
σ + σ −

+
−=

ε − ε + ω+ τ 
  ω+ τ − ω  

∑   (23) 
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где 

1

,
!( ) | e sin ( ) |

2 ( )!

l
iqu

n n l
i nA q n u n l

n l

−

+ = 〈 β + α + 〉 = ×
+

 

1 2
2 22 2

1 21 2e e L ( ) e sgn ( ) e L ( )
l lz z

i l i l l
n nz z q z z

− −β − β
  × − −α 
  

, 

а величина τ определяет ширину / τ  n-го уровня 
энергии электрона. В случае F Bε ω   суммирование 
по n можно заменить интегрированием и преобразо-
вать формулу (23) к виду 

 
2 2
0 1 1 0 1 1

1

2 2 J ( ) (
8

)
( ,

J
) p

zz
q

i
q

i
k

−

 + α + −α


ω+ τ

η ω
ω = +

π 
σ   

 
( ) ( )2 2

1 1 1 1 1
1 2 2

1

J J
2 ( )

( ) ( )
l l

l
l Bl

q q
i

i l
−

∞

=
−

+ α + −α + ω+ τ 
ω+ τ − ω 

∑ .  (24) 

С помощью замены переменной интегрирования 
1/2( / ) /B Bk r= λ κω ω  запишем резонансную поправку 

к импедансу следующим образом: 

0

1/

2

2

1 2

( )
( )

2 2 /

( /

)

8 ( , )

( , )

)

( /

so
so F zz

zz
B zz

B

B

d sZ
c is

∞ λ ωω
∆

ω
κω

=
κ  λ − ω

ω λ

κω ω λ 
∫

v ,  (25) 

где zzs  — проводимость, отнесенная к 2 2 )/ (4p Bη ω πω , 
т. е. 2 2 )(4 /zBz pzzs = πω ωσ η , ( )so

zzs =  ( 2 2)4 )/ (so
zB z pησπω ω . 

Если 1κ , то ( )so
zzZ∆  можно разложить в ряд по степе-

ням κ , первый член ряда равен 

 
( )

( )
( )

2 3/2
2 ( ,0)

( ,0)

so
so F zz

zz
B zz

v sZ
c is

π ωω
∆ =

κω − ω
.  (26) 

В окрестности резонанса r B slω = ω + ∆ω = ω ±ω + ∆ω 
асимптотика формулы (26) имеет вид 

 
1

( ) 2 2
1 12 2 2 J ( )lsso F r

zz l
B ls

ivZ
c

−

−

τ + ∆ωπ ω
∆ ≈ α α ×

κω ∆ω + τ
  

 
2 2 2 2

2 2 2 2 3/2
( cos ) ( cos )

( ) [ ( ,0)]
R B s D s B

B B s zz rr is
γ ω +ω θ + γ ω −ω θ

×
ω −ω − ω

. (27) 

В области 0 1< κ ≤  интеграл в формуле (25) как функ-
ция κ  не претерпевает существенных изменений, по-

Рис. 2. Зависимости 1Re /Rσ σ  (кривая 1) и 2Re /Dσ σ  (кривая 2) от θ, где
 

2 2
,2 0 ,

2
1 ( / 4 )( / )R D Fp πω γσ = η ω v , при значениях парамет-

ров 0 2,5/Fm p =v , 01,8ω = ω , 01,4sω = ω , 20lωτ = , 200sωτ = , 0k =  (a) и 0/ 0,2Fk ω =v  (б). Резкий максимум при 1,16θ ≈  здесь и 
на других рисунках соответствует резонансу на частоте s Bω = ω + ω . 

Рис. 3. Качественные зависимости 1Re /Rσ σ  (a) и 2Re /Dσ σ  (б) от θ, где
 

2 2
,2 0 ,

2
1 ( / 4 )( / )R D Fp πω γσ = η ω v , при значениях пара-

метров 0 2,5/Fm p =v , 01,8ω = ω , 01,4sω = ω , 2
02 / ( ) 1Tπ ω = , 10lωτ = , 100sωτ = , 0/ ( ) 1Fηε ω = , 1 / 30η =  и 0/ 0,2Fk ω =v . Мед-

ленные угловые осцилляции обусловлены функциями 0J ( ),j∆  2J ( )j∆  в формуле (20). 
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этому с увеличением κ  от значений 1κ  до 1κ   по-
правка к импедансу за счет спин-орбитального взаимо-
действия убывает как 1/ κ . 

Формулы (11), (13), (26) можно использовать для 
экспериментального нахождения абсолютных значе-
ний констант Rγ  и Dγ  [26]. Наибольший интерес пред-
ставляют чисто спиновые переходы с 0l =  на часто-
те sω , поскольку s lτ > τ , кроме того, с увеличением θ 
уменьшается B lω τ  и, соответственно, интенсивность 
l-го резонанса. 

4. Комбинированный резонанс спиновой 
намагниченности 

Неоднородное высокочастотное магнитное поле 
~ ( , )tB r  может возбуждать наряду со спиновыми пере-

ходами также и переходы на комбинационных часто-

тах даже без учета спин-орбитального взаимодействия. 
Плотность тока (1) пропорциональна вихревому элек-
трическому полю и, следовательно, включает члены, 
пропорциональные магнитному полю. Орбитальная часть 
оператора (2) в формуле (1) определяет проводимость, 
а спиновая часть ( )

0
ˆ ˆrot ( )s c ′= δ −j μ r r  — высокочас-

тотную намагниченность и парамагнитную восприим-
чивость [32]. 

Полагая (0, ,0)k=k , из уравнений Максвелла 

 ( ) 1rot , rotm c
c t
∂

= = −
∂
Bj M E  (28) 

получаем следующее выражение для намагниченности, 
обусловленной спиновой частью оператора плотности 
тока (2):

 ___________________________________________________  

 

2
0 , 0 , ~

0 1
, , , ,, , , ,

ˆ ˆ| e | | | | |( ) ( )
( , ) = ( , ).

4 ( ) /

iqu
k in nB

i k
n n n nn n n n s

n nf f
M k d B k

i

π
′ ′σ σ

−
′ ′σ σ ′ ′′ ′ σ σ ′σ σ −−π

′ ′ ′〈 〉 〈σ σ σ 〉〈σ σ σ〉ε − εωω
ω − χ β ω

π ε − ε ε − ε −ω− τ∑ ∫




 (29) 

 ______________________________________________ 

Здесь ( )mj  определяется формулой (1), в которой ( )ˆ ˆ s=j j , 
2 3

0 0 0 / ( )mpχ = µ π  — статическая парамагнитная вос-
приимчивость, ( )~ ( , ) ( / ) ( , )k c kω = ω × ωB k E , { }, ,i k = ξ ζ , 
матричные элементы ˆ| |k′〈σ σ σ〉 выражаются через сим-
волы Кронекера 

,1 , 1 , 1 ,1ˆ| | ′ ′ξ σ σ − σ − σ′〈σ σ σ〉 = δ δ + δ δ , ,ˆ| | ′ζ σ σ′〈σ σ σ〉 = δ . 

Компонента намагниченности, перпендикулярная маг-
нитному полю, обусловленная переходами с изменени-
ем проекции спина и описывающая парамагнитный и 
комбинированный резонансы, равна 

 ( )~( , ) = ( , ) ,M k k B kξ ξξ ξω χ ω ω =  

20 ,1 0 , 1
0 , 0

( ) ( )
( ) ( )

2
n nB

n n
sn

f f
d b q h

π
−

−π

ε − εωω
= − χ β ω ×

π ω
∑ ∫   

 0 ,1 0 , 1 ( )

1

( ) ( )
( )n l n

l
B sl

f f
h

l

∞
+ − +

=

ε − ε
× ω + ω +ω
∑   

( )20 , 1 0 ,1 ( ) ~
,

( ) ( )
( ) ( ) ,n l n

n n ll
B s

f f
h b q B k

l
+ − −

+ ξ
ε − ε  + ω ω ω −ω  

, (30) 

где 

( ) ( )
22 22

4
, 1

!( ) e L J 2 .
! 2 2

l
q

l
n n l n ln

n q qb q nq
n l

−
+

   
= →   

+    


 

При F Bε ω   после стандартных преобразований па-
рамагнитную восприимчивость можно записать в виде 
суммы 
 ( ), ( , ) ( , )k k kξξ ξξ ξξχ ω = χ ω + χ ω   (31) 

плавной 

( ) ( )2 2
0 0 1 0 1

1
( , ) J ( ) ( ) J ( ) ( ) ( )l l l

l
k q h q h h

∞
+ −

ξξ
=

   χ ω = −ωχ ω + ω + ω    
∑   

   (32) 
и квантовой осциллирующей частей 

 0( , ) 2 Bkξξχ ω = − ωω χ ×   

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) (
02 2

0 1 1
1

)J J l l

l
l

l ls

h h
q q

h +
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−
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∞ ω ω ω ×
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×
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ω
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( ) ( ) ( )0

1
s

1 2J coin s
j

B

s

j B

jj j
j

j∞

=

π ω
ω

×
− πµ

∆ ψ λ
ω∑


.  (33) 

Формулы (30)–(33) представляют собой сумму асимп-
тотик магнитной восприимчивости в окрестности l± -го 
резонанса ( )

l
±ω ≈ Ω . В пренебрежении пространствен-

ной дисперсией, т. е. при 1 0q = , в формулах (32), (33) 
остается лишь одно слагаемое с 0l = , которое описы-
вает электронный парамагнитный резонанс. Магнитная 
восприимчивость, соответствующая комбинированному 
резонансу, максимальна при 1 1Bq kr=  , а при больших 
значениях 1 1q   убывает как 1/ Bkr . Угловые зависи-
мости плавной и осциллирующей частей магнитной 
восприимчивости приведены на рис. 4. Зависимость 
осциллирующей с изменением 1B−  части магнитной 
восприимчивости ξξχ  от величины и направления маг-
нитного поля аналогична зависимостям осциллирую-
щей части резонансной проводимости, рассмотренной 
выше, и статической магнитной восприимчивости в 
сильном внешнем магнитном поле [33]. В области 



Комбинированный резонанс в квазидвумерных проводниках 

Low Temperature Physics/Фізика низьких температур, 2020, т. 46, № 10 1213 

достаточно низких температур при F Bηε ω   и при 
произвольных значениях θ амплитуда осцилляций 
ξξχ  0 ( ) /J ξξ ξξ∆ χ χ ∆  в / ( )F B∆ ηε ω   раз 

меньше плавной части ξξχ , но для значений iθ = θ , при 
которых 1 tg iα θ  является корнем функций Бесселя 

0 1J ( ) 0α = , она по порядку величины равна ξξχ . Для 
этих направлений магнитного поля зависимость пло-
щади сечения ( )F BS p  от проекции импульса Bp  про-
является в членах второго порядка по η. 

Поправку к импедансу ( )s
zzZ∆  в условиях резонанса 

спиновой намагниченности можно найти, воспользо-
вавшись формулой (22) для ( )so

zzZ∆ , в которую вместо 
( ) ( , )so
zz kσ ω  следует подставить поправку к проводимо-

сти, обусловленную спиновым током ( )mj : 

 
2 2

( ) 2, co( , ) ( ) ss
zz

k cik kξξσ ω= − χ
ω

ω θ.  (34) 

После простых преобразований получаем 

 ( ) 2
2

32
coss F

zz
B

Z i
c
π ω

∆ = − θ×
κω

v
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2

22

1/2

1/20

( /

(
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/ ),zz

B

B

d
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λλ χ ω 
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∫ .  (35) 

Если падающая волна поляризована вдоль нормали к 
слоям и возможна реализация условий нормального 
скин-эффекта, то главный член разложения ( )s

zzZ∆  в ряд 
по степеням κ  

 
2

( ) 2
2

( ,0)8
cos

( ,0)
s F

zz
B zz

Z i
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ξξχ ωπ ω
∆ = − θ
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v   (36) 

описывает электронный парамагнитный резонанс. 
По аналогии с (22) компоненту импеданса xxZ  мож-

но записать следующим образом: 
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  (37) 

где /xx xx xy yx yyσ = σ −σ σ σ . В приближении F Bε ω   

компоненты { }, , ,ij i j x yσ =  имеют вид [34] 
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  (38) 

Поправка к импедансу ( )s
xxZ∆  максимальна для значе-

ний 2
1 ( / ) 1p F Bcκ = ω ω v , а в предельном случае 

1 1κ   убывает как 2/3
1
−κ . 

Для проявления комбинированного резонанса, как и 
циклотронного резонанса, необходимо, чтобы элек-
трон сделал несколько оборотов по своей орбите в 
магнитном поле за время свободного пробега. В обыч-
ных металлах достижение таких длин свободного про-
бега носителей заряда соответствует условиям пре-
дельно аномального скин-эффекта, поэтому магнитная 
восприимчивость (31) является малой по параметру 

/ 1Brδ  . В органических проводниках выполнение 
соотношения 1l B lωτ ω τ   при условии / 1Brδ   зна-
чительно более благоприятно. Это еще одна причина, 

Рис. 4. (а) Зависимости 0Im /χ χ  от θ при 0/ 1Fk ω =v  (1), 0,3 (2), 10 (3). (б) Качественная зависимость 0Im /χ χ  от θ при 

0/ 1Fk ω =v . Медленные угловые осцилляции обусловлены функцией ( )0J j∆  в формуле (33). Значения параметров: 

0 2,5/Fm p =v , 01,8ω = ω , 01,4sω = ω , 10lωτ = , 100sωτ = , 2
02 / ( ) 1Tπ ω = , 0/ ( ) 1Fηε ω = , 1 / 30η = . 
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кроме упомянутого во Введении участия в форми-
ровании резонанса почти всех электронов на ПФ, 
возможности экспериментального наблюдения комби-
нированного резонанса намагниченности в слоистых 
проводниках. 

5. Заключение 

Экспериментально наблюдаемая структура резо-
нансного поглощения микроволнового излучения в 
органических соединениях представляет собой супер-
позицию пиков, соответствующих различным типам 
резонансов. Например, в органических металлах 
(BEDT-TTF)2MHg(SCN)4 (M = K, Tl) при гелиевых 
температурах, имеющих антиферромагнитное упорядо-
чение, в магнитном поле, перпендикулярном проводя-
щей плоскости, на фоне пиков, соответствующих цик-
лотронному резонансу, наблюдались более узкие линии, 
имеющие в 5–10 раз меньшую амплитуду и предполо-
жительно обусловленные электронным парамагнитным 
и антиферромагнитным резонансами [17]. Идентифика-
цию экспериментальных данных в слоистых проводни-
ках можно провести с помощью анализа зависимости 
поглощаемой мощности и других характеристик про-
водника от направления и величины магнитного поля, 
а также параметров ПФ. В условиях нормального скин-
эффекта резонансные поправки к импедансу пропор-
циональны ( )so

zzσ  и ξξχ . Магнитная восприимчивость, в 
отличие от ( )so

zzσ , не содержит осциллирующих множи-
телей вида [ ]2

0J ( / ) tgl Fm p θv . Угловая зависимость плав-
ной части ξξχ  определяется зависимостью резонансных 
функций (12) ( )

lh ±  от ~ cos ,Bω θ  а угловая зависимость 
квантовой ξξχ , осциллирующей с изменением 1B−  части, 
как следует из (33), кроме того, включает еще множи-
тели 0J ( )j∆ , описывающие медленную осцилляционную 
зависимость от tg θ  и абсолютной величины магнит-
ного поля. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы для обнаружения комбинированного резонанса 
межслоевой проводимости и спиновой намагниченно-
сти не только в органических проводниках, но и в дру-
гих низкоразмерных слоистых структурах неорганиче-
ского происхождения. 
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Комбінований резонанс у квазидвовимірних 
провідниках 

Д. І. Степаненко 

Теоретично досліджено комбінований резонанс міжшаро-
вої провідності та спінової намагніченості шаруватих провід-
ників із квазидвовимірним електронним енергетичним спект-
ром. Отримано аналітичні вирази для поверхневого імпедансу, 
магнітної сприйнятливості та резонансної частини міжшаро-
вої провідності, яка обумовлена спін-орбітальною взаємодією 
Рашби–Дрессельхауса з урахуванням просторової дисперсії. 

Ключові слова: спін-орбітальна взаємодія, комбінований ре-
зонанс, органічні провідники. 

Combined resonance in quasi-two-dimensional 
conductors 

D. I. Stepanenko 

We study the combined resonance of the interlayer conducti-
vity and spin magnetization in layered conductors with a quasi-
two-dimensional electron energy spectrum. Analytical expres-
sions have been obtained for the surface impedance, the magnetic 
susceptibility, and the resonance component of the interlayer 
conductivity in the presence of the Rashba–Dresselhaus spin-
orbit coupling and spatial dispersion. 

Keywords: spin-orbit coupling, combined resonance, organic 
conductors.
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