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Теоретически исследуются эффекты, связанные с интерференцией электронных волн вокруг магнит-
ного точечного дефекта в двумерном электронном газе с комбинированным спин-орбитальным взаимо-
действием Рашбы–Дрессельхауса в присутствии параллельного магнитного поля. Проанализировано 
влияние магнитного поля на анизотропное пространственное распределение локальной плотности со-
стояний и локальной плотности намагниченности. Предсказываются существование осцилляций плотно-
сти намагниченности при рассеянии на немагнитном дефекте и вклада магнитного рассеяния (сопровож-
дающегося поворотом спина) в локальную плотность электронных состояний. 
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1. Введение 

Интерес к исследованию квазидвумерных (далее, 
для краткости — двумерных (2D)) проводящих систем 
обусловлен новыми возможностями изучения разнооб-
разных квантовых эффектов, которые отсутствуют либо 
очень малы в массивных проводниках. Одним из при-
меров таких эффектов являются теоретически предска-
занные Фриделем [1] пространственные осцилляции 
плотности электронов ( ),Fn r  в зависимости от рас-
стояния r  от точечного дефекта или границы провод-
ника ( F  — энергия Ферми). Фриделевские осцилляции 
(ФО) связаны с интерференцией налетающих и отра-
женных электронных волн и в изотропном проводнике 
имеют период / Fr p∆ = π  ( Fp  — фермиевский им-
пульс). Непосредственное наблюдение ФО стало воз-
можным с развитием сканирующей туннельной микро-
скопии (СТМ) [2]. Так, в работах [3,4] при изучении 
поверхности (111) благородных металлов с помощью 
СТМ были обнаружены ФО локальной плотности со-
стояний (ЛПС), ( ), / Fr dn d =ρ =    , возникающие в 
результате рассеяния 2D поверхностных состояний на 
единичных адсорбированных атомах. В дальнейшем 
было показано, что исследование периодов и контуров 
постоянной фазы ФО позволяет получить новую ин-
формацию о локальных характеристиках спектра носи-

телей заряда и процессе их рассеяния на единичном то-
чечном дефекте известной природы (см. обзоры [5–7] и 
цитированную в них литературу). 

При рассеянии электронов на магнитной примеси 
при температуре T  ниже температуры Кондо KT  [8] в 
ФО электронной плотности ( ),Fn r  появляется допол-
нительный сдвиг фазы осцилляций, зависящий от / Kr r  
( /K F Kr v T=   — кондовская длина (Kondo length)), кото-
рый, однако, отсутствует в измеряемых с помощью СТМ 
осцилляциях ЛПС ( ),F rρ   [9]. Магнитный дефект, на-
ряду с осцилляциями плотности электронов, приводит 
к осцилляциям локальной плотности намагниченности 
(ЛПН) электронного газа ( ),F rm  , являющимися маг-
нитным аналогом ФО [10] (далее для краткости будем 
использовать термин ФО ЛПН). Пространственные ос-
цилляции ЛПН исследуются с помощью спин-поляри-
зованного сканирующего туннельного микроскопа, име-
ющего контакт (tip) с магнитным покрытием [11]. 

Несимметричный удерживающий электрический по-
тенциал (confinement potential), ограничивающий дви-
жение электронов вдоль нормали к границе (для поверх-
ностных состояний) или к границе гетероперехода с 
квантовой ямой, а также отсутствие центра инверсии 
объемного кристалла приводят к спин-орбитальному 
взаимодействию (СОВ) (см. монографию [12]), суще-
ственно влияющему на термодинамические и кинети-
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ческие характеристики таких 2D систем [13]. В работах 
[14–17] экспериментально наблюдались ФО вблизи еди-
ничного точечного дефекта в 2D электронном газе с 
СОВ Рашбы [18,19], и анализу осциллирующей зависи-
мости ЛПС в этом случае посвящено достаточно боль-
шое число теоретических работ [20–27]. В работе [28] 
теоретически изучена ЛПН при рассеянии электронов 
поверхностных состояний Au(111) на адсорбирован-
ном атоме Co с учетом СОВ Рашбы и эффекта Кондо. 

В целом ряде 2D систем на основе полупроводни-
ков типа цинковой обманки (III–V zincblende, wurtzite) 
и SiGe (см. [29,30]) реализуется комбинированное СОВ 
Рашбы [19] и Дрессельхауса [31] (СОВ Р-Д). При СОВ 
Р-Д закон дисперсии носителей заряда анизотропен, что 
приводит к существенной модификации ФО. Так, в ра-
боте [32] были предсказаны биения ФО, а в работе [33] 
показано, что ФО существенно анизотропны и при оп-
ределенном соотношении констант СОВ содержат боль-
ше двух гармоник. 

Вследствие зависимости в 2D системах с СОВ на-
правления спина электрона от волнового вектора па-
раллельное магнитное поле не только проводит к зее-
мановскому расщеплению, но и существенно изменяет 
энергетический спектр (см., например, [34,35]). Изме-
няя величину и направление магнитного поля, путем 
изменения спектра можно управлять всеми электрон-
ными характеристиками 2D проводника с СОВ Р-Д. 

В настоящей работе мы исследовали ФО осцилля-
ции вокруг точечного магнитного дефекта в 2D элек-
тронном газе с СОВ Р-Д, помещенном в параллельное 
магнитное поле. В рамках борновского приближения 
получены общие выражения для ЛПС и ЛПН и их асимп-
тотические выражения на больших расстояниях от де-
фекта. Проанализированы зависимости ФО ЛПС и ЛПН 
от величины и направления магнитного поля. Предска-
зан эффект возникновения осцилляций плотности на-
магниченности при рассеянии на немагнитном дефекте 
и зависимость осцилляций плотности состояний от ве-
личины магнитного момента дефекта. 

2. Постановка задачи 

2.1. Гамильтониан 

Используя калибровку (0,0, )x yB y B x= −A , запишем 
гамильтониан 2D электронного газа с СОВ Р-Д в парал-
лельном магнитном поле ( , ,0)x yB B=B  при отсутствии 
дефектов в линейном по оператору волнового вектора 
ˆ i= − ∇rk  приближении (см., например, [34,35]): 

2 2 2
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H k
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где m — эффективная масса электрона, ( , ,0)x yB B=B  — 
индукция магнитного поля, , ,x y zσ  — матрицы Паули, 

0σ̂  — единичная матрица 2 2× , α и β — константы 
СОВ Рашбы (α) и Дрессельхауса ( )β , Bµ  — магнетон 
Бора, g∗ — эффективный g-фактор 2D системы, кото-
рый может существенно отличаться от значения для 
свободных электронов 0 2g =  [12]. Для определенности 
будем полагать, что константы спин-орбитального взаи-
модействия положительны. 

Собственные значения и собственные функции га-
мильтониана (1) имеют вид 
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где 1,2( )φ θ  — спиновые части волновых функций (3), 
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Для сокращения записи дальнейших формул мы ввели 
обозначение 

 
*

.
2 B
g

= µh B   (5) 

Ориентация спина для каждой из ветвей спектра (2) 
определяется средним 

 ( ) ( ) ( ) ( )†
1,2 1,2 1,2 1,2 1,2cos ,sin ,0 ,θ = φ θ φ θ = θ θs σ   (6) 

и, согласно формулам (4), при комбинированном СОВ 
Р-Д при наличии параллельного магнитного поля зави-
сит не только от направления волнового вектора, но и 
от его величины. 

2.2. Рассеяние на дефекте 

Взаимодействие электронов с точечным магнитным 
дефектом, находящимся в точке 0=r , будем моделиро-
вать двумерным -δ потенциалом, часто используемым 
при рассмотрении различных физических задач [36]: 

 ( ) ( )0
1 ,
2

D  = γσ + δ 
 

r Jσ r  (7) 

где 0γ >  — константа потенциального взаимодействия 
электронов с дефектом, ( )ˆ ˆ ˆ ˆ, ,x y z= σ σ σσ  — вектор Пау-
ли, J — эффективный магнитный момент дефекта, 
который отличается от его истинной величины S 
( )1S ≥  вследствие эффекта Кондо, приводящего к час-
тичному экранированию спина S электронами прово-
димости. Считаем направление вектора J фиксирован-
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ным и не будем рассматривать процессы переворота и 
прецессии спина дефекта. 

Температуру T полагаем равной нулю. Такое при-
ближение является вполне оправданным, поскольку 
квантовые интерференционные явления, к которым от-
носятся ФО, обычно наблюдаются при низких темпе-
ратурах, когда рассеяние электронов на фононах доста-
точно мало. При 0T =  ЛПС ( , )Fρ r  и ЛПН ( , )Fm r  
могут быть вычислены с помощью запаздывающей 
функции Грина ( )1 2

ˆ , ,R
FG r r  в координатном представ-

лении 

 ( ) ( )1 ˆ, Im Sp , , ,R
F FG ρ = −  π

r r r   (8) 

 ( )1 ˆˆ( , ) Im Sp , , .R
F FG = −  π

m r σ r r    (9) 

Влияние рассеяния электронов на дефекте учтем в бор-
новском приближении (см., например, [37]) по потен-
циалу рассеяния (7), представив функцию Грина в виде 
разложения 
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  (10) 
в котором запаздывающая функция Грина в отсутствие 
дефектов ( )0 1 2

ˆ , –RG E r r  зависит только от разности ко-
ординат 1 2–=r r r : 
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Гамильтониан 0Ĥ  определен выражением (1). Естест-
венно, формула (10) может быть использована для опи-
сания ФО лишь на достаточно больших расстояниях от 
дефекта Dr r> , когда связанное с рассеянием слагаемое 
мало. Величину Dr  по порядку величины можно оце-
нить как фермиевскую длину волны ~ /D F Fr pλ   
для потенциального рассеяния и как кондовскую длину 

/D K F Kr r v T=   для магнитного рассеяния. 

3. Функция Грина 

3.1. Общие соотношения 

Точные аналитические выражения для равновесной 
функции Грина при нуле температуры для системы 2D 
электронов со СОВ Р-Д и их асимптотики при больших 
значениях пространственной переменной были полу-
чены нами в работе [38]. Здесь мы приведем некоторые 
соотношения, основанные на ранее полученных ре-
зультатах [38], которые будут необходимы для даль-
нейших вычислений. 

Равновесная запаздывающая функция Грина (11) мо-
жет быть представлена в виде разложения по матрицам 
Паули 

 0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( 0 ) ( 0 ) ( )

,

0 ,R
x x y yG , g i , g i , g i ,= + σ + + σ + + σ

∈

r r r r



  



  

  (12) 
где 

 
( )

2
0 2

1,2

1( ) e 1 ,
2(2 )

i

jj
g , d k

=
=

−π
∑ ∫ krr

k


 
 (13) 

 
( )
( ) ( )

2
2

1,2

cos( ) 1 e ,
( ) sin2(2 )

1jx i

y jjj

g ,
d k

g ,
=

θ     =   
−θπ     

∑ ∫ kr kr
r kk


  
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jθ  — угол, определяющий направление спина электро-
на (6). Его зависимость от импульса определена фор-
мулой (3). Каждое из слагаемых с 1,2j =  учитывает 
вклад в функцию Грина одной из ветвей энергетиче-
ского спектра 1,2  (2). Компоненты 0,x,yg  функции Гри-
на (12) удовлетворяют соотношениям симметрии 

 0 0 , ,( , ) ( , ), ( , ) ( , ).x y x yg g g g= − − = − − −r h r h r h r h  (15) 

Далее при всех вычислениях полагаем α ≠ β за ис-
ключением специальных случаев, когда равенство кон-
стант СОВ оговорено отдельно. При α ≠ β удобно пе-
рейти к новым переменным интегрирования ,k  f  

 0 0cos , sin ,x x y yk k k f k k k f= + = +    (16) 

где 
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— координаты точки касания ветвей спектра, энергия в 
которой 
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угол hϕ  задает направление магнитного поля 
( )cos ,sin ,0h hh= ϕ ϕh . Волновой вектор 0 0 0( , )x yk k=k , 

соответствующий точке с энергией 0 , определяется из 
условия 0 0( , ) 0x yA k k =  в выражениях (2). 

В переменных (16) зависимость энергий 1,2  от k и 
f  приобретает вид 
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В новых координатах (16) точке касания ветвей спек-
тра соответствует 0k = . 
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Углы, определяющие направление спина, ( )1,2 fθ  
(4), после замены (16) зависят только от направления 
волнового вектора (угла f ) и констант СОВ: 

 

1,2 2 2

1,2 2 2
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cos sin( ) ,
2 sin 2

sin cos( ) .
2 sin 2
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α +β
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  (21) 

Таким образом, для каждой ветви спектра направления 
спина электрона ( )1,2 fs  (6) антисимметричны отно-
сительно точки 0k = . Для каждого угла f направле-
ния спинов электронов, принадлежащих разным вет-
вям спектра, строго противоположны. 

Подставляя выражения (16), (21) в формулы (13), 
(14), после интегрирования по k получаем 
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 ______________________________________________  

где ( )1,2 ( )k k±=   — корни уравнений 

 ( )1,2 , ,k f =    (24) 

 ( ) ( ) ( )( )21,2 1,2 1,2 0
2

2 ( )
,

m
k±

−
= λ ± λ +



 
  (25) 

( ) ( ) ( )
0

, se gn ,e
2

ikr ikr iF k r Ci k r iSi kr r
k
dk

k

∞
π = = − − + + −  ∫







 , ,r k∈ ∈    (26) 

угол rϕ  в формулах (22), (23) определяет направление 
вектора ( )cos ,sin ,0r rr= ϕ ϕr . 

В частном случае равенства констант СОВ α = β  и 
направления магнитного поля вдоль оси y x= − , 

( )1,1,0
2

h= −h , интегралы в формулах (13), (14) мо-

гут быть выражены через функции Бесселя: 

 ( ) ( )( )0 ( 0 1 , ,
2

,,)g i , G G+ −+ ∈+=r r r      (27) 

( ) ( )( )1 , ,
( 0 )

, ,
( 0 ) 2 2

x

y

g i ,
g i ,

G G+ −
+   = ∈ +

−


r
r
r

r 





   (28) 

где 

( ) 2

2

22
2e 2( , ) xp , ,R

D
m h rmG i x y G±

 α
± + 

 α
=   +  

  
r







   

  (29) 

( )2 ,R
DG r  — запаздывающая функция Грина свобод-

ных 2D электронов, 

 ( )
( )
( )2 2

(1)
0

0

2 | | / ;
,

2 | | / ;

0
, 22 0

R
D

mG
iH m r

K m r
r





>

π

−
 <

=









 


 
 (30) 

( )
0 ( )nH x  — функция Ханкеля, 0 ( )K x  — модифициро-

ванная функция Бесселя второго рода. 

3.2. Асимптотические формулы 

При больших r  метод стационарной фазы [39] по-
зволяет получить весьма простые асимптотические 
выражения формул (22) и (23). Точки стационарной 
фазы ( )

st
jf f=  следует определить из уравнения 

 ( )( ) ( )
st

cos ( ) 0,
j

j

f f
r

d k f
df =

± −ϕ =   (31) 

в котором ( )jk±  — вещественные положительные реше-
ния (25) уравнения (24) при ∈ . 

В результате стандартных вычислений [38] получаем 
следующие асимптотики компонент функции Грина (12) 

 
( )0

1,2

1( 0 )
2 2 j

j s j

g i ,
v

i

K r=
+ −

π
×∑ ∑r 



   

 
( )

st

exp sgn
4

, ,
jj j

i KiS r
f f

π ×   
− ∈

=
   (32) 

 ___________________________________________________  

 
( )

( )1,2

cos( 0 )
, ,1

( 0 ) sin2 2
exp sign

4
j

st

jx
jjjy jj s j

i ig i ,
iS r

g i , v
K

K r
f f=

θ +    − − ∈   + θπ     

π 
  

=
∑ ∑

r
r

 







 (33) 
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 ( ) ( ) ( ) o ( ,, c s )r r
j

j fS f k f±ϕ −= ϕ   (34) 

справедливые при 1jS r  . Все функции должны быть 
вычислены в точках стационарной фазы ( )

st
jf f= . Сум-

мирование по s учитывает возможность существования 
на невыпуклом изоэнергетическом контуре, принадле-
жащем ветви спектра ( )2 k , нескольких точек стацио-
нарной фазы, соответствующих данному направлению 
вектора r. В формулах (32), (33) ( )1,2 0K f ≠  — кри-
визна изоэнергетической кривой ( )1,2 f = , 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
2 2

3/2
2

2 ( ) ( ) ( )

( )

j j j j

j
j j

k f k f k f k f
K f

k f k f

± ± ± ±

± ±

+ −
=

+

 



, (35) 

и 0jv ≠  — абсолютная величина скорости электрона 
( ) /j

j= ∇kv  . Здесь и далее точкой над функцией 
обозначено дифференцирование по углу f  направле-
ния волнового вектора в сдвинутых координатах (16). 
Решения уравнения (31), удовлетворяющие неравенст-
ву ( ) 0jS f >  (см. формулу (34)), соответствуют усло-
вию параллельности векторов r и ( )jv  (см. также [43]) 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

st

2 2 2 2

sin cos cos si

;

,
n

.

j

j
j j

v v j

j j j j

j

f

j j

f

j

k f k f k f k f

k k k

r f

k

± ± ± ±

± ± ± ±

=

+ −

+ +

= = =

 
 = − 
 
 

vrn n
v











 (36) 

Значения фазы kr  быстро осциллирующих при 
r →∞ функций в интегралах (13), (14) может быть ин-
терпретировано [43] в терминах опорной функции (sup-
port function) [40] изоэнергетического контура ( )1,2 =k : 

 ( ) ( ) ( ) ( ); ,j
j v iS = ∈ =k kn k k k   (37) 

зная которую можно восстановить сам контур и найти 
его кривизну в любой точке. 

4. Фриделевские осцилляции 

4.1. Контуры Ферми 

В работах [41–43] было показано, что геометрия 
линий постоянной фазы осцилляций ФО ЛПС и их пе-
риод зависят от локальной геометрии поверхности 
Ферми. Поэтому в этом разделе приведем некоторые, 
необходимые в дальнейшем, сведения об энергетиче-
ском спектре исследуемой системы. 

В случае 2D электронного газа со СОВ Р-Д, поме-
щенного в параллельное магнитное поле, энергетиче-
ский спектр содержит две ветви 1,2 1,2( ) ( )≠ −k k   (2), 
не обладающие центральной симметрией. Поверхность 

1( )= k   всегда выпуклая, в то время как поверхность 
2 ( )= k   для определенной области значений констант 

СОВ и магнитного поля содержит седловые точки и 
области отрицательной гауссовой кривизны (см., напри-
мер, [34,35]). Существует критическое значение магнит-
ного поля 

 
2 2 2

4 2 2 4 2 2

( ) ,
6 4 ( ) sin 2

c
h

h α −β
=

α + α β +β + αβ α +β ϕ
 (38) 

при значениях меньше которого 2ch h<  функция 1( )= k   
не имеет экстремумов и принимает наименьшее значе-
ние 0=   (18) в точке касания ветвей спектра, а при 

ch h>  1( )= k   имеет абсолютный минимум. 
В системе координат (16) уравнения ферми-конту-

ров ( ) ( )1,2,Fk f k±=  определяются формулами (25) при 
F=   в области значений параметров, при которых 

( )1,2 0k± ≥ . В случае, когда выполнено неравенство 0F >  , 
функции ( ) ( )1,2 , 0Fk f+ >  при любых значениях f , в то 
время как корни ( ) ( )1,2 , 0Fk f− <  всегда отрицательны. 
Каждой ветви спектра соответствует один ферми-кон-
тур ( ) ( )1,2,Fk f k+= . При 0F <   вещественные корни 
уравнений (24) существуют при выполнении неравенства 

( )( )20
2

2 ( )F jm −
≤ λ




, 

и оба корня ( )jk±  принимают положительные значения 
в некотором интервале углов, для которых 0jλ ≥ . В 
этом случае ферми-контуры не охватывают начало ко-
ординат 0 0( , )x yk k  (17), а одному направлению угла f  
соответствуют две точки ( )jk k±=  на одном ферми-кон-
туре. В силу зависимости энергии в точке касания вет-
вей спектра 0  (18) и функции ( ) ( )j fλ  (20) от h, варьи-
руя величину и направление магнитного поля, можно 
плавно менять энергетический спектр и, следователь-
но, геометрию изоэнергетических контуров. 

4.2. Осцилляции ЛПС 

Используя выражения (8) и (10), представим ЛПС 
в виде суммы двух слагаемых: 

 0( ) ( ) ( ), , ,F F Fρ = ρ + ∆ρr r    (39) 

где 0 ( )Fρ   — плотность состояний двумерного вырож-
денного газа со СОВ Р-Д в отсутствие дефектов [34,38]: 

 ( )

( )
( )( ) ( )( )0

2 2
1,

02

0
2

; ,
)

;

(

2

F

jF j j
jj

Fd

m

m f
=

≥
π

Θ





ρ =  λ Θ λ ξ
 π ξ

≤∑ ∫












 
  

  (40) 
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 ( ) ( )( )21,2 1,2 0
2

2 ( )
.Fm −

ξ = λ +


 
  (41) 

Зависящая от рассеяния часть ЛПС ),( F∆ρ r  описыва-
ет ФО. Используя разложение (12) функции Грина по 
матрицам Паули, получаем 

 ___________________________________________________  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) }

0 0

0 0 0 0

2( ) Im

.

x x y y

x x x y y y

z y x x y

g g g g g g

J g g g g J g g g g

iJ g g g g

 ∆ρ = − γ − + − + − + π
 + − + − + − + − +    

 + − − − 

r r r r r r r

r r r r r r r r

r r r r

 (42)  

Отсутствие центра инверсии закона дисперсии электронов (2) приводит к появлению в ∆ρ (42) слагаемых, про-
порциональных компонентам , ,x y zJ  магнитного момента дефекта, которые обращаются в нуль при 0h = . 

Используя асимптотические выражения для функций Грина на больших расстояниях от дефекта (32), (33), по-
лучаем 

 
( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )}

2

, 1,2
( ) 2 cos sin co cs os

2

cos sin cossin ,

i j
ij J J i J j

i j

i j i

s

ij J i j ijjS S r S S r

Q J

J

=

  θ − θ ∆ρ = − γ + θ ϕ −θ ϕ − θ ×       

φ θ θ −

+

× + + − +θ + φ

∑ ∑r
  (43) 

 ______________________________________________  

( ) ( ) ( )2
1 sign sig; n

2
.

4ik iji j i j
i j

K
v K K r

Q
v

Kπ
+= φ = −

π 

  (44) 

Углы ,J Jϕ θ  задают направление вектора магнитного 
момента дефекта 

 ( )cos sin ,sin sin ,cos .J J J J JJ= ϕ θ ϕ θ θJ   (45) 

Черта над функцией означает, что ее значение берется 
в точке (1,2)

st=k k , для которой скорость электрона (1,2)v  
направлена в противоположном вектору r направле-
нии, (1,2) (1,2)(1,2) (1,2)

st st( ) ( )v v= −n k n k . Таким образом, каж-
дое из слагаемых в сумме (43) учитывает вклад в ЛПС 
обратного рассеяния электрона с переходом между 
двумя точками с противоположным направлением ско-
рости на одном ( )i j=  или разных ( )i j≠  ферми-
контурах. 

Асимптотическая формула (43) позволяет легко ин-
терпретировать причину появления магнитного вклада 

в плотность состояний: в силу связи между направле-
ниями спина и волнового вектора магнитное рассея-
ние, приводящее к повороту спина на некоторый угол 

0,i i j∆θ = θ − θ ≠ ±π  и соответствующее изменению ско-
рости электрона на противоположное, изменяет поток 
электронов, рассеянных в обратном направлении. 

4.3. Осцилляции ЛПН 

Представим  выражение для ЛПН ( )m r  в виде сум-
мы не зависящего от координат слагаемого 0m  и ос-
циллирующей добавки ( )∆m r  

 0( ) ( ).= + ∆m r m m r   (46) 

Очевидно, что в силу общих соотношений (12) и (9) 
компонента плотности намагниченности 0 0zm ≡ . Од-
нако компоненты 0 ,x ym  могут быть отличны от нуля 
при энергии Ферми 0F ≤  : 

 ___________________________________________________  

 ( )

( )
( )( ) ( )( )

0

,
02 2

1,2

0, ,

cos
, .

sin2

F
j

j jix y
Fjij

m m d f
=

≥
 θ = λ Θ λ Θ ξ ≤  θπ   ξ

∑ ∫




 

 
 (47) 

Используя представление функции Грина в виде разложения по матрицам Паули (12), запишем выражения для 
компонент вектора ( )∆m r  в следующем виде: 
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  (49) 
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−
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−
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r
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  (50) 

Используя полученные формулы (48)–(50) и асимптотические выражения (32)–(33) для компонент функции Грина 
(12) при больших r , находим осциллирующие с расстоянием от дефекта компоненты ЛПН 
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  (51) 
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  (52) 
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 ______________________________________________  

Полученные результаты (51)–(53) определяют зависи-
мость ФО ЛПН от внешнего магнитного поля. Так же, 
как и в случае ЛПС, немагнитный вклад в ЛПН может 
быть легко интерпретирован на основании асимптоти-
ческих формул (51)–(53): обратное рассеяние на немаг-
нитном дефекте сопровождается переходом в состоя-
ние с направлением спина, повернутым относительно 
исходного на угол 0,i i j∆θ = θ − θ ≠ ±π , что приводит к 
изменению локальной плотности намагниченности во-
круг дефекта. 

4.4. Частный случай α = β, x yh h= − . 
Аналитическое решение 

В частном случае α = β  и ( )2 1,1,0h= −h  две ветви 
спектра пересекаются вдоль параболы 

 
2 2 2 21

1 12 , , .
2 22 28

y x y x y
x y

k k k k kh hk k
m m

+ −
= + = = =

αα





  

  (54) 

Low Temperature Physics/Фізика низьких температур, 2018, т. 44, № 12 1667 



И.В. Козлов, Ю.А. Колесниченко 

При 2 2 2/ 8F h m> α  ферми-контуры имеют две об-
щие точки и каждый из них состоит из двух дуг ок-
ружностей радиуса ( ) 2 /k m±

±=   (см. рис. 5): 

 ( ) 2

2
22 / , .F

mk m h±
± ±

α
= = + 



     (55) 

Направления спина на каждой из дуг, составляющих 
один контур, противоположны: 3 / 4+θ = π  или / 4−θ = −π , 
а дуги, имеющие одинаковые направления спина ±θ  
образуют полные окружности (см. рис. 5(а)). 

Используя выражения для функций Грина (27), (28), 
получаем следующее выражение для осциллирующей 
части ЛПС: 

 ( ) ,
2 2 2 2
y x y xJ J J J

r R R+ −
− −   

∆ρ = γ + + γ −      
   

  (56) 

где 

 ( ) ( ) ( )2

0 04 ( ) ( ) ( ),
4
mR r J k r Y k r± ±

± ±= Θ
π

   (57) 

0 ( )J x  и 0 ( )Y x  — функции Бесселя первого и второго рода 
соответственно. При больших значениях аргументов 
( ) 1k r±

  имеем 

 ( ) ( )
2

( )
2 4

( ) cos 2 .
4

mR r k r
k r

±
± ±

−
π





  (58) 

Компоненты осциллирующей части ЛПН ( )∆m r  оп-
ределяются следующими выражениями: 

 ( ) ,
2 22 2

y x z
x

J J Jm R R R+ −
− γ γ

∆ = + − −  
 

r   (59) 

 ( ) ,
2 22 2

y x z
y

J J Jm R R R+ −
− γ γ

∆ = + − −  
 

r   (60) 

 ( )( ) ,
2 2 2

y xz
z

J JJm R R R+ −
−

∆ = − +r   (61) 

где обозначения ( )R r±  определены выражением (57), а 

( ) ( )( ) ( )( ){
( )( ) ( )( )}

2

0 04 2

0 0

2 2sin ( )
2

( ) ( ),

m mR x+ y J k r Y k r

J k r Y k r

+ −

− +
+ −

 α
= + 

π  

+ Θ Θ

r
 

 

  

  (62) 

 ___________________________________________________  
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   α π   − + + ϕ + −    
    π

  α π   − + − ϕ +    
    

r 









. (63) 

 ______________________________________________  

В рассмотренном случае ФО ЛПС (56) изотропны и на 
больших расстояниях от дефекта содержат две гармо-
ники с периодами ( )/r k ±∆ = π , связанные с обратным 
рассеянием между состояниями, принадлежащими раз-
личным ферми-контурам, в то время как в осцилляции 
ЛПН (59)–(61) вносят вклад переходы между состоя-
ниями одного ферми-контура, приводящие к появле-
нию гармоник ФО с периодами 

 
( ) ( )

2

2 ,
4 sin

4r

r
mk k+ −

π
∆ =

α π + ± ϕ + 
 



  (64) 

зависящими от направления rϕ  в координатном про-
странстве. Из формулы (63) следует, что линии посто-
янной фазы для осцилляций ЛПН с периодом (64) пред-
ставляют собой эллипсы (при ( ) ( ) 24 /k k m+ −+ > α  ) или 
гиперболы (при ( ) ( ) 24 /k k m+ −+ < α  ), а точка 0r =  сов-
падает с одним из фокусов. 

5. Обсуждение результатов 

Влияние параллельного магнитного поля на ФО 2D 
электронного газа со СОВ Рашбы–Дресселхауса обус-
ловлено двумя основными причинами. Во-первых, маг-

нитное поле B  нарушает центральную симметрию фер-
ми-контуров и меняет их локальную геометрию. Обрат-
ное рассеяние электронов, дающее основной вклад в 
ФО, соответствует переходам между состояниями с 
противоположным направлением скорости, которая, в 
свою очередь, зависит от поля B . В результате измене-
ние величины и направления вектора B  меняет как 
период ФО (вследствие изменения величины волно-
вого вектора, отвечающего точке стационарной фазы, 
см. (34)), так и их амплитуду (вследствие изменения 
кривизны ферми-контура, см. (35)). Вторым важным 
обстоятельством является изменение под действием по-
ля направления спина электрона (см. (6)). Поскольку 
при СОВ спин электрона и его волновой вектор взаимо-
связаны, матричные элементы переходов между двумя 
квантовыми состояниями при обратном рассеянии зави-
сят от направления спинов до и после рассеяния. При 

0=B  замена направления волнового вектора на проти-
воположное приводит к перевороту спина для состоя-
ний на том же ферми-контуре и к сохранению его на-
правления при переходе на другой ферми-контур. В 
результате вследствие правил отбора по спину в ФО ЛПС 
отсутствуют слагаемые, зависящие от магнитного 
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момента дефекта, а ФО ЛПН при рассеянии на немагнит-
ном дефекте, естественно, отсутствуют (см. [23,26,33]). 
В параллельном магнитном поле при обратном рассея-
нии становятся разрешенными состояния, соответству-
ющие повороту спина на некоторый, зависящий от по-
ля B, угол. В результате в ФО ЛПС появляются новые 
гармоники, периоды которых зависят только от харак-
теристик одного из ферми-контуров, а также слагаемые, 
пропорциональные магнитному моменту дефекта J . 
По той же причине ФО ЛПН содержат гармоники, про-
порциональные константе потенциального взаимодей-
ствия электрона с дефектом γ . Отметим, что перечис-
ленные выводы остаются справедливыми при наличии 
только одного типа СОВ (Рашбы или Дресселхауса), а 
все наши аналитические результаты позволяют поло-
жить одну из констант СОВ равной нулю. Асимптоти-

ческие формулы (43) и (51)–(53) дают полное качест-
венное описание всех гармоник ФО ЛПН и ЛПС, зави-
симости их периодов и амплитуд от поля B . 

Пространственные распределения локальных плот-
ностей состояний и намагниченности на рис. 1–5, по-
лученные с помощью общих выражений (42), (48)–(50), 
представляют собой лишь несколько частных приме-
ров, иллюстрирующих разнообразие характера анизо-
тропии фриделевских осцилляций в рассмотренной си-
стеме. При построении графиков мы используем сле-
дующие безразмерные величины: 

 
2 2 2 2

2, , ,

, , ,

F F

F
F F

F F

m m h mhh
k k k

kk r k r
k

α β
α = β = = =

= = =

  







  (65) 

(а)           (б)   

Рис. 1. (Онлайн в цвете) (a) Типичная форма ферми-контуров при 0F >   в параллельном магнитном поле. (б) Осциллирующая 
часть ЛПС ( ),x y∆ρ  при рассеянии на немагнитном дефекте ( )0J = . Использованы следующие значения параметров: 0,7,α =  

0,3,β =  0,6h = ,

  
2,0hϕ = . 

0,03 

0,02 

0,01 

0 

–0,01 

–0,02 

–0,03 

(а)    (б)   
Рис. 2. (Онлайн в цвете) ФО ЛПН при рассеянии на немагнитном дефекте при 0F >  . (a) Распределение нормальной к плоско-

сти компоненты zm∆ . (б) Распределение абсолютной величины 2 2
x ym m∆ + ∆  компоненты ЛПН в плоскости. Стрелками пока-

зано направление вектора ( , )x ym m∆ = ∆ ∆m . Значения параметров совпадают с приведенными на рис. 1. 
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( )

2 4 2 4

2 2( ) ( ); ( ) ( ),
( )m J m J

  π π ∆ρ = ∆ρ ∆ = ∆    γ + γ +   
r r m r m r    

  (66) 
где 2 /FFk m=  . Стрелками на ферми-контурах, по-
мещенных на рисунках, показано направление вектора 
скорости (стрелки, направленные перпендикулярно ли-
нии ферми-контура) и направление спина электрона. 

Рисунок 1(а) демонстрирует нарушение центральной 
симметрии ферми-контуров и изменение направления 
спинов под действием параллельного магнитного поля 
в условиях СОВ Р-Д. При рассеянии на немагнитном 
дефекте ФО ЛПС ( )∆ρ r  (рис. 1(б)) сохраняют цен-
тральную симметрию, однако уже не имеют симмет-
рии относительно осей x y=  и x y= − , которая сущест-

вует в отсутствие поля 0=B  [33]. Штриховые линии 
на рис. 1(б) показывают направления максимальной ам-
плитуды ФО, совпадающие с направлением скорости в 
точках перегиба ферми-контура, принадлежащего вет-
ви 2 . Каждые две линии (с одинаковой длиной штриха) 
ограничивают «веер» направлений, в котором ФО име-
ют больше двух гармоник. В нулевом поле оба «веера» 
совпадают. 

Рисунок 2 иллюстрирует существующий только в 
магнитном поле эффект возникновения неоднородного 
распределения плотности намагниченности при рас-
сеянии на немагнитном дефекте. Интересно отметить, 
что потенциальное рассеяние приводит к ненулевой 
плотности намагниченности не только в плоскости 2D 
электронов (рис. 1(б)), в которой лежит вектор B , но и 

Рис. 4. (Онлайн в цвете) ФО ЛПC ( )∆ρ r  при рассеянии на магнитном дефекте, 0(1, 1,0) / 2J= −J , 0γ = , вблизи значения маг-
нитного поля min1 1,36,h =  при котором уровень Ферми проходит через точку минимума ветви спектра 1 . (a) min1 1,4h h< = . 
(б) min1 1,28h h> = . Использованы следующие значения параметров: 0,5, 0,1α = β = , 3 / 4hϕ = π . 

0,050 

0,025 
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–0,025 

–0,050 
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–0,1 

(а)        (б)   

Рис. 3. (Онлайн в цвете) (a) Ферми-контуры при 0 F=   (18), ch h>  (38), 3 / 4hϕ = π . Черной точкой показана 0k , точка каса-
ния ветвей спектра (17). (б) ЛПС при рассеянии на магнитном дефекте ( ),0,0J=J , 0γ =  (7). Использованы следующие зна-
чения параметров: 0,5α = , 0, 2β = , 1, 4h = . 

0,02 

0,01 

0 

–0,01 

–0,02 

1670 Low Temperature Physics/Фізика низьких температур, 2018, т. 44, № 12 



Фриделевские осцилляции в 2D электронном газе со спин-орбитальным взаимодействием 

в направлении, перпендикулярном этой плоскости 
(рис. 1(а)). 

На рис. 3 приведены ФО ЛПС, обусловленные маг-
нитным рассеянием для специального случая, когда 
энергия Ферми совпадает с энергией в точке касания 
ветвей спектра 0  (18), а магнитное поле больше крити-
ческого ch  (38), т.е. ветвь спектра 1( )= k   имеет абсо-
лютный минимум с энергией min

1 0<  . 
Рисунок 4 наглядно демонстрирует кардинальное 

изменение характера ФО ЛПС, связанных с магнитным 
рассеянием, в узком интервале магнитных полей вбли-
зи значения 

 ( ) ( )1 2
min 2

3, ,
42

F h
mh h π

= = α +β ϕ =+


  (67) 

соответствующего совпадению минимума ветви спек-
тра 1  с уровнем Ферми F . При ( )1

minh h>  существует 
только один ферми-контур, принадлежащий ветви 2  
(вставка на рис. 4(а)) и определяющий единственную 
гармонику ФО, рис. 4(а). При магнитных полях ниже 
поля минимума ( )1

minh h<  возникает второй ферми-кон-
тур (вставка на рис. 4(б)), принадлежащий ветви 1  (2D 
аналог топологического перехода Лифшица с появлени-
ем новой полости поверхности Ферми), что приводит к 
появлению второй гармоники ФО, имеющей бóльшие 
период и амплитуду, рис. 4(б). Распределения ЛПС 
построены для случая, когда ch h>  (38) и 0F <   (18). 

Рисунок 5 относится к специальному случаю α = β  
и ( )/ 2 1,1,0h= −h , рассмотренному в разд. 5.3. При 
выбранных значениях параметров ферми-контуры име-
ют две общие точки, т.е. 2 2 2/ 8F h m> α  (рис. 5(а)). 
В соответствии с асимптотической формулой (63) на 
рис. 5(б) хорошо видны эллипсы линий постоянной фа-
зы в пространственном распределении компоненты ЛПС 

zm  вокруг магнитного дефекта. 

6. Заключение 

Мы исследовали влияние параллельного магнитно-
го поля на фриделевские осцилляции локальных плот-
ностей состояний и намагниченности в 2D электрон-
ном газе со СОВ Р-Д, которые связаны с рассеянием на 
магнитном дефекте. Показано, что магнитное поле, на-
рушающее центральную симметрию закона дисперсии, 
приводит к появлению в ФО ЛПС гармоник, обуслов-
ленных магнитным рассеянием, а немагнитная примесь 
порождает ФО ЛПН. Предсказанный эффект открыва-
ет возможность исследования магнитного рассеяния с 
помощью обычного, а не спин-поляризованного СТМ. 
Зависимость периодов ФО от величины и направления 
вектора магнитного поля может служить независимым 
способом определения констант СОВ. 
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Рис. 5. (Онлайн в цвете) ФО ЛПС ρ  в случае равенства констант СОВ Р-Д при рассеянии на немагнитном дефекте, 0,γ ≠  0=J . 
(a) Ферми-контуры, (б) осцилляции z-компоненты ЛПН, zm , при рассеянии на магнитном дефекте, 0,γ =  (0,0, )J=J . При по-
строении графиков использовались следующие значения параметров: 0,3,α = β =  1h = , 3 / 4hϕ = π . 
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 ___________________________ 

Фріделєвські осциляції в 2D електронному газі 
із спін-орбітальною взаємодією у паралельному 

магнітному полі 

І.В. Козлов, Ю.О. Колесніченко 

Теоретично досліджуються ефекти, що пов’язані з інтерфе-
ренцією електронних хвиль навколо магнітного точкового 
дефекту в двовимірному електронному газі з комбінованою 
спин-орбітальною взаємодією Рашби–Дрессельхауса у присут-
ності паралельного магнітного поля. Проаналізовано вплив 
магнітного поля на анізотропний просторовий розподіл ло-
кальної густини станів і локальної густини намагніченості. 
Передвіщуються існування осциляцій густини намагніченос-
ті при розсіянні на немагнітному дефекті та вкладу магнітно-
го розсіювання (що супроводжується поворотом спіна) у ло-
кальну густину електронних станів. 

Ключові слова: спін-орбітальна взаємодія, магнітний дефект, 
фріделєвські осциляції, двовимірний електронний газ. 

Friedel oscillations in 2D electron gas with spin-orbit 
interaction in parallel magnetic field 

I.V. Kozlov and Yu.A. Kolesnichenko 

Effects related with the interference of electron waves around 
a magnetic point defect in two-dimensional electron gas with the 
combined Rashba–Dresselhaus spin-orbit interaction in parallel 
magnetic field are investigated theoretically. The influence of the 
magnetic field on the space distribution of the local density of 
states and the local density of magnetization is analyzed. The 
occurrence of local density magnetization oscillations at the scat-
tering by non-magnetic defect and the contribution of magnetic 
scattering (accompanied by spin rotation) in the local density of 
states are predicted. 

Keywords: Friedel oscillations, spin-orbit interaction, magnetic 
point defect, two-dimensional electron gas.
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