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Дисертацiйна робота присвячена побудовi явних наближених розв’язкiв

нелiнiйного рiвняння Больцмана для моделi твердих куль. Цi розв’язки

будуються у виглядi асиметричних та континуальних аналогiв бiмодаль-

них розподiлiв з максвелiвськими модами рiзних типiв: глобальними та

стацiонарними неоднорiдними. Величинами, що характеризують ступiнь

точностi тих чи iнших наближених розв’язкiв, є вiдхили мiж лiвою та пра-

вою частинами рiвняння, якi обчислюються як рiвномiрно-iнтегральна, або

чисто-iнтегральна норми рiзницi мiж ними.

Знайденi явнi наближенi розв’язки, вiдмiннi вiд тих, що розглядались

ранiше. Вони мають вигляд лiнiйної комбiнацiї стацiонарних неоднорiдних

максвелiанiв при деяких припущеннях про зв’язок мiж кутовими швидко-

стями та температурами потокiв. Отриманi асиметричнi аналоги бiмодаль-

них розподiлiв описують нерiвномiрно остигаючий газ, причому обертання

обох ґвинтiв сповiльнюється, хоча i в рiзному ступенi.

Запропонований новий пiдхiд до пошуку наближених розв’язкiв. Цей

пiдхiд заснований на припущеннi, що масова швидкiсть глобальних та ло-

кальних максвелiанiв приймає не фiксованi дискретнi значення, а стає до-

вiльним параметром, що приймає будь-якi значення з простору R3 . Також

були знайденi наближенi розв’язки з довiльною густиною. Таким чином,
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побудовано новий клас наближених розв’язкiв у виглядi континуальних

розподiлiв.

Для рiвномiрно-iнтегрального та чисто-iнтегрального вiдхилiв у випад-

ку асиметричних та континуальних розв’язкiв отримано оцiнку зверху й

показано, що ця оцiнка має скiнченну границю при низькiй температурi

максвелiанiв. Отриманi рiзноманiтнi достатнi умови нескiнченної мализ-

ни цих границь при спецiальному виборi поведiнки параметрiв, в тому

числi, при великих числах Кнудсена. При цьому всi отриманi розподiли

не прямують до жодного з максвелiанiв (тобто точного розв’язку рiвняння

Больцмана).

Ключовi слова : твердi кулi, рiвняння Больцмана, максвелiан, вiдхил,

бiмодальний розподiл, континуальний розподiл, ґвинти.
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ABSTRACT

Sazonova O.S. Asymmetrical and continual analogues of bimodal

distributions. — Qualification scientific paper, manuscript.

The thesis for obtaining the degree of Candidate of Sciences (Ph.D.) in

physics and mathematics, speciality 01.01.03 — Mathematical Physics (Physics

and Mathematics). — V. N. Karazin Kharkiv National University, the Ministry of

Education and Science of Ukraine; B. I. Verkin Institute for Low Temperature

Physics and Engineering of the National Academy of Sciences of Ukraine,

Kharkiv, 2019.

The thesis is about construction of explicit approximate solutions of the non-

linear Boltzmann equation for the model of hard spheres. This solutions are built

in the form of assymetrical and continual analogues of bimodal distributions

with different Maxwellian modes, namely such as: global and stationary non-

homogeneous. A uniform-integral remainder or integral remainder between the

sides of the Boltzmann equation are taken for the numerous characteristics of

this solution exactness.

The approximate bimodal solutions that differs from those studied before,

and which have the form of linear combination of stationary non-homogeneous

Maxwellians with some assumptions about the connection between the angular

velocities and the flow temperature, are found. The common property of this

obtained asymmetrical analogues of bimodal distributions is that they describe

the non-uniform cooling gas. Besides, the rotation of both screws decelerates,

although in different degrees.

A new approach to the search for explicit approximate solutions based on

assuming that the mass velocity of the global and local Maxwellian does not

take fixed discrete values but becomes an arbitrary parameter taking any values

in R3 is proposed. Also the approximate distributions with arbitrary density are

investigated. So, the new kind of approximate solutions in the form of continual
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distributions is built.

For uniform integral and pure integral remainders in the case of

asymmetrical and continual solutions a top estimate is obtained and it is shown

that this estimate has a finite boundary at low Maxwell temperature. Various

sufficient conditions for attaining the minimum of these boundaries are obtained

in the special choice of the behavior of parameters, including, for large Knudsen

numbers. At the same time, all obtained distributions itself do not tend to any

of Maxwellians (i.e. to the known exact solution of the Boltzmann equation).

Keywords : hard spheres, Boltzmann equation, Maxwellian, remainder,

bimodal distribution, continuum distribution, screws.
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ВСТУП

Для опису переходу розрiдженого газу у стан термодинамiчної рiвно-

ваги використовується iнтегро-диференцiальне рiвняння [7,8,64], виведене

одним з основоположникiв статистичної фiзики й фiзичної кiнетики ав-

стрiйським фiзиком Людвигом Больцманом в 1872 роцi, яке й носить його

iм’я. Це рiвняння, якому судилося стати фундаментальним рiвнянням кi-

нетичної теорiї розрiджених одноатомних газiв, описує часову еволюцiю

функцiї розподiлу в газi часток, що взаємодiють через парнi зiткнення.

Воно вiдiгравало й вiдiграє важливу роль в технiцi, формуваннi науково-

го свiтогляду. Рiвняння Больцмана використовувалось для обґрунтування

молекулярно-кiнетичної теорiї, другого закону термодинамiки про зростан-

ня ентропiї, виведеннi рiвнянь гiдродинамiки. Воно в своїх модифiкацiях

широко використовується при описаннi розрiдженого газу, випромiнюван-

ня, переносу нейтральних часток типу нейтронiв, в атмосфернiй оптицi,

для розрахункiв реакторiв, тощо. Важко вказати iнше нелiнiйне рiвняння

досить складної структури, що мiстить в собi такiж глибину i загальнiсть,

як рiвняння Больцмана.

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Проблема пошуку точних

i наближених розв’язкiв цього нелiнiйного iнтегро-диференцiального рiв-

няння займає дуже важливе мiсце серед рiзних напрямiв дослiджень в кi-

нетичнiй теорiї газiв. Дослiдженню розв’язкiв цього рiвняння, а також його

обґрунтуванню присвячена велика кiлькiсть монографiй, сбiрникiв статей,

оглядiв, тощо [1, 2, 4–6, 10, 13, 28, 32–35, 39, 41–45, 51, 53–55, 68, 76, 89]. Зва-

жаючи на складну структуру iнтеграла зiткнень на даний момент отри-

мана дуже невелика кiлькiсть точних розв’язкiв цього рiвняння. Не див-

лячись на те, що велика частина цих розв’язкiв описує вельми штучнi

ситуацiї, вони представляють велику цiннiсть як еталоннi розв’язки для

апробацiї наближених методiв розрахунку, а також дають важливу iнфор-



12

мацiю про якiсну поведiнку розв’язкiв цього iнтегро-диференцiального

рiвняння. Найбiльш важливим точним розв’язком є максвелiвський роз-

подiл (максвелiан), що характеризує газ, що знаходиться в рiвновазi

[8, 64, 98, 99]. Це єдиний розв’язок, вiдомий на даний момент для мо-

делi твердих (пружних) куль в явному виглядi. Перший найпростiший

(залежний лише вiд v ) розв’язок було знайдено Максвеллом ще в 1859

роцi. В подальшому Г. Гредом, Т. Карлеманом, О.Г. Фрiдлендером було

здобуто узагальнення цього розв’язку: спочатку на неоднорiдний випа-

док (f залежить вiд v та x ), i нарештi — на нестацiонарний (f зале-

жить ще й вiд t ) [32, 52, 88, 89]. Великих успiхiв також вдалось досягнути

О.В. Бобильову, M. Krook, T. Wu та H.M. Ernst у частковому випадку макс-

велiвських молекул [3, 58, 73, 91, 92, 96]. Зокрема були отриманi розв’язки

(iнколи лише у виглядi формальних рядiв) i для деяких бiльш загаль-

них випадкiв [9, 38, 40]. Разом з тим, дуже важливо видiлити результа-

ти, що стосуються iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi для рiв-

няння Больцмана [12, 36, 56, 57, 67, 97, 109]. Методи розвинення в ряди

Гiльберта, Чепмена-Енскога та Греда також дають недостатню iнформа-

цiю про вигляд цих розв’язкiв при скiнченних значеннях часу, просторо-

вих та швидкiсних змiнних [29, 37, 49]. Що стосується чисельних методiв,

то вони також виявились нестрогими [11, 30, 31, 59, 60, 69–71, 74, 100, 103].

Очевидно, що нестацiонарних однорiдних максвелiвських розв’язкiв рiв-

няння Больцмана не iснує. У зв’язку з цим виникає iнтерес до пошуку

наближених явних розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Больцмана, що задо-

вольняють йому лише з довiльною мiрою точностi. Такi розв’язки служать

доброю апроксимацiєю деяких точних розв’язкiв, що описують нерiвно-

важнi стани газу, i через свою простоту є зручною моделлю для дiйсних

розв’язкiв рiвняння Больцмана, якi сильно вiдрiзняються вiд максвелiанiв.

Вiдмiтимо, що першi спроби в цьому напрямi були зробленi ще в пiс-

лявоєннi роки у зв’язку з наближеним описом ударної хвилi (розподiл
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Тамма–Мотт–Смiта) [50, 66, 72, 90, 93–95, 101, 102, 104, 105]. В подальшо-

му такий пiдхiд неодноразово вивчався й розвивався багатьма авторами.

Бiмодальний розподiл Тамма–Мотт–Смiта i його модифiкацiї були запропо-

нованi саме з метою описання структури ударної хвилi, але виявилося, що

вони нi точно, нi наближено не можуть задовольняти рiвняння Больцмана з

довiльною мiрою точностi. Це пов’язано з накладанням жорстких умов на

гiдродинамiчнi параметри. Все це привело до необхiдностi побудови таких

бiмодальних розподiлiв з довiльними гiдродинамiчними параметрами, якi

описували б процес взаємодiї мiж двома максвелiвськими потоками в газi

з тведих куль i водночас задовольняли рiвнянню Больцмана з якою завгод-

но мiрою точностi. Розв’язок цiєї проблеми вперше було запропоновано

В.Д. Гордевським в роботах [14–18]. Далi було побудовано рiзнi класи

явних наближених розв’язкiв, що вiдповiдають як глобальним, так i ло-

кальним максвелiвським модам [19,20,22,23,78–81]. Актуальнiсть пошуку

iнших явних наближених розв’язкiв залишається.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Темати-

ка дослiджень дисертацiйної роботи була пов’язана з науковою програмою

кафедри математичного аналiзу Харкiвського нацiонального унiверситету

iменi В.Н. Каразiна. Дисертацiя виконувалась у вiдповiдностi з тематични-

ми планами державних науково-дослiдницьких робiт ”Аналiтичнi методи

розв’язання якiсних проблем теорiї керування та теорiї функцiонально-

диференцiальних рiвнянь” (номер державної реєстрацiї 0111U010364),

”Асимптотичнi i алгебраїчнi методи в теорiї диференцiальних рiвнянь та

теорiї керування” (номер державної реєстрацiї 0106U001561) i ”Аналiтич-

нi методи в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь та теорiї керування”

(номер державної реєстрацiї 0109U001456).

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiї полягає в побудо-

вi явних наближених розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Больцмана для мо-

делi твердих куль. Цi розв’язки будуються у виглядi асиметричних та
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континуальних аналогiв бiмодальних розподiлiв, де в якостi мод викори-

стовуються рiзнi типи максвелiанiв: глобальнi та стацiонарнi неоднорiднi.

Величинами, що характеризують ступiнь точностi тих чи iнших наближе-

них розв’язкiв, є вiдхили мiж лiвою та правою частинами рiвняння, якi

обчислюються як рiвномiрно-iнтегральна або чисто-iнтегральна норми рiз-

ницi мiж ними.

Об’єктом дослiдження є нелiнiйне iнтегро-диференцiальне рiвняння

Больцмана для моделi твердих куль.

Предметом дослiдження є явнi наближенi бiмодальнi та континуальнi

розв’язки з максвелiвськими модами рiзних типiв.

Основним завданням, яке доводиться розв’язувати для досягнення вка-

заної мети, є пошук таких умов, що необхiдно накласти на коефiцiєнтнi

функцiї асиметричних бiмодальних та континуальних розподiлiв i на по-

ведiнку всiх наявних параметрiв, якi були б достатнiми для того, щоб вiд-

повiдний вiдхил мiж частинами рiвняння мiг бути зроблений скiль завгодно

малим.

Методи дослiдження. В дисертацiйнiй роботi при вивченнi поведiнки

вiдхилiв мiж частинами рiвняння використовувались методи математично-

го та функцiонального аналiзу, в тому числi й теорiя узагальнених функцiй.

Наукова новизна отриманних результатiв. Всi результати, отриманi

в дисертацiйнiй роботi, є новими i полягають в наступному:

1. Вперше побудованi явнi наближенi розв’язки нелiнiйного рiвняння

Больцмана у виглядi асиметричних аналогiв бiмодальних розподiлiв

та дослiджено їх фiзичний змiст.

2. Розроблений новий пiдхiд для пошуку явних наближених розв’язкiв,

заснований на припущеннi, що масова швидкiсть глобального макс-

велiана приймає не фiксованi дискретнi значення, а стає довiльним

параметром, який приймає будь-якi значення з R3 . Таким чином, по-

будований наближений розв’язок у виглядi континуального розподiлу,
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що вiдрiзняється вiд бiмодальних. На основi цього пiдходу знайденi

континуальнi розподiли з довiльною густиною.

3. Побудовано новий клас явних наближених розв’язкiв цього рiвняння,

який має вигляд континуальної суперпозицiї локальних максвелiанiв

ґвинтового типу. Такi потоки описують стацiонарнi рiвноважнi стани

газу, подiбнi ґвинтам, тобто задають обертання газу як цiлого з певною

кутовою швидкiстю й поступальний рух вздовж осi обертання. Вони

задовольняють дане кiнетичне рiвняння з будь-яким довiльним ступе-

нем точностi та означають припущення, що теплова складова швидко-

стей молекули мала, коли збережено довiльне значення масової швид-

костi потоку.

4. Для рiвномiрно–iнтегрального та чисто–iнтегрального вiдхилiв у ви-

падку асиметричних та континуальних розв’язкiв отримано оцiнку

зверху й показано, що ця оцiнка має скiнченну границю при низькiй

температурi максвелiанiв. Отриманi також рiзноманiтнi достатнi умови

нескiнченної мализни цих границь при спецiальному виборi поведiнки

параметрiв, в тому числi, при великих числах Кнудсена.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисертацiй-

ної роботи мають переважно теоретичне значення. Вони можуть бути вико-

ристанi при подальшому вивченнi рiвняння Больцмана i властивостей його

розв’язкiв, а також застосованi при дослiдженнi iнших моделей взаємодiї

мiж молекулами та iнших кiнетичних рiвнянь. Вони можуть скласти змiст

спецiальних курсiв, якi читаються на факультетах фiзико-математичного

профiлю для студентiв та аспiрантiв унiверситетiв та наукових установ

НАН України. Разом з тим вони можуть знайти застосування й у таких

галузях, як гiдро- та аеродинамiка, метеорологiя, океанологiя та iн. при по-

будовi i дослiдженнi математичних моделей рiзних процесiв, пов’язаних iз

взаємодiєю тих чи iнших потокiв часток, зокрема при вивченнi еволюцiї
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ґвинтових течiй.

Особистий внесок здобувача. В роботах [24, 25, 82–84], написаних у

спiвавторствi з науковим керiвником, В.Д. Гордевському належить визна-

чення напрямку дослiдження, постановка задач i обговорення результатiв.

Основнi результати дисертацiї, винесенi на захист, отримано дисертантом

самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

доповiдались i обговорювалися на мiжнародних наукових конференцiях:

1. Мiжнародна наукова конференцiя «Сучаснi проблеми математики та

її застосування у природничих науках i iнформацiйних технологiях»

(Харкiв, 2011);

2. IV Конференцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i ма-

тематики iменi академiка Я.С. Пiдстригача КМУ СПММ–2011 (Львiв,

2011);

3. Чотирнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi М. Кравчука

(Київ, 2012);

4. XVII International Congress on Mathematical Physics (Ольборг, Данiя,

2012);

5. Мiжнародна конференцiя присвячена 120-рiччю Стефана Банаха

(Львiв, 2012);

6. International Conference on Fluids And Variational Methods (Лейпциг,

Нiмеччина, 2013);

7. XVI Мiжнародна конференцiя ”Моделювання та дослiдження стiйкостi

динамiчних систем” DSMSI-2013 (Київ, 2013);

8. International School on Recent Advances in partial differential equations

and applications (Мiлан, Iталiя, 2013);
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9. International Conference ”Analysis and Mathematical Physics” (Харкiв,

2013);

10. Мiжнародна школа-конференцiя ”Тараповськi читання — 2013”,

присвячена 150-рiччу кафедри теоретичної та прикладної механiки

Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В.Н. Каразiна (Харкiв,

2013)

11. Конференцiя молодих учених ”Пiдстригачiвськi читання — 2015”

(Львiв, 2015);

12. 6th Ya.B. Lopatynsky International School-Workshop on Differential

Equations and Applications (Вiнниця, 2019).

13. Науковий семiнар кафедри фундаментальної математики Харкiвського

нацiонального унiверситету iменi В.Н. Каразiна (керiвник семiнару —

д.ф.–м.н., доцент О. Л. Ямпольський, 2019)

Публикацii. Результати дисертацiї вiдображенi в 16 наукових публiка-

цiях, з яких 6 статей [24,25,48,82–84] у спецiалiзованих фахових виданнях

(двi статтi в журналах з iмпакт-фактором) та 10 тез доповiдей мiжнародних

наукових конференцiй [26, 27, 46, 47, 85–87,106–108].

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох

роздiлiв, висновку i списку використаних джерел, що складається зi 109

найменувань i займає 12 сторiнок. Загальний об’єм дисертацiї складає 132

сторiнки. Основнi результати, винесенi на захист, мiстяться в роздiлах 2–4.

Подяка. Автор виражає щиру подяку за цiннi поради, постiйну ува-

гу до роботи та пiдтримку своєму науковому керiвнику доктору фiзико-

математичних наук, професору Гордевському Вячеславу Дмитровичу.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ВИБIР НАПРЯМКУ

ДОСЛIДЖЕНЬ

В цьому роздiлi представлено огляд лiтератури за темою дисертацiї та

обгрунтовано вибiр напрямку дослiдження, проведеного в данiй роботi.

1.1. Огляд лiтератури за темою дисертацiї

В класичнiй кiнетичнiй теорiї розрiджених одноатомних газiв стан газу

в момент часу t ≥ 0 характеризується функцiєю розподiлу f(x, t, v) його

молекул за просторовими координатами x ∈ R3 i швидкостями v ∈ R3 .

Загалом, функцiя розподiлу задає число часток або молекул, якi в момент

часу t мають швидкiсть v i знаходяться в точцi простору x , а її часова

еволюцiя описується рiвнянням Больцмана. Якщо слiдувати Г. Греду [89],

його можно записати у виглядi

∂f

∂t
(x, v, t) + (v · ∇x)f(x, v, t) = Q(f, f).

Якщо б права частина була рiвною нулю, то ми мали б рiвняння довiльно-

го руху. Функцiя Q(f, f) — бiлiнiйний оператор, який називається опера-

тором зiткнень. У зв’язку з тим, що рiвняння Больцмана мiстить частковi

похiднi функцiї f за координатами та часом, для його розв’язку потрiбно

задати початковi та крайовi умови, а це означає постановку для рiвняння

початково-крайової (змiшаної) задачi.

Iснують два пiдходи щодо дослiдження таких задач. Перший з них

пов’язаний з доведенням строгих теорем iснування, єдиностi, стiйкостi,

неперервної залежностi розв’язку вiд вхiдних даних; другий заснований на

методах побудови точних або наближених (частiше наближених) розв’язкiв

в тому чи iншому явному виглядi. Не має нiякого сенсу протиставляти цi
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два пiдходи: вони обидва важливi як для розумiння особливостей поведiн-

ки розв’язку, так i для визначення областi застосування самого рiвняння.

Частковi (точнi та наближенi) розв’язки дають достатньо повне представ-

лення про поведiнку газу в деяких цiкавих з фiзичної точки зору ситуацiях.

Строгi теореми дозволяють судити про те, наскiльки вони вiдображають

загальну ситуацiю, чи iснує розв’язок в цiлому.

Сам Больцман спочатку розглядав це рiвняння при доведеннi того, що в

розрiдженому газi довiльна функцiя розподiлу по швидкостям прямує при

t → ∞ до розподiлу Максвела-Больцмана. В подальшому було показано,

що наслiдком цього рiвняння є й рiвняння гiдродинамiки; на його основi

побудованi важливi методи, що використовуються в практичних газоди-

намiчних розрахунках. При всiх цих успiхах рiвняння Больцмана завжди

оточене цiлою низкою проблем. На даний час до кiнця не з’ясованi його

математичнi властивостi, зокрема не доведена теорема iснування розв’язку

в цiлому. Бiльш того, навiть з точки зору теоретичної фiзики воно має па-

радоксальну властивiсть: воно не може бути обереним, хоча в принципi

отримане з обернених рiвнянь мiкроскопiчної динамiки. Бiльш конкрет-

нiше це означає наступне: якщо набiр функцiй (q1(t), v1(t), ..., qn(t), vn(t))

являє собою розв’язок мiкроскопiчних рiвнянь руху, то розв’язком є й набiр

(q1(−t),−v1(−t), ..., qn(−t),−vn(−t)) . I, здавалося б, можна очiкувати, що

якщо функцiя ft(q, v) є розв’яком, то розв’язком буде й функцiя f−t(q,−v) .

Проте, окрiм спецiальних випадкiв, це не так.

Важливу роль вiдiграє ряд дослiджень, пов’язаних з доведенням iс-

нування в цiлому розв’язку задачi Кошi. Теорема iснування Греда га-

рантує iснування (точного) розв’язку на iнтервалi часу [0, T ] , причому

T → +∞ , тiльки якщо початкова функцiя f0 прямує до максвелiвської

функцiї розподiлу. Тому природньо очiкувати, що найбiльш просто iсну-

вання розв’язку в цiлому встановлюється у випадку, коли початковий стан

газу мало вiдрiзняється вiд рiвноважного. Iсторично першою теоремою
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iснування в цiлому розв’язку рiвняння була теорема, доведена в 1933 р.

Т. Карлеманом [32, 67], який розглянув газ, що складається з молекул —

твердих куль в просторово-однорiдному випадку. В цьому випадку функ-

цiя розподiлу залежить лише вiд v та t . Також показано, що знайдений

розв’язок прямує до глобального максвелiана при нескiнченно великому

часi в рiвномiрнiй за швидкiстю нормi.

Результат Т. Карлемана у випадку степеневих потенцiалiв було узагаль-

нено Н.Б. Масловою та Р.П. Чубенко [36]. А у 1972 роцi Л. Аркерiд [56,57]

отримав результат, що стосується iснування, єдиностi та асимптотичної по-

ведiнки розв’язку просторово-однорiдного рiвняння Больцмана. Йому вда-

лося узагальнити попереднi результати i довести iснування бiльш сильно-

го розв’язку. В дiйсностi випадок з максвелiвською функцiєю розподiлу

залишається поки єдиним, для якого вдалось довести iснування розв’язку

в цiлому. Також великий вклад в розвиток вказаних результатiв зроблено

С. Укаi в роботi [109]. Ця робота присвячена дослiдженню в цiлому неодно-

рiдного рiвняння Больцмана для моделi твердих куль i деяких ступеневих

потенцiалiв в обмеженiй просторовiй областi (перiодичнi граничнi умови).

Цi результати вiдносяться до так званого слабкого нелiнiйного випадку, ко-

ли доводиться накладати досить жорсткi обмеження на норму вiдхилу по-

чаткової умови вiд глобального максвелiвського розподiлу. В подальшому

цей результат мав розвиток в роботах Р. Кефлiша [66]. Також в подаль-

шому був зроблений великий крок вперед Л. Лiонсом [97]. Було доведено

досить загальну теорему iснування слабких розв’язкiв повного рiвняння

Больцмана в широкому класi функцiй при ”великих” початкових даних (а

саме неоднорiдних та сильно вiдмiнних вiд максвелiана). З отриманих ним

результатiв випливає досить важливий висновок про те, що аналог задачi

Кошi з максвелiаном в якостi ”початкової умови на нескiнченностi” може

мати розв’язки, якi не обов’язково є малими збуреннями максвелiвського

розв’язку. Проте вiдмiтимо, що єдинiсть розв’язку не була доведена.
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Вперше математично строге виведення рiвняння Больцмана з нью-

тоновських рiвнянь руху часток газу було отримане у 1975 р.

О.Е. Ланфордом III. Отриманi ним результати стали строгою реалiзацiєю

iдей, висунутих Н.Н. Боголюбовим в його вiдомiй роботi ”Проблеми ди-

намiчної теорiї в статистичнiй фiзицi” (1946 р.). Результат О.Е. Ланфорда

важливий тим, що вiн знiмає питання про принципову несумiснiсть рiв-

няння Больцмана з ньютоновськими рiвняннями руху часток газу. Тезу про

таку несумiснiсть висували деякi вченi початку столiття на основi того, що

ньютоновськi рiвняння руху оберненi за часом, а рiвняння Больцмана нi.

Бiльш нiж через 100 рокiв пiсля того, як Максвел та Больцман за-

клали основи кiнетичної теорiї, вiдбулось чудове спiвпадiння. Приблиз-

но в той самий час i незалежно один вiд одного А.В. Бобильову [3],

М. Круку та Т.Т. Ву [96] вдалося побудувати для максвелiвських мо-

лекул точний автомодальний розв’язок дуже простого виду (БКВ-мода)

для задачi про релаксацiю максвелiвського газу. Спираючись на ранiше

побудоване та дослiджене ним перетворення Фур’є рiвняння Больцмана,

Бобильов спочатку розв’язав задачу Кошi для просторово-однорiдного ви-

падку при досить спецiальному виборi початкової умови, а потiм засто-

сував до цього однорiдного розв’язку перетворення О.О. Нiкольського.

Круком та Ву в [96] для випадку псевдомаксвелiвських молекул з вико-

ристанням рiвнянь збереження знайдено розв’язок задачi, дослiдженої в

роботi [3]. БКВ-мода справедлива для газу будь-якої розмiрностi та не за-

лежить вiд явного вигляду частоти зiткнень (функцiї α(x) ). Тому її при-

родньо розглядати i як частковий розв’язок цiлого класу модельних рiвнянь

Больцмана, що вiдрiзняються виглядом функцiї α(x) , яка не обов’язково

визначається законами класичної механiки, а може бути вибрана просто

з мiркувань математичної зручностi. Частковi розв’язки (а їх дуже неба-

гато) грають важливу роль в теорiї рiвняння Больцмана. Такi спецiальнi

розв’язки, як БКВ-мода, дозволяють досiджувати особливостi релаксацiй-
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них процесiв при всiх значеннях швидкостей молекул, вивчати характер

формування високоенергетичного ”хвосту” функцiї розподiлу. Їх значен-

ня може зростати ще бiльше, якщо буде справедливою гiпотеза Крука-Ву.

Велику роль у поширеннi методу перетворення Фур’є i узагальненнi от-

риманих цим методом результатiв зiграли роботи Х. Ернста, Е. Хауге, Е.

Престгаарда [74,91,92], в яких аналiтично обґрунтованi заперечення проти

гiпотези Крука-Ву. Проте не дивлячись на те, що чисельнi та аналiтичнi

аргументи проти гiпотези Крука-Ву досить переконливi, в її вiдношеннi до

сих пiр не зроблено остаточного висновку.

В.О. Веденяпiним також на основi перетворення Фур’є в роботi [9]

був отриманий остаточний вид вiдповiдної моментної системи рiвнянь у

випадку неiзотропних за швидкiстю просторово-однорiдних функцiй роз-

подiлу. На вiдмiну вiд iзотропного випадку тепер вдалося знайти розв’язки

не в замкнутiй формi, а лише у виглядi формальних степеневих рядiв.

Вiдкриття точного розв’язку стимулювало значний iнтерес до пошуку

часткових розв’язкiв нелiнiйного рiвняння Больцмана. Також цiкавi резуль-

тати отримали Х. Ернст в роботi [73], М. Барнслей та Х. Корнiлл в [58], якi

розробили метод розв’язку рiвняння Больцмана з довiльними початковими

умовами. Також розглядаються i новi моделi взаємодiї мiж молекулами га-

за, що допускають порушення законiв збереження енергiї при зiткненнях.

Були знайденi два типи розв’язкiв: тi, що прямують при великих показни-

ках часу до абсолютного максвелiана (на вiдмiну вiд БКВ-моди, яка прямує

до нуля) та до комбiнацiї максвелiана та осцилюючої у часi функцiї (”пе-

рiодичнi розв’язки”). Зовнiшня сила, що дiє на молекулу, передбачається

не потенцiйною, але залежною вiд швидкостi молекули. Таке припущення

приводить, зокрема, до виникнення ”великих популяцiй” високошвидкiс-

них часток.

Для просторово однорiдного випадку за допомогою перетворення

Фур’є i подальшого роздiлення змiнних в роботах Д.Я. Петрини i
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О.В. Мiщенка [38, 40] побудований явний розв’язок для бiльш загального

випадку, залежного вiд першого ступенi модуля вiдносної швидкостi. Тут

розглянутий член зiткнень бiльш загального вигляду, нiж для максвелiвсь-

ких молекул (а саме, допускається його лiнiйна або полiномiальна залеж-

нiсть вiд квадрата вiдносної швидкостi молекул з коефiцiєнтами, залежни-

ми лише вiд косинуса прицiльового кута). Суттєва вiдмiннiсть вiд рiвняння

Больцмана для максвелiвських молекул в тому, що звичайнi диферен-

цiальнi рiвняння, що виникають пiсля роздiлення змiнних, залежать вiд

коефiцiєнтiв зi старшими номерами i тому, на перший погляд, явно не

розв’язуються. Пiсля переходу до перетворення Фур’є розв’язок задачi

Кошi для однорiдного рiвняння Больцмана шукається у виглядi добутку

експоненти та степеневого ряду за просторовою змiнною з коефiцiєнта-

ми, що залежать тiльки вiд часу. За допомогою методу нормальних форм

Пуанкаре [9] лiнеаризовано нескiнченну систему рiвнянь для цих коефi-

цiєнтiв та доведено збiжнiсть ряду, що представляє рiвняння Больцмана.

В роботах О.В. Бобильова та К. Черчиньянi [61,62] знову з використан-

ням перетворення Фур’є рiвняння Больцмана, доведено iснування широко-

го класу розв’язкiв з нескiнченною енергiєю, асимптотично близьких до

автомодальних розв’язкiв, у том числi, до БКВ–моди. Показано, що ”вiчнi”

розв’язки з кiнцевими моментами всiх порядкiв, вiдмiннi вiд максвелiана,

не можуть бути додатнiми, проте всi вони прямують до точних розв’язкiв

типу БКВ–моди при нескiнченно великому вiд’ємному часi.

На жаль, технiка робiт [3, 9, 38, 40, 58, 73, 91, 92, 96] не переноситься

на iншi моделi взаємодiї мiж молекулами, в тому числi, на модель твердих

куль. Тому для них функцiї типу БKВ-моди та iн. не є точними розв’язками,

i єдиним класом таких розв’язкiв залишаються максвелiани.

Велика кiлькiсть робiт Д.Я. Петрини, В.I. Герасименко та

К.Д. Петрини присвячена зв’язку мiж розв’язками ланцюжка рiв-

нянь Н.Н. Боголюбова (ББГКI–ланцюжка) та рiвнянням Больцмана
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[5,6, 10,33,41–43,68,76]. Розв’язок такої системи рiвнянь - досить складна

задача. Однак при наявностi малих параметрiв виявляється можливим

обiрвати ланцюжок рiвнянь та звести тим самим задачу до розв’язку

замкнутої системи рiвнянь для кiнцевого числа скорочених функцiй

розподiлу. В роботi [12] доведено iснування глобальних розв’язкiв для

нескiнченної одномiрної системи твердих куль з обмеженими початковими

умовами, а також дослiджено питання про iснування термодинамiчної гра-

ницi. Дослiджено також асимптотичну поведiнку розв’язкiв при великих

показниках часу та швидкостi. Проте вид цих розв’язкiв, вiдмiнних вiд

максвелiвських, при кiнцевому значеннi часу та швидкостi залишається

невiдомим.

Дуже важливим є пошук розв’язку кiнетичних рiвнянь у виглядi функ-

цiональних рядiв. Найбiльш вiдомими є розкладання Гiльберта, Чепмена-

Енскога та Греда [2,4,13,28,29,32,34,35,37,45,49,51,53–55], в основу яких

покладено теорiю збурень, коли в якостi малого параметра ε використо-

вується число Кнудсена та функцiя розподiлу f розкладається в ряд по

степеням ε :

f =
∞∑
n=0

εnfn.

Впереше метод теорiї збурень для розв’язку рiвняння Больцмана був ви-

користаний Гiльбертом. Основний результат Гiльберта полягає в тому, що

якщо припустити можливiсть розкладання функцiї розподiлу в ряд за сту-

пенями числа Кнудсена, то можна побудувати макроскопiчне описання газу

в термiнах густини, масової швидкостi та температури. Це описання є сут-

тєвим при визначеннi рiвнянь нев’язкої рiдини, але мiстить поправки, якi

можуть бути знайденi завдяки розв’язку лiнеарiзованих рiвнянь.

Пiдход Чепмена-Енскога полягає в тому, що замiсть розкладання

розв’язкiв використовується розкладання рiвнянь. Це зводить пошук

функцiї розподiлу до розв’язку нескiнченної системи iнтегральних рiв-

нянь. В подальшому цей пiдхiд отримав цiлий ряд модифiкацiй в ро-
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ботах багатьох авторiв Г. Гредом, В.В. Струмiнським, В.А. Мацуком,

В.А. Риковим [29, 37, 49]. Найважливiшим є те, що завдяки цим методам

можливе описання бiльш реальних нерiвноважних станiв, коли суттєвим є

вплив в’язких членiв та має мiсце теплоперенос. Вiдомi рiвняння гiдроди-

намiки - Ейлера, Навьє-Стокса, Барнетта та iн. виводяться в перших набли-

женнях методу Чепмена-Енскога. Проте принципово покращити описання

розрiдженого газу не вдається, оскiльки кожне наступне наближення в роз-

кладаннях Гiльберта та Чепмена-Енскога набагато складнiше попередньо-

го. Проблеми апроксимацiї точних розв’язкiв та практичного використання

”вищих” рiвнянь гiдродинамiки детально розглянутi в роботах [4, 29].

Оскiльки однiєю з основних складностей, що виникають при

розв’язаннi рiвняння Больцмана, є складна структура iнтеграла зiткнень,

були запропонованi бiльш простi вирази — так званi моделi iнтеграла зi-

ткнень. У зв’язку з цим будь-яке рiвняння типу рiвняння Больцмана з

модельним iнтегралом зiткнень має назву модельного рiвняння або кiне-

тичної моделi. Найбiльш вiдомою є модель Бхатнагара, Гросса та Крука

(БГК-модель) [59]. В даному випадку iнтеграл зiткнень замiнюється ви-

разом, пропорцiйним рiзницi мiж локальним максвелiаном та початковою

функцiєю розподiлу. Всi основнi властивостi залишаються справедливи-

ми, проте значення багатьох макроскопiчних характеристик газу мало за-

лежать вiд подробиць двохчасткової взаємодiї. Iншими словами, детальна

структура оператора зiткнень не враховується i обмежується бiльш грубим

описанням. Звiсно, як показано в роботах [4, 35, 54, 55], що нелiнiйнiсть

БГК-моделi набагато гiрше, нiж нелiнiйнiсть iнтеграла зiткнень в рiвняннi

Больцмана. Саме тому iнколи виникає необхiднiсть використання її лiне-

арiзованого варiанту. Проте основною перевагою при використаннi БГК-

оператора є можливiсть редукцiї будь-якої задачi до системи iнтегральних

рiвнянь вiдносно макроскопiчних змiнних ρ , v i T . Цi рiвняння мають

сильну нелiнiйнiсть, проте можуть буди розв’язанi чисельно за допомогою
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рiзних iтерацiйних методiв, що дає можливiсть дослiдження досить цiка-

вих задач з використанням комп’ютерних технологiй.

Серед численних моделей взаємодiї мiж молекулами газу найбiльшу

увагу дослiджень традицiйно займають модель твердих (пружних) куль та

модель максвелiвських молекул (вiдомi i деякi її узагальнення). В пер-

шiй з них (вона розглядалась ще в [64]) молекули передбачаються од-

наковими iдеально круглими та гладкими кулями, що взаємодiють ли-

ше в момент зiткнення у вiдповiдностi iз законами класичної механiки

збереження iмпульсу та енергiї [1, 10, 39, 43, 68, 76]. В другiй (була ви-

явлена ще Дж. К. Максвелом) молекули пов’язанi силами вiдштовху-

вання, обернено пропорцiйними п’ятiй степенi вiдстанi мiж центрами

[2, 4, 13, 34, 35, 45, 51, 54, 55].

Окремий напрямок в дослiдженнi рiвняння Больцмана займає вив-

чення моделей, в яких передбачається, що швидкостi всiх молекул од-

новимiрнi, двовимiрнi або тривимiрнi, проте їх можливi напрямки i ве-

личини можуть приймати значення з того чи iншого дискретного набо-

ру, та при зiткненнях вони змiнюються згiдно заданими правилами так,

щоб залишатись в межах вказаного набору. Це дає можливiсть перей-

ти до систем диференцiальних рiвнянь, в яких аналогом iнтеграла зi-

ткнень є тi чи iншi кiнцевi суми, нелiнiйнi вiдносно шуканих функцiй.

Система рiвнянь Т. Карлемана [32] вважається першою та найпростi-

шою такою моделлю, яка описує лiнiйний газ, для якого встановлюєть-

ся аналог H-теореми. В роботi [70] для одновимiрної дискретної мо-

делi з двома типами часток та чотирма можливими значеннями швидко-

стей за умови збереження iпульсу та енергiї, а також для деяких дво-

вимiрних моделей рiвняння Больцмана побудованi точнi розв’язки удар-

ної хвилi. Значних результатiв у вивченнi дискретних кiнетичних моде-

лей вдалось досягнути В.I. Герасименко зi спiвавторами в роботах [11,65],

в яких було дослiджено одновимiрну та двовимiрну дискретнi моделi
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Бродуелла та побудовано нескiнченнi системи рiвнянь Н.Н. Боголюбова.

В роботi [11] для одновимiрної моделi Бродуелла доведена сильна непе-

рервнiсть та iзометричнiсть вiдповiдного еволюцiйного оператора, а також

теорема iснування та єдиностi сильних та слабких розв’язкiв системи, що

є границею деяких iтерацiй. Далi отримано нетривiальний аналог рiвняння

Больцмана у виглядi дискретної системи еволюцiйних рiвнянь Больцмана-

Енскога, для якої знайденi точнi розв’язки аналогiчнi максвелiвським.

Вiдомо, що в мiру зростання густини газу зростає i роль процесiв, при

яких в моментi зiткнення приймають участь три, чотири та бiльше часток.

Застосування кiнетичного рiвняння Больцмана, яке справедливе тiльки для

розрiджених газiв, стає неправомiрним. Тому для описання бiльш склад-

них процесiв для самого рiвняння Больцмана або для моделей взаємодiї

мiж частками газу багатьма рiзними авторами запропоновано велику кiль-

кiсть модифiкацiй. Так в якостi рiзних граничних випадкiв отриманi рiв-

няння типу Власова та Енскога. Рiвняння Власова вiдмiнне вiд рiвняння

Больцмана i корисне для описання системи слабо взаємодiючих матерiаль-

них точок протягом короткого промiжку часу; це випадок розрiдженого

газу, частки якого взаємодiють шляхом порiвняно слабких далекодiючих

сил, наприклад електрони в iонiзованому газi (кулонiвська сила) або зiр-

ки в зiрковiй системi (гравiтацiйна сила). Важливою властивiстю рiвняння

є його нелiнiйнiсть. Наближене лiнеарiзоване рiвняння Власова дозволяє

описати цiлий ряд нерiвноважних процесiв в плазмi. В рiвняннi Енскога

(бiльш загальне, нiж рiвняння Больцмана-Енскога) на вiдмiну вiд рiвнян-

ня Больцмана враховується кореляцiя мiж положеннями куль в щiльному

газi, мiж якими вiдбувається зiткнення. В першому наближеннi для достат-

ньо м’яких потенцiалiв цi рiвняння дозволяють знайти похiднi розв’язкiв

в початковий момент часу, коефiцiєнти дифузiї, деякi частковi розв’язки

у виглядi комбiнацiї експонент та iн. Багатьом модельним рiвнянням, якi

мають точнi розв’язки, присвячений огляд М. Ернста [74]. Новим поштов-
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хом в даному напрямку є модель надтвердих часток (”дуже твердих куль”),

якi мають властивiть при зiткненнях поглинати або знищувати один од-

ного, а також стохастичнi моделi, в яких iмовiрнiсть розльоту часток iз

заданими параметрами передбачається здатною приймати значення з дея-

кого заданого iнтервалу. Рiвняння Больцмана-Енскога, що описує динамiку

газу малої густини з твердих куль, має так званi мiкроскопiчнi розв’язки.

Цi розв’язки є узагльненими функцiями (мають вид сум дельта-функцiй) i

вiдповiдають динамiцi системи N куль. Це дає можливiсть описання дина-

мiки газу не тiльки в термiнах одночасткової функцiї щiльностi розподiлу,

але й в термiнах траєкторiї окремих часток. Дослiдженню, узагальненню

та пошуку розв’язкiв цих рiвнянь, зокрема для моделi твердих куль, при-

свяченi роботи Д.Я. Петрини, К.Д. Петрини, В.I. Герасименка, I.В. Гап’яка,

А.С. Трушечкiна та iнших [44,63, 75, 77, 103].

Важливе мiсце серед неперервного рiвняння Больцмана та його дис-

кретних аналогiв займають напiвнеперервнi моделi, в яких модуль швидко-

стi молекули є фiксованою величиною, а її напрямок довiльний. Так в робо-

тi О.В. Бобильова та Г. Шпиги [60] знайдено сiмейство симетричних одно-

рiдних розв’язкiв шляхом зведення задачi до iнтегро-диференцiального рiв-

няння. Iнше однопараметричне сiмейство точних стацiонарних розв’язкiв

отримане для задачi про випаровування-конденсацii газу на поверхнi фiксо-

ваної сфери, де заданi визначенi граничнi умови. Дослiдження та описання

вибухової хвилi за допомогою дискретних моделей рiвняння Больцмана

здiйснено Р. Монако, Х. Корнiлом та К. Черчiньянi в роботах [69, 71, 100].

Досить актуальними на сьогоднiшнiй день є дослiдження, якi присвя-

ченi чисельним методам розв’язання рiвняння Больцмана. Основнi методи

докладно описанi в монографiї [2]. Загалом чисельнi методи розв’язання

рiвняння Больцмана використовуються для аналiзу динамiки розрiджено-

го газу з 60-х рокiв ХХ сторiччя. В роботi [34] використовується чисель-

ний метод, який описує поведiнку розрiджених сумiшей газiв. Згодом бу-
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ла розв’язана задача про структуру кнудсенiвського шару за допомогою

метода Монте-Карло, що було пiдтверджено результатами Дж. Берда [2].

Ф.Г. Черемiсiним було розроблено консервативний проекцiйний метод об-

числення iнтеграла зiткнень, який є одним iз перших ефективних прямих

методiв розв’язку рiвняння. Розвиток цього методу для сумiшi газiв при

помiрному вiдношеннi молекулярних мас компонент показано в спiльнiй з

О.I. Додуладом та Ю.Ю. Клосс роботi [30]. Логiчне продовження роботи

розширення оригiнального проекцiйного метода вiдображено в роботi [31].

Чисельнi методи також широко застосовуються i для дискретних мо-

делей рiвняння Больцмана. Проте варто вiдмiтити, що висновки про по-

ведiнку точних розв’язкiв на основi чисельних методiв все ж таки досить

скрутнi, оскiльки, як i ранiше, дуже мало вiдомо про можливi властивостi

рiвняння при кiнцевих значеннях часу i просторових змiнних. Саме тому

аналiтичнi розв’язки рiвняння Больцмана є актуальними i мають велике

практичне значення.

Iсторичною датою виникнення кiнетичної теорiї газiв в сучасному ро-

зумiннi прийнято вважати 1859 р., коли Дж. К. Максвел вперше представив

свою доповiдь, в якiй було використано статистичний пiдхiд до проблеми.

Було спростовано припущення про те, що всi молекули газу рухаються

з однаковими швидкостями, та враховано випадковий характер молеку-

лярного руху. Загальний вигляд розподiлiв, що обертають праву частину

рiвняння, а саме iнтеграл зiткнень, в нуль, описаний ним при наявностi

зовнiшнiх сил та без яких-небудь припущень стосовно зiткнень мiж моле-

кулами [98]. Даний розподiл був знайдений Максвелом ще до створення

Больцманом кiнетичного рiвняння i вiдповiдав стацiонарному рiвноважно-

му стану газу. Згодом цi результати були також повторенi Л. Больцманом в

роботах [7,8,64], в яких доведення його H-теореми носило вже бiльш стро-

гий характер, нiж у Максвела. Спочатку було знайдено лише глобальний,

тобто стацiонарний та однорiдний максвелiан, гiдродинамiчнi параметри
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якого (густина, температура, масова швидкiсть газу) не залежили нi вiд ча-

су, нi вiд координат молекули. Цей результат був узагальнений Максвелом

в роботi [99], де було отримано загальний вигляд стацiонарних, але неод-

норiдних максвелiанiв при вiдсутностi зовнiшнiх сил. Стандартна форма

запису максвелiвської функцiї розподiлу за швидкостями в станi термоди-

намiчної рiвноваги має вид: M(v) = ρ(2πT )−3/2exp
(
− (v−u)2

2T

)
, де пара-

метри ρ , u i T не залежать вiд v , але можуть бути функцiями вiд x i

t .

Дж. Максвел та Л. Больцман обидва бачили, що правильне визначення

кiнетичної рiвноваги повинно привести до певного спецiального локально-

го максвелiвського розв’язку; вони накладали бiльше або менше обмежень,

щоб отримати результат, який узгоджувався би належним чином з аероста-

тикою. Виявляється, що такий розподiл описує обертання газу як цiлого

навколо нерухомої осi та його поступальний рух, але лише вздовж цiєї

ж вiсi. Отримаємо так званий ґвинтовий або спiралевидний рух газу, при

якому густина швидко зростає в мiру вiддалення вiд осi обертання [55].

Подальший розвиток та узагальнення ґвинтового розподiлу було здiйс-

нено лише в 1949 роцi Г. Гредом [88]. При вiдсутностi зовнiшнiх сил було

знайдено загальний розв’язок системи диференцiальних рiвнянь в частин-

них похiдних вiдносно гiдродинамiчних параметрiв i, таким чином, опи-

сана їх можлива залежнiсть вiд часу i температури. А згодом найбiльш

загальний (нестацiонарний) локально-максвелiвський розв’язок рiвняння

Больцмана було отримано Т. Карлеманом [32] та О.Г. Фрiдлендером [52].

Також в цих робота проведено частковий аналiз фiзичного змiсту неста-

цiонарних максвелiвських розв’язкiв. В роботi [52] проаналiзовано зв’язок

мiж структурою локально-максвелiвських розв’язкiв та властивiстю зов-

нiшнiх сил. Проте деякi важливi особливостi локальних максвелiанiв, такi

як форма та швидкiсть руху потокiв газу, що обертається, еволюцiя гiд-

родинамiчних параметрiв при кiнцевх значеннях часу, розподiл густини в
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просторi та iн. було дослiджено недостатньо.

Описання бiльш складних явищ в газi не може бути досягнуте за раху-

нок використання одного максвелiвського розподiлу в силу вiдсутностi для

бiльшостi основних моделей взаємодiї мiж молекулами точних розв’язкiв,

що вiдповiдають певним процесам та явищам. У зв’язку з цим виникла

потреба в дослiдженнi тих чи iнших комбiнацiй максвелiанiв з подальшим

дослiдженням питання про те, чи можуть вони бути точними або наближе-

ними розв’язками рiвняння Больцмана.

Найпростiша задача, в якiй суттєвим є врахування нелiнiйного характе-

ру рiвняння Больцмана — задача про структуру ударної хвилi. Ударнi шари

характеризуються рiзкою змiною гiдродинамiчних параметрiв (такi областi

виникають, наприклад, в стацiонарному надзвуковому потоцi). В набли-

женнi нев’язкого газу ударнi шари, або ударнi хвилi, описуються як по-

верхневi розриви. В рамках теорiї Нав’є-Стокса ударна хвиля представляє

собою область, в якiй фiзичнi величини змiнюються гладко, але швидко,

а ударний шар має товщину порядку середньої довжини вiльного пробiгу.

Оскiльки товщина ударного шару мала, то, строго кажучи, користуватися

в них рiвнянням Нав’є-Стокса вже не можна. Надiйнi результати в даному

випадку можуть бути отриманi лише на основi рiвняння Больцмана.

Першим пiдходом до цiєї задачi була робота [50], виконана

I.Є. Таммом у 1947 р., хоча i була опублiкована значно пiзнiше. В той самий

час в 1951 р. була опублiкована Мотт-Смiтом робота [101]. Iдея цих робiт

полягала в тому, що була представлена апроксимуюча функцiя розподiлу

(в подальшому ТМС-розподiл) [50, 101] у виглядi:

f = ϕ−(t, x)M−(v) + ϕ+(t, x)M+(v),

де M−(v) та M+(v) представляють собою максвелiани з гiдродинамiч-

ними параметрами, що задовольняють граничним умовам, а ϕ−(t, x) та

ϕ+(t, x) — коефiцiєнтнi функцiї, якi визначаються з деяких моментних

рiвнянь. Оскiльки вказаний розподiл має вигляд лiнiйної комбiнацiї двох
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максвелiанiв спецiального виду, його та iншi, що мають таку саму фор-

му, прийнято називати бiмодальним. Хоча метод Тамма-Мотт-Смiта якiсно

коректний, вiн не точний кiлькiсно. Як i будь-якi моментнi методи, ТМС-

розподiл задовольняє лише необхiдним умовам, яким повинен задовольня-

ти будь-який точний розв’язок рiвняння Больцмана. За допомогою вико-

ристання якого-небудь одного моментного рiвняння усувається довiльнiсть

у виборi параметрiв та коефiцiєнтiв функцiй. Проте у зв’язку з тим, яке

саме моментне рiвняння вибирається, результати є неоднозначними. Та-

кож суттєвим недолiком є вiдкрите питання, чи будуть накладенi на роз-

подiл умови достатнiми для того, щоб вiн був точним розв’язком рiвняння

Больцмана. А. Сакураї [104] для доведення цього факту було розглянуте

спрощене рiвняння i здiйсненi спроби пiдiбрати параметри розподiлу, так

щоб мiнiмiзувати рiзницю мiж частинами цього рiвняння. Проте помилко-

вiсть цих тверджень була згодом виявлена iншими авторами [72,95, 102].

Крiм того, результати теорiї Тамма-Мотт-Смiта для слабких ударних

хвиль не узгоджувалися з класичними, або, що рiвносильно, з теорiєю

Нав’є-Стокса. У зв’язку з цим багато авторiв запропонували рiзнi моди-

фiкацiї розглянутого пiдходу [93, 105]. Р. Кефлiшем в роботi [66] взагалi

сказано, що ТМС-розподiл не є точним розв’язком рiвняння Больцмана,

i доведено теорему про iснування гладкого розв’язку задачi про слабку

ударну хвилю. При дослiдженнi хвиль нескiнченно великої iнтенсивностi

Г. Гредом [90] було запропоновано одну з двох максвелiвських мод за-

мiнити на δ -функцiю в просторi швидкостей, а iнша гладка мода може

бути знайдена з деякого рiвняння, ще бiльш складного, нiж саме рiвняння

Больцмана [35,55]. Але в найпростiшому варiантi методу вона залишається

максвелiвською.

У зв’язку з вказаними недолiками методу багато авторiв в подальшому

намагались його удосконалити. Пропонували тримодальний аналог ТМС-

розподiлу (третя, ”додаткова” мода мiстить ще одну, промiжну, масову
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швидкiсть та лiнiйний множник перед експонентою, але ця швидкiть також

паралельна першим двом) для опису ударних хвиль в газi з максвелiвських

молекул. Однак виявилось, що такий перехiд пов’язаний з появою значних

технiчних труднощiв, а подальший аналiз стає можливим лише чисельно.

Вiн показує, що для слабких хвиль їх результати суттєво уточнюють ре-

зультати ТМС-теорiї, але для сильних є неадекватними.

Важливе значення для узагальнення ТМС-розподiлу, що передбачає ви-

користання лiнiйної комбiнацiї декiлькох максвелiвських функцiй, мають

результати Р. Нарасiмхи та С. Дешпанде [72, 102]. Автори вперше поста-

вили задачу набагато ширше: отримати вираз для прибуткового члену iн-

теграла зiткнень у випадку моделi твердих куль i довiльного бiмодального

розподiлу. В роботi [94] отриманi уточнюючi результати вiдносно товщи-

ни ударного шару для моделi твердих куль та максвелiвських молекул, якi

заснованi на аналiзi Н-функцiї Больцмана, обчисленої за ТМС-розподiлом.

А в роботi [95] отриманий остаточний висновок, який пiдтверджує резуль-

тати [72, 102] про неможливiсть зробити будь-який бiмодальний розподiл,

що описує ударну хвилю навiть нескiнченної iнтенсивностi.

Все це привело до небхiдностi побудови таких бiмодальних разподiлiв

з довiльними гiдродинамiчними параметрами, якi б описували процес вза-

ємодiї мiж двома максвелiвськими потоками в газi з твердих куль i в той

самий час задовольняли рiвнянню Больцмана з якою завгодно мiрою точ-

ностi. Значний внесок у вирiшення та дослiдження цього питання зробив

В.Д. Гордевський. Iдея пiдходу полягала в наступному: вiдмовившись вiд

задчi про ударну хвилю, тобто вiд жорстких умов на гiдродинамiчнi па-

раметри потокiв, якi накладались самою постановкою задачi, поставити

питання значно ширше, а саме шукати будь-якi розв’язки у виглядi лiнiй-

ної комбiнацiї при будь-яких гiдродинамiчних параметрах максвелiана так,

щоб деякий вiдхил мiж частинами рiвняння Больцмана мiг бути скiль зав-

годно малим. В роботах [14–18] вперше запропонований пошук наближе-
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них бiмодальних розв’язкiв саме таким чином. В подальшому вивчались

бiмодальнi розподiли, що включають як глобальнi, так i локальнi макс-

велiани рiзного часткового виду, що описують ґвинтовi [19, 22], вихро-

подiбнi [20, 21, 79] та iншi рiвноважнi стани газу. Також були дослiдженi

i деякi багатомодальнi розподiли [78]. В роботi [80] проведена детальна

класифiкацiя таких розв’язкiв i дослiджено деякi фiзичнi та геометричнi

особливостi локально-максвелiвських розподiлiв.

1.2. Вибiр напрямку дослiджень

Зроблений в цьому роздiлi огляд лiтератури показує, що рiвняння

Больцмана є одним з основних iнструментiв при вивченнi складних явищ

в багаточасткових системах, зокрема, розрiдженому газi. В математичнiй

фiзицi вiдомо не так вже й багато рiвнянь, змiст яких з часом неухильно

збагачується. Вiдомi до цього часу точнi розв’язки цього рiвняння — макс-

велiани описують тiльки рiвноважнi стани, тому актуальним є пошук тих

чи iнших наближених розв’язкiв. Такi розв’язки дослiджувались у виглядi

бiмодальних розподiлiв з максвелiвськими модами рiзних типiв: глобаль-

ними, локальними стацiонарними або нестацiонарними. Але, наприклад, у

випадку з ґвинтовими модами, з припущенням, що при прямуваннi темпе-

ратур потокiв до нуля обидвi кутовi швидкостi ведуть себе однаково.

Основним напрямком даної дисертацiйної роботи є пошук нових яв-

них наближених розв’язкiв нелiнiйного iнтегро-диференцiального рiвняння

Больцмана для моделi твердих куль, якi узагальнюють бiмодальнi та вiдрiз-

няються вiд них. В якостi числових характеристик точностi цих розв’язкiв

будуть застосовуватись рiвномiрно-iнтегральний або чисто-iнтегральний

вiдхили мiж частинами рiвняння.
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1.3. Висновки до роздiлу

В даному роздiлi були розглянутi основнi методи розв’язання iнтегро-

диференцiального рiвняння Больцмана. Пiдбиваючи пiдсумки можна ска-

зати, що для цього використовуються переважно наближенi та чисельнi ме-

тоди, що, загалом, стосується й iнших рiвнянь математичної фiзики. Але,

незважаючи на рiзноманiтнiсть методiв та досягнутий завдяки ним прогрес

в рiзних напрямках дослiджень, для досить широко вживаної та фiзич-

но змiстовної моделi твердих куль нiяких нових точних розв’зкiв повного

нелiнiйного рiвняння Больцмана, окрiм максвелiвських, до цього часу не

вдалось знайти. Проте пошук явних наближених розв’язкiв представляє

першочерговий iнтерес та стимулює подальшi функцiональнi дослiдження

в цiй областi.
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РОЗДIЛ 2

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

В цьому роздiлi наводяться основнi означення та огляд основних по-

нять, необхiдних для постановки задачi та її розв’язання. Також розгля-

даються найбiльш важливi результати, пов’язанi з дослiдженням рiвняння

Больцмана для моделi твердих куль. Зокрема, наводиться строга постанов-

ка задачi пошуку явних наближених розв’язкiв рiвняння у виглядi асимет-

ричних бiмодальних та континуальних розподiлiв.

2.1. Рiвняння Больцмана для моделi твердих куль

Основною величиною при описаннi еволюцiї газу за допомогою рiв-

няння Больцмана є функцiя розподiлу кiлькостi часток. Вона задає кiль-

кiсть часток або молекул, якi в момент часу t ∈ R1 мають швидкiсть

v = (v1, v2, v3) ∈ R3 i знаходяться в точцi простору x = (x1, x2, x3) ∈ R3 .

Її означення засноване на iмовiрнiсних поняттях. Будь-який результат, що

виражається через цю функцiю, характеризує iмовiрну, або середню, по-

ведiнку газу. Саме такий розподiл по швидкостям молекул дозволяє нам

вивчати потоки iмпульсу та енергiї, якi вiдiграють важливу роль в динамi-

цi газу. Через функцiю розполiлу f(t, v, x) виражаються всi макроскопiчнi

величини, що характеризують стан газу [13, 34, 35, 51, 53–55].

Найпростiшою макроскопiчною величиною є густина кiлькостi часток

n(t, x) , яка визначається як число часток, що знаходяться в одиничному

об’ємi в точцi x в момент часу t . Отже, величина n є iнтегралом вiд f

по швидкостям:

n(t, x) =

∫
R3

f(t, v, x)dv,

тому
∫
R1

dt
∫
R3

n(t, x)dx — повна кiлькiсть часток.
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Оскiльки в простому газi кожна молекула має масу m , густина маси

(або просто густина) в точцi x в момент t дорiвнює

ρ(t, x) = mn(t, x).

Як правило, в пристроях, якi служать для вимiрювання макроскопiчної

швидкостi газу, в дiйсностi вимiрюється пов’язаний зi швидкiстю iмпульс.

Тому найбiльш доцiльно визначати середню швидкiсть газу через середнiй

iмпульс. Оскiльки частка, що рухається зi швидкiстю v , має iмпульс mv i

оскiльки в момент часу t в елементi об’єму d3x мiститься fd3xd3v часток,

швидкостi яких лежать в елементi d3v в околi v , то їх повний iмпульс

дорiвнює mvfd3xd3v . Таким чином, повний iмпульс молекул в елементi

об’єму d3x дорiвнює

d3x

∫
mvf(t, v, x)d3v.

Але в нашому випадку розлядається газ, що складається з однакових куль-

коподiбних часток (молекул) одиничної маси i дiаметру d , тому

ρ(t, x) =

∫
R3

f(t, v, x)dv.

Швидкiсть, з якою газ рухається як цiле, називається масовою або се-

редньою швидкiстю газу ṽ(v̄) ∈ R3 :

v̄ =
1

ρ

∫
R3

vf(t, v, x)dv,

а вiдхиленням кожної iндивiдуальної молекули вiд середнього є теплова

швидкiсть

vT = v − v̄.

В кiнетичнiй теорiї газiв температура T — це деяка величина, яка ха-

рактеризує внутрiшню (теплову) енергiю газу, e — внутрiшня енергiя оди-

ницi маси газу: e = 3
2KT , де K = 1, 38 · 10−23 — стала Больцмана. Якщо
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усереднена теплова енергiя часток газу визначається спiввiдношенням

e =
1

2ρ

∫
R3

v2
Tf(t, v, x)dv,

то абсолютна температура визначається формулою

T =
2

3

e

K
=

1

3Kρ

∫
R3

(v − v̄)2f(t, v, x)dv.

Функцiя розподiлу f(t, v, x) повинна задовольняти нелiнiйному

iнтегро-диференцiальному кiнетичному рiвнянню Больцмана, яке у випад-

ку довiльного закону взаємодiї мiж молекулами та при вiдсутностi зовнiш-

нiх сил має вигляд [64]:

D(f) = Q(f, f), (2.1)

D(f) =
∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
, (2.2)

Q(f, f) =
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dαB(v − v1, α)[f(t, v′1, x)f(t, v′, x)−

− f(t, v1, x)f(t, v, x)],

(2.3)

де f = f(t, v, x) — функцiя розподiлу молекул, яка шукається; t ∈ R1 —

час; x = (x1, x2, x3) — координата молекули в R3 ; v = (v1, v2, v3) — її

швидкiсть; d > 0 — дiаметр ( d
2

2 може трактуватися як величина оберне-

на числу Кнудсена, яке характеризує ступiнь розрiдження газу). Через ∂f
∂x

позначемо просторовий градiєнт функцiї f (iнколи для скорочення будемо

писати просто f ′ ). Нарештi, вектор α належить одиничнiй сферi Σ ⊂ R3 ,

а через v, v1, v
′, v′1 позначемо швидкостi молекул ”до зiткнення” та ”пiс-

ля зiткнення” вiдповiдно, B — член зiткнень, який залежить вiд вибору

моделi зiткнення мiж молекулами.

Саме рiвняння Больцмана (2.1)–(2.3) характеризує змiну функцiї роз-

подiлу внаслiдок вiльного руху часток та парних зiткнень мiж ними. Пе-

редбачається, що будь-якi зовнiшнi сили (гравiтацiйнi, електричнi i т.п.),

дiючi на молекули, на стiльки малi порiвняно з силами, якi з’являються
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при зiткненнi, що при розгляданнi динамiки зiткнення їх впливом можна

знехтувати. Вираз ”до зiткнення” вiдноситься до часу до того моменту, ко-

ли молекули почнуть суттєво впливати одна на одну, тобто поки кожна з

них рухається по прямiй лiнiї або (точнiше кажучи) близько до асимптоти

орбiти, яку вона описує пiд впливом iншої молекули. Вираз ”пiсля зiткнен-

ня” будемо сприймати аналогiчним чином. Для моделi твердих куль (iнколи

її називають моделлю пружних або жорстких сфер) [7, 8, 64] маємо:

v′ = v − α(v − v1, α), v′1 = v + α(v − v1, α), (2.4)

B(v − v1, α) = |(v − v1, α)|. (2.5)

У випадку даної моделi передбачається, що взаємодiя мiж молекуами

не вiдбувається на вiдстанi, а лише в момент зiткнення, причому в цей

момент вiдбувається миттєвий обмiн швидкостями у повнiй вiдповiдностi

iз законами класичної механiки (тобто зi збереженням сумарного iмпульсу

та енергiї часток). Оскiльки молекула представляє собою складне елек-

тронне утворення, її зображення у виглядi жорсткої сфери може бути лише

наближеним; в дiйсностi взаємодiя мiж молекулами змiнюється неперерв-

но по мiрi їх зближення одна з одною. Якщо молекула зображена гладкою

сферою, то стає неможливим обмiн мiж внутрiшньою енергiєю та енергiєю

поступального руху. Такi молекули називаються гладкими. Їх внутрiшньою

енергiєю можно знехтувати, тому що вона не змiнюється з температурою.

Саме iдеально круглi та гладкi молекули розглядаються в данiй роботi для

моделi твердих куль.

2.2. Точний розв’язок рiвняння Больцмана

Розв’язками системи D = 0,

Q = 0,
(2.6)
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тобто розв’язками рiвняння (2.1)–(2.5) є максвелiани або рiвноважнi роз-

подiли [28, 32, 34, 52, 53, 55], якi у випадку моделi твердих куль мають

вигляд:

M(t, v, x) = ρ

(
β

π

) 3
2

e−β(v−ṽ)2, (2.7)

де ρ = ρ(t, x) — густина числа молекул в точцi x в момент часу t ,

β = β(t, x) = 1
2T (t,x) — обернена температура; ṽ = ṽ(t, x) — масова швид-

кiсть. В подальшому будуть розглянутi глобальнi та локальнi максвелiвськi

розподiли. Глобальним максвелiаном називається розподiл M виду (2.7),

в якому гiдродинамiчнi параметри не залежать нi вiд t , нi вiд x , тобто

ρ, β, ṽ = const. (2.8)

Максвелiвськi розв’язки, для яких не виконується умова (2.8), називають-

ся локальними максвелiанами. Локальнi максвелiани пiдроздiляються на:

стацiонарнi неоднорiднi (залежать вiд x , але не вiд t ), нестацiонарнi од-

норiднi (не залежать вiд x , але залежать вiд t ), нестацiонарнi неоднорiднi

(залежать i вiд x , i вiд t ). Але ситуацiя з нестацiонарними однорiдними

розподiлами неможлива, оскiльки оберенння iнтеграла зiткнень в нуль ра-

зом з (2.1) та (2.2) приводить до того, що якщо M не залежить вiд x , то
∂M
∂t також дорiвнює 0.

Стацiонарнi неоднорiднi максвелiвськi розв’язки рiвняння Больцмана

(в подальшому - ґвинтовi моди або просто ґвинти) були вiдомi ще

Максвелу та Больцману [7, 8, 34, 53, 55, 64, 98, 99] i описують стацiонарнi

рiвноважнi стани газу. Такi максвелiани мають вигляд:

M(v, x) = ρ0e
βω2r2

(
β

π

) 3
2

e−β(v−v−[ω×x])2. (2.9)

З фiзичної точки зору розподiл (2.9) описує обертання газу як цiлого з

кутовою швидкiстю ω ∈ R3 навколо осi, що проходить через точку

x0 =
[ω × v]

ω2
, (2.10)



41

де x0 ∈ R3 , а β = 1
2T — обернена температура, де

T =
1

3ρ

∫
R3

(v − v)2fdv,

r2 =
1

ω2
[ω × (x− x0)]

2 (2.11)

— квадрат вiдстанi до осi обертання, а

ρ = ρ0e
βω2r2 (2.12)

— густина газу (ρ0 — густина на осi обертання, при r = 0 ), v ∈ R3 —

лiнiйна масова швидкiсть в точках x , для яких x||ω , а v + [ω × x] —

масова швидкiсть в довiльнiй точцi x . Формула (2.9) крiм обертального

задає й поступальний рух вздовж осi обертання, що має наступну лiнiйну

швидкiсть
(ω, v)

ω2
ω.

Таким чином, вона дiйсно описує ґвинтоподiбний рух газу в цiлому, причо-

му розподiл дiйсно не залежить вiд t , а лише вiд x . В роботi [80] наведена

детальна класифiкацiя таких розв’язкiв, деякi фiзичнi та геометричнi особ-

ливостi локально-максвелiвських розподiлiв.

2.3. Наближенi явнi розв’язки рiвняння Больцмана для моделi

твердих куль

З огляду лiтератури видно, що iснуючi наближенi методи (розкладання

Гiльберта, Чепмена-Енскога, Греда, чисельне моделювання та iн.), хоча й

дають в деяких ситуацiях досить корисну iнформацiю про тi чи iншi вла-

стивостi потокiв, що виникають в конкретних фiзичних задачах, проте не

можуть бути повною замiною строгих аналiтичних методiв. Це привело до

пошуку iнших математичних засобiв, якi б дозволяли описувати деякi про-

цеси явно, i при чому з довiльним ступенем точностi. Одним з найважливi-

ших таких процесiв, що викликають великий iнтерес багатьох дослiдникiв,
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є взаємодiя мiж двома або бiльше максвелiвськими потоками газу. До та-

ких задач вiдноситься розподiл Тамма-Мотт-Смiта та його узагальнення

для описання ударних хвиль [50, 66, 72, 90, 93–95, 101, 102, 104, 105]. Проте

виявилося, що вiн нi точно, нi навiть наближено не задовольняє рiвнян-

ню Больцмана з яким завгодно ступенем точностi. Це пов’язано з накла-

данням жорстких умов на гiдродинамiчнi параметри потокiв. Саме тому

В.Д. Гордевським була запропонована iдея побудови бiмодальних роз-

подiлiв бiльш загального вигляду [14–18], нiж описанi ранiше. Принципова

вiдмiннiсть цього пiдходу полягала в узагальненнi i свободi в поведiнцi як

коефiцiєнтних функцiй, та i конкретного виду максвелiана, а також зна-

чень числових параметрiв. Як наслiдок, вiдмова вiд жорстких рамок задачi

про плоску ударну хвилю, а також вiд припущення, що функцiя розподi-

лу має бути точним розв’язком рiвняння Больцмана. Одним з напрямкiв

дослiджень даної дисертацiйної роботи є узагальнення явних наближених

розв’язкiв рiвняння (2.1)–(2.5) у виглядi асиметричних бiмодальних роз-

подiлiв, а саме лiнiйної комбiнацiї двох максвелiанiв спецiального виду:

f = ϕ1M1 + ϕ2M2 =
2∑

k=1

ϕiMi. (2.13)

Передбачається, що коефiцiєнтнi функцiї ϕi, i = 1, 2 є невiд’ємними та

гладкими, тобто

ϕi = ϕi(t, x) ≥ 0, ϕi ∈ C1(R4), i = 1, 2, (2.14)

а максвелiани Mi , i = 1, 2 можуть бути як глобальними, так i локальними.

Так, наприклад, в роботi [19] було дослiджено взаємодiю двох ґвин-

тових потокiв типу (2.9) з припущенням, що при прямуваннi температур

потокiв до нуля обидвi кутовi швидкостi поводять себе однаково. В роздiлi

3 нашою задачею буде узагальнення бiмодальних розподiлiв шляхом но-

вих припущень про зв’язок мiж кутовими швидкостями та температурами

потокiв.
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Iншим напрямком дослiджень дисертацiї є новий пiдхiд до пошуку яв-

них наближених розв’язкiв рiвняння Больцмана, який оснований на при-

пущеннi, що масова швидкiсть глобального або локального максвелiанiв

приймає не фiксованi дискретнi значення, а стає довiльним параметром,

який приймає будь-якi значення з R3 . Такi розподiли можуть бути названi

континуальними. Їх побудовi та дослiдженню присвячений роздiл 4.

Будемо розглядати функцiю розподiлу наступного вигляду:

f =

∫
R3

ϕ(t, x, u)Mdu, (2.15)

в яку входять максвелiани M = M(v, u) або M = M(v, u, x) , якi описують

один з можливих типiв руху потокiв газу.

В якостi числових характеристик точностi цих явних наближених

розв’язкiв використовуються наступнi вiдхили мiж частинами рiвняння

(2.1)–(2.5), якi запропонованi В.Д. Гордевським в работах [14, 15, 18]:

–”рiвномiрно-iнтегральний” вiдхил:

∆ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dv, (2.16)

–”чисто-iнтегральний” вiдхил:

∆1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dv, (2.17)

За допомогою вказаних вiдхилiв (2.16) i (2.17) будуть знайденi умови,

достатнi для того, щоб при вiдповiдному виборi коефiцiєнтних функцiй i

такiй поведiнцi всiх параметрiв, хоча б один з вказаних вiдхилiв був при

цьому скiль завгодно малим.

Нетривiальна структура нелiнiйного рiвняння Больцмана (2.1)–(2.5)

змушує поєднувати рiзнi пiдходи та методи. Перш за все, iнтеграл зiткнень

Q(f, f) розбивається на ”прибуткову” G та ”затратну” L частини (роздiл

4) [14, 34, 55], а в пiдiнтегральних виразах доданки перегрупуються зруч-

ним чином, пiсля чого проводиться оцiнка зверху.
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Для здiйснення граничних переходiв при β → +∞ використовується

δ –подiбна поведiнка максвелiанiв.

Розглянемо функцiю залежну вiд параметра:

fβ(x) =

√
β

π
e−βx2.

Вона не має границi в класичному сенсi, оскiльки

lim
β→+∞

fβ(x) =

0, x 6= 0,

+∞, x = 0.

Вiзьмемо довiльну неперервну функцiю ψ(x) i перевiримо, що

+∞∫
−∞

fβ(x)ψ(x)dx −−−−→
β→+∞

ψ(0).

Оскiльки
+∞∫
−∞

fβ(x)dx =

√
β

π

+∞∫
−∞

e−βx
2

dx =

√
β

π

1√
β

+∞∫
−∞

e−t
2

dt =
1√
π

√
π = 1,

отримаємо наступне∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

fβ(x)ψ(x)dx− ψ(0) · 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

fβ(x)
(
ψ(x)− ψ(0)

)
dx

∣∣∣∣∣∣
≤

+∞∫
−∞

fβ(x)
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣dx
=

−δ∫
−∞

fβ(x)
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣dx+

δ∫
−δ

fβ(x)
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣dx
+

+∞∫
δ

fβ(x)
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣dx.
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+∞∫
δ

fβ(x)
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣dx ≤ 2K

+∞∫
δ

fβ(x)dx

= 2K

√
β

π

1√
β

+∞∫
δ

e−y
2

dy −−−−→
β→+∞

0.

Розглянемо
δ∫

−δ

fβ(x)
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣dx.
В силу неперервностi функцiї ψ в нулi,

∀ε > 0 , ∃δ > 0 , ∀x : |x| < δ ,
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣ < ε , тодi

δ∫
−δ

fβ(x)
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣dx < ε

δ∫
−δ

fβ(x)dx ≤
+∞∫
−∞

fβ(x)dx = ε.

Отже,
+∞∫
−∞

fβ(x)
∣∣∣ψ(x)− ψ(0)

∣∣∣dx ≤ 3ε.

Все доведене вище означає, що

fβ(x) −−−−→
β→+∞

δ(x), (2.18)

в сенсi узагальнених функцiй.

Тут пiд δ(x) мається на увазi ” δ –функцiя Дiрака”, яка формально

дорiвнює

δ(x) =

0, x 6= 0,

∞, x = 0;

а як функцiонал у просторi неперервних функцiй дiє так:

δ(x) : ψ(x)→ ψ(0).
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З того, що сказано вище, можемо записати наступне:
M(v) = ρ

(
β
π

) 3
2

e−βv
2 −−−−→
β→+∞

ρδ(v),

M0(v) = ρ0

(
β
π

) 3
2

e−β(v−v0)2 −−−−→
β→+∞

ρδ(v − v0)
(2.19)

Отриманi пiсляграничнi вирази, що мiстять коефiцiєнтнi функцiї, та всi

iншi параметри, аналiзуються з точки зору можливостi їх прямування до 0.

2.4. Висновки до роздiлу

В роздiлi 2 наведене рiвняння Больцмана для моделi твердих куль

та всi основнi поняття, пов’язанi з ним: функцiя розподiлу, максвелiвськi

розподiли (зокрема ґвинтовi), бiмодальнi розподiли, континуальнi розподi-

ли, рiвномiрно-iнтегральний та чисто-iнтегральний вiдхили мiж частинами

рiвняння Больцмана.

На основi попереднiх результатiв ще раз показано необхiднiсть пошуку

явних наближених розв’язкiв кiнетичного рiвняння Больцмана, якi б за-

довольняли його з якою-завгодно мiрою точностi. Сформульована задача

пошуку бiльш загального вигляду бiмодальних розподiлiв, а саме асимет-

ричних з локальними модами, що описують ґвинтовi стацiонарнi рiвноваж-

нi стани газу, в яких встановлений зв’язок мiж кутовими швидкостями та

температурами потокiв газу.

Вперше введено поняття континуального розподiлу, яке є новим явним

наближеним розв’язком рiвняння. Запропонований пiдхiд заснований на

припущеннi, що масова швидкiсть глобальних або локальних максвелiанiв

приймає не фiксованi дискретнi значення, а стає довiльним параметром,

що приймає будь-якi значення з простору R3 . Таким чином задано новий

напрямок дослiджень у пошуку розв’язкiв, вiдмiнних вiд бiмодальних.



47

РОЗДIЛ 3

АСИМЕТРИЧНI НАБЛИЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ РIВНЯННЯ

БОЛЬЦМАНА

В цьому роздiлi будуть отриманi асиметричнi наближенi розв’язки, якi

є узагальненням бiмодальних розподiлiв, в якi входять локальнi максвелiа-

ни часткового виду, що описують ґвинтовi стацiонарнi рiвноважнi ста-

ни газу (2.9). Здобуто деякi достатнi умови для мiнiмiзацiї рiвномiрно-

iнтегрального та iнтегрального вiдхилiв мiж частинами рiвняння

Больцмана. Також дослiджено фiзичний змiст отриманих результатiв.

3.1. Асиметричнi бiмодальнi розподiли з гвинтовими модами для

рiвномiрно-iнтегрального вiдхилу

Будемо розглядати неоднорiдну, нестацiонарну лiнiйну комбiнацiю

двох максвелiанiв, тобто розподiл (2.13), де максвелiани мають вигляд (2.9),

а саме

Mi(v, x) = ρie
βiω

2
i r

2
i

(
βi
π

) 3
2

e−βi(v−ṽi)
2

. (3.1)

ṽi = ṽi(x) = vi + [ωi × x], i = 1, 2. (3.2)

Потрiбно знайти такi ϕi i таку поведiнку всiх наявних параметрiв, щоб

змiшаний вiдхил (2.16) прямував при цьому до 0.

Коефiцiєнтнi функцiї ϕi будемо шукати у виглядi

ϕi(t, x) = ψi(t, x)e−βiω
2
i r

2
i , i = 1, 2, (3.3)

де функцiї ψi гладкi та невiд’ємнi (передбачається, що вони вже не зале-

жать вiд βi ). Також припустимо, що кутовi швидкостi мають вигляд:

ωi =
ω0isi

βkii
, i = 1, 2, (3.4)
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де si > 0 — будь якi константи, ω0i — довiльнi фiксованi вектори, ki > 0 ,

i = 1, 2 (iншi параметри також довiльнi та фiксованi).

Деякi наближенi розв’язки даного вигляду, для яких максвелiани при

i = 1 та i = 2 поводять себе однаково, отриманi в роботi [19]. Обидвi

кутовi швидкостi ω1 та ω2 при цьому прямують до нуля однаково швидко

при β1 , β2 → +∞ (сама швидкiсть їх прямування до нуля рiзна i задається

певними степенями βi в (3.4), а саме при 1 , 1
2 або 1

4 ).

Наша задача полягає в пошуку наближених розв’язкiв рiвняння (2.1)–

(2.5) при iнших можливих значеннях ki , i = 1, 2 , та асиметричнiй (тобто

для рiзних степеней при i = 1 та i = 2 ) поведiнцi кутових швидкостей.

Перед формулюванням та доведенням основних результатiв роботи

введемо наступнi позначення, якi отриманi в роботi [19] з урахуванням

замiни змiнних u =
√
β(v − ṽi) та будуть надалi використанi:

Ai(u, t, x) = ψiψjρj
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2

∣∣∣∣ u√βi
+ (vi − vj) + [(ωi − ωj)× x]− w√

βj

∣∣∣∣, (3.5)

Bi(u, t, x) =
∂ψi
∂x

(
u√
βi

+ vi − [ωi × x]

)
+ 2ψi

√
βi{(u, [ωi × vi])

− [ωi × u][ωi × x]}. (3.6)

З урахуванням всього перерахованого вище перейдемо до формулюван-

ня першої теореми.

Теорема 3.1. Нехай виконуються умови (3.3) та (3.4), а наступнi функ-

цiї:

ψi,
∂ψi
∂t

,

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ , |[ω0i × x]|ψi,
(

[ω0i × x],
∂ψi
∂x

)
, i = 1, 2 (3.7)

обмеженi вiдносно t, x на R4 .

Тодi визначений згiдно з (2.16) вiдхил ∆ має сенс й iснує така величина

∆′ , що

∆ ≤ ∆′, (3.8)
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причому якщо

1

2
< ki ≤ 1, i = 1, 2, (3.9)

або

1

4
< ki ≤

1

2
, i = 1, 2, (3.10)

та

[ω0i × vi] = 0, i = 1, 2, (3.11)

то iснує скiнченна границя

L = lim
βi→+∞
i=1,2

∆′ =
2∑

i,j=1
i 6=j

ρi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ vi

∂ψi
∂x

+ ρjπd
2ψ1ψ2|vi − vj|

∣∣∣∣
+ 2πd2ρ1ρ2|v1 − v2| sup

(t,x)∈R4

(ψ1ψ2).

(3.12)

Для доведення Теореми 3.1 нам знадобиться наступна Лема [19], що

дає достатню умову неперервностi супремума спецiального виду функцiї

багатьох змiнних, взятого по частинi змiнних.

Лема 3.1. Нехай функцiя g(y, z) : Y × Z → R1 ; Y ∈ Rp ; Z ∈ Rq ; i

виконанi наступнi умови:

1) ∀z ∈ Z , g(y, z) — обмежена на Y ;

2) g(y, z) — неперервна по z рiвномiрно вiдносно y , тобто

∀z0 ∈ Z, ∀ε > 0,∃δ > 0,∀y ∈ Y, ∀z ∈ Z,

|z − z0| < δ ⇒ |g(y, z)− g(y, z0)| < ε

Тодi функцiя

l(z) = sup
y∈Y
|g(y, z)|

— неперервна на множинi Z .
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Доведення. З урахуванням (3.5) та (3.6) запишемо наступну нерiв-

нiсть, отриману в [19] ∫
R3

|D(f)−Q(f, f)|dv

≤
2∑
i=1

∫
R3

[∣∣∣∣∂ψit +Bi(u, t, x) + Ai(u, t, x)

∣∣∣∣ (3.13)

+Ai(u, t, x)

]
· ρi
π3/2

e−u
2

du.

З (2.16), (3.5), (3.6), (3.7), (3.13) i властивостей супремума випливає

iснування вiдхилу ∆ , причому

∆ ≤ ∆′

=
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R3

[
sup

(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψit +Bi(u, t, x) + Ai(u, t, x)

∣∣∣∣ (3.14)

+ sup
(t,x)∈R4

Ai(u, t, x)

]
e−u

2

du.

Якщо пiдставити (3.4) в (3.5) та (3.6) i ввести новi позначення:

γ = (γ1, γ2) =

(
1√
β1

,
1√
β2

)
, (3.15)

то

Ai(u, t, x) = ψiψjρj
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γiu+ (vi − vj) + siγ

2ki
i [ω0i × x]

− sjγ
2kj
j [ω0j × x]− γjw|,

(3.16)

Bi(u, t, x) =
∂ψi
∂x

(
γiu+ vi + siγ

2ki
i [ω0i × x]

)
+ 2ψisiγ

2ki−1
i

{
(u, [ω0i × vi])− siγ2ki

i [ω0i × u][ω0i × x]
}
,

(3.17)

де i = 1, 2 , i 6= j .

Зстосуємо вище вказану Лему 3.1 до кожного з супремумiв, якi входять

в (3.14). Тут y = (t, x) , Y = R4 , z = (u, γ) , Z = R3 × R2
+ . Перевiримо

виконання умови 1). Для цього перевiримо обмеженiсть (3.16) та (3.17)
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|Ai(u, t, x)| =
∣∣∣∣ψiψjρj d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γiu+ (vi − vj)

+siγ
2ki
i [ω0i × x]− sjγ

2kj
j [ω0j × x]− γjw|

∣∣∣∣
=

d2

√
π
ρj

∣∣∣∣ ∫
R3

dwe−w
2|ψiψjγiu+ ψiψj(vi − vj)

+siγ
2ki
i ψiψj[ω0i × x]− sjγ

2kj
j ψiψj[ω0j × x]− ψiψjγjw|

∣∣∣∣
≤ d2

√
π
ρj

∣∣∣∣ ∫
R3

dwe−w
2
[
ψiψj |γi| |u|+ ψiψj |vi − vj|

+si

∣∣∣γ2ki
i

∣∣∣ψj |[ω0i × x]|ψi

+sj

∣∣∣γ2kj
j

∣∣∣ψi |[ω0j × x]|ψj − ψiψj |γj| |w|
]∣∣∣∣.

Згiдно (3.7) величини ψi , ψj , |[ω0i × x]|ψi та |[ω0j × x]|ψj — обме-

женi, наприклад, при βi, βj → +∞ , |γi| ≤ 1 , |γj| ≤ 1 , i, j = 1, 2 , i 6= j ,

а обмеженiсть по u забезпечується тим, що u має множник e−u
2

з (3.14).

Отже, Ai(u, t, x) — обмежена на Y вiдносно t , x .

Розглянемо величину Bi(u, t, x) , визначену в формулi (3.17)

|Bi(u, t, x)| =
∣∣∣∣∂ψi∂x

(
γiu+ vi + siγ

2ki
i [ω0i × x]

)
+2ψisiγ

2ki−1
i

{
(u, [ω0i × vi])− siγ2ki

i [ω0i × u][ω0i × x]
} ∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∂ψi∂x

γiu+
∂ψi
∂x

vi + siγ
2ki
i

∂ψi
∂x

[ω0i × x]

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣2ψisiγ2ki−1
i (u, [ω0i × vi])− 2ψis

2
iγ

4ki−1
i [ω0i × u][ω0i × x]

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ |γi| |u|+ ∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ |vi|+ si

∣∣∣γ2ki
i

∣∣∣ ∣∣∣∣ (∂ψi∂x
[ω0i × x]

) ∣∣∣∣
+2si

∣∣∣γ2ki−1
i

∣∣∣ψi∣∣(u, [ω0i × vi])
∣∣+ 2s2

i

∣∣∣γ4ki−1
i

∣∣∣ ∣∣[ω0i × u]
∣∣∣∣[ω0i × x]

∣∣ψi.
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Згiдно (3.7) величини ψi ,
∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣ , (∂ψi∂x ,
∣∣[ω0i × x]

∣∣) та
∣∣[ω0i × x]

∣∣ψi —

обмеженi, наприклад, при βi → +∞ , |γi| ≤ 1 , i = 1, 2 , |u|e−u2 — також

обмежене. Отже, Bi(u, t, x) — обмежена на Y вiдносно t, x .

З того, що ∂ψi
∂x — також обмежена згiдно (3.7), випливає, що функцiї,

якi знаходяться пiд знаком супремума, є обмеженими на Y .

Умова 2) Леми 3.1 задовольняється завдяки (3.7), полiномiальнiй струк-

турi (3.17) вiдносно змiнних u та γ , а також рiвномiрнiй збiжностi iнте-

гралiв (3.16) по u i γ на будь-якому компактi, а по x i t — на всьому

просторi R4 . Перевiримо це.

Нехай ∃K > 0 : |u| ≤ K , |u0| ≤ K ; та, як i ранiше, |γi| ≤ 1 , |γ0i| ≤ 1 ,

i = 1, 2 . Тодi∣∣∣∣∂ψi∂t
+
∂ψi
∂x

(
γiu+ vi + siγ

2ki
i [ω0i × x]

)
+ 2ψisiγ

2ki−1
i

{
(u, [ω0i × vi])

−siγ2ki
i [ω0i × u][ω0i × x]

}
+ ψiψjρj

d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2
∣∣∣γiu+ (vi − vj)

+siγ
2ki
i [ω0i × x]− sjγ

2kj
j [ω0j × x]− γjw

∣∣∣
−∂ψi
∂t
− ∂ψi
∂x

(
γ0iu0 + vi + siγ

2ki
0i [ω0i × x]

)
+ 2ψisiγ

2ki−1
0i

{
(u0, [ω0i × vi])

−siγ2ki
0i [ω0i × u][ω0i × x]

}
+ ψiψjρj

d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2
∣∣∣γ0iu0 + (vi − vj)

+siγ
2ki
0i [ω0i × x]− sjγ

2kj
0j [ω0j × x]− γ0jw

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∂ψi∂x

(
γiu+ γ0iu0 + si

(
γ2ki
i − γ

2ki
0i

)
[ω0i × x]

)
+2ψisi

{
γ2ki−1
i (u, [ω0i × vi])− γ2ki−1

0i (u0, [ω0i × vi])

−si
(
γ2ki
i [ω0i × u]− γ2ki

0i [ω0i × u0]
)

[ω0i × x]
}

+ψiψjρj
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2
∣∣∣γiu− γ0iu0 + si

(
γ2ki
i − γ

2ki
0i

)
[ω0i × x]

−sj
(
γ

2kj
j − γ

2kj
0j

)
[ω0j × x]− ω (γj − γ0j)

∣∣∣∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ |γiu+ γ0iu0|+ si

∣∣∣γ2ki
i − γ

2ki
0i

∣∣∣ ∣∣∣∣ (∂ψi∂x
, [ω0i × x]

) ∣∣∣∣
+2ψisi

[∣∣∣γ2ki−1
i

∣∣∣ |u| ∣∣∣[ω0i × vi]
∣∣∣+
∣∣∣γ2ki−1

0i

∣∣∣ |u0|
∣∣∣[ω0i × vi]

∣∣∣]
+2s2

i

∣∣∣γ2ki
i [ω0i × u]− γ2ki

0i [ω0i × u0]
∣∣∣[ω0i × x]ψi

+ρj
d2

√
π

∣∣∣∣ ∫
R3

dwe−w
2
[
ψiψj |γiu− γ0iu0|+ si

∣∣∣γ2ki
i − γ

2ki
0i

∣∣∣ψj∣∣∣[ω0i × x]
∣∣∣ψi

+sj

∣∣∣γ2kj
j − γ

2kj
0j

∣∣∣ψi∣∣∣[ω0j × x]
∣∣∣ψj + ω |γj − γ0j|

]∣∣∣∣
Враховуючи виконання наступних нерiвностей:

|[ω0i × u]| = |ω0i| · |u| · |sin∠(ω0i, u)| ≤ |ω0i| · |u| ,

|γiu− γ0iu0| = |γiu− γ0iu+ γ0iu− γ0iu0|

≤ |u| · |γi − γ0i|︸ ︷︷ ︸
<δ

+ |γ0i| · |u− u0|︸ ︷︷ ︸
<δ

≤ 2Kδ,

де δ < ε
2K , можемо продовжити мiркування.

≤
∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ · 2Kδ + si

[ ∣∣∣γ2ki
i

∣∣∣+
∣∣∣γ2ki

0i

∣∣∣ ]∣∣∣∣ (∂ψi∂x
, [ω0i × x]

) ∣∣∣∣
+2ψisi

[
K2ki

∣∣∣[ω0i × vi]
∣∣∣+K2ki

∣∣∣[ω0i × vi]
∣∣∣]

+2s2
i

[ ∣∣∣γ2ki
i

∣∣∣ |ω0i| |u|+
∣∣∣γ2ki

0i

∣∣∣ |ω0i| |u0|
]
|[ω0i × x]|ψi

+ρj
d2

√
π

∣∣∣∣ ∫
R3

dwe−w
2
[
ψiψj2Kδ + si

[ ∣∣∣γ2ki
i

∣∣∣+
∣∣∣γ2ki

0i

∣∣∣ ]ψj∣∣∣[ω0i × x]
∣∣∣ψi

+sj

[ ∣∣∣γ2kj
j

∣∣∣+
∣∣∣γ2kj

0j

∣∣∣ ]ψi |[ω0j × x]|ψj + ωδ
]∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ · 2Kδ + si2K
2ki

∣∣∣∣ (∂ψi∂x
, [ω0i × x]

) ∣∣∣∣
+2ψisi2K

2ki
∣∣∣[ω0i × vi]

∣∣∣+ 2s2
i2K

2ki+1 |ω0i| |[ω0i × x]|ψi

+ρj
d2

√
π

∣∣∣∣ ∫
R3

dwe−w
2
[
ψiψj2Kδ + si2K

2kiψj

∣∣∣[ω0i × x]
∣∣∣ψi

+sj2K
2kjψi |[ω0j × x]|ψj + ωδ

]∣∣∣∣
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= 2Kδ

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣+ 2K2kisi

∣∣∣∣ (∂ψi∂x
, [ω0i × x]

) ∣∣∣∣
+4K2kiψisi

∣∣∣[ω0i × vi]
∣∣∣+ 4K2ki+1s2

i |ω0i| |[ω0i × x]|ψi

+ρj
d2

√
π

∣∣∣∣ ∫
R3

dwe−w
2
[
2Kδψiψj + 2K2kisiψj

∣∣∣[ω0i × x]
∣∣∣ψi

+2K2kjsjψi |[ω0j × x]|ψj + ωδ
]∣∣∣∣.

З того, що
∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣ , (∂ψi∂x ,
∣∣[ω0i × x]

∣∣) та
∣∣[ω0i × x]

∣∣ψi — обмеженi по t , x

на R4 згiдно (3.7) умова 2) Леми 3.1 дiйсно виконана. В силу довiльностi

K умова виконується на всьому просторi.

Тодi ми бачимо, що кожен з iнтегралiв у (3.14) береться вiд функцiї,

неперервної по u , γ , та збiгається рiвномiрно вiдносно γ на будь-якому

компактi за теоремою Вейєрштрасса, тому що iснує iнтегрована мажоранта

(було показано ранiше).

Отже, вся величина ∆′ неперервна по γ на R2
+ . Значить в (3.14) можно

перейти до границi при βi → +∞ , i = 1, 2 , що рiвносильно прямуванню

γi , i = 1, 2 , до нуля в (3.16), (3.17).

Таким чином,

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′

=
2∑

i,j=1
i6=j

ρi
π3/2

∫
R3

[
sup

(t,x)∈R4

∣∣∣∂ψi
∂t

+ vi
∂ψi
∂x

+ ψiψjρj
d2

√
π
π3/2|vi − vj|

∣∣∣ (3.18)

+ sup
(t,x)∈R4

ψiψjρjπd
2|vi − vj|

]
e−u

2

du.

З (3.18) в результатi iнтегрування по u випливає (3.12).

2

В данiй теоремi поведiнка кутових швидкостей при i = 1 та i = 2

однакова. Приведемо тепер деякi можливi резльтати для випадку ”асимет-

ричної” поведiнки ω1 та ω2 .



55

Теорема 3.2. Нехай виконуються умови (3.3), (3.4) при

k1 = 1, k2 =
1

2
. (3.19)

Тодi при виконаннi умов (3.7) вiрне твердження (3.8), причому

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′ = L+
4√
π
ρ2s2|[ω02 × v2]| sup

(t,x)∈R4

ψ2. (3.20)

Доведення. Скористаємося оцiнкою (3.14), але позначення ∆′ для її

правої частини поки що не вводимо. В (3.5) та (3.6) пiдставимо (3.4), знову

користуючись позначенням (3.15).

Тодi замiсть виразiв (3.16), (3.17) отримаємо

A1(u, t, x) = ψ1ψ2ρ2
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γ1u+ (v1 − v2) + s1γ

2
1 [ω01 × x]

− s2γ
2
2 [ω02 × x]− γ2w|,

(3.21)

B1(u, t, x) =
∂ψ1

∂x

(
γ1u+ v1 + s1γ

2
1 [ω01 × x]

)
+ 2ψ1s1γ1

{
(u, [ω01 × v1])− s1γ

2
1 [ω01 × u][ω01 × x]

}
,

(3.22)

A2(u, t, x) = ψ1ψ2ρ1
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γ2u+ (v2 − v1) + s2γ2[ω02 × x]

− s1γ1[ω01 × x]− γ1w|,

(3.23)

B2(u, t, x) =
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2γ2[ω02 × x])

+ 2ψ2s2 {(u, [ω02 × v2])− s2γ2[ω02 × u][ω02 × x]} .
(3.24)

Пiсля пiдстановки виразiв (3.21)–(3.24) в (3.14) оцiнемо отриманий ви-

раз зверху:

∆ ≤ ∆′

=
ρ1

π3/2

∫
R3

[
sup

(t,x)∈R4

∣∣∣∂ψ1

∂t
+ A1(u, t, x) +

∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ

2
1 [ω01 × x])

+2ψ1γ1s1

{
(u, [ω01 × v1])− s1γ

2
1 [ω01 × u][ω01 × x]

}∣∣∣
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+ sup
(t,x)∈R4

A1(u, t, x)

]
e−u

2

du+
ρ2

π3/2

∫
R3

[
sup

(t,x)∈R4

∣∣∣∂ψ2

∂t
+ A2(u, t, x) (3.25)

+
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2γ2[ω02 × x])− 2ψ2s

2
2γ2[ω02 × u][ω02 × x]

∣∣∣
+ sup

(t,x)∈R4

A2(u, t, x) + sup
(t,x)∈R4

2ψ2s2|u| |[ω02 × v2]|
]
e−u

2

du.

Застосуємо ранiше вказану Лему 3.1 до кожного з супремумiв в (3.25)

(обґрунтування її застосування аналогiчне здiйсненому при доведеннi Тео-

реми 3.1, причому останнiй доданок пiд iнтегралом в (3.25) взагалi не за-

лежить вiд β2 , тобто вiд γ2 ) дозволяє перейти в (3.25) до границi при

βi → +∞ , i = 1, 2 . При цьому, очевидно, результат буде вiдрiзнятись вiд

(3.12) лише згаданим останнiм доданком, який тривiально обчислюється,

що ми i зробимо.

Обчислимо наступний iнтеграл:

I =

∫
R3

|u| e−u2du.

Перейдемо до сферичної системи координат:
u1 = rcosϕcosψ

u2 = rsinϕcosψ,

u3 = rsinψ

∂(u1, u2, u3)

∂(r, ϕ, ψ)
= r2cosψ.

I =

2π∫
0

dϕ

π
2∫

−π2

cosψdψ

+∞∫
0

r3e−r
2

dr

= 2π
(
sin

π

2
+ sin

π

2

) +∞∫
0

r3e−r
2

dr = 4π

+∞∫
0

r3e−r
2

dr

=

 r2 = t; dr =
1

2
√
t
dt

r =
√
t;


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= 4π

+∞∫
0

t3/2e−t
1

2
√
t
dt = 2π

+∞∫
0

te−tdt

= 2πÃ(2) = 2π · 1Ã(1) = 2π.

При обчисленнi iнтегралу скористались тим, що

Γ(p) =

+∞∫
0

tp−1e−tdt.

Все це приводить до (3.20). Теорему доведено.

2

Теорема 3.3. Нехай виконуються умови (3.4) i (3.7) Теореми 3.1 при

k1 =
1

2
, k2 =

1

4
, (3.26)

причому

[ω02 × v2] = 0. (3.27)

Тодi справедлив наступний аналог твердження (3.12), причому

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′ = L+
4√
π
ρ1s1|[ω01 × v1]| sup

(t,x)∈R4

ψ1

+
4√
π
ρ2s

2
2|ω02| sup

(t,x)∈R4

(|[ω02 × x]|ψ2).

(3.28)

Доведення. Знову скористаємось оцiнкою (3.14) поки що без введення

позначення ∆′ для її правої частини. Знову використовуючи позначення

(3.15), пiдставимо (3.4) при k1 = 1
2 , k2 = 1

4 в (3.5) та (3.6).

Тодi отримаємо, що

A1(u, t, x) = ψ1ψ2ρ2
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γ1u+ (v1 − v2)

+ s1γ1[ω01 × x]− s2γ2[ω02 × x]− γ2w|,

(3.29)

B1(u, t, x) =
∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ1[ω01 × x])

+ 2ψ1s1 {(u, [ω01 × v1])− s1γ1[ω01 × u][ω01 × x]} ,
(3.30)
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A2(u, t, x) = ψ1ψ2ρ1
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γ2u+ (v2 − v1)

+ s2
√
γ2[ω02 × x]− s1

√
γ1[ω01 × x]− γ1w|,

(3.31)

B2(u, t, x) =
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2

√
γ2[ω02 × x])

− 2ψ2s
2
2[ω02 × u][ω02 × x].

(3.32)

Пiсля пiдстановки виразiв (3.29)–(3.32) в (3.14) отримаємо оцiнку звер-

ху:

∆ ≤ ∆′

=
ρ1

π3/2

∫
R3

[
sup

(t,x)∈R4

∣∣∣∂ψ1

∂t
+ A1(u, t, x)

+
∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ1[ω01 × x])− 2ψ1s

2
1[ω01 × u][ω01 × x]

∣∣∣
+ sup

(t,x)∈R4

A1(u, t, x) + sup
(t,x)∈R4

2ψ1s1|u|
∣∣[ω01 × v1]

∣∣]e−u2du (3.33)

+
ρ2

π3/2

∫
R3

[
sup

(t,x)∈R4

∣∣∣∂ψ2

∂t
+ A2(u, t, x)

+
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2

√
γ2[ω02 × x])

∣∣∣+ sup
(t,x)∈R4

A2(u, t, x)

+ sup
(t,x)∈R4

∣∣2ψ2s
2
2[ω02 × u][ω01 × x]

∣∣]e−u2du.
Як видно з (3.29) та (3.31), границя при γ → 0 величини A2(u, t, x)

буде аналогiчною границi величини A1(u, t, x) , а оцiнка зверху для модуля,

що входить в (3.13) i мiстить Bi(u, t, x) , приведе до видiлення незалежних

вiд γ (тобто βi, i = 1, 2 ) двох доданкiв, в якi увiйдуть вирази

2s1

∫
R3

sup
(t,x)∈R4

[
ψ1|u|

∣∣[ω01 × v1]
∣∣] ρ1

π3/2
e−u

2

du, (3.34)

2s2
2

∫
R3

sup
(t,x)∈R4

[
ψ2|ω02||u|

∣∣[ω02 × x]
∣∣] ρ2

π3/2
e−u

2

du. (3.35)
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Подальше обчислення (3.34) та (3.35) (аналогiчне обчисленню в дове-

деннi Теореми 3.2) приводить до (3.28). Теорема доведена.

2

Теорема 3.4. Нехай виконана умова (3.4) Теореми 3.1 при

k1 = 1, k2 =
1

4
, (3.36)

Тодi при виконаннi умов (3.7) та (3.27) справедливе твердження (3.8),

де

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′ = L+
4√
π
ρ2s

2
2|ω02| sup

(t,x)∈R4

(|[ω02 × x]|ψ2). (3.37)

Доведення. Проводиться аналогiчно доведенню Теореми 3.2, однак

тепер завдяки (3.4) при k1 = 1 , k2 = 1
4 та (3.27) замiсть (3.23), (3.24) з (3.5),

(3.6) маємо (3.31), (3.32), а A1(u, t, x) та B1(u, t, x) мають вигляд (3.21),

(3.22). Як видно з (3.31), (3.32) границя при γ → 0 величини A2(u, t, x)

залишається такою ж як i в Теоремi 3.3, аналогiчною A1(u, t, x) з Теореми

3.2, а оцiнка зверху для модуля, який входить в (3.13) i мiстить B2(u, t, x)

проведена в доведеннi Теореми 3.3. При цьому результат буде вiдрiзнятись

вiд (3.12) лише останнiм доданком, визначеним формулою (3.35). Подаль-

ше обчислення приводить до (3.37). Теорему доведено.

2

Спираючись на отриманi вирази для границь при βi → +∞, i = 1, 2 ,

ми можемо знайти деякi достатнi умови прямування вiдхилу ∆ до нуля, якi

зручно оформити у виглядi наслiдкiв з Теорем 3.1 – 3.4 (у всiх подальших

формулюваннях передбачається, що вказаний перехiд вже здiйснено).

Наслiдок 3.1. Нехай виконанi всi умови Теореми 3.1. Тодi спiввiдно-

шення

∆→ 0 (3.38)

справедливе, якщо має мiсце хоча б одна iз наступних умов:
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1) для будь-яких функцiй ψi(x) , що задовольняють умовам (3.7),

v1 = v2 = 0,

ψi = ψi(x), i = 1, 2;
(3.39)

2) v1 = v2 6= 0 , виконано (3.11) та

ψi = Ci ([x× vi]) , i = 1, 2, (3.40)

де Ci ≥ 0 – будь-якi гладкi фiнiтнi або швидкоспадаючi функцiї своїх

векторних аргументiв;

3) v1 = v2 6= 0 , виконано (3.11) та

ψi = Ci (x− vit) , i = 1, 2, (3.41)

де Ci ≥ 0 такi ж як в пунктi 2);

4) v1 = 0 , вектори v2, ω01, ω02 колiнеарнi,

ψ1 = ψ1(t, x) = h ([x× v2])

{
λ+ C ([x× v2])

×
[
−πd2|v2|h ([x× v2])

(
x1

v1
2

(
ρ2

µ
+
ρ1

λ

)
− ρ2

µ
t

)]}−1

, (3.42)

ψ2 = ψ2(t, x) =
1

µ

(
h ([x× v2])− λψ1(t, x)

)
, (3.43)

де λ, µ > 0 — довiльнi константи, а функцiї h та C мають такi ж власти-

востi, як Ci, i = 1, 2 , в (3.40), а також

d→ 0; (3.44)

5) v1 6= 0, v2 6= 0 довiльнi, виконано (3.11), функцiї ψi, i = 1, 2 , мають

вигляд (3.40) або (3.41), та

suppψ1 ∩ suppψ2 = ∅; (3.45)

6) v1 6= 0, v2 6= 0 довiльнi, функцiї ψi, i = 1, 2 , мають вигляд (3.40) або

(3.41) i виконанi (3.11) та (3.44).



61

Доведення. Доведення всiх пунктiв спирається на формули (3.11) та

(3.12).

1) Усi доданки виразу (3.12), що мiстять vi, i = 1, 2 , стають рiвними

нклю, ∂ψi
∂t також дорiвнює нулю, тому що ψi = ψi(x), i = 1, 2 . Отже, весь

вираз (3.12) дорiвнює нулю.

2) Доданки, якi мiстять рiзницю |vi − vj|, i, j = 1, 2, i 6= j , стають

рiвними нулю завдяки накладеним умовам.

Розглянемо доданок, що мiстить ∂ψi
∂x . З того, що(

C
(
[x× a]

))′
x

= [a× C ′],

де a — довiльний постiйний вектор, випливає:(
vi,
[
vi, C

′
i]
)

= 0.

Умова (3.11) означає, що ω0i||vi . Тодi в (3.40) ми можемо замiсть vi

написати ω0i . Таким чином ми отримуємо обмеженiсть, вказану в (3.7). Те

ж саме стосується всiх наступних пунктiв цього наслiдку.

3) У виразi (3.12) всi доданки крiм одного стають рiвними нулю завдяки

накладеним умовам. Однак ця сума також зникає, оскiльки функцiя виду

(3.41) задовольняє наступну систему рiвнянь:

∂ψi
∂t

+ vi
∂ψi
∂x

= 0. (3.46)

4) За умов, зазначених вище, функцiї (3.42) та (3.43) є рiшенням на-

ступної системи диференцiальних рiвнянь (як показано в [17]):

∂ψi
∂t

+ vi
∂ψi
∂x

= −ρjπd2ψ1ψ2|v2|, i, j = 1, 2, i 6= j. (3.47)

Всi iншi доданки дорiвнюють нулю завдяки (3.44).

5) Згiдно умови (3.45) кожна функцiя ψi 6= 0, i = 1, 2 , але добуток

ψ1ψ2 = 0 .

Функцiї виду (3.40) або (3.41) задовольняють системi рiвнянь (3.46).

Отже, вираз (3.12) очевидно дорiвнює нулю.
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6) Умови (3.44) or (3.45) приводять до того, що наступнi доданки рiвнi

нулю або прямують до нуля:

ρjπd
2ψ1ψ2|vi − vj|, i, j = 1, 2, i 6= j.

2πd2ρ1ρ2|v1 − v2| sup
(t,x)∈R4

(ψ1ψ2).

Який би вид функцiї ψi , i = 1, 2 , ми не взяли (3.40) або (3.41), ви-

конується твердження (3.46). Це означає, що рiвнiсть нулю виразу (3.12)

доведено.

2

Наслiдок 3.2. Нехай мають мiсце всi припущення Теореми 3.2. Тодi

справедливо (3.38), якщо виконується хоча б одна з умов Наслiдку 3.1, а

також хоча б одна з наступних вимог:

1. s2 → 0 ;

2. Умова (3.11) при i = 2 .

Доведення. Очевидне i спирається на (3.20). 2

Наслiдок 3.3. Нехай мають мiсце всi припущення Теореми 3.3. Тодi

справедливо (3.38), якщо виконується хоча б одна з умов Наслiдку 3.1, а

також хоча б одна з наступних вимог:

1. si → 0, i = 1, 2 ;

2. s2 → 0 , умова (3.11) при i = 1 .

Доведення. Очевидне i спирається на (3.28). 2

Наслiдок 3.4. Нехай виконуються всi припущення Теореми 3.4. Тодi

справедливо (3.38), якщо виконується хоча б одна з умов Наслiдку 3.1, а

також вимога 1 Наслiдку 3.2.

Доведення. Тривiально проводиться на основi (3.37). 2
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3.2. Гвинтовi потоки, що мiнiмiзують iнтегральний вiдхил

В даному пiдроздiлi також розглядається неоднорiдна, нестацiонарна

лiнiйна комбiнацiя (2.13) двох локальних максвелiанiв (3.1)–(3.2), що опи-

сують ґвинтовi стацiонарнi рiвноважнi стани газу.

Задача полягає в пошуку наближених розв’язкiв рiвняння (2.1)–(2.5)

при рiзних можливих значеннях ki , i = 1, 2 , та асиметричнiй (тобто для

рiзних степеней при i = 1 та i = 2 ) поведiнцi кутових швидкостей. Деякi

розв’язки зазначеної задачi були знайденi в попередньому пiдроздiлi, але

для звичайного рiвномiрно-iнтегрального (”змiшаного”) вiдхилу (2.16).

Потрiбно знайти такi коефiцiєнтнi функцiї ϕi , i = 1, 2 , у виглядi (3.3)

i таку поведiнку всiх наявних параметрiв, щоб iнтегральний ( або ”чисто-

iнтегральний”) вiдхил (2.17) прямував при цьому до 0.

Далi наведемо декiлька можливих результатiв розв’язання вказаної за-

дачi.

Теорема 3.5. Нехай виконуються умови (3.3), (3.4), а наступнi функцiї

належать простору L1(R4) :

ψi,
∂ψi
∂t

,

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ , |[ω0i × x]|ψi,
(

[ω0i × x],
∂ψi
∂x

)
, i = 1, 2 (3.48)

Тодi визначений згiдно з (2.17) вiдхил ∆1 має сенс й iснує така вели-

чина ∆′1 , що

∆1 ≤ ∆′1, (3.49)

причому якщо степенi ki , при i = 1, 2 приймають такi ж самi значення, як

i у Теоремi 3.1, тобто виконуються умови (3.9)–(3.11), то iснує скiнченна

границя

L1 = lim
βi→+∞
i=1,2

∆′1
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=
2∑

i,j=1
i6=j

ρi

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∣∣∣∣∂ψi∂t
+ vi

∂ψi
∂x

+ ρjπd
2ψ1ψ2|v1 − v2|

∣∣∣∣ (3.50)

+2πd2ρ1ρ2|v1 − v2|
∫
R1

dt

∫
R3

dx(ψ1ψ2).

Доведення. Згiдно з (3.5), (3.6) попереднього пiдроздiлу 3.1. запишемо

нерiвнiсть:

∫
R3

|D(f)−Q(f, f)|dv ≤
2∑
i=1

∫
R3

[∣∣∣∣∂ψi∂t
+Bi(u, t, x) + Ai(u, t, x)

∣∣∣∣
+ Ai(u, t, x)

]
· ρi
π3/2

e−u
2

du.

(3.51)

Iснування iнтегрального вiдхилу ∆1 випливає з (2.17), (3.5), (3.6),

(3.51) та вимоги приналежностi виразiв (3.48) до L1(R4) , причому має

мiсце наступна нерiвнiсть:

∆1 ≤ ∆′1 =
2∑
i=1

ρi
π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∣∂ψi∂t
+Bi(u, t, x) + Ai(u, t, x)

∣∣∣∣
+ Ai(u, t, x)

]
e−u

2

du.

(3.52)

Якщо пiдставити (3.4) в (3.5), (3.6) ввести позначення, аналогiчне (3.15):

γ = (γ1, γ2) =

(
1√
β1

,
1√
β2

)
,

то

Ai(u, t, x) = ψiψjρj
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γiu+ (vi − vj)

+ siγ
2ki
i [ω0i × x]− sjγ

2kj
j [ω0j × x]− γjw|,

(3.53)
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Bi(u, t, x) =
∂ψi
∂x

(
γiu+ vi + siγ

2ki
i [ω0i × x]

)
+ 2ψisiγ

2ki−1
i

{
(u, [ω0i × vi])− siγ2ki

i [ω0i × u][ω0i × x]
}
,

(3.54)

де i = 1, 2 , i 6= j .

З (3.53), (3.54), (3.48) та гладкостi коефiцiєнтних функцiй, що передба-

чена з самого початку, ми бачимо, що всi пiдинтегральнi вирази в (3.52)

— неперервнi функцiї за змiнними t, x, u, γ . Тодi iнтеграл (3.52) збiгається

рiвномiрно вiдносно змiнної γ на будь-якому компактi завдяки (3.48) та

наявностi множника e−u
2

. Отже, величина ∆′1 — неперервна по γ , i ми

можемо в (3.52) перейти до границi при γ → 0 (тобто βi → +∞, i = 1, 2 ).

Це означає те ж саме, що просто покласти γ1 = γ2 = 0 . Пiсля iнтегрування

за змiнними w та u отримаємо (3.50). Теорему доведено.

2

Теорема 3.6. Нехай виконуються умови (3.4) та (3.48) Теореми 3.5 при

k1 = 1, k2 =
1

2
.

Тодi має мiсце нерiвнiсть (3.49), причому

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′1 = L1 +
4√
π
ρ2s2|[ω02 × v2]|

∫
R1

dt

∫
R3

dxψ2. (3.55)

Доведення. Використаємо оцiнку (3.52), причому позначення ∆′1 для

її правої частини поки що не вводимо. Знову використовуючи (3.15), пiд-

ставимо в (3.5) та (3.6) вираз (3.4). Тепер замiсть виразiв (3.53), (3.54)

отримаємо

A1(u, t, x) = ψ1ψ2ρ2
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γ1u+ (v1 − v2)

+ s1γ
2
1 [ω01 × x]− s2γ

2
2 [ω02 × x]− γ2w|, (3.56)
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B1(u, t, x) =
∂ψ1

∂x

(
γ1u+ v1 + s1γ

2
1 [ω01 × x]

)
+ 2ψ1s1γ1

{
(u, [ω01 × v1])− s1γ

2
1 [ω01 × u][ω01 × x]

}
, (3.57)

A2(u, t, x) = ψ1ψ2ρ1
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γ2u+ (v2 − v1)

+ s2γ2[ω02 × x]− s1γ1[ω01 × x]− γ1w|, (3.58)

B2(u, t, x) =
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2γ2[ω02 × x])

+ 2ψ2s2 {(u, [ω02 × v2])− s2γ2[ω02 × u][ω02 × x]} . (3.59)

Пiсля пiдстановки (3.56)–(3.59) в праву частину виразу (3.52) ми може-

мо отримати наступну оцiнку

∆1 ≤ ∆′1

=
ρ1

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∂ψ1

∂t
+ A1(u, t, x)

+
∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ

2
1 [ω01 × x]) + 2ψ1γ1s1

{
(u, [ω01 × v1])

−s1γ
2
1 [ω01 × u][ω01 × x]

}∣∣∣+ A1(u, t, x)

]
e−u

2

du

+
ρ2

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∂ψ2

∂t
+ A2(u, t, x) (3.60)

+
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2γ2[ω02 × x])− 2ψ2s

2
2γ2[ω02 × u][ω02 × x]

∣∣∣
+A2(u, t, x) + 2ψ2s2|u| |[ω02 × v2]|

]
e−u

2

du.

Далi перейдемо до границi при γ → 0 (можливiсть такого перехо-

ду обґрунтовується так само, як i в доведеннi Теореми 3.5). Отриманий

результат буде вiдрiзнятися вiд (3.50) лише останнiм доданком, який не

залежить вiд γ . Iнтеграл вiд цього доданку легко обчислюється за допомо-

гою переходу до сферичної системи координат. Все це приводить до виразу

(3.55). Теорему доведено. 2
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Теорема 3.7. Нехай виконуються умови (3.4) при

k1 =
1

2
, k2 =

1

4
,

а також справедлива умова (3.27), а саме

[ω02 × v2] = 0.

Тодi, якщо виконуються умови (3.48) Теореми 3.5 та має мiсце нерiв-

нiсть (3.49), справедлив наступний аналог твердження (3.50)

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′1 = L+
4√
π
ρ1s1|[ω01 × v1]|

∫
R1

dt

∫
R3

dxψ1

+
4√
π
ρ2s

2
2|ω02|

∫
R1

dt

∫
R3

dx(|[ω02 × x]|ψ2).
(3.61)

Доведення. Знову використаємо оцiнку (3.52) без позначення ∆′1 для

її правої частини. Далi пiдставимо вираз (3.4) при k1 = 1
2 , k2 = 1

4 в (3.5)

та (3.6), враховуючи позначення (3.15).

Тодi ми отримаємо

A1(u, t, x) = ψ1ψ2ρ2
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γ1u+ (v1 − v2)

+ s1γ1[ω01 × x]− s2γ2[ω02 × x]− γ2w|, (3.62)

B1(u, t, x) =
∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ1[ω01 × x])

+ 2ψ1s1 {(u, [ω01 × v1])− s1γ1[ω01 × u][ω01 × x]} , (3.63)

A2(u, t, x) = ψ1ψ2ρ1
d2

√
π

∫
R3

dwe−w
2|γ2u+ (v2 − v1)

+ s2
√
γ2[ω02 × x]− s1

√
γ1[ω01 × x]− γ1w|, (3.64)

B2(u, t, x) =
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2

√
γ2[ω02 × x])

− 2ψ2s
2
2[ω02 × u][ω02 × x]. (3.65)
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Далi пiдставимо (3.62)–(3.65) в (3.52) та отримаємо наступну оцiнку:

∆1 ≤ ∆′1

=
ρ1

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∂ψ1

∂t
+ A1(u, t, x)

+
∂ψ1

∂x
(γ1u+ v1 + s1γ1[ω01 × x])− 2ψ1s

2
1[ω01 × u][ω01 × x]

∣∣∣
+A1(u, t, x) + 2ψ1s1|u|

∣∣[ω01 × v1]
∣∣]e−u2du

+
ρ2

π3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∣∣∣∂ψ2

∂t
+ A2(u, t, x) (3.66)

+
∂ψ2

∂x
(γ2u+ v2 + s2

√
γ2[ω02 × x])

∣∣∣+ A2(u, t, x)

+
∣∣2ψ2s

2
2[ω02 × u][ω01 × x]

∣∣]e−u2du.
З виразiв (3.62) та (3.64) ми бачимо, що границя при γ → 0 величини

A2(u, t, x) така, як i границя величини A1(u, t, x) , а оцiнка для модуля,

що входить до (3.51) та включає Bi(u, t, x) приводить до видiлення двох

доданкiв, якi не залежать вiд γ . Цi доданки мiстять вирази

2s1

∫
R3

∣∣∣ψ1|u|
∣∣[ω01 × v1]

∣∣∣∣∣ ρ1

π3/2
e−u

2

du, (3.67)

2s2
2

∫
R3

∣∣∣ψ2|ω02||u|
∣∣[ω02 × x]

∣∣∣∣∣ ρ2

π3/2
e−u

2

du. (3.68)

Подальше обчислення (3.67) та (3.68) приводить до твердження (3.61).

Теорему доведено. 2

Теорема 3.8. Нехай кутовi швидкостi мають вигляд (3.4) при

k1 = 1, k2 =
1

4
.

Тодi, якщо виконуються умови (3.27) та (3.48), має мiсце нерiвнiсть

(3.49), де



69

lim
βi→+∞
i=1,2

∆′1 = L+
4√
π
ρ2s

2
2|ω02|

∫
R1

dt

∫
R3

dx(|[ω02 × x]|ψ2). (3.69)

Доведення. Проводиться аналогiчно доведенню Теореми 3.6, але те-

пер, враховуючи (3.4) зi степенями k1 = 1 , k2 = 1
4 й умову (3.27), замiсть

виразiв (3.58), (3.59) ми отримаємо (3.64), (3.65) з (3.5) та (3.6). Завдя-

ки виразам (3.64), (3.65) ми бачимо, що границя при γ → 0 величини

A2(u, t, x) така, як i в Теоремi 3.7, а для величини A1(u, t, x) така, як в

Теоремi 3.6. Зокрема, оцiнка для модуля, що входить до виразу (3.51) i

мiстить B2(u, t, x) , здобута в доведеннi Теореми 3.7. Отже, отриманий ре-

зультат вiдрiзнятиметься вiд (3.50) тiльки останнiм доданком, визначеним

у (3.68). Подальше обчислення приводить до (3.69). Теорему доведено.

2

Завдяки цим результатам щодо границь при βi → +∞, i = 1, 2 ми

можемо сформулювати наслiдки з Теорем 3.5–3.8, якi дають певнi достатнi

умови для прямування iнтегрального вiдхилу ∆1 до нуля. Але спочатку

наведемо деякi означення, якi нам знадобляться.

Означення 3.1. Нехай G — множина в Rn така, що число компонент

зв’язностi перерiзу G з якою завгодно прямою, паралельною деяким коор-

динатним осям, скiнченне. Позначимо через Gδ ( δ > 0 ) δ –окiл G , тобто

множину всiх точок, вiдстань вiд яких до G не перевищує δ .

При n = 4 та позначеннi координат, як t , xk (k = 1, 2, 3 ), ми будемо

позначати через Gx проекцiю G на гiперплощину t = 0 , а через Gk — на

гiперплощину xk = 0 (k = 1, 2, 3 ).

Означення 3.2. Нехай G ⊂ R4 ; δ > 0 . Ми будемо називати як « δ –

плато» на множинi G таку функцiю ϕδ(G, t, x) ∈ C1(R4) , для якої викону-
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ються наступнi умови:

ϕδ(G, t, x) =


1, (t, x) ∈ G,

0, (t, x) ∈ R4 \Gδ,

0 ≤ ϕδ ≤ 1, (t, x) ∈ Gδ \G,

(3.70)

i, крiм того, на будь-якiй прямiй лiнiї, паралельнiй деяким координатним

осям, ϕδ має не бiльш, нiж скiнченну кiлькiсть строгих екстремумiв.

Наслiдок 3.5. Нехай виконанi всi умови Теореми 3.5. Тодi спiввiдно-

шення

∆1 → 0 (3.71)

має мiсце, якщо виконується хоча б одна iз наступних умов:

1) для будь-яких функцiй ψi(x) , що задовольняють умовам (3.48), ви-

конується умова (3.39) Наслiдку 3.1;

2) нехай функцiї ψi, i = 1, 2 мають вигляд фiнiтних плато, тобто згла-

жених спецiальним чином характеристичних функцiй деяких обмежених

областей в R4 таких, що мiра проекцiй їх носiїв на гiперплощину t = 0

прямує до нуля, i добуток величин vi
k та мiр проекцiй їх носiїв на гi-

перплощини xk = 0, k = 1, 2, 3 також прямує до нуля. Крiм того, нехай

виконана хоча б одна з вимог:

a) умова (3.44) Наслiдку 3.1, а саме d→ 0,

b)v1 = v2 6= 0, (3.72)

c)mes
(
suppψ1

⋂
suppψ2

)
→ 0, (3.73)

зокрема, може виконуватись умова (3.45) Наслiдку 3.1, тобто

suppψ1

⋂
suppψ2 = Ø .

Доведення. Доведення спирається на (3.50) та результати роботи [78].

Воно зводиться до перевiрки того, що функцiї ψi, i = 1, 2 , для яких вико-

нуються умови Наслiдку 3.5, задовольняють вимогам (3.48). 2
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Наслiдок 3.6. Нехай вiрнi всi припущення Теореми 3.6. Тодi твер-

дження (3.71) має мiсце, якщо виконується хоча б одна з умов 1) або 2)

Наслiдку 3.5, а також принаймнi одна з вимог Наслiдку 3.2:

1. s2 → 0 ;

2. Умова (3.11) при i = 2 .

Доведення. Доведення очевидне й спирається на (3.55). 2

Наслiдок 3.7. Нехай виконуються всi припущення Теореми 3.7. Тодi

має мiсце твердження (3.71), якщо виконується хоча б одна з умов Наслiдку

3.5, i, крiм того, одна з вимог:

1. si → 0, i = 1, 2 ;

2. s2 → 0 , умова (3.11) при i = 1 .

Доведення. Доведення очевидне й спирається на (3.61). 2

Наслiдок 3.8. Нехай виконуються всi припущення Теореми 3.8. Тодi

має мiсце твердження (3.71), якщо виконується хоча б одна з умов Наслiдку

3.5, i, крiм того, перша вимога Наслiдку 3.6.

Доведення. Легко проводиться, спираючись на твердження (3.69). 2

3.3. Фiзичний змiст знайдених розв’язкiв

Проаналiзуємо тепер отриманi результати з точки зору їх фiзичного

змiсту. Слiд зазначити, що точними розв’язками рiвняння Больцмана, якi

мають добре вiдомий фiзичний змiст, є самi ґвинтовi максвелiвськi роз-

подiли (3.1)–(3.2). А бiмодальнi розподiли (2.13), якi розглянутi в даному

роздiлi дисертацiї, лише наближено описують взаємодiю таких ґвинтiв i

задовольняють рiвнянню Больцмана також наближено, в сенсi мiнiмiзацiї

”рiвномiрно-iнтегрального” ∆ (2.16) та ”чисто-iнтегрального” ∆1 (2.17)

вiдхилiв мiж частинами рiвняння. Тим не менш вони можуть бути тракто-

ванi фiзично.
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Всi знайденi розподiли, в тому числi й асиметричнi, мають спiльну вла-

стивiсть, вони описують газ, який остигає нерiвномiрно (βi → +∞ , i =

1, 2 ), причому обертання обох ґвинтiв сповiльнюється (ωi → 0 , i = 1, 2 ),

хоча i з рiзною швидкiстю, у вiдповiдностi з (3.4) та рiзними степенями

ki ∈ (1
4 , 1] . Як показують Наслiдки 3.1–3.8, в деяких випадках передба-

чається також виконання умови 1 Наслiдку 3.3 не залежно вiд вибору типу

вiдхилу мiж лiвою та правою частинами рiвняння Больцмана. При цьо-

му розподiл f(t, v, x) не прямує до жодного з максвелiанiв (тобто точного

розв’язку рiвняння Больцмана).

Нагадаємо також, що умова (3.44) вiдповiдає навколодовiльномолеку-

лярнiй течiї (газ, близький до кнудсенiвського), а умова x0i = 0 , рiвно-

сильна (3.11), означає, що vi паралельне ω0i та вiсь обертання ґвинта

проходить через початок координат (зокрема, це вiрно при vi = 0 ). Далi,

виконання умови (3.45) вiдповiдає стратифiкацiї об’єктiв (”згусткiв газу”)

в R4 . А умови vi = 0 або vi → 0 означають, що i–ий ґвинт обертається

навколо своєї осi, не здiйснюючи при цьому поступальний рух вздовж неї

(або сповiльнюючи цей рух).

З урахуванням всього вище сказаного можна видiлити декiлька ви-

падкiв, якi забезпечують мализну рiвномiрно-iнтегрального та чисто-

iнтегрального вiдхилiв, тобто виконання (3.38) та (3.71):

1. Великi числа Кнудсена (d→ 0 , достатньо висока ступiнь розрiджено-

стi газу):

а) стацiонарнi обертовi цилiндри з осями, що перетинаються в по-

чатку координат, масовi швидкостi вздовж осей довiльнi, густини

задаються (3.40);

б) нестацiонарнi обертовi згустки газу, що рухаються з довiльними

швидкостями через початок координат, густини описанi в (3.41);

в) два стацiонарних ґвинти, якi знову ж таки мають вигляд (2.9) з ося-
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ми, що перетинаються в початку координат, їх густини розподiленi

згiдно з умовою 2 Наслiдку 3.5, тобто вони мають неповну розмiр-

нiсть та представляють собою: або згустки, якi знаходяться в спо-

кої, або цилiндричнi (зокрема — плоскi) млини, молекули яких ле-

тять вздовж осей вiдповiдних цилiндрiв (або вздовж площин, яким

цi млини належать). Одним з прикладiв таких розподiлень може бу-

ти достатньо малий окiл частини обертової цилiндричної поверхнi

(”ґвинтова” трубка);

2. Довiльнi числа Кнудсена (будь-яке d > 0 ):

а) обидва ґвинти знаходяться в спокої, вiсi проходять через початок

координат, густини стацiонарнi та довiльнi (заданi в (3.39));

б) коаксiальнi стацiонарнi ґвинти з довiльними рiвними лiнiйними

швидкостями, густини задаються (3.40);

в) обертовi згустки з довiльними швидкостями та осями, якi перети-

наються в точцi початку координат, що не стикаються мiж собою

(у зв’язку з (3.45)), густини задаються в (3.41);

г) стацiонарнi ґвинти, що задовольняють умовi 2 Наслiдку 3.5, з до-

вiльними осями та швидкостями, якi частково або повнiстю стра-

тифiкованi, а саме виконана вимога (3.73) або (3.45);

I нарештi, можливi й деякi ”змiшанi” варiанти поведiнки об’єктiв при

рiзних значеннях i = 1, 2 , окрiм асиметричних кутових швидкостей, (на-

приклад, один об’єкт може бути стацiонарним цилiндром та описуватися

спiввiдношенням (3.40), а iнший — нестацiонарним згустком виду (3.41) i

т.п.).

3.4. Висновки до роздiлу

Роздiл 3 перш за все присвячений дослiдженню асиметричних бiмо-

дальних розподiлiв з локальними модами, що описують ґвинтовi стацiонар-
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нi рiвноважнi стани газу. Теорема 3.1 та Теорема 3.5 присвяченi випадку

рiвних степеней у найбiльш загальному випадку. Як видно з Теорем 3.2–3.4

та 3.6–3.8, розгляд рiзних степеней βi при i = 1, 2 привiв до ”гибридних”

варiантiв граничних виразiв для ∆′ та ∆′1 , в яких приймають участь рiзнi

доданки, що зустрiчаються в теоремах, розглянутих в [19].

Для моделi твердих куль побудований бiмодальний розподiл, який має

вигляд лiнiйної комбiнацiї стацiонарних неоднорiдних максвелiанiв при де-

яких припущеннях про зв’язок мiж кутовими швидкостями та температу-

рами потокiв. Знайденi рiзнi граничнi випадки, в яких асиметричнi бiмо-

дальнi розподiли мiнiмiзують рiвномiрно-iнтегральний (пiдроздiл 3.1.) та

iнтегральний (пiдроздiл 3.2.) вiдхили мiж частинами рiвняння Больцмана.

Основнi результати даного роздiлу опублiкованi в роботах [48, 82].
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РОЗДIЛ 4

КОНТИНУАЛЬНI НАБЛИЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ РIВНЯННЯ

БОЛЬЦМАНА

Даний роздiл присвячений побудовi нового класу явних наближених

розв’язкiв рiвняння Больцмана для моделi твердих куль у виглядi конти-

нуального розподiлу (2.15), в який входять як глобальнi, так i локальнi

максвелiани. Також дослiджений континуальний розв’язок з довiльною гу-

стиною, яка приймає будь-якi значення з R3 . Знайдено деякi достатнi умо-

ви довiльної мализни рiвномiрно-iнтегральної (2.16) та iнтегральної (2.17)

норм рiзницi мiж лiвою та правою частинами рiвняння.

4.1. Континуальний аналог бiмодальних розподiлiв

В цьому пунктi пропонується новий пiдхiд до пошуку явних наближе-

них розв’язкiв рiвняння (2.1)–(2.5), заснований на припущеннi, що масова

швидкiсть глобального максвелiана приймає не фiксованi дискретнi зна-

чення, а стає довiльним параметром, що приймає будь-якi значення з R3 .

Такi розподiли можуть бути названi континуальними.

Будемо розглядати функцiю розподiлу у виглядi (2.15), а саме

f =

∫
R3

ϕ(t, x, u)M(v, u)du, (4.1)

в яку входять глобальнi максвелiани:

M(v, u) = ρ

(
β

π

) 3
2

e−β(v−u)2, (4.2)

де густина ρ i обернена температура β — довiльнi невiд’ємнi сталi.

Передбачається, що коефiцiєнтна функцiя ϕ(t, x, u) є невiд’ємною та

належить C1
(
R7
)
. Задача полягає в тому, що необхiдно знайти такi функ-
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цiї ϕ(t, x, u) i таку поведiнку всiх наявних параметрiв, щоб рiвномiрно-

iнтегральний вiдхил (2.16) прямував до нуля.

Далi сформулюємо i детально доведемо основну теорему цього пiд-

роздiлу.

Теорема 4.1. Нехай виконанi умови (4.1) та (4.2). Припустимо, що

функцiї: ϕ , |∂ϕ∂t | , |
∂ϕ
∂x | обмеженi по t , x , u на R7 , а величини

ϕ, |u|ϕ, ∂ϕ
∂t
,
∂ϕ

∂x
, u
∂ϕ

∂x
∈ L1(R3) (4.3)

по змiннiй u рiвномiрно вiдносно t , x на R4 .

Тодi визначена у вiдповiдностi з формулою (2.16) величина ∆ має сенс

(тобто iснують вказанi там кiнцевий iнтеграл та кiнцевий супремум) та

iснує таке ∆′ , що виконується оцiнка зверху (3.8)

∆ ≤ ∆′,

причому

lim
β→+∞

∆′

= sup
(t,x)∈R4

[∫
R3

ρ

∣∣∣∣∂ϕ∂t + u
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ du (4.4)

+2πd2ρ

∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2)|u1 − u2|du1du2

]
.

Для доведення теореми нам знадобиться Лема 3.1, сформульована в

Роздiлi 3.

Доведення. Пiдставимо вираз (4.1) в рiвняння Больцмана (2.1)–(2.5),

тодi отримаємо

D(f) =

∫
R3

(
∂ϕ

∂t
+ v

∂ϕ

∂x

)
M(v, u)du. (4.5)
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Q(f, f) =
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×

[∫
R3

du1ϕ(t, x, u1)M(v′1, u1)

∫
R3

du2ϕ(t, x, u2)M(v′, u2)

−
∫
R3

du1ϕ(t, x, u1)M(v1, u1)

∫
R3

du2ϕ(t, x, u2)M(v, u2)

]
.

(4.6)

Враховуючи формули (4.5) та (4.6) перепишемо вираз (2.16) в наступ-

ному виглядi:

∆ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

∣∣∣∣∣
∫
R3

(
∂ϕ

∂t
+ v

∂ϕ

∂x

)
M(v, u)du

−d
2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|
∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2)

×
[
M(v′1, u1)M(v′, u2)−M(v1, u1)M(v, u2)

]
du1du2

∣∣∣∣∣dv
≤ sup

(t,x)∈R4

∫
R3

[∫
R3

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u)du

+
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|
∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2)

×
∣∣M(v′1, u1)M(v′, u2)−M(v1, u1)M(v, u2)

∣∣du1du2

]
dv

≤ sup
(t,x)∈R4

∫
R3

[∫
R3

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u)du

d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|
∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2) (4.7)

[
M(v′1, u1)M(v′, u2) +M(v1, u1)M(v, u2)

]
du1du2

]
dv.
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Отже,

∆′ = sup
(t,x)∈R4

[∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u)dudv

+
d2

2

∫
R3

dv

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|
∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2)

×
[
M(v′1, u1)M(v′, u2) +M(v1, u1)M(v, u2)

]
du1du2

]

= sup
(t,x)∈R4

[∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u)dvdu+
d2

2

∫
R6

du1du2

×ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2)

∫
R6

dvdv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
[
M(v′1, u1)M(v′, u2) +M(v1, u1)M(v, u2)

]]

= sup
(t,x)∈R4

[∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u)dvdu

+

∫
R6

du1du2ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2)

∫
R3

[G(M1,M2) +M2L(M1)] dv

]
, (4.8)

де, ми скористалися вiдомими поняттями ”прибуткової” G та ”затратної”

L частин iнтегралу зiткнень Q [14, 34, 55]:

G(f, g) =
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|f(t, v′1, x)g(t, v1, x), (4.9)

L(g) =
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|g(t, v1, x), (4.10)

а також ввели позначення Mi = M(v, ui), i = 1, 2 . В формулi (4.8) була

також виконана перестановка порядку iнтегрувань, законнiсть якої можна

обґрунтувати наступним чином.

В першому доданку пiдiнтегральна функцiя неперервна, та∫
R3

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u)du
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збiгається рiвномiрно на R3 (за теоремою Вейєрштрасса):∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∂ϕ∂t + v

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ · ρ(βπ
)3/2

e−β(v−u)2

∣∣∣∣∣
≤ ρ

(
β

π

)3/2

e−β(v−u)2
(∣∣∣∣∂ϕ∂t

∣∣∣∣+ |v|
∣∣∣∣∂ϕ∂x

∣∣∣∣)
i iнтегровано, тому що виконана умова (4.3).

У другому iнтегралi пiдiнтегральна функцiя неперервна завдяки вико-

нанню умов теореми, а внутрiшнiй iнтеграл рiвномiрно вiдносно u1 , u2

збiгається за теоремою Вейєрштрасса, бо iснує iнтегрована мажоранта. От-

же, ми можемо i тут помiняти мiсцями порядок iнтегрування.

Оскiльки, як вiдомо [55],∫
R3

Q(f, g)dv = 0,

то ∫
R3

G(M1,M2)dv =

∫
R3

M1L(M2)dv. (4.11)

В силу рiвностi (4.11) вираз (4.8) спрощується та, використовуючи вла-

стивiсть супремума, можна записати

∆′ = sup
(t,x)∈R4

∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ ρ(βπ
) 3

2

e−β(v−u)2dvdu


+ sup

(t,x)∈R4

[∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2)

×
∫
R3

[M1L(M2) +M2L(M1)] dvdu1du2

]
.

Проведемо замiну
√
β(v − u) = w , v = w√

β
+ u . Тодi

∆′ = sup
(t,x)∈R4

ρπ−3/2

∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t +

(
w√
β

+ u

)
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ e−w2

dwdu


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+ sup
(t,x)∈R4

[∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2) (4.12)

×
∫
R3

[M1L(M2) +M2L(M1)] dwdu1du2

]
.

Застосуємо Лему 3.1 до кожного з супремумiв, що входять до рiвняння

(4.12). Тут y = (t, x), Y = R4, z = γ , де γ = 1√
β

, Z = R3×R1
+ . Перевiримо

виконання умови 1) для першого доданку, скориставшись умовою (4.3) i

тим, що |γ| ≤ 1 при β → +∞ :∣∣∣∣∣∣
∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + (wγ + u)
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ e−w2

dwdu

∣∣∣∣∣∣
≤
∫
R6

(∣∣∣∣∂ϕ∂t
∣∣∣∣+ |w||γ|

∣∣∣∣∂ϕ∂x
∣∣∣∣+

∣∣∣∣u∂ϕ∂x
∣∣∣∣
)
e−w

2

dwdu

≤
∫
R3

(
π3/2

∣∣∣∣∂ϕ∂t
∣∣∣∣+ 2π

∣∣∣∣∂ϕ∂x
∣∣∣∣+ π3/2

∣∣∣∣u · ∂ϕ∂x
∣∣∣∣) du

рiвномiрно обмежений в силу умов Теореми 4.1 (другий iнтеграл

легко обчислюється пiсля переходу до сферичної системи координат:∫
R3

|w|e−w2

dw = 2π ).

Таким чином, функцiя, яка входить в перший супремум, обмежена на

Y вiдносно t, x . Тепер для першого доданку перевiримо виконання умови

2) Леми 3.1:∣∣∣∣∣
∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + (wγ + u)
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ e−w2

dwdu−
∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + (wγ0 + u)
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ e−w2

dwdu

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∫
R6

e−w
2

[∣∣∣∣∂ϕ∂t + (wγ + u)
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂ϕ∂t + (wγ0 + u)
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣] dwdu
∣∣∣∣∣∣

≤
∫
R6

e−w
2

∣∣∣∣∂ϕ∂t + (wγ + u)
∂ϕ

∂x
− ∂ϕ

∂t
− (wγ0 + u)

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ dwdu
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≤
∫
R6

e−w
2

∣∣∣∣∂ϕ∂t
∣∣∣∣ |w||γ − γ0|dwdu

≤ δ

∫
R6

e−w
2

∣∣∣∣∂ϕ∂t
∣∣∣∣ |w|dwdu

= 2πδ

∫
R3

∣∣∣∣∂ϕ∂t
∣∣∣∣ du,

тобто завдяки теоремi друга умова Леми 3.1 дiйсно виконана.

Перед тим як перевiрити виконання умов Леми 3.1 для другого супре-

мума у виразi (4.12), розглянемо його пiдiнтегральний вираз:

M1L(M2) = M

(
w√
β

+ u1, u1

)
×d

2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα

∣∣∣∣∣
(
w√
β

+ u1 − v1, α

)∣∣∣∣∣M(v1, u2)

= M

(
w√
β

+ u1, u1

)
d2

2
ρ

(
β

π

)3/2

×
∫
R3

dv1

∫
Σ

dα

∣∣∣∣∣
(
w√
β

+ u1 − v1, α

)∣∣∣∣∣e−β(v1−u2)2.

Введемо замiну √
β(v1 − u2) = s; v1 =

s√
β

+ u2.

M1L(M2) = M(wγ + u1, u1)
d2

2
ρπ3/2

×
∫
R3

ds

∫
Σ

dα|(wγ + u1 − sγ − u2, α)|e−s2.

Нехай θ — кут мiж векторами (wγ + u1 − sγ − u2) i α . Тодi

M1L(M2) = M(wγ + u1, u1)
d2

2
ρπ3/2

×
∫
R3

dse−s
2

∫
Σ

dα|wγ + u1 − sγ − u2|| cos θ|.
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Вiсь z направимо вздовж вектора (wγ + u1 − sγ − u2) та введемо на Σ

сферичну систему координат, тодi очевидне iнтегрування по кутам θ i ϕ

дає:

M1L(M2) = M(wγ + u1, u1)
d2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ + u1 − sγ − u2|.

Аналогiчно

M2L(M1) = M(wγ + u2, u2)
d2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ + u2 − sγ − u1|.

Перевiримо виконання умови 1) Леми 3.1 для другого супремума у

виразi (4.12):∣∣∣∣∣
∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

[
M(wγ + u1, u1)γ

−3/2d
2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ + u1 − sγ − u2|

+M(wγ + u2, u2)γ
−3/2d

2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ + u2 − sγ − u1|

]
dwdu1du2

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

[
ρπ−3/2e−w

2 d2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ + u1 − sγ − u2|

+ρπ−3/2e−w
2 d2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ + u2 − sγ − u1|

]
dwdu1du2

∣∣∣∣∣
≤ 2

∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

e−w2 d2ρ2

π2

∫
R3

dse−s
2(|γ||w − s|+ |u1|+ |u2|

) dwdu1du2

≤ 2d2ρ2

π2

∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

e−w2

∫
R3

dse−s
2(|w|+ |s|+ |u1|+ |u2|

) dwdu1du2

≤ 2d2ρ2

π2

∫
R6

ϕ1ϕ2

[
4π5/2 + π3

(
|u1|+ |u2|

)]
du1du2

= 2d2ρ2

∫
R6

ϕ1ϕ2

[
4
√
π + π

(
|u1|+ |u2|

)]
du1du2.

Значить, функцiя, яка входить у другий супремум, також обмежена на Y

вiдносно t , x завдяки умовам теореми.
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Тепер перевiримо виконання умови 2) Леми 3.1 для другого супремума

у виразi (4.12):∣∣∣∣∣
∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

[
ρπ−3/2e−w

2 d2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ + u1 − sγ − u2|

+ρπ−3/2e−w
2 d2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ + u2 − sγ − u1|

]
dwdu1du2

−
∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

[
ρπ−3/2e−w

2 d2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ0 + u1 − sγ0 − u2|

+ρπ−3/2e−w
2 d2ρ√
π

∫
R3

dse−s
2|wγ0 + u2 − sγ0 − u1|

]
dwdu1du2

∣∣∣∣∣
=
d2ρ2

π2

∣∣∣∣∣
∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

e−w
2

∫
R3

dse−s
2

×
[(
|wγ + u1 − sγ − u2| − |wγ0 + u1 − sγ0 − u2|

)

+
(
|wγ + u2 − sγ − u1| − |wγ0 + u2 − sγ0 − u1|

)]
dwdu1du2

∣∣∣∣∣
≤ d2ρ2

π2

∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

e−w
2

∫
R3

dse−s
2

×
[
|wγ + u1 − sγ − u2 − wγ0 − u1 + sγ0 + u2|

+ |wγ + u2 − sγ − u1 − wγ0 − u2 + sγ0 + u1|
]
dwdu1du2

≤ 2
d2ρ2

π2

∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

e−w
2

∫
R3

dse−s
2|w − s||γ − γ0|dwdu1du2

≤ 2δ
d2ρ2

π2

∫
R6

ϕ1ϕ2

∫
R3

e−w
2

∫
R3

dse−s
2(|w|+ |s|)dwdu1du2

= 4π5/2 · 2δd
2ρ2

π2

∫
R6

ϕ1ϕ2du1du2 = 8δd2ρ2
√
π

∫
R6

ϕ1ϕ2du1du2,

Отже, завдяки умовам Теореми 4.1 умова 2) Леми 3.1 дiйсно виконана.
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Оскiльки для кожного iз згаданих супремумiв виконанi умови Леми,

вся величина ∆′ неперервна по γ на R1
+ . Отже, можна перейти до грани-

цi при β → +∞ , що рiвносильно прямуванню γ до нуля. Для зручностi

здiйснення граничного переходу розглянемо вираз для ∆′ до замiни змiн-

них, а саме

∆′ = sup
(t,x)∈R4

∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u)dvdu


+ sup

(t,x)∈R4

∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2)

∫
R3

[
M1L(M2) +M2L(M1)

]
dvdu1du2

 .
Скористаємось тим, що в сенсi узагальнених функцiй, очевидно,

M(v, u) −−−−→
β→+∞

ρδ(v − u). (4.13)

Тодi ∫
R3

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u)dv −−−−→
β→+∞

∫
R3

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ ρδ(v − u)dv

−−−−→
β→+∞

ρ

∣∣∣∣∂ϕ∂t + u
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ ,∫
R3

M1L(M2)dv −−−−→
β→+∞

∫
R3

M(v, u1)d
2πρ|v − u2|dv

−−−−→
β→+∞

d2ρ2π|u1 − u2|,∫
R3

M2L(M1)dv −−−−→
β→+∞

∫
R3

M(v, u2)d
2πρ|v − u1|dv (4.14)

−−−−→
β→+∞

d2ρ2π|u1 − u2|,

в силу чого отримаємо рiвняння (4.4). Теорему доведено.

2

Далi, спираючись на отриманий вираз для границi при β → +∞ , знай-

демо достатню умову прямування вiдхилу ∆ до нуля, яке оформимо у

виглядi наслiдку з Теореми 4.1.
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Наслiдок 4.1. Нехай виконанi всi умови Теореми 4.1. Тодi справедли-

ве спiввiдношення (3.38), а саме прямування величини ∆ до нуля, якщо

коефiцiєнтна функцiя ϕ має наступний вигляд:

ϕ = C(x− ut)
(
P

π

)3/2

e−P (u−u0)2, (4.15)

де C — будь-яка гладка, додатня та обмежена разом зi своїми похiдними

функцiя, u0 ∈ R3 — довiльний фiксований вектор, а P → +∞ .

Доведення. Скористаємось граничним виразом (4.4) i пiдставимо в

нього вираз (4.15). Пiдiнтегральний вираз першого доданку стає рiвним

нулю:

C ′(x− ut)(−u) + uC ′(x− ut) = 0.

Розглянемо iнтеграл, який входить в другий доданок (нехай iснує M >

0 : |C| ≤M ): ∫
R6

C(x− u1t)

(
P

π

)3/2

e−P (u1−u0)2

×C(x− u2t)

(
P

π

)3/2

e−P (u2−u0)2|u1 − u2|du1du2

≤M 2

(
P

π

)3 ∫
R6

e−P (u1−u0)2e−P (u2−u0)2|u1 − u2|du1du2

=

√P (u1 − u0) = w1; u1 = w1√
P

+ u0
√
P (u2 − u0) = w2; u2 = w2√

P
+ u0


= M 2

(
P

π

)3
1

P 3

∫
R3

e−w2
2

∫
R3

e−w1
2

∣∣∣∣ w1√
P

+ u0 −
w2√
P
− u0

∣∣∣∣ dw1dw2

≤ M 2

π3

∫
R3

e−w2
2

∫
R3

e−w1
2 |w1|√

P
dw1dw2 +

∫
R3

e−w1
2

∫
R3

e−w2
2 |w2|√

P
dw2dw1

=
M 2

π3

[
π3/2 2π√

P
+ π3/2 2π√

P

]
=

4M 2

√
Pπ
−−−−→
P→+∞

0.

Тут ми скористалися iнтегралом Ейлера-Пуасона i значеннями iнте-

гралiв, обчислених ранiше. Таким чином, ми довели збiжнiсть iнтегралу,



86

який входить в другий доданок, та його прямування до нуля при P → +∞ .

Наслiдок доведений. 2

Зауваження 4.1. Спiввiдношення (3.38) залишається в силi i при фiк-

сованому P в (4.15), але при додатковiй умовi: d → 0 (навколокнуд-

сенiвський газ)

Зауваження 4.2. У виразi (4.15), очевидно, можна було б замiсть пер-

шого множника C(x−ut) розглянути й такий: C
(
[u×x]

)
, а замiсть другого

— iншi δ –подiбнi функцiї.

Зауваження 4.3. З точки зору фiзичного змiсту отриманих результатiв

вiдмiтимо, що Теорема 4.1 є лише деякою математичною абстракцiєю. Ре-

ально спiввiдношення (3.8) та (4.4) разом з прямуванням ∆ до нуля можна

трактувати наступним чином: оцiнка зверху (3.8) та знаходження грани-

цi у виразi (4.4) служать для забезпечення подальшої довiльної мализни

норми ∆ при вiдповiдних коефiцiєнтних функцiях та достатньо низькiй

абсолютнiй температурi, що означає лише припущення про мализну теп-

лової складової швидкостей молекул при збереженнi довiльної величини

масової швидкостi потоку.

4.2. Наближенi розв’язки з гвинтовими модами

В даному пунктi буде побудований клас явних наближених розв’язкiв

рiвняння (2.1)–(2.5), який має вигляд континуальної суперпозицiї локаль-

них максвелiанiв ґвинтового типу. Така структура локальних максвелiанiв

є цiкавою i була розглянута у попередньому Роздiлi 3 для випадку бiмо-

дальних розподiлiв.
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4.2.1. Випадок рiвномiрно-iнтегрального вiдхилу

В попередньому пiдроздiлi 4.1. був дослiджений новий пiдхiд до по-

шуку явних наближених розв’язкiв, а саме континуальний вигляд функцiї

розподiлу. При цьому передбачається, що масова швидкiсть глобального

максвелiана приймає не фiксованi дискретнi значення, а стає довiльним

параметром, який приймає будь-якi значення з R3 .

Тепер нашою метою є дослiдження поведiнки континуального розподi-

лу, в який входять локальнi максвелiани часткового випадку, якi описують

стацiонарнi рiвноважнi стани газу, подiбнi ґвинтам (2.9). Кожен такий макс-

велiан буде мати вигляд:

M(v, u, x) = ρ0e
βω2r2

(
β

π

) 3
2

e−β(v−u−[ω×x])2. (4.16)

Фiзичний змiст розподiлу (4.16) описано в пiдроздiлi 2.2., але тепер

v = u ∈ R3 — довiльний параметр (лiнiйна масова швидкiсть в точках x ),

звiдси i залежнiсть локального максвелiана не лише вiд v та x , а й вiд u .

Будемо розглядати функцiю розподiлу у виглядi (2.15), а саме

f =

∫
R3

ϕ(t, x, u)M(v, u, x)du, (4.17)

Потрiбно знайти такi коефiцiєнтнi функцiї ϕ(t, x, u) (невiд’ємнi та

належать C1
(
R7
)
) i таку поведiнку всiх наявних параметрiв, щоб

рiвномiрно-iнтегральноий вiдхил (2.16) прямував при цьому до нуля.

Далi отримаємо асимптотичнi вирази деяких оцiнок зверху для норми

∆ при великих значеннях β i рiзних припущеннях про поведiнку вектора

кутової швидкостi ω .

Перед тим як сформулювати основнi результати, необхiдно трохи пере-

творити праву частину (2.16). Перед усiм обчислимо та оцiнимо iнтеграл

по змiннiй v , пiдставляючи розподiли (4.16), (4.17) в (2.1)–(2.5) та врахо-

вуючи, що

D(M) = Q(M,M) = 0.
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Отримуємо, що

D(f) =

∫
R3

D(ϕ)M du =

∫
R3

D(ϕ)eβω
2r2M̃ du (4.18)

Q(f, f) =
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|e2βω2r2

×

[∫
R3

du1ϕ(t, x, u1)M̃(v′1, u1, x)

∫
R3

du2ϕ(t, x, u2)M̃(v′, u2, x) (4.19)

−
∫
R3

du1ϕ(t, x, u1)M̃(v1, u1, x)

∫
R3

du2ϕ(t, x, u2)M̃(v, u2, x)

]
,

де введено позначення

M̃ = M̃(v, u, x) = ρ

(
β

π

) 3
2

e−β(v−ũ)2 (4.20)

ũ = ũ(x) = u+ [ω × x].

Тодi ∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dv

=

∫
R3

∣∣∣∣∣
∫
R3

(
∂ϕ

∂t
+ v

∂ϕ

∂x

)
eβω

2r2M̃ du

−d
2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|e2βω2r2
∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2) (4.21)

×
[
M̃(v′1, u1, x)M̃(v′, u2, x)− M̃(v1, u1, x)M̃(v, u2, x)

]
du1du2

∣∣∣∣∣dv.
Введемо, як i ранiше, розбиття iнтегралу зiткнень Q на ”прибуткову”

G (4.9) та ”затратну” L (4.10) частини. А оскiльки, як вiдомо [55]:∫
R3

G(M1,M2)dv =

∫
R3

M1L(M2)dv, (4.22)
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отримаємо наступну оцiнку зверху∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dv

≤
∫
R6

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣ eβω2r2M̃ dudv

+e2βω2r2
∫
R6

ϕ(t, x, u1)ϕ(t, x, u2) (4.23)

×
∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
du1du2dv.

Згiдно (4.23) для коректної визначеностi вiдхилу (2.16) на коефiцiєнтнi

функцiї необхiдно накласти новi умови швидкого спадання по просторовiй

змiннiй x . Тому введемо нове позначення

ϕ(t, x, u) = ψ(t, x, u)e−βω
2r2, (4.24)

де функцiї неперервно-диференцiйованi та невiд’ємнi. Тодi враховуючи

(4.23), (4.24) та (2.11) оцiнка (4.23) буде мати вигляд∫
R3

|D(f)−Q(f, f)| dv

≤
∫
R6

∣∣∣∣∂ψ∂t + v

(
∂ψ

∂x
− 2βψ

[
[ω × (x− x0)]× ω

])∣∣∣∣ M̃ dudv

+

∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2)

∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
du1du2dv. (4.25)

Теорема 4.2. Нехай виконанi умови (4.16), (4.20), (4.24) а також

ω =
ω0s

βk
, (4.26)

де s > 0 — будь-яка постiйна величина, ω0 — довiльний фiксований век-

тор (iншi параметри також довiльнi i фiксованi). Також припустимо, що

наступнi функцiї:
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ψ , |∂ψ∂t | , |
∂ψ
∂x | , |[ω0 × x]|ψ ,

(
[ω0 × x], ∂ψ∂x

)
— обмеженi по t , x i u на

R7 , а величини

ψ, |u|ψ, ∂ψ
∂t
,
∂ψ

∂x
, u
∂ψ

∂x
∈ L1(R3) (4.27)

по змiннiй u рiвномiрно вiдносно t i x на R4 .

Тодi визначена згiдно з (2.16) величина ∆ має сенс (тобто iснують

вказанi там кiнцевий iнтеграл та кiнцевий супремум) та iснує таке ∆′ , що

виконується нерiвнiсть (3.8), а саме

∆ ≤ ∆′.

Причому якщо

1

2
< k ≤ 1,

або

1

4
< k ≤ 1

2
,

та

[ω0 × u] = 0, (4.28)

тодi iснує кiнцева границя

L = lim
β→+∞

∆′

= sup
(t,x)∈R4

[
ρ

∫
R3

∣∣∣∣∂ψ∂t + u
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ du (4.29)

+2π3d2ρ2

∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2)|u1 − u2|du1du2

]
.

Для доведення Теореми 4.2 знову скористаємося Лемою 3.1, яка була

сформульована в Роздiлi 3.

Доведення. З (2.16), (4.25), (4.27) та властивостей супремума випливає
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iснування вiдхилу ∆ , причому

∆ ≤ ∆′

= sup
(t,x)∈R4

[∫
R6

∣∣∣∣∂ψ∂t + v

(
∂ψ

∂x
− 2βψ

[
[ω × (x− x0)]× ω

])∣∣∣∣ M̃ dvdu (4.30)

+

∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2)

∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dvdu1du2

]
.

В (4.30) була також виконана перестановка порядку iнтегрвання, закон-

нiсть якої обгрунтовується так.

В першому доданку пiдiнтегральна функцiя неперервна завдяки умовам

теореми, а ∫
R6

∣∣∣∣∂ψ∂t + v

(
∂ψ

∂x
− 2βψ

[
[ω × (x− x0)]× ω

])∣∣∣∣ M̃ du

— збiгається рiвномiрно в R3 (за теоремою Вейєрштрасса),∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∂ψ∂t + v

(
∂ψ

∂x
− 2βψ

[
[ω × (x− x0)]× ω

])∣∣∣∣
×ρ
(
β

π

)3/2

e−β(v−ũ)2

∣∣∣∣∣
≤ ρ

(
β

π

)3/2

e−β(v−ũ)2

(∣∣∣∣∂ψ∂t
∣∣∣∣

+|v|
(∣∣∣∣∂ψ∂x

∣∣∣∣+ 2βψ

∣∣∣∣[[ω × (x− x0)]× ω
]∣∣∣∣)
)

— iнтегроване, тому що виконана умова (4.27).

У другому iнтегралi пiдiнтегральна функцiя неперервна завдяки вико-

нанню умов теореми, а внутрiшнiй iнтеграл збiгається рiвномiрно вiдносно

u1 та u2 за теоремою Вейєрштрасса, тому що iснує iнтегрована мажоран-

та. Отже, ми можемо i тут помiняти мiсцями порядок iнтегрування.

Введемо замiну змiнних:√
β(v − ũ) = w; v =

w√
β

+ ũ =
w√
β

+ u+ [ω × x] .
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Тодi

∆′ = sup
(t,x)∈R4

[
ρπ−3/2

∫
R6

∣∣∣∣∂ψ∂t +

(
w√
β

+ u+ [ω × x]

)

×
(
∂ψ

∂x
− 2βψ

[
[ω × (x− x0)]× ω

])∣∣∣∣e−w2

dwdu

]

+ sup
(t,x)∈R4

[∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2)

×
∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dwdu1du2

]
.

(4.31)

Розглянемо пiдiнтегральний вираз другого супремума у виразi (4.31)

M̃1L(M̃2)

= M̃

(
w√
β

+ ũ1, u1, x

)
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα

∣∣∣∣∣
(
w√
β

+ ũ1 − v1, α

)∣∣∣∣∣M̃(v1, u2, x)

= M̃

(
w√
β

+ ũ1, u1, x

)
d2

2
ρ

(
β

π

)3/2

×
∫
R3

dv1

∫
Σ

dα

∣∣∣∣∣
(
w√
β

+ ũ1 − v1, α

)∣∣∣∣∣e−β(v1−ũ2)2.

Введемо замiну змiнних:√
β(v1 − ũ2) = z;

v1 =
z√
β

+ ũ2 =
z√
β

+ u2 + [ω × x] .

M̃1L(M̃2) = M̃

(
w√
β

+ ũ1, u1, x

)
× d2

2
ρπ3/2

∫
R3

ds

∫
Σ

dα

∣∣∣∣∣
(
w√
β

+ ũ1 −
z√
β
− ũ2, α

)∣∣∣∣∣e−z2.
Нехай θ — це кут мiж векторами

(
w√
β

+ ũ1 − z√
β
− ũ2

)
та α . Тодi от-
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римуємо

M̃1L(M̃2) = M̃

(
w√
β

+ ũ1, u1, x

)
d2

2
ρπ3/2

∫
R3

dze−z
2

×
∫
Σ

dα

∣∣∣∣ w√β + u1 + [ω × x]− z√
β
− u2 − [ω × x]

∣∣∣∣ | cos θ|.

Вiсь z направимо вздовж вектора ( w√
β

+ u1 − z√
β
− u2) та введемо на

Σ сферичну систему координат. Далi завдяки iнтегруванню по кутам θ та

ϕ , ми очевидно отримуємо

M1L(M2)

= M

(
w√
β

+ u1, u1

)
d2ρ√
π

∫
R3

dze−z
2

∣∣∣∣ w√β + u1 −
z√
β
− u2

∣∣∣∣ .
Аналогiчно, маємо

M2L(M1)

= M

(
w√
β

+ u2, u2

)
d2ρ√
π

∫
R3

dze−z
2

∣∣∣∣ w√β + u2 −
w√
β
− u1

∣∣∣∣ .
Отже, приходимо до наступних виразiв∫

R6

ψ1ψ2

∫
R3

[
M

(
w√
β

+ u1, u1

)
β3/2d

2ρ√
π

×
∫
R3

dze−z
2

∣∣∣∣ w√β + u1 −
z√
β
− u2

∣∣∣∣+M

(
w√
β

+ u2, u2

)
β3/2d

2ρ√
π

×
∫
R3

dze−z
2

∣∣∣∣ w√β + u2 −
z√
β
− u1

∣∣∣∣
]
dwdu1du2

=

∫
R6

ψ1ψ2

∫
R3

[
ρπ−3/2e−w

2 d2ρ√
π

∫
R3

dze−z
2

∣∣∣∣ w√β + u1 −
z√
β
− u2

∣∣∣∣
+ρπ−3/2e−w

2 d2ρ√
π

∫
R3

dze−z
2

∣∣∣∣ w√β + u2 −
z√
β
− u1

∣∣∣∣
]
dwdu1du2
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= 2

∫
R6

ψ1ψ2

∫
R3

e−w2 d2ρ2

π2

∫
R3

dze−z
2

∣∣∣∣(w − z)√
β

+ u1 − u2

∣∣∣∣
 dwdu1du2.

Для спрощення виразу (4.31) введемо деякi позначення:

γ =
1√
β
, (4.32)

A(w, u, t, x) = ρ
d2

√
π

∫
R3

dzew
2 |wγ + (u1 − u2)− zγ| , (4.33)

B(w, u, t, x)

=

(
w√
β

+ u+ [ω × x]

)(
∂ψ

∂x
− 2βψ

[
[ω × (x− x0)]× ω

])

=

(
w√
β

+ u+ [ω × x]

)
× ∂ψ

∂x

+2βψ

(
ω (ω, x− x0)− ω2

(
x− [ω × u]

ω2

))

=

(
w√
β

+ u+ [ω × x]

)
× ∂ψ

∂x
+ 2βψ

(
ω (ω, x)− xω2 + [ω × u]

)
(4.34)

=
∂ψ

∂x

(
w√
β

+ u+ [ω × x]

)
+2ψ

√
β
{

(ω,w)(ω, x)− ω2(x,w) + (w, [ω × u])
}

=
∂ψ

∂x

(
w√
β

+ u+ [ω × x]

)
+2ψ

√
β {−[ω × w][ω × x] + (w, [ω × u])} .

Використовуючи вирази (4.27) та (4.32), отримаємо наступне:

B(w, u, t, x) =
∂ψ

∂x

(
wγ + u+ γ2s[ω0 × x]

)
+ 2ψγs

{
(w, [ω0 × u])− sγ2[ω0 × w][ω0 × x]

}
.

(4.35)

Враховуючи (4.33) та (4.35), перепишемо вираз (4.31) в наступному
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виглядi:

∆′ = sup
(t,x)∈R4

[
ρπ−3/2

∫
R6

∣∣∣∣∂ψ∂x +B(w, u, t, x)

∣∣∣∣ ew2

dwdu

]

+ sup
(t,x)∈R4

[
2ρπ−3/2

∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2) (4.36)

×
∫
R3

A(w, u1, u2, t, x)dwdu1du2

]
.

Застосуємо вказану Лему 3.1 до кожного з супремумiв, якi входять в

(4.36), де y = (t, x), Y = R4, z = (w, γ) , Z = R3 × R1
+ . Виконання умов

1) та 2) Леми 3.1 випливає iз спiввiдношень (4.27), (4.33), (4.35) та умов

теореми.

Оскiльки для кожного зi згаданих супремумiв умови Леми 3.1 виконанi,

вся величина ∆′ неперервна по γ в R1
+ . Отже, в (4.36) можна перейти до

границi при β → +∞ , що рiвносильно прямуванню γ до нуля. При цьому

залежнiсть вiд z i w зводиться лише до виразiв ez
2

в (4.33) та ew
2

в (4.36).

В результатi iнтегрування по z i w приходимо до (4.29).

2

Далi, спираючись на отриманий вираз для границi при β → +∞ ,

знайдемо достатнi умови прямування вiдхилу ∆ до нуля, якi оформимо

у виглядi наслiдку з Теореми 4.2.

Наслiдок 4.2. Нехай виконанi всi припущення Теореми 4.2. Тодi спра-

ведливе (3.38), а саме

∆→ 0,

якщо функцiя ψ , визначена у виразi (4.24) має такий самий вигляд, як i

функцiя ϕ у Наслiдку 4.1

ψ(t, x, u) = C(x− ut)
(
P

π

)3/2

e−P (u−u0)2, (4.37)
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де C — будь-яка гладка, додатня i обмежена функцiя разом зi своїми по-

хiдними функцiя, u0 ∈ R3 — довiльний фiксований вектор, i P → +∞ .

Доведення. Скористаємось граничним виразом (4.29) та пiдставимо в

нього вираз (4.37). Пiдiнтегральний вираз першого доданку стає рiвним

нулю.

C ′(x− ut)(−u) + uC ′(x− ut) = 0.

Розглянемо iнтеграл, який входить у другий доданок (обґрунтування

збiжностi iнтегралу та його прямування до нуля при P → +∞ ) аналогiчне

проведеному в доведеннi Наслiдку 4.1. Наслiдок доведено.

2

Зауваження 4.4. Як i в пiдроздiлi 4.1. спiввiдношення (3.38) зали-

шається в силi, якщо

а) P в (4.37) приймає фiксованi значення при додатковiй умовi: d → 0

(навколокнудсенiвський газ);

б) замiсть першого множника C(x−ut) у виразi (4.37) можна розглянути

C
(
[u× x]

)
, а замiсть другого — iншi δ –подiбнi функциї.

Зауваження 4.5. Отриманi розподiли описують остигаючий газ (β →
+∞ ). Крiм того, обертання ґвинта сповiльнюється (ω → 0) у вiдповiдно-

стi з (4.26) при вiдповiдних степенях k ∈
(

1
2 , 1
]

та k ∈
(

1
4 ,

1
2

]
при умовi

(4.28), тобто вiсь обертання ґвинта проходить через початок координат. Як

показує Наслiдок 4.2, оцiнка зверху (3.8) та границя у виразi (4.29) забез-

печують подальшу довiльну мализну норми ∆ для заданих коефiцiєнтних

функцiй та достатньо маленькiй абсолютнiй температурi, що знову ж озна-

чає лише припущення, що теплова складова швидкостей молекули мала,

коли збережено довiльне значення масової швидкостi потоку. Те, що роз-

подiл f сам по собi не прямує до жодного з максвелiанiв визначається

виразами (4.37), (4.17), (4.16).
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4.2.2. Випадок iнтегрального вiдхилу

Як i в попередньому пунктi 4.2.1. наша задача полягає в побудовi яв-

них наближених розв’язкiв iнтегро-диференцiального рiвняння Больцмана

(2.1)–(2.5), якi мають вигляд континуальної суперпозицiї локальних макс-

велiанiв ґвинтового типу (2.9). Такi потоки описують стацiонарнi рiвно-

важнi стани газу, а саме задають обертання газу як цiлого з певною куто-

вою швидкiстю й поступальний рух вздовж осi обертання. Така структура

локальних максвелiанiв є цiкавою i була розглянута в Роздiлi 3 для випад-

ку асиметричних бiмодальних розподiлiв. Також знайдемо деякi достатнi

умови довiльної мализни iнтегральної норми (2.17) рiзницi мiж лiвою та

правою частинами рiвняння Больцмана та розглянемо їх фiзичний змiст. В

пунктi 4.2.1. були отриманi результати для рiвномiрно-iнтегральної норми

(2.16).

Будемо розглядати континуальну функцiю розподiлу f(t, v, x) у виглядi

(4.17), в яку входять ґвинтовi моди вигляду (4.16). Потрiбно знайти та-

кi коефiцiєнтнi функцiї ϕ(t, x, u) (невiд’ємнi та належать C1
(
R7
)
) i та-

ку поведiнку всiх наявних параметрiв, щоб iнтегральноий вiдхил (2.17)

мiж частинами рiвняння (2.1)–(2.5) був скiль завгодно малим. Коефiцiєнтнi

функцiї будуть мати вигляд (4.24).

Асимптотичнi вирази деяких оцiнок зверху для норми ∆1 при великих

значеннях β iз введенням розбиття iнтегралу зiткнень Q на ”прибуткову”

G (4.9) та ”затратну” L (4.10) частини, а саме (4.21), (4.23), (4.25), будуть

мати такий самий вигляд, як i в пунктi 4.2.1. Також вiзьмемо позначення

для максвелiанiв (4.20)

Теорема 4.3. Нехай виконуються умови (4.16), (4.20) та (4.24), а куто-

ва швидкiсть має вигляд (4.26), тобто

ω =
ω0s

βk
,

де s > 0 — будь-яка постiйна величина, ω0 — довiльний фiксований вектор
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(iншi параметри також довiльнi i фiксованi). Тодi, якщо наступнi функцiї:

ψ, |u|ψ, ∂ψ
∂t
,
∂ψ

∂x
, u
∂ψ

∂x
|[ω0 × x]|ψ,

(
[ω0 × x],

∂ψ

∂x

)
∈ L1(R7), (4.38)

то визначена у вiдповiдностi з (2.17) величина ∆1 має сенс та iснує таке

∆′1 , що вiрна оцiнка зверху (3.49)

∆1 ≤ ∆′1.

Причому якщо k ∈
(

1
2 , 1
]

, то iснує кiнцева границя

L1 = lim
β→+∞

∆′1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[
ρ

∫
R3

∣∣∣∣∂ψ∂t + u
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ du
+ 2π3d2ρ2

∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2)|u1 − u2|du1du2

]
.

(4.39)

Доведення. Iснування iнтегрального вiдхилу ∆1 випливає з (2.17),

(4.25) и (4.38), причому має мiсце наступна нерiвнiсть

∆1 ≤ ∆′1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[∫
R6

∣∣∣∣∂ψ∂t
+v

(
∂ψ

∂x
− 2βψ

[
[ω × (x− x0)]× ω

])∣∣∣∣M̃ dvdu (4.40)

+

∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2)

∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dvdu1du2

]
.

В (4.40) була також виконана перестановка порядку iнтегрування, за-

коннiсть якої легко обґрунтовується з урахуванням умов Теореми 4.3.

Введемо замiну змiнних: √
β(v − ũ) = w;

v =
w√
β

+ ũ =
w√
β

+ u+ [ω × x] .

Тодi

∆′1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[
ρπ−3/2

∫
R6

∣∣∣∣∂ψ∂t +

(
w√
β

+ u+ [ω × x]

)
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×
(
∂ψ

∂x
− 2βψ

[
[ω × (x− x0)]× ω

])∣∣∣∣e−w2

dwdu

]

+

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2)

×
∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dwdu1du2

]
.

(4.41)

Здiйснивши тут ще одну замiну змiнних:√
β(v1 − ũ2) = z;

v1 =
z√
β

+ ũ2 =
z√
β

+ u2 + [ω × x]

отримаємо:

M1L(M2) = M(
w√
β

+ u1, u1)
d2ρ√
π

∫
R3

dze−z
2| w√

β
+ u1 −

z√
β
− u2|.

Аналогiчно

M2L(M1) = M(
w√
β

+ u2, u2)
d2ρ√
π

∫
R3

dze−z
2| w√

β
+ u2 −

w√
β
− u1|.

Для спрощення виразу (4.41) введемо позначення (4.32), а саме

γ =
1√
β

Тодi отримаємо наступнi вирази:

A(w, u, t, x) = ρ
d2

√
π

∫
R3

dze−z
2 |wγ + (u1 − u2)− zγ| , (4.42)

B(w, u, t, x) =
∂ψ

∂x

(
wγ + u+ γ2s[ω0 × x]

)
+ 2ψγs

{
(w, [ω0 × u])− sγ2[ω0 × w][ω0 × x]

}
.

(4.43)

Маючи на увазi (4.42) та (4.43) перепишемо вираз (4.41) в наступному

виглядi:

∆′1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[
ρπ−3/2

∫
R6

∣∣∣∣∂ψ∂x +B(w, u, t, x)

∣∣∣∣ e−w2

dwdu
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+2ρπ−3/2

∫
R6

ψ(t, x, u1)ψ(t, x, u2) (4.44)

×
∫
R3

A(w, u1, u2, t, x)e−w
2

dwdu1du2

]
.

Пiдiнтегральнi функцiї двох доданкiв виразу ∆′1 неперервнi за змiнни-

ми t, x, u та β завдяки умовам Теореми 4.3. Отже, iнтеграл (4.44) збiгаєть-

ся рiвномiрно вiдносно змiнної γ на будь-якому компактi завдяки умовi

(4.38) i наявностi множника e−w
2

. Значить вся величина ∆′1 неперервна

по γ i ми можемо перейти до границi при γ → 0 (β → +∞ ). Пiсля

iнтегрування по змiнним z та w приходимо до (4.39). Теорему доведено.

2

Далi, спираючись на отриманий вираз для границi при β → +∞ , знай-

демо достатнi умови для мализни вiдхилу ∆1 .

Наслiдок 4.3. Нехай виконанi всi припущення Теореми 4.3. Тодi спра-

ведливе (3.71), а саме прямування величини ∆1 до нуля, якщо функцiя ψ ,

визначена у виразi (4.24) має вигляд:

ψ(t, x, u) = g(t, x)

(
P

π

)3/2

e−P (u−u0)2, (4.45)

де функцiя g(t, x) має вигляд фiнiтного ”плато” (див. Означення 3.2), u0 ∈
R3 — довiльний фiксований вектор, а P → +∞ .

Доведення. Скористаємось граничним виразом (4.39) i пiдставимо в

нього (4.45). Пiдiнтегральний вираз першого доданку прямує до нуля. За-

вдяки умовам наслiдку, iнтеграл другого доданку збiгається i прямує до

нуля. Наслiдок доведений. 2

4.3. Суперпозицiя глобальних максвелiанiв з довiльною густиною

В даному пiдроздiлi поставимо задачу бiльш широко. Тепер будуть

дослiдженi континуальнi розподiли вигляду (2.15), в яких густина також
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приймає не фiксованi дискретнi значення, а стає довiльним параметром,

що приймає будь-якi значення з R1
+ . Таким чином, побудуємо явнi набли-

женi розв’язки у виглядi суперпозицiї глобальних максвелiанiв з довiльною

густиною. В якостi норм рiзницi мiж лiвою та правою частинами рiвнян-

ня (2.1)–(2.5) будуть використанi як рiвномiрно-iнтегральний (2.16), так i

чисто-iнтегральний (2.17) вiдхили.

Пiдход до пошуку континуальної функцiї розподiлу вперше запропо-

нований в Пiдроздiлi 4.1.. Тепер розглянемо випадок, коли густина також

приймає довiльнi значення.

Отже, розглянемо функцiю розподiлу наступного вигляду:

f =

∫
R3

du

+∞∫
0

dρϕ(t, x, u, ρ)M(v, u, ρ), (4.46)

до якої входять глобальнi максвелiани

M(v, u, ρ) = ρ

(
β

π

) 3
2

e−β(v−u)2, (4.47)

де ρ — густина, u — масова швидкiсть, а обернена температура β — до-

вiльна невiд’ємна стала.

Передбачаться, що коефiцiєнтна функцiя ϕ(t, x, u, ρ) є невiд’ємною

та належить C1
(
R4
)

по t, x та C
(
R3 × R1

+

)
по u, ρ . Необхiдно знайти

такi функцiї ϕ(t, x, u, ρ) i таку поведiнку всiх наявних параметрiв, щоб

рiвномiрно-iнтегральний (2.16) та чисто-iнтегральний (2.17) вiдхили були

нескiнченно малими.

Введемо нове позначення для коефiцiєнтних функцiй ϕ :

ψ(t, x, u, ρ) = ϕ(t, x, u, ρ) · ρ, (4.48)

тодi функцiя розподiлу буде мати вигляд:

f =

∫
R3

du

+∞∫
0

dρψ(t, x, u, ρ)M̃(v, u), (4.49)
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де

M̃(v, u) =

(
β

π

) 3
2

e−β(v−u)2 (4.50)

Теорема 4.4. Нехай виконанi умови (4.48)–(4.50). Припустимо, що

функцiї: ψ , |∂ψ∂t | , |
∂ψ
∂x | — обмеженi по t, x, u та ρ на R7 × R1

+ , а вели-

чини

ψ, |u|ψ, ∂ψ
∂t
,
∂ψ

∂x
, u
∂ψ

∂x
∈ L1(R3 × R1

+) (4.51)

по змiнним u та ρ рiвномiрно вiдносно t , x на R4 .

Тодi величина ∆ в (2.16) коректно визначена й iснує таке ∆′ , що ви-

конується нерiвнiсть (3.8)

∆ ≤ ∆′,

причому

lim
β→+∞

∆′ = sup
(t,x)∈R4

[∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∣∣∣∣∂ψ∂t + u
∂ψ

∂x

∣∣∣∣
+2πd2

∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)|u1 − u2|

]
. (4.52)

Для доведення Теореми 4.4 знову скористаємося Лемою 3.1 (див. Роздiл

3), яка дає достатню умову неперервностi супремуму спецiального вигляду

функцiї багатьох змiнних, взятого по частинi змiнних.

Доведення. Пiдставимо вираз (4.49) у рiвняння Больцмана (2.1)–(2.5),

тодi отримаємо

D(f) =

∫
R3

du

+∞∫
0

dρ

(
∂ψ

∂t
+ v

∂ψ

∂x

)
M̃(v, u, ρ). (4.53)

Q(f, f) =
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×

[∫
R3

du1

+∞∫
0

dρ1ψ(t, x, u1, ρ1)M̃(v′1, u1, ρ1) (4.54)
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×
∫
R3

du2

+∞∫
0

dρ2ψ(t, x, u2, ρ2)M̃(v′, u2, ρ2)

−
∫
R3

du1

+∞∫
0

dρ1ψ(t, x, u1)M̃(v1, u1, ρ1)

×
∫
R3

du2

+∞∫
0

dρ2ψ(t, x, u2, ρ2)M̃(v, u2, ρ2)

]
.

Згiдно з (4.53) та (4.54) перепишемо вираз (2.16) як

∆ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

∣∣∣∣∣
∫
R3

du

+∞∫
0

dρ

(
∂ψ

∂t
+ v

∂ψ

∂x

)
M̃(v, u, ρ)

− d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

[
M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2)− M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

]∣∣∣∣∣dv
≤ sup

(t,x)∈R4

∫
R3

[∫
R3

du

+∞∫
0

dρ

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)

+
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
∣∣M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2)− M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

∣∣]dv
≤ sup

(t,x)∈R4

∫
R3

[∫
R3

du

+∞∫
0

dρ

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)
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+
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2) (4.55)

×
[
M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2) + M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

]]
dv.

Отже,

∆′ = sup
(t,x)∈R4

[∫
R6

dvdu

+∞∫
0

dρ

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)

+
d2

2

∫
R3

dv

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
[
M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2) + M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

]]

= sup
(t,x)∈R4

[∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dv

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)

+
d2

2

∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
∫
R6

dvdv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
[
M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2) + M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

]]
.

∆′ = sup
(t,x)∈R4

[∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dv

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)
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+

∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2) (4.56)

∫
R3

[
G(M̃1, M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dv

]
,

де, як i ранiше, ми ввели розбиття iнтегралу зiткнень Q на ”прибутко-

ву” G (4.9) та ”затратну” L (4.10) частини, а також позначили M̃i =

M̃(v, ui, ρi), i = 1, 2 . В (4.56) була виконана перестановка порядку iнте-

грування, законнiсть якої обґрунтовується так.

В першому доданку пiдiнтегральна функцiя неперервна завдяки умовам

Теореми 4.4, а ∫
R1

+

∫
R3

∣∣∣∣∂ϕ∂t + v
∂ϕ

∂x

∣∣∣∣M(v, u, ρ)dudρ

— збiгається рiвномiрно в R3 × R1
+ (за теоремою Вейєрштрасса).∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ · (βπ
)3/2

e−β(v−u)2

∣∣∣∣∣
≤
(
β

π

)3/2

e−β(v−u)2
(∣∣∣∣∂ψ∂t

∣∣∣∣+ |v|
∣∣∣∣∂ψ∂x

∣∣∣∣)
— iнтегроване, тому що виконана умова (4.51).

У другому iнтегралi пiдiнтегральна функцiя неперервна завдяки вико-

нанню умов Теореми 4.4, а внутрiшнiй iнтеграл збiгається рiвномiрно вiд-

носно u1 , u2 , ρ1 and ρ2 за теоремою Вейєрштрасса в силу iснування

iнтегрованої мажоранти. Отже, ми можемо i тут змiнити порядок iнтегру-

вання.

А оскiльки, як вiдомо [55]:∫
R3

Q(f, g)dv = 0,

тодi ∫
R3

G(M̃1, M̃2)dv =

∫
R3

M̃1L(M̃2)dv. (4.57)
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Згiдно з (4.57) вираз (4.56) може бути спрощений та, користуючись

властивiстю супремума, можемо записати:

∆′ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dv

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ (βπ
) 3

2

e−β(v−u)2


+ sup

(t,x)∈R4

[∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2 ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dv

]
.

Якщо введемо замiну змiнних√
β(v − u) = w; v =

w√
β

+ u,

отримаємо

∆′ = sup
(t,x)∈R4

π−3/2

∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dw

∣∣∣∣∂ψ∂t +

(
w√
β

+ u

)
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ e−w2


+ sup

(t,x)∈R4

[∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2 ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2) (4.58)

×
∫
R3

dw
[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]]
.

Застосуємо Лему 3.1 до кожного iз супремумiв, що входять в (4.58)

(перевiрка виконання умов повнiстю аналогiчна проведенiй в доведеннi

Теореми 4.1). Оскiльки для кожного зi згаданих супремумiв умови Леми 3.1

виконанi, вся величина ∆′ неперервна по γ в R1
+ . Отже, можна перейти

до границi при β → +∞ , що рiвносильно прямуванню γ до нуля. Для

зручностi здiйснення граничного переходу розглянемо вираз для ∆′ до

замiни змiнних, а саме
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∆′ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dv

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)


+ sup

(t,x)∈R4

[∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2 ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dv

]
.

Скористаємось тим, що в сенсi узагальнених функцiй, очевидно,

M̃(v, u, ρ) −−−−→
β→+∞

δ(v − u). (4.59)

Таким чином,∫
R3

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)dv −−−−→
β→+∞

∫
R3

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ δ(v − u)dv

−−−−→
β→+∞

∣∣∣∣∂ψ∂t + u
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ ,
∫
R3

M̃1L(M̃2)dv −−−−→
β→+∞

∫
R3

M̃(v, u1, ρ1)d
2π|v − u2|dv

−−−−→
β→+∞

d2π|u1 − u2|, (4.60)∫
R3

M̃2L(M̃1)dv −−−−→
β→+∞

∫
R3

M̃(v, u2, ρ2)d
2π|v − u1|dv

−−−−→
β→+∞

d2π|u1 − u2|,

в силу чого отримуємо (4.52). Теорема доведена.

2

Наслiдок 4.4. Нехай виконанi всi умови Теореми 4.4. Тодi спiввiдно-

шення (3.38) справедливе, тобто мализна рiвномiрно-iнтегрального вiдхи-

лу, якщо функцiя ψ , визначена у виразi (4.48), має вигляд
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ψ(t, x, u, ρ) = C(x− ut)
(
P

π

)3/2

e−P (u−u0)2h(ρ), (4.61)

де C — будь-яка гладка, додатня i обмежена разом зi своїми похiдними

функцiя, u0 ∈ R3 — довiльний фiксований вектор, h(ρ) — неперервна,

невiд’ємна функцiя в L1(R1
+) з коренем ρ = 0 не нижче 1-го ступеня, а

P → +∞ .

Доведення. Скористаємось граничним виразом (4.52) i пiдставимо в

нього (4.61). Пiдiнтегральний вираз першого доданку стає рiвним нулю,

C ′(x− ut)(−u) + uC ′(x− ut) = 0.

Розглянемо iнтеграл, який входить у другий доданок (нехай ∃M > 0 :

|C| ≤M ):∫
R6

du1du2

∫
R2

+

C(x− u1t)

(
P

π

)3/2

e−P (u1−u0)2h(ρ1)C(x− u2t)

×
(
P

π

)3/2

e−P (u2−u0)2h(ρ2)|u1 − u2|dρ1dρ2

≤M 2

(
P

π

)3 ∫
R2

+

h(ρ1)h(ρ2)

∫
R6

e−P (u1−u0)2e−P (u2−u0)2|u1 − u2|du1du2dρ1dρ2

=

√P (u1 − u0) = w1; u1 = w1√
P

+ u0
√
P (u2 − u0) = w2; u2 = w2√

P
+ u0


= M 2

(
P

π

)3
1

P 3

∫
R2

+

h(ρ1)h(ρ2)

∫
R3

e−w2
2

×
∫
R3

e−w1
2

∣∣∣∣ w1√
P

+ u0 −
w2√
P
− u0

∣∣∣∣ dw1dw2dρ1dρ2

≤ M 2

π3

∫
R2

+

h(ρ1)h(ρ2)

∫
R3

e−w2
2

∫
R3

e−w1
2 |w1|√

P
dw1dw2dρ1dρ2

+
M 2

π3

∫
R2

+

h(ρ1)h(ρ2)

∫
R3

e−w1
2

∫
R3

e−w2
2 |w2|√

P
dw2dw1dρ1dρ2



109

=
M 2

π3

[
π3/2 2π√

P
+ π3/2 2π√

P

] ∫
R1

+

h(ρ2)

∫
R1

+

h(ρ1)dρ1dρ2

=
4M 2

√
Pπ

∫
R1

+

h(ρ2)

∫
R1

+

h(ρ1)dρ1dρ2 −−−−→
P→+∞

0.

Тут ми сористалися iнтегралом Ейлера-Пуассона та значеннями iнте-

гралiв, обчислених ранiше. Таким чином, завдяки умовам наслiдку, оче-

видною є збiжнiсть iнтегралу, який входить в другий доданок та його пря-

мування до нуля при P → +∞ . Значить, спрямлення виразу (4.52) до нуля

доведено. 2

Зауваження 4.6. З точки зору фiзичного змiсту отриманих результатiв

вiдмiтимо, що Теорема 4.4 також є лише деякою математичною абстрак-

цiєю. Нерiвнiсть ∆ ≤ ∆′ та знаходження границi у виразi (4.52) служать

для забезпечення подальшої довiльної мализни норми ∆ при вiдповiдних

коефiцiєнтних функцiях та збереженнi довiльної величини масової швид-

костi потоку враховуючи низьку температуру газу.

Теорема 4.5. Нехай виконанi умови (4.48)–(4.50). Припустимо, що на-

ступнi функцiї:

ψ, |u|ψ, |∂ψ
∂t
|, |∂ψ

∂x
|, u∂ψ

∂x
∈ L1(R7 × R1

+) (4.62)

по змiнним t , x , u та ρ .

Тодi iнтеграл ∆1 в (2.17) збiгається та iснує таке ∆′1 , що виконується

нерiвнiсть (3.49), а саме

∆1 ≤ ∆′1,

де

lim
β→+∞

∆′1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∣∣∣∣∂ψ∂t + u
∂ψ

∂x

∣∣∣∣



110

+2πd2

∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)|u1 − u2|

]
. (4.63)

Для доведення Теореми 4.4 знову скористаємося Лемою 3.1, яка була

сформульована в Роздiлi 3. Вона дає достатню умову неперервностi супре-

муму спецiального вигляду функцiї багатьох змiнних, взятого по частинi

змiнних.

Доведення. Враховуючи вирази (4.53) and (4.54), отриманi при дове-

деннi Теореми 4.4, перепишимо (2.17) як

∆1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

∣∣∣∣∣
∫
R3

du

+∞∫
0

dρ

(
∂ψ

∂t
+ v

∂ψ

∂x

)
M̃(v, u, ρ)

−d
2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
[
M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2)− M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

]∣∣∣∣∣dv
≤
∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∫
R3

du

+∞∫
0

dρ

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)

+
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
∣∣M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2)− M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

∣∣]dv
≤
∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

[∫
R3

du

+∞∫
0

dρ

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)
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+
d2

2

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
[
M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2) + M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

]]
dv. (4.64)

Отже,

∆′1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[∫
R6

dvdu

+∞∫
0

dρ

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)

+
d2

2

∫
R3

dv

∫
R3

dv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
[
M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2) + M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

]]

=

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dv

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)

+
d2

2

∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
∫
R6

dvdv1

∫
Σ

dα|(v − v1, α)|

×
[
M̃(v′1, u1, ρ1)M̃(v′, u2, ρ2) + M̃(v1, u1, ρ1)M̃(v, u2, ρ2)

]]

=

∫
R1

dt

∫
R3

dx

[∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dv

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ M̃(v, u, ρ)

+

∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)
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×
∫
R3

[
G(M̃1, M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dv

]
, (4.65)

де, як i ранiше, ми використали позначення (4.9) та (4.10) для частин iн-

тегралу зiткнень. В (4.65), ми також змiнили порядок iнтегрування (анало-

гiчно в доведеннi Теореми 4.1).

Згiдно з (4.57) перепишео вираз (4.65) як

∆′1 =

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dv

∣∣∣∣∂ψ∂t + v
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ (βπ
) 3

2

e−β(v−u)2

+

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2 ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
∫
R3

[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
dv.

Якщо ввести позначення√
β(v − u) = w; v =

w√
β

+ u,

можемо записати

∆′1 = π−3/2

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R3

du

∫
R1

+

dρ

∫
R3

dw

∣∣∣∣∂ψ∂t +

(
w√
β

+ u

)
∂ψ

∂x

∣∣∣∣ e−w2

+

∫
R1

dt

∫
R3

dx

∫
R6

du1du2

∫
R2

+

dρ1dρ2 ψ(t, x, u1, ρ1)ψ(t, x, u2, ρ2)

×
∫
R3

dw
[
M̃1L(M̃2) + M̃2L(M̃1)

]
.

(4.66)

Пiдiнтегральнi функцiї в двох доданках виразу ∆′1 неперервнi по змiн-

ним t , x , u , ρ та β завдяки умовам (4.62). Далi, iнтеграл (4.66) збiгається

рiвномiрно вiдносно змiнної β на будь-якому компактi завдяки (4.62) зно-

ву та наявностi множника e−w
2

. Отже, значення ∆′1 неперервне по β та

можна перейти до границi при β → +∞ . Для зручностi переходу розг-

лянемо вираз для ∆′ до замiни змiнних. З (4.59) та (4.60) ми отримуємо

(4.63). Теорема доведена.
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2

Наслiдок 4.5. Нехай виконанi всi умови Теореми 4.5. Тодi справедли-

ве спiввiдношення (3.71), а саме ∆1 → 0 , якщо коефiцiєнтна функцiя ψ

визначена у виразi (4.48) має вигляд

ψ(t, x, u, ρ) = g(t, x)

(
P

π

)3/2

e−P (u−u0)2h(ρ), (4.67)

де g(t, x) має вигляд фiнiтного ”плато” (див. Означення 3.2), такого, що

мiра проекцiй множин suppg(t, x) на гiперплощину t = 0 прямує до нуля

(у випадку, коли g не залежить вiд t ) та

ukmess(suppg)k → 0, k = 1, 2, 3, (4.68)

де Gk — проекцiя множини G ⊂ R4 на гiперплощину xk = 0 (k = 1, 2, 3 ),

u0 ∈ R3 — довiльний фiксований вектор, h(ρ) — неперервна, невiд’ємна

функцiя в L1(R1
+) з коренем ρ = 0 не нижче 1-го ступеня, а P → +∞ .

Доведення. Використаємо граничний вираз (4.63) i пiдставимо в нього

(4.67). Пiдiнтегральний вираз першого доданку прямує до нуля. Завдяки

умовам наслiдку, iнтеграл другого доданку збiгається i теж прямує до нуля

(доведення аналогiчне проведеному в Наслiдку 4.4). Наслiдок доведений.

2

4.4. Висновки до роздiлу

В роздiлi побудовано новий клас явних наближних розв’язкiв рiвнян-

ня Больцмана (2.1)–(2.5), який має вигляд континуальної суперпозицiї гло-

бальних (4.1) та локальних максвелiанiв ґвинтового типу (4.17). Такi по-

токи описують стацiонарнi рiвноважнi стани газу, подiбнi ґвинтам, тобто

задають обертання газу як цiлого з певною кутовою швидкiстю й посту-

пальний рух вздовж осi обертання. Така структура локальних максвелiанiв
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є цiкавою i була розглянута в попередньому роздiлi у випадку асиметрич-

них бiмодальних розподiлiв. Знайдено деякi достатнi умови довiльної ма-

лизни рiвномiрно-iнтегральної (пiдроздiл 4.2.1.) та iнтегральної (пiдроздiл

4.2.2.) норми рiзницi мiж лiвою та правою частинами рiвняння Больцмана

та дослiджено їх фiзичний змiст. Також побудованi наближенi розв’язки у

виглядi континуальних розподiлiв з довiльною густиною та знайденi рiзнi

граничнi випадки, в яких вони мiнiмiзують вiдповiднi норми мiж частина-

ми рiвняння (пiдроздiл 4.3.).

Основнi результати роздiлу були опублiкованi в [24, 25, 83, 84]
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ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена пошуку явних наближених розв’язкiв нелiнiй-

ного iнтегро-диференцiального рiвняння Больцмана. Для моделi твердих

куль вперше побудованi такi розв’язки у виглядi асиметричних бiмо-

дальних розподiлiв при деяких припущеннях про зв’язок мiж кутовими

швидкостями та температурами потокiв, а також новий клас наближених

розв’язкiв у виглядi континуальних суперпозицiй глобальних та локальних

максвелiанiв. Для рiвномiрно-iнтегрального та чисто-iнтегрального вiдхи-

лiв у випадку асиметричних та континуальних розв’язкiв отримана оцiнка

зверху й показано, що ця оцiнка має скiнченну границю при низькiй тем-

пературi максвелiанiв. Отриманi також рiзноманiтнi достатнi умови нескiн-

ченної мализни цих границь при спецiальному виборi поведiнки парамет-

рiв, в тому числi, при великих числах Кнудсена.

Отже, основнi результати даної дисертацiї:

• Побудованi наближенi бiмодальнi розв’язки рiвняння Больцмана у ви-

падку, коли максвелiвськi моди є ґвинтовими з рiзними ступенями ма-

лизни їх кутових швидкостей. Вони описують нерiвномiрно остигаю-

чий газ, причому обертання обох ґвинтiв сповiльнюється, хоча i з рiз-

ною швидкiстю. Здобуто деякi достатнi умови мiнiмiзацiї рiвномiрно-

iнтегрального вiдхилу мiж частинами рiвняння;

• Знайденi ґвинтовi потоки з рiзними ступенями мализни їх кутових

швидкостей, якi мiнiмiзують iнтегральний вiдхил мiж частинами рiв-

няння;

• Розроблений новий пiдхiд для пошуку явних наближених розв’язкiв

рiвняння Больцмана, заснований на припущеннi, що масова швидкiсть

глобального максвелiана приймає не фiксованi дискретнi значення, а

стає довiльним параметром, який приймає будь-якi значення з R3 . Та-
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ким чином, побудовано новий наближений розв’язок у виглядi конти-

нуального розподiлу, що вiдрiзняється вiд бiмодальних;

• Дослiджений континуальний розв’язок з довiльною густиною та знай-

денi вiдповiднi достатнi умови мiнiмiзацiї iнтегрального та рiвномiрно-

iнтегрального вiдхилiв мiж частинами рiвняння;

• Побудовано новий клас явних наближених розв’язкiв цього рiвняння,

який має вигляд континуальної суперпозицiї локальних максвелiанiв

ґвинтового типу. Вони задовольняють дане кiнетичне рiвняння з якою

завгодно мiрою точностi та означають припущення, що теплова скла-

дова швидкостей молекул мала, коли збережено довiльне значення ма-

сової швидкостi потоку.

Результати дисертацiйної роботи носять переважно теоретичний ха-

рактер. Вони мають наукове значення при подальшому вивченнi рiвняння

Больцмана i властивостей його розв’язкiв. Знайденi наближенi розв’язки

можуть в подальшому бути застосованi при дослiдженнi iнших моделей

взаємодiї мiж молекулами та iнших кiнетичних рiвнянь. Зокрема можуть

бути застосованi й у таких галузях, як гiдро- та аеродинамiка, метеороло-

гiя, океанологiя та iн. при побудовi i дослiдженнi математичних моделей

рiзних процесiв, пов’язаних iз взаємодiєю тих чи iнших потокiв часток,

зокрема при вивченнi еволюцiї ґвинтових течiй.
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