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ÀÍÎÒÀÖIß

Ðåçóíåíêî Î.Â. ßêiñíi âëàñòèâîñòi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî ïîðîäæåíi

íåëiíiéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç çàãàþ-

âàííÿì. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî- ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.03 � ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà (Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi

íàóêè). � Õàðêiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Â.Í. Êàðàçiíà

Ìiíiñòåðñòâà îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè; Ôiçèêî-òåõíi÷íèé iíñòèòóò íèçüêèõ

òåìïåðàòóð iì. Á.I. Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê Óêðà¨íè, Õàðêiâ, 2019.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçðîáëÿþòüñÿ ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé

ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿêi îïèñóþòüñÿ íåëiíiéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè

ðiâíÿííÿìè òà ñèñòåìàìè iç çàãàþâàííÿì. Çàòðèìêà, çàãàþâàííÿ ïðèðîäíüî,

âèíèêà¹ ó áàãàòüîõ ñèòóàöiÿõ, êîëè çâåðòàþòü óâàãó íà òå, ùî ïðîöåñè â

ñèñòåìi íå ¹ ìèòò¹âèìè. Îäíà iç ïðèðîäíiõ ñèòóàöié - êîëè çàãàþâàííÿ

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó ðåàêöié ñèñòåìè íà çìiíè, ùî ðîçâèâàþòüñÿ ç

ïëèíîì ÷àñó. Ðåàêöi¨ ÷àñòî ïîâ'ÿçàíi ç ðiçíîãî ðîäó ñèãíàëàìè, ÿêi, ïðèðîäíüî,

ìàþòü ñêií÷åííó øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ. Âèâ÷àþòüñÿ ÿê äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ òà ñèñòåìè ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (Ð×Ï), òàê i çâè÷àéíi. Îäèí

iç öåíòðàëüíèõ òèïiâ ñèñòåì â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ - öå ñèñòåìè ðåàêöi¨-

äèôóçi¨ â îáìåæåíèõ ïðîñòîðîâèõ îáëàñòÿõ. Ìè ðîçðîáëÿ¹ìî ìåòîäè, ÿêi

çàñòîñîâóþòüñÿ äî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç îáìåæåíèìè çàãàþâàííÿìè

ðiçíèõ òèïiâ: ïîñòiéíi òà çàëåæíi âiä ñòàíó, äèñêðåòíi òà ðîçïîäiëåíi, ëîêàëüíi

òà íåëîêàëüíi çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè.

Îñíîâíó çàöiêàâëåíiñòü âèêëèêà¹ ÿêiñíà ïîâåäiíêà ñèñòåì. Çàçâè÷àé ìè

ïîäiëÿ¹ìî íàøi äîñëiäæåííÿ íà äâi îñíîâíi ÷àñòèíè. Ïåðøà ñòîñó¹òüñÿ

äîâåäåííÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi â ñåíñi Æ.Àäàìàðà âiäïîâiäíî¨ ïî÷àòêîâî

êðàéîâî¨ çàäà÷i. Äàëi ìè áóäó¹ìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó çà ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i.

Äðóãà ÷àñòèíà ïðèñâÿ÷åíà àñèìïòîòè÷íié ïîâåäiíöi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè êîëè

÷àñ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿì, âiäïîâiäíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà
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¹ íåñêií÷åííîâèìiðíîþ ÿê çà ÷àñîâîþ (ÿê ñèñòåìà iç çàãàþâàííÿì), òàê i çà

ïðîñòîðîâîþ (ÿê Ð×Ï) êîîðäèíàòàìè.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òà ïîãëèáëþ¹ìî ìåòîäè äëÿ âèâ÷åííÿ ñòiéêîñòi

çà Î.Ì.Ëÿïóíîâèì, iñíóâàííÿ Íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ (ÍIÌ),

iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ iç çàãàþâàííÿì (IÌÇ) òà ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ àáè

öi ìåòîäè ìîãëè áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ âèïàäêiâ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì.

Äîñëiäæåííÿ íàëåæàòü äî øèðîêîãî íàïðÿìêó - ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü, ÿêà ðîçðîáëÿëàñÿ ó ðîáîòàõ À.Ïóàíêàðå, Î.Ì.Ëÿïóíîâà, Ã.Ä.Áiðêãîôà,

Î.Î.Ëàäèæåíñüêî¨, Ñ.Ôîÿøà, Ð.Òåìàìà, Ì.I.Âiøèêà, Äæ.Õåéëà, I.Ä.×ó¹øîâà

òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ.

Ñïî÷àòêó, ìè äîñëiäæó¹ìî âèïàäîê ñòàëîãî çàãàþâàííÿ (ðîçäië 2) òà

ïðîïîíó¹ìî ïiäõiä äî ïîáóäîâè Iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ iç çàãàþâàííÿì äëÿ Ð×Ï

iç çàãàþâàííÿì. IÌÇ âïåðøå áóëî çáóäîâàíî äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç

çàãàþâàííÿ â ðîáîòi À. Äåáóøà òà Ð. Òåìàìà ó 1996 ðîöi. Öi íåñêií÷åííîâèìiðíi

ìíîæèíè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè íîâèõ ðîäèí Íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ

ìíîãîâèäiâ. Îñòàííi ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè ìíîãîâèäàìè iç ïðèòÿãóþ÷èìè

îêîëàìè. Øâèäêiñòü ïðèòÿæiííÿ åêñïîíåíöiéíà äëÿ âñiõ òðà¹êòîðié ñèñòåìè.

Ââåäåíi ÍIÌ áóëè ó 1987 ðîöi Ñ.Ôîÿøåì, Î.Ìàíëi òà Ð.Òåìàìîì. Âàæëèâîþ

îñîáëèâiñòþ íàøîãî ïiäõîäó ¹ òå, ùî ìè áóäó¹ìî ÍIM, ÿêi ïðîõîäÿòü êðiçü óñi

ñòàöiîíàðíi òî÷êè. Ìè íàçèâà¹ìî ¨õ ñòàöiîíàðíèìè ÍIM. Âàæëèâèì òåõíi÷íèì

iíñòðóìåíòîì äëÿ ïîáóäîâè ÿê iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ iç çàãàþâàííÿì,

òàê i íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ ¹ ôóíêöiÿ çñóâó-ïðîäîâæåííÿ,

çàïðîïîíîâàíà â íàøié ðîáîòi. Ìè äîñëiäæó¹ìî äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ÿê ïåðøîãî òàê i äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì òà ïîñòiéíèì

çàãàþâàííÿì. Ó êîíêðåòíîìó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç çàãàþâàííÿ

áóäó¹òüñÿ íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü ñòàöiîíàðíèõ íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ

ìíîãîâèäiâ. Ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ïîðÿäîê, òîáòî òîâùèíà

ïðèòÿãóþ÷èõ îêîëiâ öèõ ÍIM çìåíøó¹òüñÿ åêñïîíåíöiéíî iç çáiëüøåííÿì

âèìiðíîñòi ïîâåðõîíü. Ðîçðîáëåíèé ïiäõiä äî ïîáóäîâè ÍIM äà¹ ìîæëèâiñòü

ïîñèëèòè ðåçóëüòàòè ïðî ñêií÷åííó êiëüêiñòü ñóòò¹âèõ ìîä äëÿ çàãàþâàííèõ
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Ð×Ï. Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî ïåðøi ñïðîáè ïîáóäóâàòè Iíåðöiéíi ìíîãîâèäè iç

çàãàþâàííÿì (äî âèíàõîäó ôóíêöi¨ çñóâó-ïðîäîâæåííÿ) ïðèâåëè äî ñïåöiàëüíî¨

ïî÷àòêîâî êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðîçðèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Öÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷i ¹

öiêàâîþ ñàìà ïî ñîái.

Öåíòðàëüíà ÷àñòèíà íàøèõ äîñëiäæåíü ïðèñâÿ÷åíà äèôåðåíöiàëüíèì

ðiâíÿííÿì òà ñèñòåìàì iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó (ÇÇÑ),

ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ ó ðîçäiëàõ 3-6. Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî äëÿ ñèñòåì

iç ÇÇÑ ïîòðiáíi íîâi ïiäõîäè, îñêiëüêè êëàñè÷íi ìåòîäè, ðîçðîáëåíi äëÿ

âèïàäêó ñòàëîãî çàãàþâàííÿ, ÷àñòî íå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi. Äîáðå

âiäîìî, ùî íåëiíiéíi ñèñòåìè ¹ áiëüø ñêëàäíèìè, íiæ ëiíiéíi âæå òîìó, ùî

ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨ íå âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèðîäíüî, ùî ëiíiéíi ñèñòåìè ¹ áiëüø

âèâ÷åíèìè i äëÿ íèõ çáóäîâàíi áiëüø ïîâíi òåîði¨, ÿêi çîáðàæàþòü ðiçíi ÿêiñíi

i êiëüêiñíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ. Â çâ'ÿçêó ç öèì, âèâ÷àþ÷è äåÿêèé êëàñ

ðiâíÿíü (ñèñòåì), êîðèñíî ïðîàíàëiçóâàòè, ùî âæå âiäîìî, àáî ìîæå áóòè

îòðèìàíî, äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü öüîãî êëàñó. Âàæëèâî, ùî äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ ç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, ïî ñâî¨é

ïðèðîäi, íå ìîæóòü áóòè ëiíiéíèìè. Îñêiëüêè ëiíiéíà òåîðiÿ âiäñóòíÿ, òðåáà ç

ñàìîãî ïî÷àòêó âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîäè íåëiíiéíîãî àíàëiçó.

Äîñëiäæåííÿ ïðîâîäÿòüñÿ ÿê ç äèñêðåòíèìè, òàê i ç ðîçïîäiëåíèìè ÇÇÑ.

Çìiøàíèé âèïàäîê òàêîæ îõîïëåíèé íàøèìè äîñëiäæåííÿìè. Äèñêðåòíi ÇÇÑ

ïðèâíîñÿòü iñòîòíi òðóäíîùi â äîñëiäæåííÿ, îñêiëüêè âiäïîâiäíi çàãàþâàíi

åëåìåíòè íå ¹ íàâiòü ëîêàëüíî Ëiïøèöåâèìè íà êëàñè÷íîìó ïðîñòîði

íåïåðåðâíèõ çà ÷àñîì ôóíêöié. Öåé ôàêò ïîðîäèâ ïëiäíå îáãîâîðåííÿ â

ëiòåðàòóði i ïðèâåðòà¹ áàãàòî óâàãè ïðîòÿãîì áàãàòüîõ ðîêiâ. Ïðèðîäíüî, ùî

ïåðøi ñïðîáè ïîäîëàòè öþ ïåðåøêîäó áóëè çðîáëåíi äëÿ çâè÷àéíèõ ðiâíÿíü

iç çàãàþâàííÿì. Âiäìiòåìî ðîáîòè Ð. Äðàéâåðà (R. Driver), Äæ. Ìàëëå-Ïàðå

(J. Mallet-Paret), Ð. Íàñáàóì (R. Nussbaum), Õ.-Î. Âàëüòåð (H.-O. Walther),

Ò. Êðèñòií (T. Krisztin), Ô. Õàðòóíã (F. Hartung), Äæ. Âó (J. Wu) òà iíøi.

Íàñêiëüêè íàì âiäîìî, ðiâíÿííÿ iç çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó,

çóñòði÷àþòüñÿ âæå ó 1806 â ðîáîòi Ñ.Ä.Ïóàññîíà (S.D. Poisson).
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Ïî-ïåðøå, ìè ðîçðîáëÿ¹ìî ïiäõîäè äî óçàãàëüíåííÿ öèõ ñïðîá òà

çàñòîñóâàííÿ ¨õ äî âèïàäêó Ð×Ï. Ðåçóëüòàòè îòðèìàíi ó ðiçíèõ íàïðÿìêàõ:

ïiäõiä ó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ (ëèïøèöåâi çà ÷àñîì ôóíêöi¨) òà ïiäõiä iç

ìíîãîâèäîì ðîçâ'ÿçêiâ (íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨).

Â ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ i àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà íîâié

iäå¨, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç òàê çâàíîþ "iãíîðóþ÷îþ óìîâîþ" íà çàãàþâàííÿ, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó. ßêùî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, âiäïîâiäíà ïî÷àòêîâà

çàäà÷à ñòà¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ íà âñüîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

"Iãíîðóþ÷à óìîâà" áóëà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi àâòîðà ó 2009 ðîöi, ó

2012 ðîöi ç'ÿâèëàñÿ "óçàãàëüíåíà iãíîðóþ÷à óìîâà". Ïåðåâàãîþ îñòàííüî¨ ¹

òå, ùî ìè ìîæåìî îõîïèòè âèïàäêè, êîëè íà ÷àñòèíàõ ôàçîâîãî ïðîñòîðó

¾åôåêò iãíîðóâàííÿ¿ âiäñóòíié. Ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî iãíîðóþ÷à óìîâà

¹ çðó÷íîþ òà ïðèðîäíüîþ îñîáëèâiñòþ ÇÇÑ äëÿ øèðîêîãî êîëà çàäà÷,

âêëþ÷àþ÷è òèïè: àâòîíîìíi òà íåàâòîíîìíi, ëîêàëüíi òà íåëîêàëüíi çà

ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè, çà íàÿâíîñòi ÷è âiäñóòíîñòi ðîçïîäiëåíèõ òà

çìiøàíèõ çàãàþâàíü. Ðiçíi ïîñòàíîâêè çàäà÷ òà ðåçóëüòàòè âèêëàäåíi â

ïóíêòàõ ðîçäiëó 3.

Ðiçíîìàíiòíiñòü âèêîðèñòîâó¹ìèõ ïiäõîäiâ äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè ðiçíi òèïè

ðîçâ'ÿçêiâ Ð×Ï iç ÇÇÑ: ñëàáêi (ðiçíèõ òèïiâ) òà êëàñè÷íi. Äîñëiäæåíî ÿê

êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü, òàê i àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó, âêëþ÷íî ç iñíóâàííÿì

ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ. Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ìè äîâîäèìî, ùî àòðàêòîðè ¹

ñêií÷åííîâèìiðíèìè. Îñòàííié ðåçóëüòàò îòðèìàíèé øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ

íåùîäàâíî ðîçðîáëåíîãî I.Ä. ×ó¹øîâèì òà I. Ëàø¹öüêîþ ìåòîäó êâàçiñòiéêèõ

îöiíîê.

Íàñ öiêàâèòü òàêà áiîëîãi÷íà çàäà÷à, ÿê âiðóñíà äèíàìiêà âñåðåäèíi

îðãàíiçìó. Öÿ òåìàòèêà ìà¹ äàâíþ iñòîðiþ i ¨é ïðèñâÿ÷åíà íèçêà ðîáiò

òà ìîíîãðàôié. Äåñÿòèëiòòÿìè äîñëiäíèêè íàìàãàþòüñÿ çàïðîïîíóâàòè

ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äëÿ îïèñó iñòîòíèõ âëàñòèâîñòåé äóæå ñêëàäíî¨ áiîëîãi÷íî¨

ñèòóàöi¨. Íåëiíiéíà âçà¹ìîäiÿ ñïðèéíÿòëèâèõ êëiòèí îðãàíiçìó, âiðóñíèõ

÷àñòèíîê òà ðiçíèõ ðåàêöié iìóííî¨ ñèñòåìè ðîáèòü çàâäàííÿ íåòðèâiàëüíèì.
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Åôåêòè çàãàþâàííÿ çàêëàäåíi â áiîëîãi÷íié ïîñòàíîâöi ïðîáëåìè. Îñíîâíèé

- iñíó¹ çàòðèìêà ìiæ ìîìåíòîì ÷àñó, êîëè âiðóñíà ÷àñòèíêà êîíòàêòó¹ /

ïîòðàïëÿ¹ âñåðåäèíó ñïðèéíÿòëèâî¨ êëiòèíè i êëiòèíà ïî÷èíà¹ âèðîáëÿòè

íîâi âiðiîíè. Íåìà¹ ïiäñòàâ ñïîäiâàòèñÿ, ùî öÿ çàòðèìêà ¹ ïîñòiéíîþ,

âîíà ïðèðîäíüî ¹ çàëåæíîþ âiä ñòàíó. Ìè ïðîïîíó¹ìî íåëiíiéíi ìîäåëi

âiðóñíî¨ äèíàìiêè â îðãàíiçìi. Ïiäõîäè, ÿêi ìè ðîçðîáëÿ¹ìî äëÿ çàãàëüíèõ

ñèñòåì çi ÇÇÑ, çàðàç âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âiðóñíèõ ìîäåëåé. Ïî÷èíà¹ìî

ç âèïàäêà ôóíêöiîíàëüíî¨ âiäïîâiäi Ä'Àíæåëiñà-Áåääiíãòîíà i ïðîäîâæó¹ìî

ç áiëüø çàãàëüíèì êëàñîì íåëiíiéíîñòåé. Ìè àäàïòó¹ìî êëàñè÷íèé ìåòîä

ñòiéêîñòi, çàñíîâàíèé íà ôóíêöiîíàëàõ Î.Ì.Ëÿïóíîâà äî âèïàäêó âiðóñíèõ

ìîäåëåé iç ÇÇÑ. Ñïî÷àòêó ìè òåñòó¹ìî çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä íà ñèñòåìàõ

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ðîçäië 4), à ïîòiì çàñòîñîâó¹ìî éîãî äî

äèôóçiéíèõ âiðóñíèõ ìîäåëåé iç ÇÇÑ (ðîçäië 5). Ìè çíàõîäèìî óìîâè äëÿ

ëîêàëüíî¨ ñòiéêîñòi çà Î.Ì.Ëÿïóíîâèì ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (çäîðîâîãî òà

õðîíi÷íîãî ðåæèìiâ). Íàø ïiäõiä äîçâîëÿ¹ ñèñòåìi ìàòè îäíî÷àñíî äåêiëüêà

ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Çâ'ÿçóþ÷è öi äîñëiäæåííÿ ç ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó 3,

ìè çàñòîñîâó¹ìî ÿê ïiäõiä ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, òàê i ìåòîä, ùî áàçó¹òüñÿ íà

iãíîðóþ÷ié óìîâi äëÿ ÇÇÑ.

Ìè äîñëiäæó¹ìî ìåòîä ïåðåòâîðåíü ÷àñó, ÿêèé áóâ çàïðîïîíîâàíèé

Õ.Áðóíåðîì òà Ñ.Ìàñåòîì ó 2009. Â íàøié ðîáîòi (ðîçäië 6), öåé ìåòîä

¹ ïîãëèáëåíèé òà çàñòîñîâàíèé äî ñèñòåì ç îäíi¹þ äèíàìi÷íîþ çàëåæíiñòþ

çàãàþâàííÿ âiä ñòàíó. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ÇÇÑ ðåãóëþ¹òüñÿ äîäàòêîâèì

äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì. Ìåòîä äîçâîëÿ¹ ïåðåòâîðèòè ñèñòåìó ðiâíÿíü

iç ÇÇÑ â ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ òà àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü iç ïîñòiéíèì

çàãàþâàííÿì. Ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíèõ ÷àñiâ ïðîïîíó¹òüñÿ òà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

â íàøié ðîáîòi äëÿ çâ'ÿçêó àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i òà çàäà÷i

ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàþòüñÿ ç ïîâíèì ïiäòâåðäæåííÿì. Îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè íîñÿòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð çi çâ'ÿçêîì iç ïðèêëàäíèìè çàäà÷àìè.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ïîãëèáëþþòü íàøi çíàííÿ ïðî ÿêiñíó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ



7

ôóíêöiîíàëüíî äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiçíîãî òèïó. Ðåçóëüòàòè

òà ìåòîäè äèñåðòàöi¨ ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi â ðiçíèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè,

òàêèõ ÿê ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà, òåîðiÿ çâè÷àéíèõ, ÷àñòèííèõ òà ôóíêöiîíàëüíî

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òîùî.

Êëþ÷îâi ñëîâà: àòðàêòîð, çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, iãíîðóþ÷à

óìîâà, íàáëèæåíèé iíåðöiéíèé ìíîãîâèä, ñèñòåìà ðåàêöi¨-äèôóçi¨, âiðóñíà

ìîäåëü.
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ABSTRACT

Oleksandr V. Rezunenko. Qualitative properties of dynamical systems generated

by nonlinear delay partial di�erential equations. � Quali�cation scienti�c paper,

manuscript.

Thesis for a Doctoral Degree in Physics and Mathematics: Speciality 01.01.03

� Mathematical Physics (Physics and Mathematics). � V. N. Karazin Kharkiv

National University, the Ministry of Education and Science of Ukraine; B.I.Verkin

Institute for Low Temperature Physics and Engineering, National Academy of Sci-

ences of Ukraine, Kharkiv, 2019.

In this thesis, we develop methods to study models of mathematical physics

which are described by nonlinear delay di�erential equations and systems. Delay

naturally appears in many situations when ones pays attention that, frequently,

processes in a system are not instant. One of natural situations is when a delay

is used to describe reactions of the system on changes which develop over time.

Reactions are frequently connected with signals which naturally have �nite speed

of propagation. Both partial and ordinary di�erential equations and systems are

studied. One of central types of systems is the reaction-di�usion ones in bounded

domains. We develop methods which are applied to di�erential equations with

bounded delays of di�erent types: constant and state-dependent, discrete and dis-

tributed, local and nonlocal in space coordinates.

Main interest is in the qualitative behaviour of systems. We usually split our

study on two main parts. The �rst one deals with the proof of the well-posedness

in the sense of J.Hadamard of the corresponding initial boundary-value problem.

Next we construct a dynamical system governed by the solutions. The second

part is devoted to the long-time asymptotic behaviour of the dynamical system.

We mention that in case of delay partial di�erential equations, the corresponding

dynamical system is in�nite-dimensional in both time (as delay system) and space

(as PDEs) coordinates.

We develop methods to deep the study of Lyapunov stability, existence of Ap-

proximate inertial manifolds (AIM), Inertial manifolds with delay (IMD) and global
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attractors. Investigations belong to the qualitative theory of di�erential equations,

developed by A. Poincare, O.M. Lyapunov, G.D.Birkho�, O.O. Ladyzhenskaya,

C. Foias, R. Temam, M.I. Vishik, J. Hale, I.D. Chueshov and others.

We start with the constant delay case (chapter 2) and propose an approach to

construct Inertial manifolds with delay for delay PDEs. IMDs were introduced

by A. Debussche and R. Temam in 1996 for parabolic equations without delay.

These in�nite-dimensional sets are used to built new families of Approximate iner-

tial manifolds (AIM) which are �nite-dimensional manifolds with attracting neigh-

bourhoods. The speed of attraction is exponential for all trajectories of the system.

The notion of AIM was proposed by C. Foias, O. Manley and R. Temam in 1987.

An important feature of our approach is that we could construct AIMs which con-

tain all the stationary solutions. We call them Stationary AIMs. An important

technical tool for construction both Inertial manifolds with delay and Approximate

inertial manifolds is the shift-continuation function proposed in the thesis. In chap-

ter 2 we investigate both the �rst and the second-order in time partial di�erential

equations with constant delay. In the particular case of parabolic equations without

delay, an in�nite sequence of steady approximate inertial manifolds is constructed.

The sequence is of the exponential order, that is, the thickness of the attracting

neighbourhoods of the AIMs decreases exponentially with increasing the dimension

of the surfaces.

The developed approach of construction of AIMs gives the possibility to

strengthen results on �nite number of essential modes for delay PDEs.

It is interesting to mention that initial attempts to construct Inertial manifolds

with delay (before the introduction of the shift-continuation function) lead to an

initial boundary value problem for discontinuous solutions. The problem is inter-

esting by its own.

The central part of our investigations is devoted to state-dependent delay di�er-

ential equations (chapters 3-6). It is important to emphasize that state-dependent

delay (SDD) systems need new approaches since classical methods, developed for

constant delay situations, in general, cannot be used. It is well known that nonlin-
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ear systems are more complex than linear ones because the superposition principle

is not ful�lled. Naturally, linear systems are more studied and more complete the-

ories are constructed for them to represent di�erent qualitative and quantitative

properties of solutions. In this regard, studying some class of equations (systems), it

is useful to analyse what is already known, or can be obtained, for linear equations

of this class. Importantly, di�erential equations with concentrated SDD cannot be

linear, by its nature. Since no linear theory exists, methods of nonlinear analysis

should be used from the very beginning.

We deal with both discrete and distributed SDDs. The mixed case is also covered

by our study. Discrete SDDs bring essential di�culties in the study since the

corresponding delay terms are not even locally Lipschitz on the classical space of

continuous in time functions. This fact gave birth to fruitful discussion in the

literature and attracts much attention for many years. Naturally, �rst attempts to

overcome this obstacle were done for ordinary delay equations. We notice works by

R. Driver, J. Mallet-Paret, R. Nussbaum, H.-O. Walther, T. Krisztin, F. Hartung,

J. Wu and others. As far as we know, equations with SDD appeared in 1806 in an

article by S.D. Poisson.

We pay attention to develop approaches to generalise the attempts and adopt

them for PDE case. The results are obtained in di�erent directions: metric space

approach (Lipschitz in time functions) and solution manifolds approach (C1 func-

tions).

An alternative approach is based on a new idea which is connected to the so-

called 'ignoring condition' on the state-dependent delay. In case this condition

holds, the corresponding initial-value problem becomes well-posed on the whole

space of continuous in time functions. The 'ignoring condition' was proposed in

the author's article in 2009, in 2012 the 'generalised ignoring condition' appeared.

The advantage of the last one is that we could cover cases when on parts of the phase

space the 'ignoring e�ect' is absent. Ignoring conditions have been demonstrated

to be a convenient and natural feature of the SDD for a wide range of tasks,

including types of problems: autonomous and non-autonomous, local and non-
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local in space coordinates, in the presence or absence of distributed and mixed

delays. Di�erent formulations of the problem and results are described in di�erent

sections of chapter 3.

The variety of used approaches allows to study di�erent types of solutions for

delay PDEs with SDDs: mild, weak, classical. Both well-posedness and long-time

asymptotic behaviour, including the existence of global attractors, are investigated.

In some cases we prove that attractors are �nite-dimensional. The last result is

obtained by applying the recently developed by I. Chueshov and I. Lasiecka the

method of quasi-stable estimates.

We are interested in such a biological problem as viral in-host dynamics one.

This �eld has a long history and a number of papers and monographs are devoted

to the subject. For decades researchers try to propose mathematical models to

describe essential properties of the very complex biological situation. The nonlin-

ear interplay between susceptible host cells, viral particles and di�erent reactions

of the immune system makes the task nontrivial. The delay e�ects are incorpo-

rated into the biological formulation of the problem. The main one - there is a

time (delay) between a virus particle contacts/ enters the susceptible cell and the

cell starts to produce new virions. There are no reasons to hope that this delay

is constant, it is naturally state-dependent. We develop nonlinear models of viral

in-host dynamics and propose the ones with SDDs. Approaches which we develop

for general SDD systems, are now used for viral models. We start with the case of

DeAngelis-Beddington functional response and continue with a more general class

of nonlinearities. We adopt the classical stability method based on Lyapunov func-

tionals to the SDD case of viral models. First we test the proposed approach on

systems of ordinary di�erential equations (chapter 4) and after apply it to the dif-

fusion viral models with SDDs (chapter 5). We �nd conditions for local Lyapunov

stability of stationary solutions (healthy and chronic regimes). Our approach is

general enough and allows the system to have multiple stationary solutions. Con-

necting the study to the results of chapter 3, we use both the metric space approach

and the one based on the ignoring condition.
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We study the method of time transformations proposed by H. Brunner and S.

Maset in 2009. In our work (chapter 6) the method was deepen and applied to

systems with one dynamical state-dependent delay. The last means that the SDD

is governed by an additional di�erential equation. The method allows to convert a

system of SDD equations to a system of di�erential and algebraic equations with

constant delay. The notion of equivalent times is proposed and used in our work

to connect asymptotic behaviour of the initial system and the one after the time

transformation.

All basic results are given with complete proofs. Obtained results are of theoret-

ical character with connections to applied problems. Results of the thesis deepen

our knowledge on qualitative behaviour of solutions to functional di�erential equa-

tions and systems of di�erent types. Results and methods of the thesis can be used

in various areas of mathematics such as mathematical physics, theory of ordinary,

partial and functional di�erential equations, etc.

Key words: approximate inertial manifold, attractor, ignoring condition,

reaction-di�usion system, state-dependent delay, viral in-host model.
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ÂÑÒÓÏ

Îá ðóíòóâàííÿ âèáîðó òåìè äîñëiäæåííÿ. Ó íàø ÷àñ âiäáóâà¹òüñÿ

iíòåíñèâíèé ðîçâèòîê ÿêiñíèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ

ñèñòåì. Âåëèêà êiëüêiñòü ñêëàäíèõ ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ,

ÿêi çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì, âèâ÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ

ìîäåëåé. Ñèñòåìè, ùî îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òà ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òðàäèöiéíî

¹ âiäïðàâíîþ òî÷êîþ äëÿ ïîáóäîâè íåñêií÷åííîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Ñëîâî "äèíàìi÷íà", â øèðîêîìó ðîçóìiííi, âiääçåðêàëþ¹ ïðèñóòíiñòü

âiäîêðåìëåíî¨ êîîðäèíàòè - ÷àñó òà ïiäêðåñëþ¹ çàöiêàâëåíiñòü ó âèâ÷åííi

ïðîöåñó ÿêiñíèõ çìií ó ñèñòåìi ç ïëèíîì ÷àñó. Ïðè öüîìó, â ÿêîñòi ôàçîâîãî

ïðîñòîðó (ïðîñòîðó ñòàíiâ - ïðîñòîðó ïî÷àòêîâèõ äàíèõ) ìîæóòü âèñòóïàòè

ðiçíîìàíiòíi ìíîæèíè, òðàäèöiéíî - áàíàõîâi, ìåòðè÷íi ïðîñòîðè, ìíîãîâèäè.

Çàäà÷à âèáîðó çðó÷íî¨ ìíîæèíè (ïðîñòîðó) â ÿêîñòi ôàçîâîãî ïðîñòîðó

äëÿ êîæíî¨ êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè, ¹ îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷, ùî âèíèêàþòü

íà ñàìîìó ïî÷àòêó äîñëiäæåíü ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè ñèñòåì (Î.Î.Ëàäèæåíñüêà

[120]). Öå ïèòàííÿ íåðîçðèâíî ïîâ'ÿçàíî ç âèáîðîì òèïó ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé

áóäå âèâ÷àòèñÿ òà, ÿê íàñëiäîê, âïëèâà¹ íà âèáið ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ.

Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü, â ÿêèõ îäíî÷àñíî ïðèñóòíi ÿê ÷ëåíè, ùî âiäîáðàæàþòü

åôåêòè çàãàþâàííÿ (ïàì'ÿòü), òàê i ÷àñòèííi ïîõiäíi, íåëîêàëüíi ïðîñòîðîâi

åôåêòè, íàëåæàòü äî ñó÷àñíî¨ îáëàñòi ìàòåìàòèêè, ÿêà ðîçâèâà¹òüñÿ íà îñíîâi

ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðiçíèõ òèïiâ òà

ñó÷àñíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó.

Ïðî âàæëèâiñòü âèâ÷åííÿ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì, íàïðèêëàä, âiäìi÷à¹

ß.Êóàíã ó âñòóïi äî ñâî¹¨ êíèãè [118]: "...òàê áàãàòî ïðîöåñiâ, ïðèðîäíiõ òà

øòó÷íèõ, â áiîëîãi¨, ìåäèöèíi, õiìi¨, iíæåíåði¨, åêîíîìiöi i ò.i. âêëþ÷àþòü

çàãàþâàííÿ, ïîäîáà¹òüñÿ öå ÷è íi, àëå çàãàþâàííÿ çóñòði÷à¹òüñÿ òàê ÷àñòî,

ìàéæå â êîæíié ñèòóàöi¨, ùî iãíîðóâàòè éîãî îçíà÷à¹ iãíîðóâàòè ðåàëüíiñòü."

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiÿ âèêîíóâàëàñü â ðàìêàõ äîñëiäæåíü êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî
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àíàëiçó òà êàôåäðè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòåìàòèêè Õàðüêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî

óíiâåðñèòåòó iìåíi Â.Í. Êàðàçiíà ó âiäïîâiäíîñòi äî äåðæáþäæåòíèõ ÍÄÐ:

"Àíàëiòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êåðóâàííÿ"

(� äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0100U003350, çäîáóâà÷ - âèêîíàâåöü), "Àíàëiòè÷íi òà

àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êåðóâàííÿ"

(� äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0103U004226, çäîáóâà÷ - âèêîíàâåöü), "Àñèìïòîòè÷íi

òà àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êåðóâàííÿ"

(� äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0106U001561, çäîáóâà÷ - âèêîíàâåöü), "Àíàëiòè÷íi

ìåòîäè â ÿêiñíié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êåðóâàííÿ"

(� äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0109U001456, çäîáóâà÷ - âèêîíàâåöü), "Àíàëiòè÷íi

ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêiñíèõ çàäà÷ òåîði¨ êåðóâàííÿ òà òåîði¨ ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü" (� äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0111U010364, çäîáóâà÷

- âèêîíàâåöü), "Äîñëiäæåííÿ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ðiçíî¨

ïðèðîäè" (� äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0116U000823, çäîáóâà÷ - âèêîíàâåöü),

"Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ñòiéêiñòü i ñòàáiëiçàöiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ñêëàäíî¨

ïðèðîäè" (� äåðæ. ðå¹ñòðàöi¨ 0119U002530, çäîáóâà÷ - âèêîíàâåöü).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïîáóäîâà äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì òà äîñëiäæåííÿ ¨õ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé äëÿ åâîëþöiéíèõ

çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà áiîëîãi¨, ÿêi îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè

ðiâíÿííÿìè iç çàãàþâàííÿìè ðiçíî¨ ïðèðîäè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ íåëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi òà ãiïåðáîëi÷íi ðiâíÿííÿ

ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, à òàêîæ çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ iç

çàãàþâàííÿìè ðiçíèõ òèïiâ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ðîáîòè ¹ óìîâè ïîáóäîâè òà âëàñòèâîñòi

íåñêií÷åííîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ùî âèíèêàþòü çà ðîçâ'ÿçêàìè

(íåëiíiéíèõ) ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿìè. Òàêà

ïîñòàíîâêà çàäà÷i âæå îçíà÷à¹ íåñêií÷åííîâèìiðíiñòü äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Îäíî÷àñíî ç öèì, ñèñòåìè ìîæóòü áóòè ÿê

ñêií÷åííîâèìiðíèìè òàê i íåñêií÷åííîâèìiðíèìè çà ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ,

òîáòî, áóòè ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü àáî ñèñòåìàìè
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ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Îñíîâíi çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

1. Äëÿ øèðîêîãî êëàñó ñèñòåì ïàðàáîëi÷íèõ òà ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü

çi ñòàëèì ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì ïîáóäóâàòè Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä iç

çàãàþâàííÿì (IÌÇ) áåç îáìåæåíü íà ñïåêòð ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè òà äëÿ

äîâiëüíîãî çàãàþâàííÿ (çàãàþâàííÿ ìîæå áóòè âåëèêèì àáî ìàëèì).

2. Çíàéòè ñïiââiäíîøåííÿ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè (âåëè÷èíà çàãàþâàííÿ,

iíòåðâàë ïîáóäîâè IÌÇ, âèìiðíiñòü ïðîåêòîðà) çà ÿêèìè ñèñòåìà ìà¹ ñêií÷åííå

÷èñëî iñòîòíèõ ìîä.

3. Äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç çàãàþâàííÿ ïîáóäóâàòè íîâi ðîäèíè

íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ åêñïîíåíöiéíîãî òèïó. Êîæíèé ç

ìíîãîâèäiâ ìà¹ ïðîõîäèòè êðiçü âñi ñòàöiîíàðíi òî÷êè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè.

4. Äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèì ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì äëÿ

äîâiëüíî ìàëî¨ òîâùèíè ïðèòÿãóþ÷îãî îêîëó ïîáóäóâàòè íàáëèæåíi iíåðöiéíi

ìíîãîâèäè, êîæåí ç ÿêèõ ïðîõîäèòü êðiçü âñi ñòàöiîíàðíi òî÷êè äèíàìi÷íî¨

ñèñòåìè.

5. Äëÿ ñèñòåì ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó,

çàïðîïîíóâàòè ðiçíi ôàçîâi ïðîñòîðè, ïîâ'ÿçàíi ç âëàñòèâîñòÿìè ñèñòåì, â ÿêèõ

ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i ¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíèìè çà Æ. Àäàìàðîì. Ðîçâèíóòè

ìåòîäè äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ïîáóäîâàíèõ ñèñòåì.

6. Äëÿ êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó, ïîáóäóâàòè òà äîñëiäèòè Ìíîãîâèä ðîçâ'ÿçêiâ.

7. Ðîçâèíóòè ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ìîäåëåé âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü iç

óðàõóâàííÿì åôåêòiâ çàãàþâàííÿ (ïàì'ÿòi), ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, à òàêîæ

âiäïîâiäåé iìóííî¨ ñèñòåìè. Äîâåñòè êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü òà óçàãàëüíèòè

ìåòîä ôóíêöié Î.Ì. Ëÿïóíîâà äëÿ òàêèõ ñèñòåì.

8. Ñôîðìóëþâàòè òà äîñëiäèòè íîâi ìîäåëi âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü iç

óðàõóâàííÿì åôåêòiâ çàãàþâàííÿ (ïàì'ÿòi), ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, à òàêîæ

íåîäíîðiäíîñòåé îðãàíó, ùî çàðàæåíèé.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Â äèñåðòàöi¨ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷
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âèêîðèñòàíi íàñòóïíi îñíîâíi òåîðåòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: 1. Ìåòîäè

iíåðöiéíèõ òà íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ. 2. Ìåòîäè òåîði¨ ñèëüíî-

íåïåðåðâíèõ ïiâãðóï ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. 3. Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì. 4. Òåîðiÿ ñòiéêîñòi

Î.Ì.Ëÿïóíîâà. 5. Ìåòîä êîìïàêòíîñòi äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

6. Ìåòîä ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. 7. Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè

íåñêií÷åííîâèìiðíèõ äèñèïàòèâíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Âñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè. Äåòàëüíiøå, â ðîáîòi âïåðøå:

1. Çáóäîâàíî Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä iç çàãàþâàííÿì, äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ òà

ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì.

2. Çáóäîâàíà ðîäèíà íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ, ÿêi ïðîõîäÿòü

êðiçü âñi ñòàöiîíàðíi òî÷êè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî çáóäîâàíà çà ðîçâ'ÿçêàìè

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì.

3. Çáóäîâàíi Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä iç çàãàþâàííÿì òà ðîäèíà íàáëèæåíèõ

iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ, äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó çà

÷àñîì çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì.

4. Çàïðîïîíîâàíà òàê çâàíà "iãíîðóþ÷à óìîâà" íà çîñåðåäæåíå çàãàþâàííÿ,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, çà ÿêî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü ¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ íà âñüîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Öÿ

óìîâà ¹ íîâîþ íàâiòü äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó.

5. Çàïðîïîíîâàíà "óçàãàëüíåíà iãíîðóþ÷à óìîâà" íà çîñåðåäæåíå

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, çà ÿêî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ íà âñüîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié.

6. Çàïðîïîíîâàíi òà îáãðóíòîâàíi óìîâè äëÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi â

ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ âåêòîð-ôóíêöié ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiøàíèìè

òèïàìè çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.
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7. Çàïðîïîíîâàíà òà äîñëiäæåíà íåàâòîíîìíà iãíîðóþ÷à óìîâà äëÿ

íåàâòîíîìíèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

8. Çàïðîïîíîâàíi íîâi ïîñòàíîâêè çàäà÷ â ìåòðè÷íèõ íåëiíiéíèõ

ïðîñòîðàõ, â ÿêèõ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ iç çîñåðåäæåíèìè

çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

9. Çíàéäåíi óìîâè iñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ êîìïàêòíèõ àòðàêòîðiâ äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç ðiçíèìè òèïàìè çàãàþâàíü (çîñåðåäæåíi, ðîçïîäiëåíi,

çìiøàíi), ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

10. Âïåðøå çíàéäåíi óìîâè ñêií÷åííîâèìiðíîñòi ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ äëÿ

ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

11. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïî êîðåêòíié ðîçâ'ÿçíîñòi ñèñòåì, ùî îïèñóþòü

äèíàìiêó âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü ç óðàõóâàííÿì âiäïîâiäåé iìóííî¨ ñèñòåìè.

Ñèñòåìè ìàþòü áiîëîãi÷íî âìîòèâîâàíi çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

Äîñëiäæåíà ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ (õðîíi÷íèõ òà çäîðîâèõ) ñòàíiâ ñèñòåìè.

12. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïî êîðåêòíié ðîçâ'ÿçíîñòi òà ñòiéêîñòi ñèñòåì,

ùî îïèñóþòü äèíàìiêó âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü ç óðàõóâàííÿì ïðîñòîðîâèõ

íåîäíîðiäíîñòåé îðãàíiâ, ùî iíôiêîâàíi.

13. Çàïðîïîíîâàíå ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi ÷àñiâ ó ìåòîäi òðàíñôîðìàöi¨

÷àñó.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà

ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðàçðîáëåíi â äèñåðòàöi¨ ìàòåìàòè÷íi

ìåòîäè äîñëiäæåííÿ øèðîêèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ àíàëiçó öiëî¨ íèçêè çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà

áiîëîãi¨, ïåðø çà âñå ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç ïðîöåñàìè ðåàêöi¨-äèôóçi¨ â îáìåæåíèõ

îáëàñòÿõ. Çîêðåìà, ïðè äîñëiäæåííi äèíàìiêè âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü, ñòiéêîñòi

ñòàöiîíàðíèõ (õðîíi÷íèõ) ñòàíiâ, ïðîãíîçóâàííÿ ñòàíó õâîðèõ. ×àñòèíà

äîñëiäæåíü, ùî ñòîñó¹òüñÿ íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà ïðè

ìîäåëþâàííi ðåàêöi¨ îðãàíiçìó íà ïðèéîì ëiêiâ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, ÿêi

âèíåñåíi íà çàõèñò, îäåðæàíi çäîáóâà÷åì îñîáèñòî. Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáiò, ùî
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âèêîíàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ïîëîæåííÿ, ÿêi îäåðæàíi

àâòîðîì äèñåðòàöi¨. Â äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòàíi ìàòåðiàëè, ùî îïóáëiêîâàíi ó 24

íàóêîâèõ ñòàòòÿõ òà òåçàõ 15 êîíôåðåíöié. Ç 24 ñòàòòåé 19 ðîáiò îïóáëiêîâàíi

äèñåðòàíòîì áåç ñïiâàâòîðiâ, à ðåøòà âèêîíàíi â ñïiâàâòîðñòâi ç ×ó¹øîâèì I.Ä.,

Âó Äæ., Çàãàëàêîì Ï., Êðèñòèíîì Ò.

Â óñiõ ñòàòòÿõ, ùî âèäàíi çäîáóâà÷åì ó ñïiâàâòîðñòâi, îñîáèñòèé âíåñîê

çäîáóâà÷à ïîëÿãà¹ ó ïîñòàíîâöi çàäà÷, ðîçðîáöi âèêîðèñòàíèõ ìåòîäiâ

äîñëiäæåííÿ, âèêîíàííi äîñëiäæåíü, àíàëiçi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ

âèçíà÷åííi íàñòóïíèõ åòàïiâ ðîáîòè.

Â ðîáîòàõ, ùî âèêîíàíi ó ñïiâàâòîðñòâi, ñïiâàâòîðàì íàëåæàòü íàñòóïíi

ðåçóëüòàòè:

B ðîáîòi [155] Âó Äæ. íàïèñàâ îãëÿä äëÿ âñòóïó òà ïðèéíÿâ ó÷àñòü â

îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ. Íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðó.

Â ðîáîòi [164] Çàãàëàê Ï. ïðèéíÿâ ó÷àñòü â íàïèñàííi îãëÿäó äëÿ âñòóïó òà

îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ. Íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðó.

Â ðîáîòi [115] Êðèñòèí Ò. çàïðîïîíóâàâ äîâåäåííÿ ëåìè 1, ïðèéíÿâ ó÷àñòü

â îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ. Íàâåäåíi â äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðó.

Â ðîáîòàõ [65, 64] ×ó¹øîâó I.Ä. íàëåæàòü ïî÷àòêîâi ïîñòàíîâêè çàäà÷ áåç

çàãàþâàííÿ òà çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì. Ðåçóíåíêî Î.Â. íàëåæàòü iäå¨ âèáîðó

ôàçîâèõ ïðîñòîðiâ äëÿ çàäà÷ iç çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó òà êëàñiâ

òàêèõ çàãàþâàíü. Ìåòîä êâàçiñòiéêîñòi íàëåæèòü ×ó¹øîâó I.Ä. Íàâåäåíi â

äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè íàëåæàòü àâòîðó.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ïî òåìi

äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè òà îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

iìåíi Â.Í.Êàðàçiíà (êåðiâíèê ÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè I.Ä.×ó¹øîâ),

ìàòåìàòè÷íîìó ñåìiíàði ÔÒIÍÒ ÍÀÍ Óêðà¨íè (êåðiâíèê àêàä. ÍÀÍ

Óêðà¨íè �.ß.Õðóñëîâ), ñåìiíàði, ùî ïðèñâÿ÷åíèé 60-òè ði÷÷þ ïðîô.

Ã.Ì.Ñêëÿðà (êåðiâíèê ïðîô. Â.I.Êîðîáîâ), äâi÷i íà ñåìiíàði Ìàòåìàòè÷íîãî

iíñòèòóòó Óíiâåðñèòåòó ì.Ãiñåíà, Íiìå÷÷èíà (êåðiâíèê ïðîô. Õ.-Î.Âàëüòåð),
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ìàòåìàòè÷íîìó ñåìiíàði óíiâåðñèòåòó Íüþ Ôàóäëåíäà, Êàíàäà (êåðiâíèê

ïðîô. Ê.Çîó), ñåìiíàði êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè Êè¨âñüêîãî

íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà (êåðiâíèêè ïðîô.

Ò.À.Ìåëüíèê, ïðîô. Â.Ã.Ñàìîéëåíêî), à òàêîæ íà íàñòóïíèõ ìiæíàðîäíèõ

êîíôåðåíöiÿõ:

� Symposium in honor of Louis Boutet de Monvel "Equations aux derivees par-

tielles et quanti�cation", Institute of Mathematics of Jussieu, Paris, June 23-27,

2003.

� Ìàòåìàòè÷íèé ñèìïîçióì �Ïåðøi Êàðàçiíñüêi íàóêîâi ÷èòàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíèé

äâóõñîòði÷÷þ Õàðêiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó, Õàðêiâ, ÷åðâåíü 14-16, 2004.

� 77th GAMM Annual Meeting 2006, Technical University of Berlin, March

27-31, 2006.

� The 8th Colloquium on the Qualitative Theory of Di�erential Equations, June

25�28, 2007, Bolyai Institute, University of Szeged, Hungary.

� ICMP09 - XVI International Congress on Mathematical Physics, August 3�8,

2009, Prague, Czech Republic.

� Óêðà¨íñüêèé ìàòåìàòè÷íèé êîíãðåñ - 2009 (äî 100-ði÷÷ÿ âiä äíÿ

íàðîäæåííÿ Ì.Ì. Áîãîëþáîâà), ì. Êè¨â, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,

27-29 ñåðïíÿ 2009 ð.

� The 8th AIMS Conference on Dynamical Systems, Di�erential Equations and

Applications, May 25-28, 2010, Dresden, Germany.

� The 9th Colloquium on the Qualitative Theory of Di�erential Equations, June

28-July 1, 2011, Bolyai Institute, University of Szeged, Hungary.

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Äèíàìi÷íi ñèñòåìè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ", ì.

Êè¨â, Iíñòèòóò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, 16-18 òðàâíÿ 2012.

� XVI Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Ìîäåëþâàííÿ òà äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì" (DSMSI-2013), ì. Êè¨â, Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé

óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Óêðà¨íà, 29-31 òðàâíÿ 2013.

� The 10th AIMS Conference on Dynamical Systems Di�erential Equations and

Applications, July 7 � July 11, 2014, Madrid, Spain. Special Session 24: "Qualita-
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tive Analysis of Reaction Di�usion Systems".

� The 10th Colloquium on the Qualitative Theory of Di�erential Equations,

July 1�4, 2015, Bolyai Institute, University of Szeged, Hungary.

� Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà òåîðiÿ êåðóâàííÿ"

ïðèñâÿ÷åíà 75-ði÷÷þ ïðîô. Â.I.Êîðîáîâà, 26-28 âåðåñíÿ 2016 ð. Õàðêiâñüêèé

íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Â.Í.Êàðàçiíà, Óêðà¨íà.

� International conference "Biomathematics Day", October 24, 2016, Centre of

Excellence in Analysis and Dynamics Research, Department of Mathematics and

Statistics, Helsinki University, Finland.

� International conference EQUADIFF 2017, Slovak University of Technology,

Bratislava, Slovakia, July 24-28, 2017.

� VI International Conference "Analysis and mathematical physics" dedicated

to the centennial anniversary of the National Academy of Sciences of Ukraine and

the 50th anniversary of the Department of Function Theory, Kharkiv, Ukraine,

June 18-22, 2018; Book of Abstracts, p.28-29.

� The 12th AIMS Conference on Dynamical Systems, Di�erential Equations and

Applications, July 5 � July 9, 2018, Taipei, Taiwan. Invited talk on the Special

Session 64: 'Delay Equations in Population Dynamics', Book of abstracts, p.185.

� The IFIP TC 7 Conference on System Modelling and Optimization, July

23�27, 2018, Universitat Duisburg-Essen, Essen, Germany. Invited talk on the

mini-symposium 06: 'Honoring the work of Igor Chueshov' (Organizers: I. Lasiecka,

J. Webster), Book of abstracts, p.28.

� The 3rd international scienti�c conference "Di�erential Equations and Con-

trol Theory" (DECT-2018), V.N.Karazin Kharkiv National University, Kharkiv,

Ukraine, 25-27 September 2018; Book of abstracts, p.41.

� Ìiæíàðîäíi êîíôåðåíöi¨ "Êðèìñüêà îñiííÿ ìàòåìàòè÷íà øêîëà-ñèìïîçióì

(ÊÐÎÌØ)", Êðèì, Ëàñïi, Óêðà¨íà (2004, 2005, 2007-2009 ðîêè).

Æîäåí ðåçóëüòàò êàíäèäàòñüêî¨ äèñåðòàöi¨ àâòîðà, çàõèùåíî¨ â Iíñòèòóòi

ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ì.Êè¨â, ó 1998 ðîöi, çà ñïåöiàëüíiñòòþ 01.01.03

�Ìàòåìàòè÷íà ôiçèêà�, íå ¹ âêëþ÷åíèì â öþ äèñåðòàöiéíó ðîáîòó.
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Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi â äèñåðòàöi¨, îïóáëiêîâàíi â 39

íàóêîâèõ ðîáîòàõ, ç íèõ � 24 íàóêîâi ñòàòòi ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ âèäàííÿõ (âñi

24 âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íèõ áàç äàíèõ). Ñåðåä íèõ 21 ñòàòòi [148, 149, 151,

152, 153, 154, 155, 156, 158, 159, 160, 161, 162, 164, 165, 64, 65, 115, 166, 167, 169]

âõîäÿòü äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ Scopus i îïóáëiêîâàíi ó ôàõîâèõ

âèäàííÿõ, ùî ìàþòü iìïàêò-ôàêòîð. Òðè iíøi ñòàòòi [150, 157, 163] ïðèñóòíi

ó ôàõîâèõ ðåôåðàòèâíèõ áàçàõ äàíèõ Zentralblatt MATH, MathSciNet. Êðiì

òîãî, 15 òåç äîïîâiäåé íà ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ (ó òîìó ÷èñëi

îäíà ïóáëiêàöiÿ â ìàòåðiàëàõ êîíôåðåíöi¨ [168] âõîäèòü äî íàóêîìåòðè÷íî¨

áàçè äàíèõ Web of Science). Âñi çãàäàíi 21 ñòàòòi ó âèäàííÿõ, ùî âiäíåñåíi äî

ïåðøîãî i äðóãîãî êâàðòèëiâ (Q1 i Q2, Scopus). Çîêðåìà, 11 ñòàòòåé ó âèäàííÿõ,

âiäíåñåíèõ äî ïåðøîãî êâàðòèëþ (Q1, Scopus), à òàêîæ 10 ñòàòòåé ó âèäàííÿõ,

âiäíåñåíèõ äî äðóãîãî êâàðòèëþ (Q2, Scopus) âiäïîâiäíî äî êëàñèôiêàöi¨

SCImago Journal and Country Rank.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó,

6 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ ïåðøîäæåðåë, 4 äîäàòêiâ, òà

ñóïðîâîäæó¹òüñÿ àíîòàöiÿìè òà ñïèñêîì ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à çà òåìîþ

äèñåðòàöi¨. Â ðîáîòi ¹ 6 ðèñóíêiâ. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ïîáóäîâàíèé â

àëôàâiòíîìó ïîðÿäêó ïðiçâèù ïåðøèõ àâòîðiâ i íàëi÷ó¹ 226 íàéìåíóâàíü. Ïðè

öüîìó ñïî÷àòêó öèòóþòüñÿ ðîáîòè êèðèëèöåþ, à ïîòiì ëàòèíèöåþ. Ïîâíèé

îáñÿã äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè � 370 ñòîðiíîê. Îáñÿã îñíîâíî¨ ÷àñòèíè äèñåðòàöi¨

� 309 ñòîðiíîê.

Ïîäÿêè. Àâòîð ùèðî âäÿ÷íèé ïðîôåñîðó ×ó¹øîâó I.Ä. çà áàãàòîði÷íó

ïiäòðèìêó, äîïîìîãó òà êîðèñíi îáãîâîðåííÿ ìåòîäó êâàçiñòiéêèõ îöiíîê,

ïðîôåñîðàì Âàëüòåðó Õ-Î., Êðèñòèíó Ò., Âó Äæ., Ðóåñó Â. çà êîðèñíi

êîìåíòàði òà ïîðàäè.
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ÐÎÇÄIË 1. ÎÑÍÎÂÍI ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß, IÄÅ� ÒÀ

ÌÅÒÎÄÈ. ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

1.1. Êîðîòêèé îãëÿä ëiòåðàòóðè, ùî ñòîñó¹òüñÿ òåîði¨ ðiâíÿíü iç

çàãàþâàííÿì

Òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì ìà¹ áàãàòó iñòîðiþ (äèâ.

êëàñè÷íi ìîíîãðàôi¨ [3, 76, 30]). Öÿ îáëàñòü ìàòåìàòèêè íåâiääiëüíà âiä iíøèõ

ðîçäiëiâ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè îñêiëüêè îñíîâà ¨¨ ñó÷àñíîãî ðîçóìiííÿ áàçó¹òüñÿ

íà ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ñèñòåì. Íåñêií÷åííîâèìiðíi

ñèñòåìè òðàäèöiéíî âèíèêàþòü ïðè çîáðàæåííi íåëîêàëüíèõ ïðîöåñiâ,

çîêðåìà íà ìîâi äèôåðåíöiàëüíèõ òà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü iç âiäõèëþþ÷èì

àðãóìåíòîì. Â ëiòåðàòóði ÷àñòî ìîæíà çóñòðiòè òåðìiíè "ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ" [1], "äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ" [3],

ðiâíÿííÿ ç çàïiçíåííÿì, iç ïàì'ÿòòþ, iç çàãàþâàííÿì, iç ïiñëÿäi¹þ. Íå

çàãëèáëþþ÷èñü ó âiäìiííîñòi, çàçíà÷èìî, ùî âñi öi íàçâè âiäîáðàæàþòü

âëàñòèâiñòü ðiâíÿíü ïî¹äíóâàòè â ñîái çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó â òåïåðiøíié ÷àñ

òà â ìîìåíòè (ïðîìiæêè) ÷àñó â ìèíóëîìó. Ïîðiâíþþ÷è áàãàòî ìåòîäiâ, ùî

âèêîðèñòîâóþòüñÿ, äàâíî ïiäìi÷åíî, ùî ¨õ ìîæíà îäíî÷àñíî çàñòîñîâóâàòè ÿê

ó âèïàäêó âiäõèëåííÿ ÷àñîâî¨ çìiííî¨ (çàãàþâàííÿ) òàê i ó âèïàäêó âiäõèëåííÿ

ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨.

Ó ïåðåâàæíié áiëüøîñòi ñèòóàöié ââåäåííÿ çàãàþâàííÿ äî ñèñòåìè

íå ïîòðåáó¹ äîäàòêîâî¨ ìîòèâàöi¨, à îñíîâíi çóñèëëÿ ïðèêëàäàþòüñÿ äî

àêóðàòíîãî àíàëiçó òà âèáîðó òèïó çàãàþâàííÿ äëÿ êîæíîãî êîíêðåòíîãî

ïðîöåñó. Çàãàþâàííÿ ìîæíà ïîäiëèòè íà îáìåæåíi òà íåîáìåæåíi, çîñåðåäæåíi

òà ðîçïîäiëåíi, ëiíiéíi òà íåëiíiéíi, ëîêàëüíi òà íåëîêàëüíi, à òàêîæ çìiøàíi.

Òðåáà âiäìiòèòè, ùî ìåòîäè äîñëiäæåíü ðiâíÿíü iç ðiçíèìè òèïàìè çàãàþâàííÿ

ìîæóòü ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñÿ. Öå ñïðè÷èíèëî ïîÿâó áàãàòî¨ ëiòåðàòóðè òà

øèðîêîãî ñïåêòðà ìåòîäiâ äîñëiäæåíü òàêèõ ðiâíÿíü.

Îñíîâîïîëîæíèé âíåñîê â ïîáóäîâó îñíîâè ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì âíåñëè Í.Â. Àçáåëåâ, À.Ì.Çâåðêií,
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Ã.À.Êàìåíñüêèé, Â.Á.Êîëìàíîâñüêèé, H.H. Êðàñîâñüêèé, À.Ä.Ìèøêiñ,

Ñ.Á.Íîðêií, Â.Ð. Íîñîâ, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, Á.Ñ. Ðàçóìiõií, Ë.Ý. Åëüñãîëüö,

Ñ.I.Ò. Baker, Í.Ò. Banks, R. Bellman, K.L. Cooke, Ñ. Corduheanu, R.D.Driver,

A.Halanay, J.K. Hale, V. Lakshmikatham, V.Volterra òà áàãàòî iíøèõ

ìàòåìàòèêiâ.

Â êíèçi [3] (Áåëìàí Ð. òà Êóê Ê., 1963, äèâ. ñ.235) âiäìi÷à¹òüñÿ, ùî

"ç äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèìè ðiâíÿííÿìè çóñòði÷àëèñÿ ó XVIII ñòîði÷÷i,

çàçâè÷àé ó çâ'ÿçêó ç ãåîìåòðè÷íèìè çàäà÷àìè. Îáãîâîðåííÿ öèõ ïèòàíü

äèâ. â êíèçi [119] (S.F.Lacroix, 1819). Òàì æå [3] (äèâ. ñ.236), âêàçó¹òüñÿ,

ùî íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ çàãàëüíîãî

êëàñó ðiâíÿíü çi çìiííèì çàãàþâàííÿì âèâ÷àëàñü â ðîáîòi Êàìåíñüêîãî

Ã.À. [10] 1958 ð. Îãëÿä áàãàòüîõ ðåçóëüòàòiâ ïî çâè÷àéíèì ðiâíÿííÿì çi

ñòàëèì òà çàëåæíèì âiä ÷àñó çàãàþâàííÿì íàâåäåíèé ó [7]. Öåé îãëÿä, â

îñíîâíîìó ïðèñâÿ÷åíèé ðîáîòàì ç 1953 ïî 1962 ðîêè (âñüîãî 10 ðîêiâ) i ìà¹

ñïèñîê ëiòåðàòóðè, ùî íàëi÷ó¹ 388 ïóíêòiâ. ßê ïèøóòü ñàìi àâòîðè (ðîñ.)

"Òàêîå îáèëèå ðàáîò âûíóäèëî àâòîðîâ ñóçèòü ñâîþ çàäà÷ó è íå âêëþ÷àòü

â íàñòîÿùèé îáçîð ðàáîò ÷èñòî ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà, à òàêæå ðàáîò ïî

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Íå îñâåùåíû è íåìíîãî÷èñëåííûå

ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îòêëîíÿþùèìèñÿ

àðãóìåíòàìè". Âåëèêèì ïîøòîâõîì ó ðîçâèòêó ðiçíèõ íàïðÿìêiâ òåîði¨

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì ñòàëà îðãàíèçàöiÿ Ë.Å. Åëüñãîëüöåì

âèäàííÿ ç 1962 ð. â Óíiâåðñèòåòi äðóæáè íàðîäiâ "Òðóäiâ ñåìiíàðó ïî òåîði¨

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç âiäõèëåíèì àðãóìåíòîì" [29] (10 òîìiâ 1962 - 1977

ðîêè).

Êëàñè÷íèìè ââàæàþòüñÿ ìîíîãðàôi¨ Í.Í.Êðàñîâñüêîãî (1959) [15] òà

Äæ.Õåéëà (J. Hale, 1977) [30]. Âàæëèâå ìiñöå çàéìàþòü ðîáîòè Á.Ñ. Ðàçóìiõiíà

ïî ñòiéêîñòi ñèñòåì iç çàãàþâàííÿì (äèâ., íàïðèêëàä [26], 1956 ð.).

Íåìîæëèâî íàâiòü ïåðåðàõóâàòè âñå ðiçíîìàiòòÿ òèïiâ ïðèêëàäíèõ çàäà÷,

ÿêi âæå áóëè äîñëiäæåíi çà äîïîìîãîþ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì. Òóò ìîæíà

äàòè ëèøå ïîñèëàííÿ. Îñü äåÿêi ç íèõ - äèâîâèæíi êíèæêè [30] (òà äîïîâíåíå



35

äðóãå âèäàííÿ [95]), [22], [1], [76], [3], [110]. Â öèõ êíèæêàõ çiáðàíi íå òiëüêè

ïðèêëàäè çàäà÷, àëå âèêëàäåíi i îñíîâè òåîði¨ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì, ùî

íàâîäÿòüñÿ âiäîìèìè åêñïåðòàìè - àâòîðàìè áàãàòüîõ ãëèáîêèõ ðåçóëüòàòiâ.

Îäíi¹þ ç ïåðøèõ îáëàñòåé, äå çíàéøëè ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ ðiâíÿííÿ iç

çàãàþâàííÿì, ¹ áiîëîãiÿ. Òàê, äîïîâíåííÿ äî âèäàííÿ êíèãè Äæ. Ìàðði [19]

ðîñiéñüêîþ ìîâîþ ó 1983 ðîöi, ÿêå íàïèñàíå Â.Ã.Áàáñüêèì òà À.Ä.Ìèøêiñîì,

ìà¹ âåëèêó êiëüêiñòü ïðèêëàäiâ òà âêëþ÷à¹ 83 ïîñèëàííÿ íà ðîáîòè 70-õ ðîêiâ.

Íàâåäåìî ëèøå äåÿêi ìîäåëi, ÿêi îáãîâîðþâàëèñü ó âñòóïi äî êíèãè

ß.Êóàíãà [118]. Ìîäåëü õèæàê-æåðòâà iç çàãàþâàííÿì (Ëîòêà-Âîëüòåððà, äèâ.,

íàïðèêëàä, [4]), ìîäåëü iç çàãàþâàííÿì â åïiäåìiîëîãi¨ (Ëîòêà 1912, åïiäåìiÿ

ìàëÿði¨). Çîêðåìà, â ðîáîòi [189] Ô.Øàðï òà À.Ëîòêà ðîçãëÿäàëè çàãàþâàííÿ

ÿê iíêóáàöiéíèé åôåêò. Äàëi, ìîäåëü iç çàãàþâàííÿì ó ôiçiîëîãi¨ - äèíàìi÷íi

õâîðîáè (òàêà íàçâà ç'ÿâèëàñü â ðîáîòi Ë.Ãëàññ òà Ì.Ìàêi, 1979 [90], äèâ. òàêîæ

[125]), çàäà÷à iç çàãàþâàííÿì â åëåêòðîäèíàìiöi òà iíøi.

Âåëèêå çíà÷åííÿ ìà¹ çàãàþâàííÿ â ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷àõ òåîði¨ êåðóâàííÿ.

Íàïðèêëàä, àâòîìàòè÷íå êåðóâàííÿ â çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ êîðàáëÿ [130].

1.2. Áàçîâi âèçíà÷åííÿ òà iäå¨, ùî ïîâ'ÿçàíi ç àñèìïòîòè÷íîþ

ïîâåäiíêîþ ðîçâ'ÿçêiâ

Âàæêî îáiéíÿòè âñi íàïðÿìêè, â ÿêèõ âåëèñü òà ïðîäîâæóþòü âåñòèñü

äîñëiäæåííÿ ìîäåëåé, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè iç çàãàþâàííÿìè, çîêðåìà

ðiâíÿííÿìè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè iç çàãàþâàííÿì. Ìè ñâiäîìî çàëèøà¹ìî

â ñòîðîíi ìåòîäè òà ðåçóëüòàòè, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî ïîâåäiíêè îêðåìèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Íàñ, â ïåðøó ÷åðãó, áóäóòü öiêàâèòè ïèòàííÿ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè

ìíîæèí ðîçâ'ÿçêiâ. Ìè çîñåðåäèìîñü íà îáãîâîðåííi òàêèõ ìàòåìàòè÷íèõ

ïèòàíü ÿê êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü ïî÷àòêîâî-êðà¹âèõ çàäà÷ òà àñèìïòîòè÷íà

ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ êîëè ÷àñ ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Îñòàíí¹ âêëþ÷à¹

äîñëiäæåííÿ ÿê êëàñè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ñòiéêîñòi çà Î.Ì.Ëÿïóíîâèì òàê

i ïèòàííÿ ïðèòÿãíåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äî iíâàðiàíòíèõ ïiäìíîæèí ôàçîâîãî

ïðîñòîðó - ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ. Öi äîñëiäæåííÿ âiäíîñÿòüñÿ äî ÿêiñíî¨
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òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Ñàìà öÿ òåîðiÿ

âèíèêëà â îñíîâîïîëîæíèõ ðîáîòàõ Î.Ì.Ëÿïóíîâà [18] òà À. Ïóàíêàðå

(H.Poincare)[24].

Áåðó÷è äî óâàãè ðiçíîìàiòòÿ òèïiâ ðiâíÿíü, ìè çîñåðåäæó¹ìîñü, â

îñíîâíîìó, íà ðiâíÿííÿõ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç îáìåæåíèì çàãàþâàííÿì. Àëå

i iíøi òèïè ðiâíÿíü (äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì òà çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi

ðiâíÿííÿ) òàêîæ áóäóòü íàìè ðîçãëÿäàòèñÿ.

Âèâ÷àþ÷è ðiçíi ìåòîäè ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òåîði¨ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ òà ìåòîäè ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì, ÷àñòî ìîæíà ïîáà÷èòè ïîäiáíiñòü

â àïàðàòi ñó÷àñíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, ÿêèé â íèõ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ. I

öå öiëêîì ïðèðîäíüî. Ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ÿê ïðàâèëî, îïèñóþòü

ìîäåëi ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè (ðîçïîäiëåíèìè çà ïðîñòîðîâèìè -

ãåîìåòðè÷íèìè êîîðäèíàòàì), â òîé ÷àñ, ÿê ðiâíÿííÿ iç çàãàþâàííÿì îïèñóþòü

ìîäåëi ç ðîçïîäiëåíîþ ÷àñîâîþ êîîðäèíàòîþ. Ç öi¹¨ òî÷êè çîðó, âèâ÷åííÿ

ðiâíÿíü, â ÿêèõ îäíî÷àñíî ïðèñóòíi ÿê ÷àñòèííi ïîõiäíi òàê i çàãàþâàííÿ, ¹

öiëêîì ïðèðîäíiì.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ïîíÿòü â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ¹ ïîíÿòòÿ äèíàìi÷íî¨

ñèñòåìè.

Âèçíà÷åííÿ 1.1 Ïiä äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ ìè ðîçóìi¹ìî [31, 97] ïàðó

(St, H), ÿêà cêëàäà¹òüñÿ ç ïîâíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó H òà ðîäèíè

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü (St : t ≥ 0) ïðîñòîðó H â ñåáå, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹

ïiâãðóïîâèì âëàñòèâîñòÿì S0 = I, St+τ = St ◦ Sτ äëÿ âñiõ t, τ ≥ 0. Òóò

I ïîçíà÷à¹ òîòîæíié îïåðàòîð. Òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî, ùî y(t) = Stx ¹

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t äëÿ âñiõ x ∈ H. Òóò H çâåòüñÿ ôàçîâèì

ïðîñòîðîì (àáî ïðîñòîðîì ñòàíiâ) òà {St} çâåòüñÿ åâîëþöiéíîþ ïiâãðóïîþ

(åâîëþöiéíèé îïåðàòîð). Òàêîæ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàçâà C0-ïiâãðóïà [97,

ñ.7].

Ç ïîÿâîþ çàãàëüíî¨ òåîði¨ C0-ïiâãðóï [144, 82] ç'ÿâèëàñü ìîæëèâiñòü âèâ÷àòè

ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ÿê àáñòðàêòíi

çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Çàãàëüíi ïèòàííÿ
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iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ áóëè ðîçãëÿíóòi â ðîáîòàõ Ñ.Òðåâèñà òà Ã.Âåááà (C.Travis,

G.Webb, 1974, 1976; G.Webb, 1976) [202, 203, 215], Â.Ôèòçãiááîíà [83]

(íåàâòîíîìíi ðiâíÿííÿ, 1978) òà iíøi. Â öèõ ðîáîòàõ ðîçãëÿäàþòüñÿ äîñòàòíüî

çàãàëüíi ïîñòàíîâêè ïî÷àòêîâî-êðà¹âèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ iç ïîñòiéíèì çàãàþâàííÿì. Âiäçíà÷èìî òàêîæ ðîáîòè Ð.Ìàðòèíà òà

Õ.Ñìiòà (R.Martin, H.Smith, 1990, 1991) [134, 135], Â.Ðóåñà (W. Ruess, 2009)

[186]. Áiëüøå îáãîâîðåíü äèâ. áiáëiîãðàôi÷íi íîòàòêè â êíèçi [220, ñòð. 61-64]

Äæ. Âó (J. Wu, 1996). Òåîðiÿ C0-ïiâãðóï äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ðîáîòi À.Áàòêài òà Ñ.Ïiàçåðà

(A.Batkai, S.Piazzera, 2005) [38].

Ìîæëèâî âèâ÷àòè ðiçíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, ðîçãëÿäàòè ðiçíi êëàñè

ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié. Àëå, ÿêùî ìè áàæà¹ìî áóäóâàòè äèíàìi÷íó ñèñòåìó,

òî âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçãëÿäàòè ïðîñòîðè (ìåòðè÷íi, íîðìîâàíi, à

êðàùå áàíàõîâè) ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié. Òàêèì ÷èíîì, êðiì ìíîæèíè

"ïðèïóñòèìèõ" ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié, ìè ïîâèííi îáèðàòè òàêîæ i ìåòðèêó.

Ïîòðiáíî îáãîâîðþâàòè ïîâíîòó ïðîñòîðó òà íåïåðåðâíiñòü åâîëþöiéíîãî

îïåðàòîðà (îïåðàòîðà çñóâó çà ÷àñîì) â òié àáî iíøié ìåòðèöi. Öi ïèòàííÿ

ïîâ'ÿçàíi ç ïîíÿòòÿì êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i, êîðåêòíîñòi çà

Æ.Àäàìàðîì [92, 93] (âií íàçèâà¹ òàêi çàäà÷i 'ìîæëèâèìè òà âèçíà÷åíèìè' -

'possible et d�etermin�e' [92, c.49]). Íàãàäà¹ìî öå ïîíÿòòÿ.

Âèçíà÷åííÿ 1.2 Çàäà÷à çâåòüñÿ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ

òðè óìîâè: 1) çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçîê; 2) ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì; 3) ðîçâ'ÿçîê

íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.

Âî÷åâèäü, ùî âñi òðè âëàñòèâîñòi áåçïîñåðåäíüî çàëåæàòü âiä âèáîðà íàáîðà

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ - âèáîðà ôàçîâîãî ïðîñòîðó, âêëþ÷íî ç âèáîðîì ìåòðèêè.

Âèáið çðó÷íîãî ôàçîâîãî ïðîñòîðó ¹ âàæëèâîþ òà íåïðîñòîþ çàäà÷åþ.

Òóò, íå äèâëÿ÷èñü íà ñïiëüíiñòü ìåòîäiâ òà ïiäõîäiâ, ìè âèìóøåíi ðîçäiëèòè

îïèñ íà äâà íàïðÿìêè. Îäèí ç íàïðÿìêiâ âêëþ÷à¹ iäå¨ òà ðåçóëüòàòè, ùî

ðîçâèíåíi äëÿ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè (ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ),
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ÿêi, íà ïî÷àòêîâèõ åòàïàõ, íå áðàëè äî óâàãè åôåêòè, ÿêi ïîâ'ÿçàíi iç

çàãàþâàííÿì. Äðóãèé íàïðÿìîê, âêëþ÷à¹ ïiäõîäè, ÿêi ðîçðîáëåíi äëÿ

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì. Öåé ïîäië âèíèê

iñòîðè÷íî i áóâ öiëêîì ïðèðîäíiì. Â íàø ÷àñ öåé ïîäië óñïiøíî çíèêà¹.

Ñåðåä ðiçíîìàíiòíèõ ìåòîäiâ âèâ÷åííÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ íàñ

áóäå öiêàâèòè ÿêiñíà òåîðiÿ òàêèõ ðiâíÿíü, ôóíäàìåíò ÿêî¨ áóâ çàêëàäåíèé â

ðîáîòàõ Î.Î.Ëàäèæåíñüêî¨ [16, 17, 120], À.Áàáiíà òà Ì.Âiøèêà [2], Ð.Òåìàìà

(R.Temam) [200], Äæ.Õåéëà (J. Hale) [96], I.Ä.×ó¹øîâà [31, 59].

Â ðàìêàõ öi¹¨ òåîði¨ íàñ ïåðø çà âñå öiêàâëÿòü ïèòàííÿ êîðåêòíî¨

ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷ òà àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì êîëè ÷àñ

ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Äëÿ îïèñó àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè çðó÷íèì ¹

ïîíÿòòÿ ω-ãðàíè÷íî¨ (îìåãà-ãðàíè÷íî¨) ìíîæèíè [40, 121, 131].

Âèçíà÷åííÿ 1.3 Ðîçãëÿíåìî äèíàìi÷íó ñèñòåìó (St, H) òà ìíîæèíó D ⊂
H. Ìíîæèíà ω(D) ≡

⋂
t>0Cl {

⋃
τ≥t SτD} çâåòüñÿ ω-ãðàíè÷íîþ äëÿ D. Òóò

SτD ïîçíà÷à¹ îáðàç ìíîæèíè, à Cl {B} - çàìêíåííÿ ìíîæèíè B ⊂ H â

ìåòðèöi ïðîñòîðó H.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (St, H) íà ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði H ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà âëàñòèâiñòü. Òî÷êà y ∈ ω(D) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi tk → +∞ òà xk ∈ D òàêi, ùî Stkxk → y ïðè

k →∞.

Îäíèì ç öåíòðàëüíèõ îá'¹êòiâ òåîði¨ ¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð [2, 200, 96, 31].

Íàãàäà¹ìî

Âèçíà÷åííÿ 1.4 Ãëîáàëüíèì àòðàêòîðîì äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (St, H) çâåòüñÿ

çàìêíåíà îáìåæåíà ìíîæèíà U â H, ÿêà ¹ ñòðîãî iíâàðiàíòíîþ (òîáòî

St U = U äëÿ âñiõ t ≥ 0), òà òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè

B ⊂ H âèêîíó¹òüñÿ lim
t→+∞

sup{distH(Sty,U), y ∈ B} = 0.

Ñòðóêòóðà àòðàêòîðà, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ìîæå áóòè äóæå ñêëàäíîþ òà ¨¨,

ÿê ïðàâèëî, âàæêî îïèñàòè. Àëå àòðàêòîðó çàâæäè íàëåæàòü ñòàöiîíàðíi òà

ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè. Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì àòðàêòîðà ìîæå ñëóãóâàòè
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àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé çà Î.Ì.Ëÿïóíîâèì ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê. Íå

äèâëÿ÷èñü íà ñêëàäíiñòü îïèñó ñòðóêòóðè àòðàêòîðà, â áiëüøîñòi ïðèêëàäíèõ

çàäà÷, ñàì ôàêò éîãî iñíóâàííÿ íåñå áàãàòî iíôîðìàöi¨ ïðî àñèìïòîòè÷íó

ïîâåäiíêó ñèñòåìè. Ïðè öüîìó íà ïåðøå ìiñöå âèõîäèòü ïèòàííÿ îïèñó íå

îêðåìèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè âñi¹¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè â öiëîìó.

Â íàø ÷àñ ðîçðîáëåíi äîñòàòíüî çàãàëüíi ìåòîäè äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ

òà ñêií÷åííîâèìiðíîñòi àòðàêòîðà [2, 96, 31]. Ïåðøèì êðîêîì â äîâåäåííi

iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà ¹ âñòàíîâëåííÿ ôàêòó äèñèïàòèâíîñòi

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Íàãàäà¹ìî

Âèçíà÷åííÿ 1.5 Çàìêíåíà ìíîæèíà B ⊂ H çâåòüñÿ ïîãëèíàþ÷îþ äëÿ

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (St;H), ÿêùî äëÿ áóäü ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè D ⊂ H

iñíó¹ ìîìåíò ÷àñó tD òàêèé, ùî StD ⊂ B äëÿ âñiõ t ≥ tD. Äèíàìi÷íà

ñèñòåìà (St;H) çâåòüñÿ (îáìåæåíî) äèñèïàòèâíîþ (äèâ. [2, 96, 31]), ÿêùî

âîíà ìà¹ îáìåæåíó ïîãëèíàþ÷ó ìíîæèíó B.

Îäíó ç öåíòðàëüíèõ ðîëåé âiäiãðàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè

(St;H) íà ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði H (äèâ. [120, 96]).

Âèçíà÷åííÿ 1.6 (i) Åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St çâåòüñÿ êîìïàêòíèì, ÿêùî âií

äèñèïàòèâíèé òà iñíó¹ êîìïàêòíà ïîãëèíàþ÷à ìíîæèíà.

(ii) Îïåðàòîð St çâåòüñÿ óìîâíî êîìïàêòíèì, ÿêùî äëÿ áóäü ÿêî¨

îáìåæåíî¨ ìíîæèíè D òàêî¨, ùî StD ⊂ D äëÿ t > 0 iñíóþòü tD > 0 òà

êîìïàêòíà ìíîæèíà K â çàìêíåíi Cl{D} ìíîæèíè D òàêi, ùî StD ⊂ K

äëÿ âñiõ t ≥ tD.

(iii) Îïåðàòîð St çâåòüñÿ àñèìïòîòè÷íî êîìïàêòíèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíà óìîâà Î.Î.Ëàäèæåíñüêî¨ (äèâ. [120]): äëÿ áóäü ÿêî¨ îáìåæåíî¨

ìíîæèíè B â H òàêî¨, ùî γτ(B) :=
⋃
t≥τ StB ¹ îáìåæåíîþ äëÿ äåÿêîãî

τ ≥ 0, ìà¹ìî, ùî áóäü ÿêà ïîñëiäîâíiñòü âèãëÿäó {Stnxn} ç xn ∈ B òà tn →∞
¹ âiäíîñíî êîìïàêòíîþ.

(iv) Åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St çâåòüñÿ àñèìïòîòè÷íî ãëàäêèì, ÿêùî

âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà Äæ.Õåéëà (äèâ. [96]): äëÿ áóäü ÿêî¨ îáìåæåíî¨
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ìíîæèíè D â H òàêî¨, ùî StD ⊂ D äëÿ t > 0 iñíó¹ êîìïàêòíà ìíîæèíà K

â çàìêíåíi Cl{D} ìíîæèíè D òàêà, ùî StD ðiâíîìiðíî ïðèòÿãó¹òüñÿ äî K

â íàñòóïíîìó ñåíñi

lim
t→+∞

dH{StD|K} = 0, dH{A|B} = sup
x∈A

distH (x,B).

Âiäçíà÷èìî, ùî åâîëþöiéíèíé îïåðàòîð St íà ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

H ¹ àñèìïòîòè÷íî êîìïàêòíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ àñèìïòîòè÷íî

ãëàäêèì. Íàñòóïíà êëàñè÷íà òåîðåìà äà¹ óìîâè iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî

àòðàêòîðà (äèâ. [2, 200, 96, 31, 59]).

Òåîðåìà 1.7 Íåõàé (St;H) ¹ äèñèïàòèâíîþ òà àñèìïòîòè÷íî êîìïàêòíîþ

äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ íà ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði H. Òîäi âîíà ìà¹

(¹äèíèé) êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð U òàêèé, ùî

U = ω(B0) =
⋂
t>0

(
Cl

{⋃
τ≥t

SτB0

})
äëÿ áóäü ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè B0 òà

lim
t→+∞

(dH{StB0| U}+ dH{U|StB0}) = 0, dH{A|B} = sup
x∈A

distH (x,B).

Òóò ω(B0) - îìåãà-ãðàíè÷íà ìíîæèíà, ùî çãàäàíà âèùå.

Iíøèì âàæëèâèì îá'åêòîì ïðè âèâ÷åííi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè äèíàìi÷íî¨

ñèñòåìè ¹ Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä (IÌ).

Âèçíà÷åííÿ 1.8 Iíåðöiéíèì ìíîãîâèäîì çâåòüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèé ìíîãî-

âèä M , ÿêèé ¹ äîäàòíüî iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî åâîëþöiéíîãî îïåðàòîðà,

òîáòî StM ⊂ M äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà ÿêèé ïðèòÿãó¹ âñi ðîçâ'ÿçêè ç

åêñïîíåíöiéíîþ øâèäêiñòþ, òîáòî äëÿ áóäü ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî äàíîãî x

iñíóþòü ñòàëi ci > 0 òàêi, ùî dist(Stx,M) ≤ c1 exp (−c2t).

Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä, ÿêùî âií iñíó¹, âêëþ÷à¹ (ÿê ïiäìíîæèíó) ãëîáàëüíèé

àòðàêòîð. Iäåÿ Iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäà äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

(áåç çàãàþâàííÿ) áóëà çàïðîïîíîâàíà Ñ.Ôîÿøåì, Äæ.Ñåëëîì òà Ð.Òåìàìîì
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(C. Foias, G.R. Sell, R. Temam) â ðîáîòàõ [86, 87] òà â ïîäàëüøîìó äåòàëüíî

âèâ÷åíà äëÿ áàãàòüîõ ðiâíÿíü ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè (äèâ. [200, 52, 88, 66, 31]).

Ó âèïàäêó ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì, Iíåðöiéíèé

ìíîãîâèä áóâ âïåðøå çáóäîâàíèé â ðîáîòi [42] ó 1998 ð. òà ïiçíiøå äëÿ ðiâíÿíü

äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì òà iç çàãàþâàííÿì â ðîáîòi [152]. Ç òî÷êè çîðó

ÿêiñíî¨ òåîði¨, iñíóâàííÿ IÌ êàæå ïðî òå, ùî äèíàìiêà âñi¹¨ íåñêií÷åííîâèìiðíî¨

ñèñòåìè ìîæå áóòè îïèñàíà äåÿêîþ ñêií÷åííîâèìiðíîþ ñèñòåìîþ (¨¨ ÷àñòî

çâóòü iíåðöiàëüíîþ ôîðìîþ). Íà æàëü, iñíóâàííÿ IÌ âäà¹òüñÿ äîâåñòè çà òàê

çâàíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ óìîâè. Öÿ óìîâà âèìàãà¹ iñíóâàííÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî

"ïðîïóñêà â ñïåêòði" ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè. Äåùî ïîñëàáèòè öå îáìåæåííÿ ìîæíà

âèìîãîþ ìàëîñòi ñòàëî¨ Ëèïøèöÿ íåëiíiéíîñòi. Äëÿ ïîäîëàííÿ îáìåæåíü, ùî

íàêëàäà¹ ñïåêòðàëüíà óìîâà, â ðîáîòi [84] Ñ. Ôîÿøà, Î. Ìàíëi òà Ð. Òåìàìà

(C. Foias, O. Manley, R. Temam) áóëî çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ Íàáëèæåíîãî

iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó (ÍIÌ).

Âèçíà÷åííÿ 1.9 Íàáëèæåíèì iíåðöiéíèì ìíîãîâèäîì (ÍIÌ) çâåòüñÿ (ãëàä-

êèé) ìíîãîâèä, ÿêèé ìà¹ (òîíêèé) ïðèòÿãóþ÷èé îêië, çîêðåìà ïðèòÿæiííÿ

¹ åêñïîíåíöiéíèì.

Íàéáiëüøó öiêàâiñòü ìà¹ ïîáóäîâà ñêií÷åííîâèìiðíîãî ÍIÌ. Êðiì òîãî,

îñêiëüêè "òîíêiñòü" ïðèòÿãóþ÷îãî îêîëó ¹ âiäíîñíîþ, òî ÷àñòî áóäóþòü ðîäèíó

ÍIÌ Mn, êîæíèé ç ÿêèõ ìà¹ ïðèòÿãóþ÷èé (ïîãëèíàþ÷èé) îêië òîâùèíè

εn > 0. Ìîæëèâà ïîáóäîâà ïîñëiäîâíîñòi ÍIÌ, ùî ìàþòü âëàñòèâiñòü εn → 0,

òîáòî ç ðîñòîì n (âèìiðíiñòü ìíîãîâèäó) ÍIÌ Mn äàþòü âñå áiëüø òî÷íi

íàáëèæåííÿ (äèâ. [71]). Ïðî ÍIÌ äëÿ ðiçíèõ ðiâíÿíü äèâ. òàêîæ ðîáîòè

[74, 133, 88, 54, 107, 201, 150]).

Íàñòóïíèì âàæëèâèì îá'¹êòîì, ÿêèé çîáðàæà¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó

ñèñòåìè, ¹ ôðàêòàëüíèé åêñïîíåíöiéíèé àòðàêòîð. Öå ïîíÿòòÿ áóëî

çàïðîïîíîâàíî À.Åäåíîì, Ñ.Ôîÿøåì, Á.Íiêîëà¹íêî òà Ð.Òåìàìîì (A.Eden,

C.Foias, B.Nicolaenko, R.Temam) â ðîáîòi [81] (1994 ð.).

Âèçíà÷åííÿ 1.10 Ôðàêòàëüíèì åêñïîíåíöiéíèì àòðàêòîðîì çâåòüñÿ ñêií÷å-

íîâèìiðíà äîäàòíüî iíâàðiàíòíà, åêñïîíåíöiéíî ïðèòÿãóþ÷à ìíîæèíà.
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Öÿ ìíîæèíà ìîæå áóòè çáóäîâàíà, ÿê ðîçøèðåííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà.

Iíøèì îá'¹êòîì, ÿêèé äîïîìàãà¹ óíèêíóòè îáìåæóþ÷î¨ ñïåêòðàëüíî¨ óìîâè

¹ Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä iç çàãàþâàííÿì (IÌÇ). Òóò ñëîâà "iç çàãàþâàííÿì"

âiäíîñÿòüñÿ äî ñàìîãî ïîíÿòòÿ (òèïó ïîâåðõíi), à íå äî òèïó ðiâíÿííÿ. Êðiì

òîãî, ñïî÷àòêó áóëè ðîçãëÿíóòi IÌÇ äëÿ ðiâíÿíü áåç çàãàþâàííÿ. Iíåðöiéíèé

ìíîãîâèä iç çàãàþâàííÿì, âïåðøå áóëî çáóäîâàíî äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç

çàãàþâàííÿ â ðîáîòi À. Äåáóøà òà Ð. Òåìàìà (A. Debussche, R. Temam, 1996)

[75] (äèâ. òàêîæ îáãîâîðåííÿ çâ'ÿçêó Iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäà òà Iíåðöiéíîãî

ìíîãîâèäà iç çàãàþâàííÿì â [184], îáèäâà îá'¹êòà áóäóþòüñÿ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü áåç çàãàþâàííÿ). Â äèñåðòàöi¨ öi ïîáóäîâè ðîçïîâñþäæåíi íà âèïàäîê

ïàðàáîëi÷íèõ ðiíÿíü [148] òà íà âèïàäîê ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì â

[154] (îáèäâà âèïàäêè çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì). Âàðòî âiäìiòèòè, ùî âàæëèâèì

òåõíi÷íèì çàñîáîì âèÿâèëîñü ââåäåííÿ òà çàñòîñóâàííÿ òàê çâàíî¨ ôóíêöi¨

"çñóâó-ïðîäîâæåííÿ" (Î. Ðåçóíåíêî [148], 2000 ð.).

Áàçóþ÷èñü íà öèõ ðåçóëüòàòàõ, áóâ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ïîáóäîâè ðîäèíè

íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ, ÿêi ïðîõîäÿòü êðiçü âñi ñòàöiîíàðíi òî÷êè

(ðîäèíà åêñïîíåíöiéíîãî òèïà äëÿ ðiâíÿíü áåç çàãàþâàííÿ - Î.Ðåçóíåíêî [150],

2002 ð.) òà äëÿ âèïàäêà ñòàëîãî çàãàþâàííÿ - Î.Ðåçóíåíêî [153], 2003 ð.

Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî ðîäèíó (ñêií÷åííîâèìiðíèõ) íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ

ìíîãîâèäiâ, ÿêà ïîáóäîâàíà â 1995 ð. â ðîáîòi I.Ä.×ó¹øîâà [54], ìîæíà

îòðèìàòè ïðè ðîçðiçi (íåñêií÷åííîâèìiðíîãî) iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäà iç

çàãàþâàííÿì, ÿêèé áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó 1996 ð. â ðîáîòi À.Äåáóøà òà

Ð.Òåìàìà (A.Debussche, R. Temam) [75]. Öÿ iäåÿ äàëà íàì ìîæëèâiñòü

ïîáóäóâàòè íîâi ðîäèíè íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ [150].

Ùå îäíèì âàæëèâèì íàñëiäêîì iñíóâàííÿ IÌÇ ¹ ïîñèëåííÿ ðåçóëüòàòà

C.Ôîÿøà òà Ã.Ïðîäi (C.Foias, G.Prodi, 1967) [85] ïðî âèçíà÷àëüíi ìîäè (äèâ.

òàêîæ ðîáîòè [75, 200, 17, 31] äëÿ âèïàäêà ñèñòåì áåç çàãàþâàííÿ). Äåòàëüíiøå

ïðî âèçíà÷àëüíi ôóíêöiîíàëè äèâ. îãëÿäîâó ñòàòòþ I.Ä.×ó¹øîâà [55] òà

ïîñèëàííÿ.
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1.3. Îñîáëèâîñòi âèïàäêó çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó

Â íàø ÷àñ iíòåíñèâíî ðàçðîáëÿ¹òüñÿ òåîðiÿ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó (ÇÇÑ). ßê âiäìi÷à¹òüñÿ â îãëÿäi [98], ðiâíÿííÿ iç

çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, çóñòði÷àþòüñÿ âæå â 1806 ðîöi â ðîáîòi

Ïóàñîíà (S.D. Poisson) [146], õî÷à ¨õ ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ ïî÷àëîñü âiäíîñíî

íåùîäàâíî. Â [98] òàêîæ âiäìi÷àþòüñÿ îãëÿäîâi ñòàòòi Õ. Õàëàíàÿ òà Äæ.

Éîðêà [94] (H. Halanay, J.A. Yorke, 1971) òà À.Ä. Ìèøêiñà [23] (1977). Ìè

ðàäèìî âàæëèâó îãëÿäîâó ñòàòòþ [98] (F.Hartung, T.Krisztin, H.-O.Walther,

J.Wu) çà ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÇÇÑ.

Öåé îãëÿä ¹ êîðèñíèì òàêîæ âåëèêèì ïåðåëiêîì ïîñèëàíü, ùî âèäàíi äî 2006

ðîêó.

Â äèñåðòàöi¨ âïåðøå ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç

çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Êîëî ïèòàíü, ùî ïîâ'ÿçàíi ç òàêèì

òèïîì çàãàþâàííÿ ìîæíà ââàæàòè îäíèì ç öåíòðàëüíèõ â äèñåðòàöi¨. Ïåðøi

ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â íàñòóïíié ïîñëiäîâíîñòi: êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü òà

àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi (iñíóâàííÿ àòðàêòîðà) äëÿ âèïàäêó ðîçïîäiëåíîãî

çàãàþâàííÿ â ïðîñòîði L2([−h, 0];L2(Ω)) × L2(Ω) â ðîáîòàõ [155, 156, 158],

äëÿ âèïàäêó çîñåðåäæåíîãî çàãàþâàííÿ â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

â [159, 162], à òàêîæ â íåëiíiéíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði [160]. Â öèõ

äîñëiäæåííÿõ áóëè âèêîðèñòàíi òà ðîçâèíóòi ÿê ñó÷àñíi ìåòîäè âèâ÷åííÿ

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òàê i íîâi ïiäõîäè, ùî çàïðîïîíîâàíi

àâòîðîì.

Äëÿ îïèñó äîñëiäæåíü ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó,

âàæëèâî ç'ÿñóâàòè ÿêi òðóäíîùi âèíèêàþòü ïðè âiäìîâi âiä îáìåæåííÿ -

ñòàëîñòi çàãàþâàííÿ. Ïiäêðåñëèìî, ùî óìîâà ñòàëîñòi çàãàþâàííÿ, â áiëüøîñòi

âèïàäêiâ (ÿêùî íå â óñiõ), öå ñàìå îáìåæåííÿ, ÿêå íàêëàäà¹òüñÿ äëÿ

ñïðîùåííÿ äîñëiäæåíü. Âàæêî íàâåñòè ïðèêëàä, â ÿêîìó îïèñ ðåàëüíîãî

ôiçè÷íîãî àáî áiîëîãi÷íîãî ïðîöåñó âèìàãàâ áè ñòàëîñòi çàãàþâàííÿ. Ç iíøîãî

áîêó, ïðàêòè÷íî âñi äîñëiäæóâàíi ìîäåëi, â ÿêèõ âèêîðèñòîâóâàëîñü ñòàëå

çàãàþâàííÿ, ìîæóòü áóòè óçàãàëüíåíi íà âèïàäîê çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü



44

âiä ñòàíó, i öå óçàãàëüíåííÿ áóäå ïðèðîäíiì (äèâ., íàïðèêëàä, îáãîâîðåííÿ íà

ñòîð. 10 ìîíîãðàôi¨ [32]).

Äîáðå âiäîìî, ùî íåëiíiéíi ñèñòåìè ¹ áiëüø ñêëàäíèìè, íiæ ëiíiéíi âæå

òîìó, ùî ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨ (ðîçêëàäàííÿ ðîçâ'ÿçêó íà ñóìó ðîçâ'ÿçêiâ)

íå âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèðîäíüî, ùî ëiíiéíi ñèñòåìè áiëüø âèâ÷åíi i äëÿ íèõ

çáóäîâàíi áiëüø ïîâíi òåîði¨, ÿêi çîáðàæàþòü ðiçíi ÿêiñíi i êiëüêiñíi âëàñòèâîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ. Â çâ'ÿçêó ç öèì, âèâ÷àþ÷è äåÿêèé êëàñ ðiâíÿíü (ñèñòåì), êîðèñíî

ïðîàíàëiçóâàòè, ùî âæå âiäîìî, àáî ìîæå áóòè îòðèìàíî, äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

öüîãî êëàñó. Ïîâåðòàþ÷èñü äî îáãîâîðåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç

çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, âiäìiòèìî, ùî òàêi ðiâíÿííÿ, ïî ñâî¨é

ïðèðîäi, íå ìîæóòü áóòè ëiíiéíèìè. Îñêiëüêè ëiíiéíà òåîðiÿ âiäñóòíÿ, òðåáà ç

ñàìîãî ïî÷àòêó âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîäè íåëiíiéíîãî àíàëiçó.

Iíøîþ, ñôîðìîâàíîþ iñòîðè÷íî, îñîáëèâiñòþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi

ñòàëèì (òà çàëåæíèì âiä ñòàíó) çàãàþâàííÿì, ¹ ðîçïîäië íà çîñåðåäæåíå òà

ðîçïîäiëåíå òèïè çàãàþâàííÿ.

Òàê íàéïðîñòiøèìè ïðèêëàäàìè ðiâíÿíü iç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì

¹ u̇(t) = f(u(t), u(t − h)) òà ç ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì u̇(t) =∫ 0

−h f(u(t), u(t + θ)) dθ. Îáèäâà òèïà âèíèêàþòü ïðè óçàãàëüíåíi ðiâíÿííÿ

áåç çàãàþâàííÿ u̇(t) = f(u(t)), êîëè äî óâàãè ïðèéìàþòü åôåêòè, ùî

ïîâ'ÿçàíi ç ïàì'ÿòòþ (âèêîðèñòàííÿ iíôîðìàöi¨ ïðî ïîïåðåäíi ñòàíè ñèñòåìè).

Òàêîæ ðîçãëÿäàþòü i áiëüø çàãàëüíi òèïè âðàõóâàííÿ ïàì'ÿòi, çîêðåìà,

çìiøàíi çàãàþâàííÿ. Òðàäèöiéíî, çîñåðåäæåíèé òèï çàãàþâàííÿ ââàæà¹òüñÿ

ïðîñòiøèì â äîñëiäæåííÿõ. Íàâiòü íà ïåðøèé ïîãëÿä, äî çàëåæíîñòi âiä

ðîçâ'ÿêó â ïîòî÷íèé ìîìåíò ÷àñó u(t) äîäà¹òüñÿ çàëåæíiñòü âiä ðîçâ'ÿçêó ëèøå

â îäèí äîäàòêîâèé ìîìåíò ÷àñó â ìèíóëîìó u(t−h). Ðîçãëÿä æå ðîçïîäiëåíîãî

çàãàþâàííÿ ïîòðåáó¹ âèêîðèñòàííÿ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêó íà öiëîìó âiäðiçêó ÷àñó

(â íåñêií÷åíié êiëüêîñòi ìîìåíòiâ ÷àñó â ìèíóëîìó).

Ó âèïàäêó ñòàëîãî çàãàþâàííÿ, áàãàòî ðåçóëüòàòiâ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè

ðîçâ'ÿçêiâ äîâîäÿòüñÿ äëÿ çîñåðåäæåíîãî òà ðîçïîäiëåíîãî çàãàþâàííÿ îäíèìè

i òèìè ñàìèìè ìåòîäàìè. Ïðè ðîçãëÿäi çàãàþâàíü, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó,
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ìåòîäè iñòîòíî âèðiçíÿþòüñÿ. Äîáðå âiäîìî, ùî ïðèñóòíiñòü çîñåðåäæåíîãî

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, âíîñèòü ñóòò¹âi ñêëàäíîùi â äîñëiäæåííÿ.

Òàê, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, êëàñè÷íi ìåòîäè äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

òà ¨õ íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, ÿêi ðîçðîáëåíi äëÿ

ñòàëèõ çàãàþâàíü, íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi íàâiòü â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó.

Îñíîâíîþ ïðè÷èíîé öüîãî ¹ òîé ôàêò, ùî ÷ëåí iç çàãàþâàííÿì (ÇÇÑ) â öüîìó

âèïàäêó íå ¹ ëèïøèöåâèì íà êëàñè÷îìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Òàêó

ñèòóàöiþ äîáðå iëþñòðóþòü ïðîñòi ïðèêëàäè íå¹äèíîñòi (äèâ., íàïðèêëàä, [77],

[216], à òàêîæ [28]). Â ìîíîãðàôi¨ [32] íà ñòîð. 51 àâòîðè ïîñèëàþòüñÿ íà ðîáîòó

Ð.Äðàéâåðà [79] (R.D.Driver, 1963), êàæó÷è, ùî â íié âïåðøå áóëà âiäìi÷åíà

íå¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiâíÿíü iç çàãàþâàíÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó.

Íàâåäåìî ïðèêëàä íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç çàãàþâàíÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Öåé

ïðèêëàä íàâåäåíèé â ðîáîòi Ð.Äðàéâåðà [77] (1963). Ïðîñòå ñêàëÿðíå ðiâíÿííÿ

ẏ(t) = −2y(t− y(t)) + 5, t > 0 (1.1)

ç íåïåðåðâíîþ ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ

y(t) = ϕ(t) = |4 + t|1/2 + 2, t ≤ 0 (1.2)

ìà¹ äâà íåïåðåðâíèõ (íàâiòü íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ) ðîçâ'ÿçêà y1(t) =

4 + t, t ≥ 0 òà y2(t) = 4 + t − t2, t ∈ [0, 2]. Ïåðåâiðêà âiäáóâà¹òüñÿ ïðîñòîþ

ïiäñòàíîâêîþ â ðiâíÿííÿ. Áiëüøå îáãîâîðåííÿ äèâ. â ïóíêòi 3.1.

Îêðåìî âiäìiòèìî, ùî äî öüîãî ÷àñó ÷àñòî ìîæíà çóñòðiòè ïîìèëêîâå

ñóäæåííÿ, ùî óìîâà äîäàòíîñòi (íåîáåðòàííÿ â íóëü) âåëè÷èíè çàãàþâàííÿ

¹ äîñòàòíüîþ äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó. Ïîìèëêà ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî â öüîìó âèïàäêó ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä êðîêiâ [15, 30]. ßê ÷iòêî

ïîêàçó¹ âèùåíàâåäåíèé ïðèêëàä, ìåòîä êðîêiâ â öüîìó âèïàäêó íå ìîæå áóòè

çàñòîñîâàíèé. Â öüîìó ïðèêëàäi, âåëè÷èíà çàãàþâàííÿ áëèçüêà äî 4 äëÿ

ìàëèõ çíà÷åíü t, òîáòî íå¹äèíiñòü íå âèêëèêàíà ñèòóàöi¹þ, êîëè ðiâíÿííÿ iç

çàãàþâàííÿì âèðîäæó¹òüñÿ ó ðiâíÿííÿ áåç íüîãî.
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ßê îäèí iç ìîæëèâèõ øëÿõiâ ïîäîëàííÿ ñêëàäíîùiâ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç

ìîæëèâîþ íå¹äèíiñòþ ðîçâ'ÿçêiâ â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, äëÿ

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðàíiøå áóâ çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä,

çàñíîâàíèé íà çâóæåííi ôàçîâîãî ïðîñòîðó (ïðîñòîðó ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié) äî

ïðîñòîðó ëèïøèöåâèõ [78] àáî ïðîñòîðó íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

àáî éîãî ïiäìíîæèíè (òàê çâàíèé, ìíîãîâèä ðîçâ'ÿçêiâ), äèâ. [98, 205].

Ïåðåõiä âiä ïðîñòîðó íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äî ïðîñòîðó ëèïøèöåâèõ ôóíêöié

ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ñàì ÷ëåí iç çàãàþâàííÿì ñòà¹ ëèïøèöåâìì. Öå äîáðå

âèäíî ïðè ðîçãëÿäi ïðîñòî¨ ôóíêöi¨ ev(φ, s) = φ(s) : C[−h, 0] × [−h, 0] → R
(äèâ., îáãîâîðåííÿ íà ñòîð. 466 [98]). Öÿ ôóíêöiÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ

ïðåäñòàâëåííÿ íàéïðîñòiøîãî ðiâíÿííÿ ç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó

u̇(t) = G(u(t− r(ut)))

â ñòàíäàðòíîìó âèãëÿäi u̇(t) = F (ut), äå F çàäà¹òüñÿ ÿê êîìïîçèöiÿ F =

Go ev o (id× (−r)).

Çàóâàæåííÿ 1.11 Òóò, ÿê çàãàëüíîïðèéíÿòî â òåîði¨ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì,

ìè ïîçíà÷à¹ìî ut ôóíêöiþ ut = ut(θ) ≡ u(t + θ), θ ∈ [−h, 0], òîáòî ñåãìåíò

ðîçâ'ÿçêó íà ÷àñîâîìó ïðîìiæêó [t − h, t], àëå ïåðåíåñåíèé íà ïî÷àòêîâèé

âiäðiçîê [−h, 0]. Âiäìiòåìî, ùî öå âàæëèâå òà çðó÷íå ïîçíà÷åííÿ, íà äóìêó

Ð.Ä.Äðàéâåðà (äèâ. [80, ñ.286]), áóëî ââåäåíî Ñ.Í.Øèìàíîâèì [190] ó 1960ð.

Äiéñíî, ìè çóñòði÷à¹ìî öå ïîçíà÷åííÿ íà ñ.655 [190]. Îäíàê, ñëiä íàãîëîñèòè,

ùî ñàìà iäåÿ ðîçãëÿäàòè ñåãìåíòè ðîçâ'ÿçêiâ {u(t+θ), θ ∈ [−h, 0]} áóëà ÷iòêî
ñôîðìóëüîâàíà ðàíiøå, ïðèíàéìi â êíèçi Êðàñîâñüêîãî Í.Í. [15, ñ.157] (1959).

Ôóíêöiÿ ev(φ, s) : C[−h, 0] × [−h, 0] → R íå ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîþ, â

òîé ÷àñ, ÿê ¨¨ çâóæåííÿ Ev(φ, s) : C1[−h, 0] × [−h, 0] → R ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíèì ç D1Ev(φ, s)χ = Ev(χ, s) òà D2Ev(φ, s)1 = φ′(s).

Â íàøié ðîáîòi öåé ïiäõiä ðîçâèâà¹òüñÿ äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Çàïðîïîíîâàíi äåêiëüêà ìîæëèâèõ óçàãàëüíåíü (òèïiâ ôàçîâèõ ïðîñòîðiâ).

Çðó÷íèì çàñîáîì îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ïðåäñòàâëåííÿ

ðîçâ'ÿçêó, ÿê ôóíêöi¨ ÷àñîâîé çìiííî¨ çi çíà÷åííÿìè â ïiäõîäÿùîìó
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ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X, òîáòî ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ ÿê u : [t0, T ) → X.

Ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü X = Rn. Äîáðå âiäîìî, ùî

âàæëèâîþ ðèñîþ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (ùî âèðiçíÿ¹ ¨õ âiä çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü) ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíiñòü ïðîñòîðó X. Ó çâ'ÿçêó ç

öèì, âiäìiòåìî, ùî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì íàëåæèòü äî iíøîãî ïðîñòîðó Y ,

i ïèòàííÿ âèáîðó ïðîñòîðiâX òà Y ¹ íåòðèâiàëüíèìè. Íåñïiâïàäiííÿ ïðîñòîðiâ

X òà Y ¹ îäíi¹þ ç òðóäíîùiâ ïðè íàìàãàííi ðîçïîâñþäæåííÿ íà ðiâíÿííÿ ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ìåòîäiâ, ùî ðîçâèíóòi äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü. Ç iíøîãî áîêó, ìîæëèâiñòü âèáîðó ðiçíèõ ïàð X i Y äà¹ äîäàòêîâó

ñâîáîäó ó âèáîði ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ.

Â íàøié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíèé i àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä (áåç çâóæåíèÿ

íà ïiäìíîæèíè ëèïøèöåâèõ çà ÷àñîì ôóíêöié). Îäíó ç ãîëîâíèõ iäåé

ñêëàäà¹ ââåäåíå â äèñåðòàöi¨ ïîíÿòòÿ iãíîðóþ÷î¨ óìîâè äëÿ çàãàþâàííÿ, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó [159] òà óçàãàëüíåíî¨ iãíîðóþ÷î¨ óìîâè [162]. Íà îñíîâi

öèõ óìîâ ìè îòðèìó¹ìî ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíó

çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, íà âñüîìó êëàñè÷íîìó ïðîñòîði

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Â öüîìó êëàñè÷íîìó ïðîñòîði ìè äîñëiäæó¹ìî

àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ, çíàõîäèìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ

ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà. Ïðîäåìîñòðîâàíî, ùî iãíîðóþ÷à óìîâà ¹ çðó÷íîþ

òà ïðèðîäíüîþ âëàñòèâiñòòþ ÇÇÑ äëÿ øèðîêîãî êîëà çàäà÷, âêëþ÷íî ç

ïîñòàíîâêàìè äëÿ íåàâòîíîìíèõ, ëîêàëüíèõ òà íåëîêàëüíèõ, çà íàÿâíîñòi ÷è

âiäñóòíîñòi ðîçïîäiëåíèõ òà çìiøàíèõ çàãàþâàíü.

1.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îãëÿäó ëiòåðàòóðè òà ïîïåðåäíiì âiäîìîñòÿì,

âêëþ÷à¹ îñíîâíi âèçíà÷åííÿ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïîäàëüøèõ ðîçäiëàõ.

Òàêîæ ïîÿñíåíi âiäìiííiñòü òà ñêëàäíîùi, ÿêi âèíèêàþòü çà íàÿâíîñòi

çàãàþâàíü, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó. Îêðåñëåíi îñíîâíi íàïðÿìêè äîñëiäæåíü

òà ¨õ iäå¨.
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ÐÎÇÄIË 2. ÐIÂÍßÍÍß Ó ×ÀÑÒÈÍÍÈÕ

ÏÎÕIÄÍÈÕ ÇI ÑÒÀËÈÌ ÇÀÃÀÞÂÀÍÍßÌ

2.1. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

du

dt
+ Au = B(ut) äëÿ t > σ. (2.1)

Â ïåðøèõ äâîõ ðîçäiëàõ ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå ïðèïóùåííÿ

(A1) íà ëiíiéíèé îïåðàòîð A òà ðiçíi ïðèïóùåííÿ íà íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

B. Âiäîáðàæåííÿ B âêëþ÷à¹ çàãàþâàííÿ, ÿêi ìîæóòü áóòè ðiçíèõ òèïiâ -

ðîçïîäiëåíèì, çîñåðåäæåíèì, çìiøàíèì, à òàêîæ ìîæóòü ïîäiëÿòèñü íà ñòàëi

òà òi, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó. Â ïåðøié ÷àñòèíi ìè áóäåìî, â îñíîâíîìó,

âèêîðèñòîâóâàòè ïðèïóùåííÿ (A2) íà âiäîáðàæåííÿ B, ÿêå íàâåäåíå íèæ÷å.

(A1) Ëiíiéíèé îïåðàòîð A ¹ äîäàòíiì, ç äèñêðåòíèì ñïåêòðîì â

ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H iç ùiëüíîþ îáëàñòòþ âèçíà÷åííÿ

D(A) ⊂ H. Îòæå iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {ek} ïðîñòîðó H òàêèé, ùî

Aek = λkek, ç 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , lim
k→∞

λk =∞.

Ïîçíà÷èìî C(a, b;D(Aα)) ïðîñòið ñèëüíîíåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà [a, b] çi

çíà÷åííÿìè â îáëàñòi D(Aα), ÿêèé ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ sup{‖
Aαv(θ) ‖: θ ∈ [a, b]}. Òóò òà äàëi ‖ · ‖ - íîðìà H, òà (·, ·) âiäïîâiäíèé ñêàëÿðíèé
äîáóòîê. Òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè | · |α ≡ ‖Aα · ‖ äëÿ êîðîòêîñòi.

Äëÿ r > 0, ìè ïîçíà÷à¹ìî, äëÿ êîðîòêîñòi, ïðîñòið Cα = C([−r, 0];D(Aα))

ç íîðìîþ |v|Cα ≡ sup{‖ Aαv(θ) ‖: θ ∈ [−r, 0]}.
(A2) Íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ B : Cα → H (0 ≤ α ≤ 1/2) ìà¹ âèãëÿä

v → B(v) = B0(v(0)) +B1(v), (2.2)

äå B0 òà B1 - âiäîáðàæåííÿ ç D(Aα) (âiäïîâiäíî ç Cα) äî H òàêi, ùî

‖ B0(w1)−B0(w2) ‖≤M0 ‖ Aα(w1 − w2) ‖, äëÿ w1, w2 ∈ D(Aα) (2.3)

òà

‖ B1(v1)−B1(v2) ‖≤M1 |v1 − v2|Cα, äëÿ v1, v2 ∈ Cα, (2.4)
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äå M0 òà M1 - äîäàòíi ñòàëi.

Òðàäèöiéíî äëÿ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì (äèâ. [30]), ìàþ÷è ôóíêöiþ u :

[a − r, b] → H, äëÿ êîæíîãî t ∈ [a, b] ìè ïîçíà÷à¹ìî ut = ut(θ) ôóíêöiþ

àðãóìåíòà θ ∈ [−r, 0], ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì ut(θ) = u(t+θ), θ ∈ [−r, 0].

Ìåòîþ íàøîãî äîñëiäæåííÿ â öié ÷àñòèíi ¹ äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ÿêà

ïîðîäæåíà åâîëþöiéíèì ðiâíÿííÿì (2.1) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè uσ ∈ Cα â

ìîìåíò σ ∈ R :

u(σ + θ) = uσ(θ) äëÿ θ ∈ [−r, 0]. (2.5)

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êëàñè÷íå

Âèçíà÷åííÿ 2.1 Ôóíêöiÿ u(t) ∈ C(σ − r, T ;D(Aα)) çâåòüñÿ (ñëàáêèì)

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.1) òà (2.5) íà [σ, T ], ÿêùî u(σ+θ) = uσ(θ) äëÿ θ ∈ [−r, 0]

òà

u(t) = e−(t−σ)Auσ(0) +

∫ t

σ

e−(t−τ)AB(uτ) dτ. (2.6)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíèé ìåòîä íåðóõîìî¨ òî÷êè (äëÿ ñòèñêàþ÷èõ

âiäîáðàæåíü), ìîæíà ëåãêî äîâåñòè iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i

(2.1), (2.5). Òàêèì ÷èíîì ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St ó

ïðîñòîði Cα çà ïðàâèëîì

St[u0] ≡ ut(θ) =

{
u(t+ θ), äëÿ t+ θ > 0,

u0(t+ θ), äëÿ t+ θ ≤ 0,
(2.7)

äå u(t) - ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (2.1), (2.5) ç σ = 0.

Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå N òà ïîçíà÷èìî P = PN îðòîïðîåêòîð íà

ïiäïðîñòið, çáóäîâàíèé ïåðøèìè N âëàñíèìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A (äèâ.

(À1) âèùå). Ïîçíà÷èìî Q = I − P . Òàêîæ âèçíà÷èìî N -âèìiðíèé ïðîåêòîð

P̂ = P̂N òà ïðîåêòîð Q̂ = Q̂N â Cα íàñòóïíèì ÷èíîì

P̂ φ = (P̂ φ)(θ) =
N∑
k=1

e−λkθ(φ(0), ek)ek ≡ e−AθPφ(0), Q̂ ≡ I − P̂ ,

äå−r ≤ θ ≤ 0 òà φ = φ(θ) åëåìåíò ïðîñòîðó Cα. Ïðîñòi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü,

ùî P̂ ¹ ñïåêòðàëüíèì ïðîåêòîðîì ãåíåðàòîðà A ëiíiéíî¨ ïiâãðóïè Tt ó Cα, ùî
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âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ, ïîäiáíî äî (2.7) äëÿ çàäà÷i (2.1), (2.5) ç B(u) ≡ 0, òîáòî

(Ttu0)(θ) =

{
e−(t+θ)Au0(0), t+ θ > 0,

u0(t+ θ), t+ θ ≤ 0.

Òàêèì ÷èíîì (Au0)(θ) ≡ limt→0 t
−1(Ttu0− u0)(θ) iñíó¹ òà íàëåæèòü äî Cα òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè

u0 ∈ D(A) ≡ {v ∈ Cα : v(θ) ∈ C1(−r, 0;D(Aα)),

v(0) ∈ D(A1+α), v′(0) + Av(0) = 0}.

Â öüîìó âèïàäêó (Au0)(θ) = u′0(θ) òà P̂A ⊂ AP̂ .
Ïàðà (St, C)t≥0 cêëàäà¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó. Öå çîêðåìà îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à

çà ðîçâ'ÿçêàìè ÿêî¨ áóäó¹òüñÿ äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ â

ïðîñòîði C ó ñåíñi Æ.Àäàìàðà [92, 93].

2.2. Iíåðöiéíi ìíîãîâèäè iç çàãàþâàííÿì (IÌÇ) äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì.

Äîâåäåíî iñíóâàííÿ Iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó iç çàãàþâàííÿì (IÌÇ). Ìè òàêîæ

ïîêàçó¹ìî, ùî ñèñòåìà ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü iñòîòíèõ ìîä òà ìîæå áóòè

(àñèìïòîòè÷íî) ðåêîíñòðóéîâàíà çà äîïîìîîþ ñêií÷åííîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ç

çîñåðåäæåíèìè çàãàþâàííÿìè.

Ïîíÿòòÿ iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü â äîñëiäæåííi

àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè íåñêií÷åííîâèìiðíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (äèâ.,

íàïðèêëàä [86, 52, 73, 31] òà ïîñèëàííÿ â öèõ ðîáîòàõ). Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä

öå iíâàðiàíòíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ìíîãîâèä ó ôàçîâîìó ïðîñòîði H ñèñòåìè,

ÿêèé åêñïîíåíöiéíî ïðèòÿãó¹ (ç åêñïîíåíöiéíîþ øâèäêiñòþ) âñi òðà¹êòîði¨.

Âií, çàçâè÷àé áóäó¹òüñÿ ÿê ãðàôiê äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ ç PH â (I −
P )H, äå P ¹ N -âèìiðíèì ïðîåêòîðîì. Îäíàê iñíóâàííÿ òàêîãî ìíîãîâèäó

çàçâè÷àé âäà¹òüñÿ äîâåñòè ïðè äîñòàòíüî iñòîòíîìó îáìåæåííi íà ñïåêòð

(äèâ. ïðîöèòîâàíi âèùå ðîáîòè). Äëÿ âèâ÷åííÿ âèïàäêà, êîëè öå îáìåæåííÿ

íå ìà¹ ìiñöÿ, áóëè çàïðîïîíîâàíi òàêi ïîíÿòòÿ ÿê Íàáëèæåíèé Iíåðöiéíèé
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Ìíîãîâèä (ÍIÌ) (äèâ. [84, 31]) òà åêñïîíåíöiéíèé àòðàêòîð [81]. Öå âiäêðèëî

íîâi ìîæëèâîñòi ó ÷èñåëüíîìó âèâ÷åííi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè äèíàìi÷íèõ

ñèñòåì.

Ïîíÿòòÿ iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó ç çàãàþâàííÿì (IÌÇ) áóëî çàïðîïîíîâàíî

ó [75]. IÌÇ íå ïîòðåáó¹ îáìåæåíü íà ñïåêòð, ¹ iíâàðiàíòíîþ ëèïøèöåâîþ

ïîâåðõíåþ i âèÿâëÿ¹òüñÿ êîðèñíèì ïðè äîñëiäæåííÿõ âëàñòèâîñòåé äèíàìi÷íî¨

ñèñòåìè.

Íàøîþ íàéáëèæ÷îþ ìåòîþ ¹ óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ [75] íà âèïàäîê

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì. Äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü ìiíiìàëüíèì

iíòåðâàëîì, íà ÿêîìó ïîâèííi áóòè âèçíà÷åíi ôóíêöi¨, ïîâèíåí áóòè iíòåðâàë

äîâæèíè r > 0 (äèâ., íàïðèêëàä, [30, 53, 49, 63, 43] òà [42], äå áóâ çáóäîâàíèé

Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä äëÿ Ð×Ï iç çàãàþâàííÿì). ßê i ÍIÌ, íàø IÌÇ áóäó¹òüñÿ

íà äåÿêîìó iíòåðâàëi [−T, 0].

Ìè äîâîäèìî, ùî IÌÇ iñíó¹ äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ T òà äëÿ äîâiëüíèõ

N òà r. Íàéáiëüø âàæëèâèì ¹ âèïàäîê, êîëè ñòàëi Ëèïøèöÿ ìíîãîâèäà ¹

ìåíøèìè çà îäèíèöþ. Ìè òàêîæ ïðåäñòàâëÿ¹ìî àëãîðèòì âèáîðà T òà r â

çàëåæíîñòi âiä âèìiðíîñòi N äëÿ âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè. Òàêîæ íàâåäåíi âåðõíÿ

òà íèæíÿ îöiíêè äëÿ T òà âåðõíÿ îöiíêà äëÿ r â êîíòåêñòi íàøîãî àëãîðèòìà.

Â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó r = 0 (âiäñóòíiñòü çàãàþâàííÿ) ðåçóëüòàòè [75]

çàëèøàþòüñÿ áåç çìií òà ïðè ïîïåðåäíiõ ïðèïóùåííÿõ.

Âàæëèâèì íàñëiäêîì iñíóâàííÿ IÌÇ ¹ ïîñèëåííÿ ðåçóëüòàòà Ôîÿøà òà

Ïðîäi [85] ïðî âèçíà÷íi ìîäè (äèâ. òàêîæ [75, 200, 17, 31] äëÿ âèïàäêó

áåç çàãàþâàííÿ). Ìè äîâîäèìî, ùî ÿêùî u1, u2 ¹ äâîìà ðîçâ'ÿçêàìè, ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü |P (u1(tk)− u2(tk))|H → 0, ïðè tk → +∞, òî |u1(t)− u2(t)|H →
0, ïðè t→ +∞, äå âëàñòèâîñòi ÷àñîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi {tk}∞k=1 çàëåæàòü òiëüêè

âiä ïðîåêòîðà P .

Iíøèì íàñëiäêîì (äèâ., òàêîæ [75] äëÿ âèïàäêó áåç çàãàþâàííÿ) ¹ íàñòóïíà

âëàñòèâiñòü. ßêùî îðáiòà âèçíà÷åíà äëÿ t ≤ 0 òà íå çðîñòà¹ çàíàäòî øâèäêî

íà −∞, òîäi (I − P )u(0) ¹ ôóíêöi¹þ {Pu(−tk)}∞k=1, äå tk → +∞ ÿê ðàíiøå. Â

öüîìó ñåíñi ïî÷àòêîâà íåñêií÷åííîâèìiðíà ñèñòåìà (ðiâíÿííÿ) iç ðîçïîäiëåíèì
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íà ñåãìåíòi [−r, 0] çàãàþâàííÿì ¹ åêâiâàëåíòíîþ ñêií÷åííîâèìiðíié ñèñòåìi ç

çîñåðåäæåíèì â òî÷êàõ {−tk}∞k=1 çàãàþâàííÿì.

Ïåðåä âèêëàäåííÿì ðåçóëüòàòiâ, âiäçíà÷èìî ñêëàäíiñòü, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç

ïðèñóòíiñòþ çàãàþâàííÿ â ñèñòåìi. Ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà íàñòóïíîìó ïðèêëàäi.

Äëÿ ïîáóäîâè IÌÇ àáî ÍIÌ íà ñåãìåíòi [−T, 0] çàçâè÷àé øóêàþòü ðîçâ'ÿçîê,

ÿêèé ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ äåÿêîãî âiäîáðàæåííÿ, ÿêå äi¹ â ïðîñòîði ôóíêöié,

ùî âèçíà÷åíi íà [−T, 0]. Öå âiäîáðàæåííÿ çàçâè÷àé ïîâ'ÿçàíî ç ôîðìóëîþ

âàðiàöi¨ ñòàëèõ. Äëÿ ñèñòåìè ç çàãàþâàííÿì r > 0, ôîðìóëà âàðiàöi¨ ñòàëèõ

âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ, ÿêå äi¹ ç ïðîñòîðó ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà [−T − r, 0],

â ïðîñòið ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà [−T, 0]. Òàêèì ÷èíîì, îäðàçó áà÷èìî,

ùî ìåòîä íåðóõîìî¨ òî÷êè òóò çàñòîñóâàòè íåìîæëèâî. Äëÿ ïîäîëàííÿ öi¹¨

ïåðåøêîäè ìè ââåäåìî ôóíêöiþ çñóâó-ïðîäîâæåííÿ, ÿêà ¹ êëþ÷îâîþ â íàøèõ

ïîáóäîâàõ.

2.2.1. Iñíóâàííÿ iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó ç çàãàþâàííÿì. Ãîëîâíèì

ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ÷àñòèíè ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ Iíåðöiéíîãî

ìíîãîâèäó ç çàãàþâàííÿì äëÿ çàäà÷i (2.1).

Òåîðåìà 2.2 . Iñíó¹ T0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî T ∈ (0, T0], äîâiëüíèõ p ∈
PNH òà ψ ∈ Q̂NCα iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i (2.1), ùî âèçíà÷åíèé

íà [−T,∞) òàêèé, ùî

PNu(0) = p, Q̂N u−T = ψ.

Áiëüø òîãî, ÿêùî ìè ïîëîæèìî Φ(p, ψ) ≡ Q̂N u0, òî öå âèçíà÷à¹ ëèïøèöåâå

âiäîáðàæåííÿ ç PNH×Q̂NCα äî Q̂NCα òîáòî, äëÿ äîâiëüíèõ (pi, ψi) ∈ PNH×
Q̂NCα, i = 1, 2 ìà¹ìî:

|Φ(p1, ψ1)− Φ(p2, ψ2)|Cα ≤ L1(T )|p1 − p2|α + L2(T )|ψ1 − ψ2|Cα. (2.8)

Áiëüø òîãî, iñíó¹ ñòàëà c̃ òàêà, ùî ÿêùî λ1−α
N > c̃, òî ìîæëèâî çíàéòè T

òà r < T , òàêi, ùî ñòàëi Ëèïøèöÿ Li < 1, i = 1, 2.
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Ìè êàæåìî, ùî Φ âèçíà÷à¹ ìíîãîâèä M â PNH × Q̂NCα × Q̂NCα. Öåé

ìíîãîâèä ¹ iíâàðiàíòíèì, òîáòî ÿêùî u(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.1), òî

Q̂N ut = Φ
(
PN u(t), Q̂N ut−T

)
, t ≥ 0.

Çàóâàæåííÿ 2.3 Öåé ìíîãîâèä iç çàãàþâàííÿì iñíó¹ äëÿ äîâiëüíîãî N, áåç

îáìåæåíü íà ñïåêòð A òà äëÿ äîâiëüíîãî çàãàþâàííÿ r (r ìîæå áóòè

âåëèêèì àáî ìàëèì).

Çàóâàæåííÿ 2.4 ßêùî ìè ïîëîæèìî r = 0, òî ôàçîâèé ïðîñòið

Cα ïåðåòâîðèòüñÿ ó D(Aα) òà ïðîåêòîð Q̂N ñòàíå QN . Óìîâè, ùî

íàêëàäàþòüñÿ íà T (äèâ. îöiíêè (2.14), (2.20) òà (2.21) íèæ÷å) ïî ñóòi òàêi

ñàìi, ÿê â ðîáîòi À.Äåáóøà òà Ð.Òåìàìà [75] (äèâ. (2.1), (2.4) òà (2.5)). Â

öüîìó âèïàäêó íàøi ðåçóëüòàòè ïîâòîðþþòü ðåçóëüòàòè [75], i òîìó íàøà

îñíîâíà óâàãà ïðèäiëåíà âèïàäêó r > 0.

Äîâåäåíà íèæ÷å ëåìà 2.10 äà¹ îäèí ç ìîæëèâèõ àëãîðèòìiâ âèáîðà T òà

r ≥ 0 â çàëåæíîñòi âiä N äëÿ îòðèìàííÿ Li < 1. Òàêîæ íàâåäåíi âåðõíÿ òà

íèæíÿ îöiíêè äëÿ T òà âåðõíÿ îöiíêà äëÿ r â ìåæàõ öüîãî àëãîðèòìà.

Çàóâàæåííÿ 2.5 Âiäçíà÷à¹ìî, ùî äëÿ ðiâíÿíü áåç çàãàþâàííÿ iñíó¹ äâà

øèðîêî âèêîðèñòîâó¹ìèõ ìåòîäà ïîáóäîâè iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ (äèâ. [86,

52]. Ïåðøèé ìåòîä âèìàãà¹ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè â íàïðÿìêó ñïàäàííÿ

÷àñó òîáòî, ìàþ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè â t0, íåîáõiäíî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê äëÿ

t < t0. Äëÿ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì öå â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåìîæëèâî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. Ïåðø çà âñå äàìî ïðîñòó õàðàêòåðèñòèêó ïiäïðîñòîðó

Q̂NCα ⊂ Cα : Q̂NCα = {φ ∈ Cα | PN φ(0) = 0}.
Äëÿ ôiêñîâàíèõ T > 0 òà ψ ∈ Q̂NCα ââîäèìî ïðîñòîðè

Y1 ≡ {y ∈ C(−T, 0;D(Aα)) : QN y(−T ) = 0},

Y2 = Y2(ψ) ≡ {y ∈ C(−T − r, 0;D(Aα)) : Q̂N y−T = ψ}

ç íîðìàìè |y|Y1 = sup
[−T,0]

‖ Aαy(·) ‖, |y|Y2 = sup
[−T−r,0]

‖ Aαy(·) ‖ . Âiäçíà÷èìî, ùî

Y1 - ëiíiéíèé ïðîñòið.
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Äëÿ äîâiëüíîãî ψ ∈ Q̂NCα ìè ââîäèìî íàñòóïíó ôóíêöiþ çñóâó-

ïðîäîâæåííÿ E : Y1 → Y2, ÿêà âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ:

E(y, ψ)(s) ≡

{
y(s) + e−(s+T )Aψ(0), ÿêùî s ∈ [−T, 0],

ψ(s+ T ) + e−(s+T )APNy(−T ), ÿêùî s ∈ [−T − r,−T ].
(2.9)

Íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà

Ëåìà 2.6 . Äëÿ âñiõ yi ∈ Y1, ψ
i ∈ Q̂NCα, i = 1, 2 òà s ∈ [−T, 0] ìà¹ìî

‖B(E(y1, ψ1)s)−B(E(y2, ψ2)s)‖

≤ (M0 +M1)|ψ1 − ψ2|Cα + (M0 +M1e
λNr)|y1 − y2|Y1. (2.10)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.6. Äëÿ âñiõ s ∈ [−T, 0]

‖B(E(y1, ψ1)s)−B(E(y2, ψ2)s)‖ ≤M0‖Aα(E(y1, ψ1)(s)− E(y2, ψ2)(s))‖

+M1 max
θ∈[−r,0]

‖Aα(E(y1, ψ1)(θ + s)− E(y2, ψ2)(θ + s))‖.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.9), îòðèìó¹ìî

‖Aα(E(y1, ψ1)(s)− E(y2, ψ2)(s))‖

= ‖Aα(y1(s)− y2(s) + e−(s+T )A(ψ1(0)− ψ2(0)))‖

òà

max
θ∈[−r,0]

‖Aα(E(y1, ψ1)(θ + s)− E(y2, ψ2)(θ + s))‖ =

= max{ max
θ∈[−T−r−s,−T−s]

f(θ), max
θ∈[−T−s,0]

g(θ) },

äå ìè ïîçíà÷èëè

f(θ)≡‖Aα(ψ1(s+ θ + T )− ψ2(s+ θ + T ) + e−(s+θ+T )A(y1(−T )− y2(−T )))‖,

g(θ) ≡ ‖Aα(y1(s+ θ)− y2(s+ θ) + e−(s+θ+T )A(ψ1(0)− ψ2(0)))‖.

Òàêèì ÷èíîì

max
θ∈[−r,0]

‖Aα(E(y1, ψ1)(θ + s)− E(y2, ψ2)(θ + s))‖
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≤ |ψ1 − ψ2|Cα + eλNr|y1 − y2|Y1. (2.11)

öå äà¹ (2.10). Ëåìà 2.6 äîâåäåíà.

Çàôiêñó¹ìî p ∈ PNH òà ψ ∈ Q̂NCα. Ââåäåìî âiäîáðàæåííÿ F : Y1 → Y1

íàñòóïíèì ÷èíîì

F(y)(t) ≡ e−tAp+

∫ t

0

e−(t−τ)APNB(E(y)τ) dτ +

∫ t

−T
e−(t−τ)AQNB(E(y)τ) dτ,

(2.12)

äå t ∈ [−T, 0] òà E(y) = E(y, ψ).

Çàóâàæåííÿ 2.7 Äëÿ âñiõ z ∈ Y1, ÿêùî y = F(z), òî PN y(0) = p òà

QN y(−T ) = 0.

ßêùî ìè çíàéäåìî íåðóõîìó òî÷êó F , òîáòî F(ȳ) = ȳ, òîäi äëÿ s ∈ [−T, 0]

E(F(ȳ))(s) = F(ȳ)(s) + e−(s+T )Aψ(0) = ȳ(s) + e−(s+T )Aψ(0) = E(ȳ)(s)

= e−sAp+e−(s+T )Aψ(0)+

∫ s

0

e−(s−τ)APNB(E(ȳ)τ)dτ+

∫ s

−T
e−(s−τ)AQNB(E(ȳ)τ)dτ.

Òàêèì ÷èíîì u(s) ≡ E(ȳ)(s) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.1) äëÿ s ∈ [−T, 0] ç âëàñòèâîñòÿìè

PNu(0) = p, Q̂N u−T = ψ.

Îòæå, íàøà íàéáëèæ÷à ìåòà - çíàéòè íåðóõîìó òî÷êó F . Âèêîðèñòîâóþ÷è
íàñòóïíi îöiíêè (äèâ., íàïðèêëàä, [200, 86, 31])

‖ Aαe−tAP ‖≤ λαN · eλN |t|, t ∈ R; ‖ e−tAQ ‖≤ e−λN+1t, t ≥ 0;

‖ Aαe−tAQ ‖≤ [(α/t)α + λαN+1] · e−λN+1t, t > 0, α > 0,

ìà¹ìî

‖Aα(F(y1)(t)−F(y2)(t))‖ ≤
∫ 0

t

λαNe
λN (τ−t)‖B(E(y1)τ)−B(E(y2)τ)‖dτ

+

∫ t

−T

(
αα

(t− τ)α
+ λαN+1

)
e−λN+1(t−τ)‖B(E(y1)τ)−B(E(y2)τ)‖dτ.

Ëåìà 2.6 ç ψ1 = ψ2 = ψ äà¹

‖Aα(F(y1)(t)−F(y2)(t))‖ ≤
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t

eλNτdτ + ααe−λN+1t

t∫
−T

eλN+1τ

(t− τ)α
dτ + λαN+1e

−λN+1t

t∫
−T

eλN+1τdτ


×
(
M0 +M1e

λNr
)
|y1 − y2|Y1 ≤[

λα−1
N (e−λN t − 1) +

αα

1− α
(t+ T )1−α + λα−1

N+1(1− e
−λN+1(t+T ))

]
×
(
M0 +M1e

λNr
)
|y1 − y2|Y1.

Îñòàòî÷íî ìè îòðèìó¹ìî

|F(y1)−F(y2)|Y1 ≤ γN(T )
(
M0 +M1e

λNr
)
|y1 − y2|Y1,

äå

γN(T ) ≡ λα−1
N (eλNT − 1) +

αα

1− α
T 1−α + λα−1

N+1(1− e
−λN+1T ). (2.13)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî N , ìè ìà¹ìî γN(T )→ 0, êîëè T → 0.

Çàóâàæåííÿ 2.8 γN(T ) íå çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè çàãàþâàííÿ r.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìè âèáåðåìî T0 òàê, ùî

δ ≡ γN(T0)
(
M0 +M1e

λNr
)
< 1, (2.14)

òî äëÿ T ∈ (0, T0] îòðèìà¹ìî |F(y1)−F(y2)|Y1 ≤ δ|y1 − y2|Y1.
Òîáòî iñíó¹ ¹äèíà íåðóõîìà òî÷êà ȳ ñòèñêàííÿ F .
Òåïåð ìè âèçíà÷à¹ìî âiäîáðàæåííÿ Φ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ ôiêñîâàíèõ

p ∈ PNH òà ψ ∈ Q̂NCα ïîçíà÷èìî ȳ íåðóõîìó òî÷êó F , ÿêà îòðèìàíà äëÿ p òà
ψ. Òîäi

Φ(p, ψ) ≡ Q̂NE(ȳ)0 ≡ E(ȳ)(θ)− e−Aθp, θ ∈ [−r, 0]. (2.15)

Äîâåäåìî, ùî Φ ¹ ëèïøèöåâèì âiäîáðàæåííÿì (äèâ. (2.8)). Íåõàé yi òàêi, ùî

F(yi) = yi äëÿ pi òà ψi, i = 1, 2. Ðîçãëÿíåìî

y1(t)− y2(t) = e−tA(p1 − p2)

+

∫ t

0

e−(t−τ)APN
[
B(E(y1, ψ1)τ)−B(E(y2, ψ2)τ)

]
dτ
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+

∫ t

−T
e−(t−τ)AQN

[
B(E(y1, ψ1)τ)−B(E(y2, ψ2)τ)

]
dτ. (2.16)

Îá÷èñëåííÿ òà ëåìà 2.6 äàþòü

|y1 − y2|Y1 ≤ eλNT |p1 − p2|α

+γN(T )
[
(M0 +M1)|ψ1 − ψ2|Cα + (M0 +M1e

λNr)|y1 − y2|Y1
]
,

äå γN(T ) âèçíà÷åíî ó (2.13)

|y1 − y2|Y1
[
1− γN(T )(M0 +M1e

λNr)
]
≤ eλNT |p1 − p2|α

+γN(T )(M0 +M1)|ψ1 − ψ2|Cα.

Âiäçíà÷èìî, ùî iñíóâàííÿ yi ÿê íåðóõîìèõ òî÷îê âiäîáðàæåííÿ F áóëî

äîâåäåíî äëÿ òàêèõ T , ùî 1− γN(T )(M0 +M1e
λNr) > 0. Òàêèì ÷èíîì

|y1 − y2|Y1 ≤
[
1− γN(T )(M0 +M1e

λNr)
]−1

×
(
eλNT |p1 − p2|α + γN(T )(M0 +M1)|ψ1 − ψ2|Cα

)
. (2.17)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî

Φ(p1, ψ1)(θ)− Φ(p2, ψ2)(θ) = E(y1)(θ)− E(y2)(θ)− e−Aθ(p1 − p2).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.11), ìè îòðèìó¹ìî

|Φ(p1, ψ1)− Φ(p2, ψ2)|Cα ≤ |ψ1 − ψ2|Cα + eλNr|y1 − y2|Y1 + eλNr|p1 − p2|α.

Ç öüîãî òà (2.17) îòðèìó¹ìî

|Φ(p1, ψ1)− Φ(p2, ψ2)|Cα ≤ L1(T )|p1 − p2|α + L2(T )|ψ1 − ψ2|Cα,

äå

L1(T ) ≡ eλNr
[
1 +

eλNT

1− γN(T )(M0 +M1eλNr)

]
,

L2(T ) ≡ 1 +
γN(T )eλNr(M0 +M1)

1− γN(T )(M0 +M1eλNr)
. (2.18)
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Çàóâàæåííÿ 2.9 Âèêîðèñòîâóþ÷è γN(T ) → 0 äëÿ T → 0, ìà¹ìî L1(T ) →
2eλNr òà L2(T )→ 1 ïðè T → 0.

Çàëèøîê äîâåäåííÿ ïðèñâÿ÷åíèé âèïàäêó r < T . Â öüîìó âèïàäêó íàì òðåáà

ïîêàçàòè, ùî Li ìîæóòü áóòè îáðàíi ìåíøèìè çà 1.

Φ(p1, ψ1)(θ)− Φ(p2, ψ2)(θ) = E(y1)(θ)− E(y2)(θ)− e−Aθ(p1 − p2)

= y1(θ)− y2(θ)− e−A(θ+T )(ψ1(0)− ψ2(0))− e−Aθ(p1 − p2)

= Q̂N(y1(θ)− y2(θ))− e−A(θ+T )(ψ1(0)− ψ2(0)).

Îñêiëüêè r < T , ìè ìà¹ìî

|Φ(p1, ψ1)− Φ(p2, ψ2)|Cα ≤ |Q̂N(y1
0 − y2

0)|Cα + |ψ1(0)− ψ2(0)|αe−λN+1(T−r)

≤ |Q̂N(y1
0 − y2

0)|Cα + |ψ1 − ψ2|Cαe−λN+1(T−r).

Ç (2.16) òà ëåìè 2.6 âèïëèâà¹

|Q̂N(y1
0 − y2

0)|Cα ≤ γN(r)
[
(M0+M1)|ψ1−ψ2|Cα+(M0+M1e

λNr)|y1−y2|Y1
]
.

öå òà (2.17) äà¹

|Φ(p1, ψ1)− Φ(p2, ψ2)|Cα

≤ |ψ1 − ψ2|Cαe−λN+1(T−r) + γN(r)(M0 +M1)|ψ1 − ψ2|Cα+

+
γN(r)(M0 +M1e

λNr)

1− γN(T )(M0 +M1eλNr)

×
(
eλNT |p1 − p2|α + γN(T )(M0 +M1)|ψ1 − ψ2|Cα

)
.

Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìó¹ìî âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ (2.8) ç

L1(T ) = γN(r)eλNT
eλNT (M0 +M1e

λNr)

1− γN(T )(M0 +M1eλNr)
,

L2(T ) = e−λN+1(T−r) + γN(r)(M0 +M1)

[
1 +

γN(T )(M0 +M1e
λNr)

1− γN(T )(M0 +M1eλNr)

]
. (2.19)

Íàñòóïíà ëåìà 2.10 äà¹ îäèí ç ìîæëèâèõ àëãîðèòìiâ âèáîðà T òà r, ùî

çàëåæàòü âiä N , äëÿ Li < 1.
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Ëåìà 2.10 Îáåðåìî äîâiëüíå c > ln 2. Ïðèïóñòèìî

λ1−α
N > (M0 +M1e

c)Dc, (2.20)

äå Dc = 4ec(ec − e−c + αα

1−αc
1−α). Òîäi, ÿêùî r òà T òàêi, ùî

r +
ln 2

λN+1
< T ≤ c

λN+1
, (2.21)

òîäi ñòàëi Ëèïøèöÿ Li < 1 (äèâ. (2.19) ).

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.10. Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî N, T òà

r çàäîâiëüíÿþòü

e−λN+1(T−r) <
1

2
, (2.22)

γN(T )eλNT (M0 +M1e
λNr) <

1

4
. (2.23)

Äiéñíî, ç (2.23) ìà¹ìî (2.14) òà γN(T )(M0 +M1e
λNr) < 1

2 , ùî ðàçîì ç r < T òà

(2.23) äà¹ L1 < 1 òà L2(T ) < e−λN+1(T−r) +2γN(r)(M0 +M1). Òîäi (2.22) òà (2.23)

äàþòü L2 < 1. Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåäåìî, ùî (2.20),(2.21) äàþòü (2.22),(2.23).

Ðîçãëÿíåìî γN(T ), âèêîðèñòîâóþ÷è λN+1r ≤ λN+1T ≤ c (äèâ. (2.21) ):

γN(T ) ≤ ec − 1

λ1−α
N

+
ααc1−α

(1− α)λ1−α
N

+
1− e−c

λ1−α
N

≤ Dc

4λ1−α
N ec

.

Òåïåð

γN(T )eλNT (M0 +M1e
λNr) ≤ γN(T )ec(M0 +M1e

c) ≤ Dc(M0 +M1e
c)

4λ1−α
N

.

Òàêèì ÷èíîì (2.23) âèïëèâà¹ ç (2.20). Ëåãêî áà÷èòè, ùî (2.22) ¹ íàñëiäêîì

r + ln 2
λN+1

< T (äèâ. (2.21)). Ëåìà 2.10 äîâåäåíà. 2

Âëàñòèâiñòü iíâàðiàíòíîñòi Φ ¹ íàñëiäêîì ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó. Öå çàâåðøó¹

äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. �

Çàóâàæåííÿ 2.11 Ç (2.19) ìè îòðèìó¹ìî íåîáõiäíiñòü r < T äëÿ L2(T ) < 1.

Öåé ôàêò ìà¹ ïðÿìå ïîÿñíåííÿ. Äiéñíî, ÿêùî r ≥ T , òî ñåãìåíò [−T−r,−T ]

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ψ ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ñåãìåíòîì [−r, 0] âèçíà÷åííÿ Φ(ψ),



60

òà ìîæëèâî îáðàòè p1 = p2 òà ψ1, ψ2 òàêèì ÷èíîì, ùî |Φ(ψ1)−Φ(ψ2)|Cα ≥
|ψ1 − ψ2|Cα. Òîäi L2(T ) áóä¹ ≥ 1. Öå öiëêîì âiäïîâiäà¹ (2.18).

Íàïðèêëàä, ìè ìîæåìî âçÿòè ψ1, ψ2 òàê, ùî PNψ
i(s) = 0, s ∈ [−r, 0] òà

max
θ∈[−r,T−r]

|QN(ψ1(θ)− ψ2(θ))|α ≤ max
θ∈[T−r,0]

|QN(ψ1(θ)− ψ2(θ))|α.

Tîäi |ψ1 − ψ2|Cα = max
ξ∈[T−r,0]

|QN(ψ1(ξ)− ψ2(ξ))|α. Ç iíøîãî áîêó

|Φ(ψ1)− Φ(ψ2)|Cα ≥ max
θ∈[−r,−T ]

|QN(Φ(ψ1)(θ)− Φ(ψ2)(θ))|α =

max
θ∈[−r,−T ]

|QN(ψ1(θ + T )− ψ2(θ + T ))|α = max
ξ∈[T−r,0]

|QN(ψ1(ξ)− ψ2(ξ))|α.

Òåïåð ìè äàìî âàæëèâèé íàñëiäîê òåîðåìè 2.2, ÿêèé ñòîñó¹òüñÿ ñêií÷åííîñòi

êiëüêîñòi ñóòò¹âèõ ìîä (äëÿ âèçíà÷åííÿ äèâ. [85, 200, 17, 31] òà ïîñèëàííÿ).

Äëÿ ñèñòåìè ç çàãàþâàííÿì (2.1), êàæåìî, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü

ñóòò¹âèõ ìîä, ÿêùî iñíó¹ N0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ N ≥ N0 ç âëàñòèâîñòi

|PN(u1(t)− u2(t))|α → 0, ïðè t→∞ îòðèìó¹ìî |u1
t − u2

t |Cα → 0, ïðè t→∞.
Öå îçíà÷à¹, ùî òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü ãàëåðêiíñüêèõ êîîðäèíàò ïîâíiñòòþ

âèçíà÷àþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ñèñòåìè. Â íàñòóïíié òåîðåìi 2.12 ìè

äîâåäåìî, ùî äîñòàòíüî îöiíèòè öi ñóòò¹âi (âèçíà÷àëüíi) êîîðäèíàòè òiëüêè â

ïîñëiäîâíîñòi ìîìåíòiâ ÷àñó.

Òåîðåìà 2.12 . Íåõàé T, r òà N îáðàíi, ÿê â òåîðåìi 2.2 òàê, ùî ñòàëi

Ëèïøèöÿ Li < 1, i = 1, 2, (äèâ. (2.8) òà ëåìó 2.10). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó

ïîñëiäîâíiñòü {tk}∞k=1, òàêó, ùî 0 = t1 < t2 < .. < tk → +∞ òà

r +
ln 2

λN+1
< ti+1 − ti ≤ T, i = 1, 2, .. (2.24)

Òîäi, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ u1(t), u2(t) çàäà÷i (2.1) ìà¹ìî

|PN(u1(tk)− u2(tk))|α → 0, ïðè k →∞, (2.25)

òîäi

|u1
t − u2

t |Cα → 0, ïðè t→∞. (2.26)
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.12. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä äîâåäåííÿ, ÿêèé

íàâåäåíèé ó [75]. Ëåãêî áà÷èòè, ç (2.19) ùî Li(T̃ ) ≤ Li < 1 äëÿ âñiõ

T̃ ∈ (r+ ln 2
λN+1

, T ]. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òåîðåìó 2.2 ïîêðîêîâî äëÿ T̃ = ti+1− ti.
Äëÿ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ u1(t), u2(t) äëÿ (2.1) ìè ìà¹ìî ç (2.8)

|Q̂N(u1
tk
− u2

tk
)|Cα ≤ L1|PN(u1(tk)− u2(tk))|α + L2|Q̂N(u1

tk−1
− u2

tk−1
)|Cα.

Îöiíþþ÷è îñòàííié ÷ëåí òàêèì ñàìèì ÷èíîì (âèêîðèñòîâóþ÷è (2.8)), ìè

îòðèìó¹ìî

|Q̂N(u1
tk
− u2

tk
)|Cα ≤ L1

k∑
j=0

Lk−j2 · |PN(u1(tj)− u2(tj))|α + Lk2 · |Q̂N(u1
0 − u2

0)|Cα.

Âëàñòèâiñòü (2.25) ðàçîì iç Li < 1, äàþòü |Q̂N(u1
tk
− u2

tk
)|Cα → 0, k →∞.

Òàêèì ÷èíîì |u1
tk
− u2

tk
|Cα → 0, k →∞. Âëàñòèâiñòü (2.26) îòðèìó¹ìî îäðàçó.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.12 çàâåðøåíî. �

Çàóâàæåííÿ 2.13 Ó âèïàäêó áåç çàãàþâàííÿ [75] òîáòî, ñèñòåìà (2.1) ç

B ≡ B0, B1 ≡ 0 (äèâ. (2.2)), òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2.12 (à ñàìå, (2.26)

âèïëèâà¹ ç (2.25) äëÿ äåÿêèõ {tk}∞k=1 ) ìîæå áóòè äîâåäåíî íàñòóïíèì

àëüòåðíàòèâíèì ñïîñîáîì, áåç çàëó÷åííÿ ïîíÿòòÿ iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó

iç çàãàþâàííÿì.

Öåé ñïîñiá ñïèðà¹òüñÿ íà ðåêóðåíòíó ïðîöåäóðó, ÿêà ïðåäñòàâëåíà â [75]

(äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.12) òà íàñòóïíó îöiíêó

‖QN(u1(t)− u2(t))‖ ≤ Ce−at
(

1 +
ebt

λαN+1

)
‖u1(0)− u2(0)‖, a > 0, b > 0. (2.27)

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà îáðàòè T òà N äîñòàòíüî âåëèêi äëÿ îòðèìàííÿ

‖QN(u1(T )− u2(T ))‖ ≤ q‖u1(0)− u2(0)‖, q < 1.

Îòæå, îáèðàþ÷è, äëÿ ïðîñòîòè, tk = kT , ìè îòðèìó¹ìî

‖QN(u1(kT )− u2(kT ))‖ ≤ q‖u1((k − 1)T )− u2((k − 1)T )‖

≤ q‖PN(u1((k − 1)T )− u2((k − 1)T ))‖+ q‖QN(u1((k − 1)T )− u2((k − 1)T ))‖.
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Îñòàòî÷íî

‖QN(u1(kT )− u2(kT ))‖

≤
k∑
j=1

qk−j+1‖PN(u1(jT )− u2(jT ))‖+ qk‖u1(0)− u2(0)‖.

Òàêèì ÷èíîì (2.25) äà¹ ‖u1(kT )− u2(kT )‖ → 0, ïðè k →∞.

Íà æàëü, ó âèïàäêó iç çàãàþâàííÿì, ìè íå ìà¹ìî àíàëîãà îöiíêè (2.27)

äëÿ ïðîåêòîðà Q̂N . Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó âèïàäêó äëÿ ðåçóëüòàòà òåîðåìè

2.12 íàì äiéñíî íåîáõiäíå ïîíÿòòÿ iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó iç çàãàþâàííÿì.

ßê ó [75], ìè ââîäèìî ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé â áàíàõîâîìó ïðîñòîði E:

`1
a(E) =

{
{un}∞n=1 :

∞∑
n=1

an|un|E <∞

}
, `∞(E) =

{
{un}∞n=1 : sup

n
|un|E <∞

}
.

Òåîðåìà 2.14 . Íåõàé T, r,N òà ïîñëiäîâíiñòü {tk}∞k=1 òàêi ÿê â òåîðåìi

2.12. Ðîçãëÿíåìî òàêå a, ùî L2 < a < 1.

Òîäi äëÿ âñiõ {pk}∞k=1 â `1
a(PNH) (âiäïîâiäíî `∞(PNH)), iñíó¹ ¹äèíèé u(t)

äëÿ t ≤ 0 òàêèé, ùî

(i) {Q̂Nu−tk}∞k=1 ∈ `1
a(Q̂NCα) (âiäïîâiäíî `∞(Q̂NCα)) .

(ii) Äëÿ äîâiëüíèõ k = 1, 2, .., PNu(−tk) = pk.

(iii) du
dt + Au = B(ut) íà äîâiëüíîìó ñåãìåíòi [−tk+1,−tk].

ßêùî ìè ïîçíà÷èìî

Φ∞({pk}∞k=1) ≡ Q̂Nu0,

òî Φ∞ ¹ ëèïøèöåâèì âiäîáðàæåííÿì ç `1
a(PNH) (âiäïîâiäíî `∞(PNH)) äî

Q̂NCα.

Â öüîìó ñåíñi ïî÷àòêîâå íåñêií÷åííîâèìiðíå ðiâíÿííÿ ç ðîçïîäiëåíèì íà

ñåãìåíòi [−r, 0] çàãàþâàííÿì ¹ (àñèìïòîòè÷íî) åêâiâàëåíòíèì ñêií÷åííîâèìiðíié

ñèñòåìi ç çîñåðåäæåíèì â òî÷êàõ {−tk}∞k=1 çàãàþâàííÿì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.14. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ðîçãëÿäàííÿ [75]. Äëÿ äîâiëüíî¨

ôiêñîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {pk}∞k=1 â `1
a(PNH) ìè âèçíà÷à¹ìî âiäîáðàæåííÿ â

ïðîñòîði `1
a(Q̂NCα) ÿê F∞ : {ξk}∞k=1 → {zk}∞k=1, äå zk = Φ(pk, ξk+1), k = 1, 2, ...
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ äëÿ Φ, ëåãêî îòðèìàòè, ùî F∞

âiäîáðàæà¹ `1
a(Q̂NCα) â ñåáå òà ¹ ñòèñêàííÿì. Ôóíêöiÿ u(t) áóäó¹òüñÿ íà

êîæíîìó [−tk+1, − tk], çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 2.2 ç óìîâàìè

PNu(−tk) = pk, Q̂N u−tk+1
= ψk+1,

äå {ψk}∞k=1 - íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ F∞ â ïðîñòîði `1
a(Q̂NCα).

Âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ äëÿ Φ∞ òàêîæ ëåãêî âèïëèâà¹. Äîâåäåííÿ òåîðåìè

2.14 çàâåðøåíî. �

2.3. Íàáëèæåíi iíåðöiéíi ìíîãîâèäè (ÍIÌ) äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì.

Ìåòîþ öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ ïîáóäîâà íàáëèæåíîãî iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿì. Íàøi ïîáóäîâè

iñòîòíî ñïèðàþòüñÿ íà ïîíÿòòÿ iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó ç çàãàþâàííÿì (IÌÇ)

[75], àãðóìåíòè ðîáîòè [54] òà òåõíiêè, ÿêà ðîçðîáëåíà ó ðîáîòi [148], äå IÌÇ

çáóäîâàíî äëÿ ñèñòåìè ç çàãàþâàííÿì.

Êëþ÷îâîþ iäå¹þ íàøèõ ïîáóäîâ ¹ çíàéäåíèé çâ'ÿçîê [150] ìiæ äâîìà

ïîíÿòòÿìè IÌÇ òà ÍIÌ. Äåòàëüíiøå, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âiäîáðàæåííÿ ç òåîði¨

IÌÇ äëÿ ïîáóäîâè íîâî¨ ðîäèíè ÍIÌ. ßê ïîêàçàíî â [151], öå âiäîáðàæåííÿ

äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè áàãàòî ðiçíèõ ÍIÌ, àëå ìè îáèðà¹ìî ÍIÌ, ÿêi âêëþ÷àþòü

âñi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè. Ìè òàêîæ äîñëiäæó¹ìî çàëåæíiñòü ÍIÌ âiä

âåëè÷èíè çàãàþâàííÿ òà äîâîäèìî, ùî çàãàþâàíi ÍIÌ ïðÿìóþòü äî ÍIÌ áåç

çàãàþâàííÿ, êîëè âåëè÷èíà çàãàþâàííÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Âiäìiòåìî, ùî ÍIÌ

äëÿ íåëiíiéíèõ Ð×Ï iç çàãàþâàííÿì áóäóþòüñÿ âïåðøå.

Îñíîâíà iñòîòíà âiäìiííiñòü (òà äæåðåëî òåõíi÷íèõ ñêëàäíîùiâ) ìiæ

çàãàþâàíèìè òà íåçàãàþâàíèìè íåëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè

ïîëÿãà¹ â òîìó ôàêòi, ùî âëàñíi ïðîåêòîðè P̂N òà Q̂N (ââåäåíi

ðàíiøå) íå ìàþòü âëàñòèâiñòü åêñïîíåíöiéíî¨ äèõîòîìi¨ (äèâ., íàïðèêëàä,

[200, (IX.1.12),(IX.1.12)]). Íàø ïiäõiä çàñíîâàí íà äåòàëüíîìó âèâ÷åííi

âëàñòèâîñòåé IÌÇ òà îäíî÷àñíié ðîáîòi ç âëàñíèìè ïðîåêòîðàìè â ðiçíèõ
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ïðîñòîðàõ (äèâ. ïðîåêòîðè P,Q, P̂ , Q̂ íèæ÷å). Âàæëèâèì ìîìåíòîì òóò ¹

âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ IÌÇ òà ìîæëèâiñòü îöiíèòè ñòàëi Ëèïøèöÿ (äèâ. [148,

(3.12)]) â òåðìiíàõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè (äèâ. ëåìè 2.16 òà 2.22). Öi ñòàëi

Ëèïøèöÿ iñòîòíèì ÷èíîì çàëåæàòü âiä ÷àñó çàãàþâàííÿ r : ÷ëåí eλNr ó [148,

(3.12)]. ßê çàçâè÷àé äëÿ ÍIÌ, äëÿ îòðèìàííÿ ìåíøî¨ η-òîâùèíè ïðèòÿãóþ÷îãî

îêîëó, ïîòðiáíî çáiëüøèòè âèìiðíiñòü N , òàêèì ÷èíîì eλNr øâèäêî çðîñòà¹.

Öÿ ñóòò¹âà çàëåæíiñòü âiä âåëè÷èíè çàãàþâàííÿ âèìàãà¹ àêóðàòíîãî àíàëiçó

íàâiòü â òèõ ÷àñòèíàõ äîñëiäæåííÿ, ÿêi ïîäiáíi âèïàäêó áåç çàãàþâàííÿ.

Ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè íàøi ðåçóëüòàòè, íàïðèêëàä, äî ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨-

äèôóçi¨ ç çàãàþâàííÿì (äèâ. ìîíîãðàôiþ [220] äëÿ êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ òà

îáãîâîðåíü) òà îòðèìàòè, ùî äëÿ ñèñòåìè, ÿêà ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíîþ çà îáîìà

çìiííèìè (÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâîþ) iñíóþòü ñêií÷åííå ÷èñëî ïðîñòîðîâèõ

êîîðäèíàò (âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè) òà ëèïøèöåâèé ìíîãîâèä íàä

¨õ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ, ÿêèé íàáëèæà¹ àñèìïòîòè÷íi ðåæèìè âñi¹¨ ñèñòåìè.

ßê ó âèïàäêó áåç çàãàþâàííÿ [103], ìîæíà ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 2.15 . Íåõàé u(t) = u1(t)− u2(t), äå u1(t) òà u2(t) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè (2.1).

Òîäi iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi a1 òà a2 òàêi, ùî |ut|Cα ≤ a1 · ea2(t−s)|us|Cα, t ≥ s.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ôiêñîâàíîãî íàòóðàëüíîãî N ìè ïîçíà÷èëè P = PN

îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið íàòÿãíóòèé íà ïåðøi N âëàñíèõ

âåêòîðiâ A. Äàëi Q = I − P . Íàì òàêîæ çíàäîáëÿòüñÿ ïðîåêòîðè P̂ = P̂N òà

Q̂ = Q̂N ó ïðîñòîði Cα (äèâ. ïiäðîçäië 2.1). Ìè áóäåìî ñïèðàòèñÿ íà ïîáóäîâó

iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó ç çàãàþâàííÿì (IÌÇ), ÿêå âèêëàäåíå ó ïiäðîçäiëi 2.2,

çîêðåìà íà òåîðåìó 2.2 (äèâ. äåòàëi â [148]). ßê ìè âiäìi÷àëè ðàíiøå, ñàìî

ïîíÿòòÿ IÌÇ áóëî ââåäåíî äëÿ âèïàäêó áåç çàãàþâàííÿ â [75].

2.3.1. ÍIÌ, ùî ïðîõîäÿòü êðiçü âñi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè (ÑÍIÌ).

Íàñ öiêàâèòü âèïàäîê, êîëè îáèäâi ñòàëi Ëèïøèöÿ Li(T ), i = 1, 2, âiäîáðàæåííÿ

Φ (äèâ. òåîðåìó 2.2 òà (2.8)) ìåíøi çà îäèíèöþ. Íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíå
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ïîñèëåííÿ àëãîðèòìà [148, ëåìà 3.2] âèáîðà T òà r â çàëåæíîñòi âiä N äëÿ òîãî,

àáè ãàðàíòóâàòè ìàëiñòü Li.

Ëåìà 2.16 . Îáåðåìî äîâiëüíi ε, δ ∈ (0, 1]. Äëÿ âñiõ c > 0 ïîçíà÷èìî Dc ≡
4ec(ec − e−c + αα

1−αc
1−α).

(i) Íåõàé λ1−α
N >

(
1 + 1

ε

)
(M0+M1e

c)1
4Dc. Òîäi, ÿêùî r òà T òàêi, ùî r < T

òà λN+1T ≤ c, òî L1(T ) < ε.

(ii) Íåõàé λ1−α
N+1 >

1
δ (M0 + M1e

c)Dce
−c. Òîäi óìîâà r + ln(2δ−1)

λN+1
< T ≤ c

λN+1
,

äà¹ L2(T ) < δ.

Íàñëiäîê 2.17 . Îáåðåìî äîâiëüíi ε, δ ∈ (0, 1]. Òîäi äëÿ âñiõ c > ln(2δ−1)

óìîâè

λ1−α
N > (M0 +M1e

c)Dc max

{
1

4

(
1 +

1

ε

)
;
e−c

δ

}
, (2.28)

r +
ln(2δ−1)

λN+1
< T ≤ c

λN+1
, (2.29)

äàþòü L1(T ) < ε òà L2(T ) < δ. Òóò Dc âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê â ëåìi 2.16.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.16. Íàì çíàäîáëÿòüñÿ ôîðìóëè äëÿ Li (äèâ. [148, (3.12)]):

L1(T ) = γN(r)
eλNT (M0 +M1e

λNr)

1− γN(T )(M0 +M1eλNr)
,

L2(T ) = e−λN+1(T−r) + γN(r)(M0 +M1)

[
1 +

γN(T )(M0 +M1e
λNr)

1− γN(T )(M0 +M1eλNr)

]
.

Áà÷èìî, ùî γN(T )eλNT (M0 + M1e
λNr) < ε(ε + 1)−1 äà¹ L1(T ) < ε.

Âèêîðèñòîâóþ÷è r < T, λN+1T ≤ c òà

γN(T ) ≤ Dc

4ecλ1−α
N

(2.30)

ìè îòðèìó¹ìî óìîâó Dc(M0 +M1e
λNr)(4λ1−α

N )−1 < ε(ε+ 1)−1. Öå äîâîäèòü (i).

Äîâåäåìî (ii). Ìà¹ìî e−λN+1(T−r) < δ/2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè r+ ln(2δ−1)
λN+1

<

T. ßê â (i), ìà¹ìî γN(r)(M0 +M1) < δ/2, ÿêùî Dc(M0 +M1)(4e
cλ1−α

N+1)
−1 < δ/4

òà λN+1r ≤ c. Òàêèì ÷èíîì ïîòðiáíî λ1−α
N+1 >

1
δ (M0+M1)Dce

−c. Ç iíøî¨ ñòîðîíè,

äëÿ γN (T )(M0+M1e
λNr)

1−γN (T )(M0+M1eλNr)
< 1 äîñòàòíüî γN(T )(M0 + M1e

λNr) < 1/2. Öå ìîæëèâî
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ÿêùî λNT ≤ c òà λ1−α
N+1 >

1
2(M0 + M1e

c)Dce
−c. Îñêiëüêè δ ≤ 1, ìè îòðèìó¹ìî

(ii). Äîâåäåííÿ ëåìè 2.16 çàâåðøåíî. 2

Ðîçãëÿíåìî N, r òà T , ÿêi çàäîâiëüíÿþòü (2.28), (2.29). Äîñòàòíüî âçÿòè

ε = δ = 1 òà äëÿ äîâiëüíîãî c > ln 2 ïðèïóñòèòè λ1−α
N > (M0 + M1e

c)Dc

òà λN+1r + ln 2 < λN+1T ≤ c (äèâ. [148, ëåìà 3.2]). Îñêiëüêè L2 < 1 ìè

ìîæåìî âèêîðèñòàòè âiäîáðàæåííÿ Φ (äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî p ∈ PNH)

ÿê ñòèñêàííÿ â Q̂NCα :

|Φ(p, ψ1)− Φ(p, ψ2)|Cα ≤ L2|ψ1 − ψ2|Cα, L2 < 1.

Ðîçãëÿíåìî ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó ψ ∈ Q̂NCα âiäîáðàæåííÿ Φ, ïîáóäîâàíó äëÿ

p ∈ PNH. Âèçíà÷à¹ìî âiäîáðàæåííÿ ΨT ≡ ΨT,N : PNH → Q̂NCα òàê

ΨT (p) ≡ Φ(p, ψ), äå ψ = Φ(p, ψ). (2.31)

Íàøîþ ìåòîþ ¹ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ãðàôiê ΨT

M≡ {e−Aθp+ ΨT (p)(θ) : p ∈ PNH} ⊂ Cα (2.32)

¹ íàáëèæåíèì iíåðöiéíèì ìíîãîâèäîì. Âiäìiòåìî, ùî ìíîãîâèäM âêëþ÷à¹ âñi

ñòàöiîíàðíi òî÷êè (2.1). Ç öi¹¨ ïðè÷èíè, çãiäíî òåðìiíîëîãi¨ [107], ìè íàçèâà¹ìî

M Ñòàöiîíàðíèì íàáëèæåíèì iíåðöiéíèì ìíîãîâèäîì (ÑÍIÌ).

Çàóâàæåííÿ 2.18 Çà âèçíà÷åííÿì, M âêëþ÷à¹ òàêîæ âñi T-ïåðèîäè÷íi

ðîçâ'ÿçêè (2.1).

Ìè áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî (2.1) ìà¹ ïîãëèíàþ÷ó êóëþ â Cα. Âèêîðèñòîâóþ÷è

iñíóâàííÿ ïîãëèíàþ÷î¨ êóëi, ìè ìîæåìî ñòàíäàðòíèì ÷èíîì "óðiçàòè"

íåëiíiéíèé ÷ëåí B ïîçà öi¹¨ êóëi, òîáòî âií áóäå çàìiíåíèé íà ôóíêöiþ, ðiâíó

B âñåðåäèíi êóëi òà ìà¹ îáìåæåíèé íîñié. Ïîçíà÷èìî R ðàäióñ äåÿêî¨ êóëi, ÿêà

âêëþ÷à¹ öåé íîñié.

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ΨT òàM áóäóòü âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøîìó.

Ëåìà 2.19 . Íåõàé r, T òà N çàäîâiëüíÿþòü (2.28), (2.29) äëÿ äåÿêèõ ε, δ ∈
(0, 1). Òîäi âiäîáðàæåííÿ ΨT , ùî âèçíà÷åíå â (2.31), çàäîâiëüíÿ¹

|ΨT (p1)−ΨT (p2)|Cα ≤ L1(1− L2)
−1|p1 − p2|α, (2.33)
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äå L1, L2 ñòàëi Ëèïøèöÿ Φ. Áiëüø òîãî, äëÿ âñiõ 0 ≤ t ≤ T ìà¹ìî

|Q̂ut −ΨT (Pu(t))|Cα ≤ (1− q̄)−1
[
C1
R · e−γT + C2

R · e−γt
]
, (2.34)

äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (2.1) u = u(t) iç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ u0 = e−Aθp +

ΨT (p) ∈ Cα ïðè t = 0. Òóò γ ¹ äîâiëüíå ÷èñëî ç [λN , λN+1], äîäàòíi ñòàëi

C1
R òà C2

R çàëåæàòü òiëüêè âiä ðàäióñà äèñèïàòèâíîñòi, äîäàòíÿ ñòàëà q̄

âèçíà÷åíà ÿê

q̄ ≡ (M0 +M1e
λN+1r)

(
αα

1− α
T 1−α + TλαN+1

)
<

1

2
. (2.35)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.19. Âëàñòèâiñòü (2.33) ¹ íàñëiäêîì (2.8) òà âèçíà÷åííÿ ΨT .

Äîâåäåìî, ùî q̄ < 1/2. Âiäìiòåìî, ùî (2.28), (2.29) äà¹ λN+1r < λN+1T ≤ c òà

λ1−α
N > (M0 +M1e

c)Dc/2. Ìà¹ìî

q̄ ≤ (M0 +M1e
c)

(
αα

1− α
c1−α + c

)
λα−1
N+1 ≤

(M0 +M1e
c)Dc

4λ1−α
N+1

<
1

2
.

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü (2.34). Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî t0 ∈ [0, T ] ïîçíà÷èìî

w(t) ôóíêöiþ, ùî âèçíà÷åíà íà [−T − r, t0] òàêó, ùî w(t) = u(t) äëÿ t ∈ [0, t0]

òà w(t) = v0(t) äëÿ t ∈ [−T−r, 0], äå v0(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

äëÿ ïîáóäîâè ΨT (p) (òîáòî, PNv0(0) = p òà Q̂v0
0 = Q̂v0

−T ). Òåïåð ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó âàðiàöi¨ ñòàëèõ òà âèçíà÷åííÿ w òà v0(t) äëÿ òîãî,

àáè îòðèìàòè

w(t) = e−(t−t0)APu(t0) +

t∫
t0

e−(t−τ)APB(wτ)dτ +

t∫
t0−T

e−(t−τ)AQB(wτ)dτ

+ e−(t+T )AΨT (Pu(0))(0) +

t0−T∫
−T

e−(t−τ)AQB(v0
τ )dτ, äëÿ t ∈ [t0 − T, t0] (2.36)

òà w(t) = v0(t) äëÿ t ∈ [t0 − T − r, t0 − T ]. Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

Qu(0) = Qv0(0) = QE(ȳ)(0) = e−TAΨT (Pu(0))(0) +

0∫
−T

eτAQB(wτ)dτ.
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Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ vt0 ÿê òîé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè

Ψ(Pu(t0)), àëå ïîñóíóòèé íà ÷àñ t0, òîáòî

vt0(t) = e−(t−t0)APu(t0) +

t∫
t0

e−(t−τ)APB(vt0τ )dτ +

t∫
t0−T

e−(t−τ)AQB(vt0τ )dτ

+ e−(t−t0+T )AΨT (Pu(t0))(0) äëÿ t ∈ [t0 − T, t0] (2.37)

òà vt0(t) = ΨT (Pu(t0))(t − t0 + T ) + e−(t−t0+T )APvt0(t0 − T ) äëÿ t ∈ [t0 − T −
r, t0 − T ].

Òåïåð ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (2.36), (2.37) äëÿ òîãî, àáè îòðèìàòè

w(t)− vt0(t) =

t∫
t0

e−(t−τ)AP
{
B(wτ)−B(vt0τ )

}
dτ

+

t∫
t0−T

e−(t−τ)AQ
{
B(wτ)−B(vt0τ )

}
dτ + e−(t+T )AΨT (Pu(0))(0)

−e−(t−t0+T )AΨT (Pu(t0))(0)+

t0−T∫
−T

e−(t−τ)AQB(v0
τ)dτ, äëÿ t ∈ [t0−T, t0] (2.38)

òà

w(t)− vt0(t) = v0(t)−ΨT (Pu(t0))(t− t0 + T )− e−(t−t0+T )APvt0(t0 − T )

äëÿ t ∈ [t0−T −r, t0−T ]. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið C(t0−T −r, t0;D(Aα)) ç íîðìîþ

|v|t0≡ sup
t∈[t0−T−r,t0]

{e−γ(t0−t)‖Aαv(t)‖}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

‖Aα(w(t)−vt0(t))‖ ≤ [q1(t0, t)+q2(t0, t)]|w−vt0|t0+e−λN+1(t+T )‖AαΨT (Pu(0))(0)‖

+e−λN+1(t−t0+T )‖AαΨT (Pu(t0))(0)‖+
t0−T∫
−T

((
α

t− τ

)α
+ λαN+1

)
e−λN+1(t−τ)‖B(vt0τ )‖dτ,

(2.39)

äå

q1(t0, t) ≡ (M0 +M1e
γr)

t∫
t0−T

((
α

t− τ

)α
+ λαN+1

)
e−λN+1(t−τ)eγ(t0−τ)dτ (2.40)
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òà

q2(t0, t) ≡ (M0 +M1e
γr)λαN

t0∫
t

eλN (τ−t)eγ(t0−τ)dτ. (2.41)

Îòðèìó¹ìî (ÿê ó [54]) ç (2.40), (2.41) ùî

q1(t0, t) + q2(t0, t) ≤ eγ(t0−t)q̄, t ∈ [t0 − T, t0], q̄ < 1/2. (2.42)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.39), öå äà¹

‖Aα(w(t)− vt0(t))‖ ≤ eγ(t0−t)q̄|w − vt0|t0 + { îñòàííi òðè ÷ëåíè ó (2.39)}.

Äîìíîæó¹ìî öå íà e−γ(t0−t)

‖Aα(w(t)− vt0(t))‖e−γ(t0−t) ≤ q̄|w − vt0|t0 + e−λN+1(t+T )−γ(t0−t)‖AαΨT (Pu(0))(0)‖

+ e−λN+1(t−t0+T )−γ(t0−t)‖AαΨT (Pu(t0))(0)‖+ e−γt0 q̄M(1 +R). (2.43)

Çàóâàæåííÿ 2.20 Ìè îòðèìàëè îñòàííié ÷ëåí òàê

e−γ(t0−t)
t0−T∫
−T

((
α

t− τ

)α
+ λαN+1

)
e−λN+1(t−τ)‖B(vt0τ )‖dτ

≤ e−γ(t0−t)q1(0, t0 − T )eγT max
‖z‖Cα≤R

‖B(z)‖ ≤ e−γ(t0−t)e−γtq̄max ‖B(z)‖

≤ e−γt0 q̄ max
‖z‖Cα≤R

‖B(z)‖ ≤ e−γt0 q̄M(1 +R).

Ìè âèêîðèñòîâóâàëè (2.40), (2.42) òà âëàñòèâîñòi B.

Áåðåìî ñóïðåìóì ïî [t0 − T, t0] â (2.43)

sup e−γ(t0−t)‖Aα(w(t)− vt0(t))‖ ≤ q̄|w − vt0|t0 + e−λN+1t0−γT‖AαΨT (Pu(0))(0)‖

+ e−γT‖AαΨT (Pu(t0))‖+ q̄e−γt0M(1 +R). (2.44)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî [t0 − T − r, t0 − T ]. Ìà¹ìî

e−γ(t0−t)‖Aα(w(t)− vt0(t))‖ ≤ e−γ(t0−t)‖Aα(v0(t)−ΨT (Pu(t0))(t− t0 − T ))‖

+ e−λN (t−t0+T )−γ(t0−t)‖AαPvt0(t0 − T )‖. (2.45)
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Îñêiëüêè t ≤ t0−T ≤ 0, ìè îòðèìó¹ìî −γ(t0− t) ≤ −γt0 òà −λN(t− t0 +T )−
γ(t0 − t) = −γt0 + (γ − λN)t+ λN(t0 − T ) ≤ −γt0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå, ìè áåðåìî ñóïðåìóì â (2.45) äëÿ t ∈ [t0 − T − r, t0 −
T ]. Îñòàòî÷íî ìè ñïèðà¹ìîñü íà (2.44), äèñèïàòèâíiñòü (2.1) òà âëàñòèâiñòü

Ëèïøèöÿ ΨT äëÿ òîãî, àáè îòðèìàòè |w−vt0|t0 ≤ q̄|w−vt0|t0+C1
R·e−γT+C2

R·e−γt0.
Îñêiëüêè Q̂ut0 = Q̂wt0 ìè ìà¹ìî Q̂ut0−ΨT (Pu(t0)) = Q̂(wt0−v

t0
t0). Òàêèì ÷èíîì

îñòàííÿ îöiíêà äà¹ (2.34). Äîâåäåííÿ ëåìè 2.19 çàâåðøåíî. 2

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.21 . Îáåðåìî äîâiëüíå η > 0. Iñíóþòü N òà r0 òàêi,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ [0, r0] iñíó¹ N-âèìiðíèé íàáëèæåíèé iíåðöiéíèé

ìíîãîâèä, ÿêèé âêëþ÷à¹ âñi ñòàöiîíàðíi òî÷êè çàäà÷i (2.1) òà òîâùèíà éîãî

ïðèòÿãóþ÷îãî îêîëó ¹ η. Äåòàëüíiøå, ìà¹ìî

|Q̂ut −ΨT (Pu(t))|Cα ≤ CR · exp
{
− 2

T
(t− t∗) ln 2

}
+ η,

äëÿ âñiõ t ≥ t∗+T/2 òà äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó u = u(t) çàäà÷i (2.1) òàêîãî, ùî

|ut|Cα ≤ R äëÿ t∗ ≤ t < ∞.

Äîâåäåííÿ òåðåìè 2.21. Ìè ñëiäó¹ìî ëiíi¨ äîâåäåííÿ, ïðåäñòàâëåíîãî â

[54] òà âèêîðèñòîâó¹ìî ëåìè 2.19 òà 2.22. Âiäìiòåìî, ùî ìè íå ìîæåìî

áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàòè [54] äî íàøîãî çàãàþâàíîãî âèïàäêó

îñêiëüêè äîñëiäæåííÿ â [54] ñóòò¹âî ñïèðàþòüñÿ íà îöiíêó (äèâ. [54, ëåìà

2.2])

‖QAαu(t)‖ ≤
[
e−λN+1(t−s) +M(1 + k)a1λ

−1+α
N+1 · e

a2(t−s)
]
‖Aαu(s)‖, t > s.

Íà æàëü, ó âèïàäêó iç çàãàþâàííÿì, íåìà¹ àíàëîãà îñòàííüî¨ îöiíêè äëÿ

ïðîåêòîðà Q̂ (äèâ. [148, çàóâàæåííÿ 3.8]). Çàìiñòü öüîãî íàøå äîâåäåííÿ

ñïèðà¹òüñÿ íà âëàñòèâîñòi Ëèïøèöÿ âiäîáðàæåíü Φ òà Ψ. Íàì çíàäîáèòüñÿ

íàñòóïíà

Ëåìà 2.22. Íåõàé N, T òà r çàäîâiëüíÿþòü

λ1−α
N > (M0 +M1e

c)Dc max

{
1

4

(
1 +

28

3
a1e

a2T

)
, 4e−c

}
, (2.46)
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r +
ln 8

λN+1
<
T

2
< T ≤ c

λN+1
, (2.47)

äëÿ äåÿêîãî c > 2 ln 8 òà ñòàëi a1, a2 âèçíà÷åíi â ëåìi 2.15. Òîäi âiäîáðàæåííÿ

ΨT âèçíà÷åíå â (2.31) ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi

|Q̂ut−ΨT (Pu(t))|Cα ≤ C1
R · exp{−

2

T
(t− t∗) ln 2}+C2

R · exp{−
1

2
λN+1T}, (2.48)

äëÿ âñiõ t ≥ t∗ + T/2 òà äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó u = u(t) çàäà÷i (2.1), ÿêå

çàäîâiëüíÿ¹ |ut|Cα ≤ R äëÿ t∗ ≤ t < ∞.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.22. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i (2.1).

Ïîçíà÷èìî û(t) ðîçâ'ÿçîê iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè û0 = e−AθPu(0) +

ΨT (Pu(0)) ∈ Cα. Ìà¹ìî

Q̂ut −ΨT (Pu(t)) = Q̂(ut − ût) + [Q̂ût −ΨT (Pû(t))] + [ΨT (Pû(t))−ΨT (Pu(t))].

Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.7) òà ëåìó 2.22, ìè îòðèìó¹ìî äëÿ âñiõ t ∈ [T/2, T ] :

|Q̂(ut−ût)|Cα ≤ L1|P (u(t)−û(t))|α+L2|Q̂(u0−û0)|Cα ≤
[
L1a1e

a2T + L2

]
|Q̂(u0−û0)|Cα.

Âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ΨT òà ëåìà 2.15 äàþòü

|ΨT (Pû(t))−ΨT (Pu(t))|Cα ≤
L1

1− L2
|P (u(t)−û(t))|α ≤

L1

1− L2
a1e

a2T |Q̂(u0−û0)|Cα.

Îñòàííi äâi îöiíêè òà (2.34) äàþòü

|Q̂ut−ΨT (Pu(t))|Cα ≤
[
L1

(
1 +

L1

1− L2

)
a1e

a2T + L2

]
|Q̂u0−ΨT (Pu(0))|Cα +β

àáî êîðîòøå

d(t) ≤ ν · d(0) + β, (2.49)

äå ìè ïîçíà÷èëè d(t) ≡ |Q̂ut −ΨT (Pu(t))|Cα òà

ν ≡ L1

(
1 +

L1

1− L2

)
a1e

a2T+L2, β ≡ ( 1− q̄ )−1×
[
C1
R · e−γT + C2

R · e−γT/2
]
.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî (2.46), (2.47) äàþòü ν ≤ 1/2. Äiéñíî, ìè ìîæåìî âçÿòè

L2 < δ = 1/4 òà L1 < ε = 3/(28a1e
a2T ) òà çàñòîñóâàòè íàñëiäîê äëÿ öèõ çíà÷åíü

δ òà ε. Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìó¹ìî äëÿ tn = t∗ + nT/2

d(tn+1) ≤
1

2
d(tn) + β.
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Iòåðàöiÿ äà¹

d(tn) ≤ 2−nd(t0) + 2β. (2.50)

Äëÿ t ∈ [tn + T/2, tn + T ] ìà¹ìî d(t) ≤ 1
2d(tn) + β. Òàêèì ÷èíîì (2.50) äà¹ äëÿ

âñiõ t ≥ t∗+ T/2 îöiíêó d(t) ≤ 2 exp
{
− 2
T (t− t∗) ln 2

}
· d(t∗) + 2β. Öå äà¹ (2.48)

ÿêùî ìè âèáåðåìî γ = λN+1. Äîâåäåííÿ ëåìè 2.22 çàâåðøåíî. 2

Òåïåð äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.21 íåîáõiäíî îáðàòè ïàðàìåòðè

c,N, T òà r0, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì ëåìè 2.22 òàêèì ÷èíîì, àáè îñòàííié

÷ëåí â (2.48) áóâ ìåíüøèì çà η. Çðîáèìî öå. Âiçüìåìî äîâiëüíå η > 0 (òîâùèíà

ïðèòÿãóþ÷îãî îêîëó). Îáåðåìî c > 2 ln 8 òàê, ùî C2
Re
−c/2 ≤ η. Òóò C2

R

âèçíà÷åíå â (2.48). Ïîòiì âèáåðåìî N , ÿêå çàäîâiëüíÿ¹ (2.46). Òåïåð îáèðà¹ìî

T ≡ cλ−1
N+1 äëÿ òîãî, àáè âèêîíóâàëîñü (äèâ. (2.47)) ln 8

λN+1
< T

2 < T ≤ c
λN+1

.

Òåïåð ëåãêî áà÷èòè, ùî r0 ìîæå áóòè îáðàíî ìåíøå, íiæ T
2−

ln 8
λN+1

äëÿ âèêîíàííÿ

(2.47). Ëåìà 2.22 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.21. �

2.3.2. Çàëåæíiñòü ÑÍIÌ âiä ÷àñó çàãàþâàííÿ. Ìè ðîçãëÿíåìî

çàäà÷ó áåç çàãàþâàííÿ

du

dt
+ Au = B0(u) äëÿ t > σ, u(σ) = uσ (2.51)

ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê çàäà÷i (2.1). Â öüîìó âèïàäêó B(u) ≡ B0(u(0)) òà M1 =

0. Âñi ðåçóëüòàòè, ÿêi äîâåäåíi â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, ¹ âiðíèìè òà, çîêðåìà,

iñíóâàííÿ ÍIÌ, äîâåäåíå â òåîðåìi 2.21.

Â öüîìó ïóíêòi ìè äîâîäèìî áëèçêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ÍIÌ çàäà÷i ç

çàãàþâàííÿì (2.1) òà çàäà÷i áåç çàãàþâàííÿ (2.51).

Òåîðåìà 2.23 . Íåõàé ΨT
0 (p) òà ΨT

r (p) âiäîáðàæåííÿ, ÿêi âèçíà÷àþòü

ñòàöiîíàðíi ÍIÌ, çáóäîâàíi â òåîðåìi 2.21 äëÿ çàäà÷ (2.51) òà äëÿ (2.1).

Ïðèïóñòèìî, ùî B1(·) ¹ �÷èñòî� çàãàþâàííèì, òîáòî B1(v) = 0 äëÿ âñiõ

v(θ) = v ∈ Cα, ÿêi íå çàëåæàòü âiä θ. Òîäi

|ΨT
0 (p)−ΨT

r (p)|Cα ≤ CNr
β(1 + ‖Aαp‖), (2.52)

äå β < 1− α òà ñòàëà CN íå çàëåæàòü âiä r ∈ [0, r0].
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Çàóâàæåííÿ 2.24 Âiäìiòåìî [42], ùî ÿêùî B1(·) íå ¹ �÷èñòî� çàãàþâàííèì,
ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè íåëiíiéíèé ÷ëåí â (2.1) òàê B(ut) = B̄0(u(t)) +

B̄1(ut), äå B̄0(u(t)) = B0(u(t)) + B̂1(u(t)) òà B̄1(ut) = B1(ut) − B̂1(u(t)).

Òóò B̂1(u) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê çíà÷åííÿ B1(·) íà åëåìåíòi v(θ) ≡ u ç u ∈ D(Aα),

ÿêå íå çàëåæèòü âiä θ. Â öüîìó âèïàäêó B̄1 ¹ �÷èñòî� çàãàþâàííèì òà

òåîðåìà 2.23 ¹ âiðíîþ äëÿ ñèñòåìè (2.51) ç B̄0 çàìiñòü B0.

Çàóâàæåííÿ 2.25 Ïðè çìiíi r çìiíþ¹òüñÿ òàêîæ íàø ôàçîâèé ïðîñòið

Cα = C([−r, 0];D(Aα)). Â öüîìó âèïàäêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïðîñòið Cr0
α =

C([−r0, 0];D(Aα)) äëÿ âñiõ r ∈ [0, r0]. Â öüîìó ñåíñi (2.52) äà¹ ïðÿìóâàííÿ

çàãàþâàíîãî ÍIÌ äî íåçàãàþâàíîãî ÍIÌ ïðè r → 0.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.23. Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìåòîä äîâåäåííÿ [42, ëåìà

4.1] äà¹ íàñòóïíèé àíàëîã

Ëåìà 2.26 . Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 2.21. Òîäi ðîçâ'ÿçîê (2.1) u =

u(t), ÿêèé âèçíà÷à¹ ΨT
r (p), ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi

sup
τ∈[−T,0]

( sup
θ∈[−r,0]

‖Aα(u(τ)− u(τ + θ))‖) ≤ CN(α, β)rβe2γr(1 + ‖Aαp‖)

äëÿ äîâiëüíîãî β < 1− α, äå ñòàëà CN(α, β) íå çàëåæèòü âiä r ∈ [0, r0].

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê (2.1) u(t), ÿêèé âèçíà÷à¹ ΨT
r (p) òà ðîçâ'ÿçîê (2.51)

u0(t), ÿêèé âèçíà÷à¹ ΨT
0 (p). Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ F , ìè

îòðèìó¹ìî äëÿ t ∈ [−T, 0] :

|u0(t)− u(t)|α ≤ e−λN+1(t+T )|Q(u0(−T )− u(−T ))|α

+

{∫ 0

t

‖Aαe−(t−τ)P‖dτ +

∫ t

−T
‖Aαe−(t−τ)Q‖dτ

}
· sup
τ∈[−T,0]

‖B0(u
0(τ))−B(uτ)‖.

(2.53)

Îñêiëüêè B1 ¹ öiëêîì çàãàþâàíèì ÷ëåíîì, ìà¹ìî

‖B0(u
0(τ))−B(uτ)‖ ≤M0|u0(τ)− u(τ)|α +M1 sup

θ∈[−r,0]

|u(τ)− u(τ + θ)|α
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òà

sup
τ∈[−T,0]

‖B0(u
0(τ))−B(uτ)‖ ≤M0|u0−u|Y2+M1 sup

τ∈[−T,0]

( sup
θ∈[−r,0]

‖Aα(u(τ)−u(τ+θ))‖)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå, ëåìó 2.26 òà (2.13) ìè îòðèìó¹ìî ç (2.53) ùî

sup
t∈[−T,0]

|u0(t)− u(t)|α ≤ |Q(u0(−T )− u(−T ))|α

+ γN(T )M0|u0 − u|Y2 + γN(T )M1CNr
βe2γr(1 + |p|α). (2.54)

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (2.31) äëÿ òîãî, àáè îòðèìàòè

Qu(−T ) = Qu(0) = e−TAQu(−T ) +

∫ 0

−T
eτAQB(uτ)dτ

òà àíàëîãi÷íó ôîðìóëó äëÿ Qu0(−T ). Òàêèì ÷èíîì

|Q(u0(−T )− u(−T ))|α ≤ e−λN+1T |Q(u0(−T )− u(−T ))|α + γN(T )M0|u0 − u|Y2

+γN(T )M1CNr
βe2γr(1 + |p|α).

Ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî îñòàííþ îöiíêó â (2.54) äëÿ òîãî, àáè îòðèìàòè

sup
t∈[−T,0]

|u0(t)−u(t)|α ≤
(
e−λN+1T + 2γN(T )M0

)
|u0−u|Y2+2γN(T )M1CNr

βe2γr(1+|p|α).

Ìè çíîâ âèêîðèñòîâó¹ìî (2.31) äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè

sup
t∈[−T−r,−T ]

|u0(t)− u(t)|α = sup
t∈[−r,0]

|u0(t)− u(t)|α ≤ sup
t∈[−T,0]

|u0(t)− u(t)|α

Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî çàïèñàòè

|u0 − u|Y2 ≤
(
e−λN+1T + 2γN(T )M0

)
|u0 − u|Y2 + 2γN(T )M1CNr

βe2γr(1 + |p|α).

Îñêiëüêè |ΨT
0 (p) − ΨT

r (p)|Cα ≤ |u0 − u|Y2, îñòàííÿ îöiíêà äà¹ (2.52) çà óìîâè

e−λN+1T + 2γN(T )M0 < 1. Äiéñíî, (2.46) äà¹ λ1−α
N > M0Dc/4. Òàêèì ÷èíîì

(2.30)äà¹ 2γN(T )M0 < 2e−c. Òåïåð ëåãêî áà÷èòè, ùî e−λN+1T + 2γN(T )M0 <

e−c + 2e−c = 3e−c < 1 îñêiëüêè c > 2 ln 8 > ln 3 (äèâ. ëåìó 2.22 òà äîâåäåííÿ

òåîðåìè 2.21 äå ìè ïîêëàëè c = λN+1T ). Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.23 çàâåðøåíî.
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Çàóâàæåííÿ 2.27 Ó âèïàäêó ñèñòåìè áåç çàãàþâàííÿ (2.51) ìîæíà

îòðèìàòè [150] áiëüø ñèëüíèé ðåçóëüòàò, íiæ ñôîðìóëüîâàíèé â

òåîðåìi 2.21. Äåòàëüíiøå, iñíó¹ íåñêií÷åííà ðîäèíà ÍIÌ åêñïîíåíöiéíîãî

òèïó (îöiíêà ïîäiáíà äî (2.48)). Íà æàëü, äëÿ çàãàþâàíîãî âèïàäêó

(ôiêñîâàíå çíà÷åííÿ r > 0) ìè ìîæåìî çáóäóâàòè òiëüêè ñêií÷åííå

÷èñëî ÍIÌ. Äiéñíî, îöiíêà (2.48) ìàéæå "ãîòîâà" äàòè ïîñëiäîâíiñòü

åêñïîíåíöiéíîãî òèïà (ïîðiâíÿéòå [150]), àëå óìîâè (äèâ. ëåìó 2.22) çà ÿêèõ

(2.48) ìà¹ ìiñöå ïîêàçóþòü, ùî ïðè ãðàíè÷íîìó ïåðåõîäi N →∞ (λN →∞)

îòðèìó¹ìî T → 0. Àëå öå íåìîæëèâî îñêiëüêè T > r > 0 (äèâ. (2.47). Ç

iíøîãî áîêó, óìîâà T > r ¹ ñóòò¹âîþ äëÿ Li < 1 (äèâ. ëåìó 2.16 òà ïðÿìå

ïîÿñíåííÿ â [150, çàóâàæåííÿ 3.7]).

2.4. Åêñïîíåíöiéíà ðîäèíà íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ:

ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ áåç çàãàþâàííÿ

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü áåç çàãàþâàííÿ òà ïîêàæåìî, ÿê iäåÿ (äèâ. ïiäðîçäië 2.2 òà

[148]) âèêîðèñòàííÿ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ iç çàãàþâàííÿì (IÌÇ) äîïîìîæå â

ïîáóäîâi åêñïîíåíöiéíèõ ðîäèí íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ (ÍIÌ). Öi

ðåçóëüòàòè îòðèìàíi â ðîáîòi [150] òà ¹ ïîñèëåííÿì ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíüîãî

ïiäðîçäiëó (äèâ. [153]), ÿêi âäà¹òüñÿ îòðèìàòè äëÿ áiëüø ïðîñòèõ ñèñòåì áåç

çàãàþâàííÿ. Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî öi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè íàâiòü äëÿ ðiâíÿíü

áåç çàãàþâàííÿ, õî÷à äëÿ ¨õ îòðèìàííÿ ìè áóëè çìóøåíi âèêîðèñòàòè IÌÇ.

ßê i ðàíiøå, ïðèïóñêà¹ìî, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð A çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì (A1)

ç ïiäðîçäiëó 2.1

Íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ B äi¹ ç D(Aα) â ïðîñòið H (0 ≤ α < 1) òà

çàäîâiëüíÿ¹

‖ B(w) ‖≤M · (1+ ‖ Aαw ‖), w ∈ D(Aα),

‖ B(w1)−B(w2) ‖≤M · ‖ Aα(w1 − w2) ‖, äëÿ w1, w2 ∈ D(Aα).

Íàãàäà¹ìî, ùî ‖ · ‖ ïîçíà÷à¹ íîðìó â ïðîñòîði H, òà M - äîäàòíÿ ñòàëà.

Òàêîæ | · |α ≡ ‖Aα · ‖ òà (·, ·) ïîçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â H.
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Íàñ öiêàâèòü äèíàìi÷íà ñèñòåìà, ÿêà áóäå çáóäîâàíà ïî ðîçâ'ÿçêàì

íàñòóïíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ áåç çàãàþâàííÿ

du

dt
+ Au = B(u) äëÿ t > σ. (2.55)

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíå âèçíà÷åííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó

Âèçíà÷åííÿ 2.28 Ôóíêöiÿ u(t) ∈ C(σ, T ;D(Aα)) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (2.55) íà iíòåðâàëi [σ, T ] ÿêùî u(t) = e−(t−σ)Au(σ)+
∫ t
σ e
−(t−τ)AB(u(τ)) dτ.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè (äèâ. [200, 54]), ùî âiðíà íàñòóïíà

Ëåìà 2.29 . Íåõàé u(t) = u1(t)−u2(t), äå u1(t), u2(t) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (2.55).

Òîäi ‖Aαu(t)‖ ≤ a1 · ea2(t−s)‖Aαu(s)‖, t ≥ s. Òóò a1 òà a2 äîäàòíi ñòàëi, ÿêi

çàëåæàòü òiëüêè âiä α, λ1,M (a1 = 1, a2 = (1/4)M 2λ−1+2α
1 , ïðè 0 ≤ α ≤ 1/2).

Äîâåäåííÿ ¹ ñòàíäàðòíèì (äèâ., íàïðèêëàä, [103]). Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå N

òà íàãàäà¹ìî ïðîåêòîðè P = PN , Q = QN , ÿêi ââåäåíi íà ñ.49. Ëåãêî ïåðåâiðèòè

(äèâ., íàïðèêëàä, [87, 200]), ùî

‖ Aαe−tAP ‖≤ λαN · eλN |t|, t ∈ R; ‖ e−tAQ ‖≤ e−λN+1t, t ≥ 0;

‖ Aαe−tAQ ‖≤ [(α/t)α + λαN+1] · e−λN+1t, t > 0, α > 0. (2.56)

îöiíêè (2.56) òà ëåìà 2.29 ëåãêî äàþòü íàñòóïíó

Ëåìà 2.30 . Ïîçíà÷èìî u(t) = u1(t) − u2(t), äå u1(t), u2(t) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

(2.55). Òîäi ‖QAαu(t)‖ ≤
[
e−λN+1(t−s) +M(1 + k)a1λ

−1+α
N+1 · ea2(t−s)] ‖Aαu(s)‖,

äå a1 òà a2 òàêi æ, ÿê â ëåìi 2.29. Òóò òà íèæ÷å k = αα
∫∞

0 ξ−αe−ξdξ äëÿ

α > 0 òà k = 0 äëÿ α = 0.

Íàøi äîñëiäæåííÿ âèêîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó ç

çàãàþâàííÿì (IÌÇ), ÿêå áóëî ââåäåíî À.Äåáóøåì òà Ð.Òåìàìîì (À.Debussche,

R. Temam) â ðîáîòi [75]. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âåðñiþ ìåòîäà Ëÿïóíîâà-

Ïåððîíà, ÿêà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [52] òà íàñòóïíèé âàðiàíò [148] îñíîâíîãî

ðåçóëüòàòà ðîáîòè [75].
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Òåîðåìà 2.31 . Íåõàé âèêîíàíi óìîâè íà âiäîáðàæåííÿ A, B, ùî íàâåäåíi

âèùå. Òîäi iñíó¹ T0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî T ∈ (0, T0], äîâiëüíèõ p ∈ PNH
òà q ∈ QND(Aα) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i (2.55), âèçíà÷åíèé íà

[−T,∞) òà òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ

PNu(0) = p, QN u(−T ) = q.

Áiëüø òîãî, ÿêùî ìè ïîëîæèìî Φ(p, q) ≡ QN u(0), òî öå âèçíà÷à¹

ëèïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ ç PNH × QND(Aα) äî QND(Aα), òîáòî äëÿ

äîâiëüíîãî (pi, qi) ∈ PNH ×QND(Aα), i = 1, 2 ìà¹ìî:

|Φ(p1, q1)− Φ(p2, q2)|α ≤ L1(T )|p1 − p2|α + L2(T )|q1 − q2|α. (2.57)

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ c > ln 2 íàñòóïíi äâi óìîâè

λ1−α
N > 4Mec(ec − e−c +

αα

1− α
c1−α) (2.58)

òà

ln 2 < λN+1T ≤ c (2.59)

äàþòü îöiíêó äëÿ ñòàëèõ Ëèïøèöÿ Li < 1, i = 1, 2 â íåðiâíîñòi (2.57).

Âiäîáðàæåííÿ Φ áóëî ââåäåíî â ðîáîòi [75] òà éîãî ãðàôiê çâåòüñÿ Iíåðöiéíèì

ìíîãîâèäîì iç çàãàþâàííÿì. Iñíóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi IÌÇ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì íàâåäåíi â ïiäðîçäiëi 2.2 (äèâ. òàêîæ [148]). Íàøi

ïîáóäîâè Íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ ñëiäóþòü ïiäðîçäiëó 2.2 (äèâ.

ðîáîòó [148]), àëå ïîòðåáóþòü äåÿêîãî óòî÷íåííÿ, îñêiëüêè çàðàç íàñ öiêàâèòü

÷àñòêîâèé âèïàäîê ðiâíÿíü áåç çàãàþâàííÿ. Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ, ìè

íàâîäèìî öi óòî÷íåííÿ íèæ÷å. Äëÿ äåòàëüíîãî îáãîâîðåííÿ äèâ. ðîáîòè

[148, 150].

Äëÿ ôiêñîâàíîãî T > 0 ìè âèçíà÷à¹ìî íàñòóïíèé ïðîñòið

Y1 ≡ {y ∈ C(−T, 0;D(Aα)) : QN y(−T ) = 0},

ç íîðìîþ |y|Y1 = sup
[−T,0]

‖ Aαy(·) ‖.
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Çàôiêñó¹ìî p ∈ PNH òà q ∈ QND(Aα). Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ F : Y1 →
Y1 íàñòóïíèì ÷èíîì

F(y)(t) ≡ F(y; p, q)(t) ≡ e−tAp+

∫ t

0

e−(t−τ)APNB
(
y(τ) + e−(τ+T )Aq

)
dτ

+

∫ t

−T
e−(t−τ)AQNB

(
y(τ) + e−(τ+T )Aq

)
dτ (2.60)

äå t ∈ [−T, 0].

Ëåãêî áà÷èòè, ùî íåðóõîìà òî÷êà âiäîáðàæåííÿ F òîáòî, F(ȳ) = ȳ, ìà¹

âëàñòèâiñòü: äëÿ s ∈ [−T, 0] ôóíêöiÿ u(s) ≡ ȳ(s) + e−(s+T )Aq ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (2.55), ÿêå çàäîâiëüíÿ¹ PNu(0) = p òà QNu(−T ) = q. Öå ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé

ìè øóêà¹ìî â òåîðåìi 2.31.

Äëÿ íàõîäæåííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè âiäîáðàæåííÿ F ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (2.56)

òà îòðèìó¹ìî [148]

|F(y1)−F(y2)|Y1 ≤ γN(T )M |y1 − y2|Y1,

äå

γN(T ) ≡ λα−1
N (eλNT − 1) +

αα

1− α
T 1−α + λα−1

N+1(1− e
−λN+1T ). (2.61)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî N , âèêîíó¹òüñÿ γN(T ) → 0, ïðè T → 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ âëàñòèâiñòü, ìîæíà îáðàòè äîñòàòíüî ìàëå T0 òàê, ùî äëÿ

âñiõ T ∈ (0, T0] ìà¹ìî δ ≡ γN(T )M < 1. Òàêèì ÷èíîì iñíó¹ ¹äèíà íåðóõîìà

òî÷êà ȳ âiäîáðàæåííÿ ñòèñêàííÿ F .
Òåïåð âiäîáðàæåííÿ Φ áóäó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ ôiêñîâàíèõ

p ∈ PNH òà q ∈ QND(Aα) ìè ïîçíà÷à¹ìî ȳ(p, q) ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó

âiäîáðàæåííÿ F , ÿêà çáóäîâàíà çà p òà q. Âèçíà÷à¹ìî

Φ(p, q) ≡ QN ȳ(p, q)(0) + e−TAq. (2.62)

2.4.1. Ñòàöiîíàðíi íàáëèæåíi iíåðöiéíi ìíîãîâèäè (ÑÍIÌ). Íåõàé

âèêîíàíi óìîâè (2.58) òà (2.59). Òîäi [148, òåîðåìà 3.1 òà ëåìà 3.2] ñòàëà

Ëèïøèöÿ L2 âiäîáðàæåííÿ Φ ¹ ìåíøîþ çà îäèíèöþ (äèâ. (2.57)). Òàêèì ÷èíîì
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äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî p ∈ PNH ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè âiäîáðàæåííÿ

Φ ÿê ñòðîãå ñòèñêàííÿ â QND(Aα) :

|Φ(p, q1)− Φ(p, q2)|α ≤ L2|q1 − q2|α, L2 < 1.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ PNH iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.55)

ç âëàñòèâîñòÿìè PNu(0) = p òà QNu(0) = QNu(−T ) = q äëÿ äåÿêîãî

q ∈ QND(Aα). Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ΨT ≡ ΨT,N : PNH → QND(Aα)

íàñòóïíèì ÷èíîì

ΨT (p) ≡ Φ(p, q), äå q = Φ(p, q). (2.63)

Òåïåð ìè ìà¹ìî ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè ñòàöiîíàðíèé ÍIÌ ÿê ãðàôiê

âiäîáðàæåííÿ ΨT :

MT ≡MT,N = {p+ ΨT (p) : p ∈ PNH}. (2.64)

Âiäçíà÷èìî, ùî ìíîãîâèä MT âêëþ÷à¹ âñi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

(2.55). Ç öi¹¨ ïðè÷èíè, ñëiäóþ÷è òåðìiíîëîãi¨ ðîáîòè [107], ìè íàçèâà¹ìî MT

ñòàöiîíàðíèì íàáëèæåíèì ìíîãîâèäîì.

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî (2.55) ìà¹ ïîãëèíàþ÷ó êóëþ â D(Aα) (äèâ. [200] äëÿ

âåëèêîãî ÷èñëà ïðèêëàäiâ). Âèêîðèñòîâóþ÷è iñíóâàííÿ ïîãëèíàþ÷î¨ êóëi, ìè

ìîæåìî ñòàíäàðòíèì ÷èíîì "îáðiçàòè" íåëiíiéíèé åëåìåíò B ïîçà ìåæàìè öi¹¨

êóëi òàêèì ÷èíîì, ùî íåëiíiéíiñòü áóäå ñïiâïàäàòè iç ïî÷àòêîâèì B âñåðåäèíi

êóëi òà ìàòè îáìåæåíèé íîñié. Ïîçíà÷èìî R ðàäióñ äåÿêî¨ êóëi, ÿêà âêëþ÷à¹

öåé íîñié.

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ΨT òà MT áóäóòü âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøîìó.

Òåîðåìà 2.32 . Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (2.58) òà (2.59). Òîäi âiðíî íàñòóïíå

(i) âiäîáðàæåííÿ ΨT , âèçíà÷åíå â (2.63), çàäîâiëüíÿ¹

‖Aα(ΨT (p1)−ΨT (p2))‖ ≤ LΨ‖Aα(p1 − p2)‖,

äå ñòàëà Ëèïøèöÿ ìà¹ âèãëÿä

LΨ ≡
[
1− e−λN+1T − γNM

1− γNM

]−1

· γNM

1− γNM
eλNT , (2.65)

ç γN , ùî âèçíà÷åíà ó (2.61);
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(ii) ÿêùî äëÿ ôiêñîâàíîãî T îöiíêè (2.59) òà (2.59) âèêîíàíi äëÿ N = K,K+

1, . . . ,M, òî

MT,K ⊂MT,K+1 ⊂ . . . ⊂MT,M ;

(iii) ÿêùî äîäàòêîâî, λN+1 òà T çàäîâiëüíÿþòü

M

(
αα

1− α
T 1−α + TλαN+1

)
≤ q̄ < 1, (2.66)

òîäi äëÿ âñiõ 0 ≤ t ≤ T ìà¹ìî

‖Aα(Qu(t)−ΨT (Pu(t)))‖ ≤ (1− q̄)−1
[
C1
R · e−γT + C2

R · e−γt
]

(2.67)

äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó u(t) çàäà÷i (2.55) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ u0 =

p+ ΨT (p) ïðè t = 0. Òóò γ äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó [λN , λN+1], q̄ < 1

ùî âèçíà÷åíå â (2.66), äîäàòíi ñòàëi C1
R òà C2

R çàëåæàòü òiëüêè âiä

ðàäióñà äèñèïàòèâíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 2.33 Â òåîðåìi 2.34 ìè çàïðîïîíó¹ìî àëãîðèòì âèáîðó λN+1

òà T äëÿ âèêîíàííÿ (2.58), (2.59) òà (2.66).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.32. Äîâåäåìî ïóíêò (i). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó p ∈ PH.
Ëåãêî áà÷èòè ç (2.63), (2.62) òà (2.60), ùî q òà y ∈ Y1, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó

âèçíà÷åííi Ψ, ïîâèííi çàäîâiëüíÿòè

q = e−TAq +

∫ 0

−T
e−τAQB

(
y(τ) + e−(τ+T )Aq

)
dτ, y = F(y; p, q). (2.68)

Ðîçãëÿíåìî p1, p2 ∈ PH. Ìà¹ìî

|F(y1; p1, q1)−F(y2; p2, q2)|α ≤ eλNT |p1−p2|α +γN(T )M(|y1− y2|Y1 + |q1− q2|α).

(2.69)

Òàêèì ÷èíîì (2.68) äà¹

|q1 − q2|α ≤ e−λN+1T |q1 − q2|α + γN(T )M(|y1 − y2|Y1 + |q1 − q2|α). (2.70)

Ç (2.69), âèêîðèñòîâóþ÷è (2.68), îòðèìó¹ìî

|q1 − q2|α ≤ e−λN+1T |q1 − q2|α + γN(T )M |q1 − q2|α



81

+γN(T )M [1− γN(T )M ]−1 (eλNT |p1 − p2|α + γN(T )M |q1 − q2|α).

Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ΨT çi ñòàëîþ Ëèïøèöÿ LΨ, ùî

âèçíà÷åíà ó (2.65).

Äîâåäåìî ïóíêò (ii). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi z = pN + ΨT,N(pN) ∈MT,N , pN ∈
PNH. Âèçíà÷åííÿ ΨT,N äà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíî¨ ôóíêöi¨ u1(t) ∈ C(−T, 0;D(Aα))

òàêî¨, ùî PNu1(0) = pN òà QNu
1(−T ) = QNu

1(0). Âiäçíà÷èìî, ùî u1(0) = z.

Ðîçãëÿíåìî pN+1 ≡ PN+1u
1(0). Òåïåð, âèçíà÷åííÿ ΨT,N+1 äà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíî¨

ôóíêöi¨ u2(t) ∈ C(−T, 0;D(Aα)) òàêî¨, ùî PN+1u
2(0) = pN+1 è QN+1u

2(−T ) =

QN+1u
2(0). Òóò u2(0) ∈ MT,N+1. Îñêiëüêè PN+1u

1(0) = PN+1u
2(0), ìè

îòðèìó¹ìî u1(t) ≡ u2(t), t ∈ [−T, 0]. Òàêèì ÷èíîì z = u1(0) = u2(0) ∈MT,N+1.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòà (iii) ìè ïîêðîêîâî ñëiäó¹ìî äîâåäåííþ, ùî íàâåäåíå

â [54, òåîðåìà 3.1]. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.32 çàâåðøåíî.

Äëÿ ïîáóäîâè âiäîáðàæåííÿ Ψ ìè äâà ðàçè çàñòîñîâóâàëè òåîðåìó ïðî

íåðóõîìó òî÷êó (ïåðøèé ðàç - äëÿ ïîáóäîâè Φ òà äðóãèé ðàç, âèêîðèñòîâóþ÷è

Φ, äëÿ îòðèìàííÿ Ψ). Ìè ìîæåìî óíèêíóòè öüîãî, ðîçãëÿäàþ÷è äëÿ

ôiêñîâàíîãî p ∈ PNH íàñòóïíå âiäîáðàæåííÿ G(q, y) = (G1(q, y);G2(q, y)) :

G1(q, y) = e−TAq +

∫ 0

−T
e−τAQB

(
y(τ) + e−(τ+T )Aq

)
dτ, G2(q, y) = F(y; p, q)

â ïðîñòîði H ≡ QND(Aα) × Y1 ç íîðìîþ |(q, y)|H ≡ |q|α + |y|Y1. Ëåãêî
ïåðåâiðèòè, ùî

|G(q1, y1)−G(q2, y2)|H ≤ ε · |(q1, y1)− (q2, y2)|H, ç ε ≡ e−λN+1T + 2γN(T )M.

(2.71)

Â [148, ëåìà 3.2] äîâåäåíî, ùî (2.58) òà (2.59) äàþòü e−λN+1T < 1/2 òà

2γN(T )M < 1/2. Îñêiëüêè G ¹ ñòèñêàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì, ìè ìîæåìî

íàáëèæàòè íåðóõîìó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ G çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíî¨

ôîðìóëè

(qn; yn) =
(
G1(q

n−1; yn−1);G2(q
n−1; yn−1)

)
, n = 1, 2, . . .

Òåïåð ìè ìîæåìî íàáëèæàòè ñòàöiîíàðíå ÍIÌ (Steady AIM) MT , âèçíà÷åíå
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â (2.64), çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi

MT
n = {p+ ΨT

n (p) : p ∈ PNH}.

Òóò âiäîáðàæåííÿ ΨT
n : PNH → QND(Aα) âèçíà÷åíi çà ôîðìóëîþ ΨT

n (p) =

Qyn(0), n = 1, 2, . . . Ëåãêî îòðèìàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.9) òà âëàñòèâiñòü

äèñèïàòèâíîñòi (2.55), ùî sup{‖Aα(ΨT
n (p) − ΨT (p))‖ : ‖p‖α ≤ R} ≤ εn · CR,

äå ε < 1 âèçíà÷åíî â (3.9); CR çàëåæèòü òiëüêè âiä ðàäióñà äèñèïàòèâíîñòi.

Âiäçíà÷èìî, ùî MT
n íå îáîâ'ÿçêîâî âêëþ÷à¹ ñòàöiîíàðíi òî÷êè òà ïåðiîäè÷íi

îðáiòè.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêà ñòâåðäæó¹,

ùî ïîâåðõíÿ MT ¹ íàáëèæåíèì iíåðöiéíèì ìíîãîâèäîì.

Òåîðåìà 2.34 . Iñíóþòü ñòàëi ρ1 òà Λ (çàëåæíi òiëüêè âiä M,α òà λ1)

òàêi, ùî ïðè âèêîíàííi

λ1−α
N+1 ≥ Λρ−1, T = ρλ−αN+1, 0 < ρ ≤ ρ1, (2.72)

âiäîáðàæåííÿ ΨT , âèçíà÷åíå â (2.63) ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü

‖Aα(Qu(t)−ΨT (Pu(t)))‖ ≤ C1
R · exp{−

σ0

ρ
λαN+1(t− t∗)}+ C2

R · exp{−
ρ

2
λ1−α
N+1}
(2.73)

äëÿ âñiõ t ≥ t∗ + T/2. Òóò σ0 ¹ ñòàëîþ òà u(t) - äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê (2.55)

òàêèé, ùî ‖Aαu(t)‖ ≤ R äëÿ t∗ ≤ t <∞.

Çàóâàæåííÿ 2.35 Öÿ òåîðåìà îçíà÷à¹, ùî íàøi ñòàöiîíàðíi ÍIÌ MT,N ,

ùî âèçíà÷åíi â (2.64), ñêëàäàþòü ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ

ìíîãîâèäiâ åêñïîíåíöiéíîãî ïîðÿäêó òîáòî, îêîëè ïîâåðõîíü MT,N , ùî

ìàþòü òîâùèíó ïîðÿäêà exp{−ρ
2λ

1−α
N+1}, åêñïîíåíöiéíî ïðèòÿãóþòü âñi

òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè.

Çàóâàæåííÿ 2.36 Ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 2.34 (àëãîðèòì âèáîðà λN+1 òà

T ) ìà¹ òîé ñàìèé ñåíñ, ÿê i ó [54]. Òîâùèíà ïðèòÿãóþ÷èõ îêîëiâ íàøèõ

ñòàöiîíàðíèõ ÍIÌ ìà¹ òîé ñàìèé ïîðÿäîê, ÿê ó [75, 54].
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.34. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïëàí äîâåäåííÿ [54] òà òåîðåìó

2.32. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i (2.55). Ïîçíà÷èìî û(t)

ðîçâ'ÿçîê iç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ û(0) = Pu(0) + ΨT (Pu(0)). Ìà¹ìî

Qu(t)−ΨT (Pu(t)) = Q(u(t)−û(t))+[Qû(t)−ΨT (Pû(t))]+[ΨT (Pû(t))−ΨT (Pu(t))].

Ïîçíà÷èìî d(t) = ‖Aα(Qu(t)−ΨT (Pu(t)))‖. Ëåìà 2.30 äà¹

|Q(u(t)− û(t))|α ≤
[
e−λN+1t +M(1 + k)a1λ

α−1
N+1 · e

a2t
]
|Q(u(0)− û(0))|α.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ äëÿ ΨT òà ëåìó 2.29 îòðèìó¹ìî

|ΨT (Pû(t))−ΨT (Pu(t))|α ≤ LΨa1e
a2t · |Pû(0)− Pu(0)|α.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî öå òà (2.67) äëÿ îòðèìàííÿ d(t) ≤ αN(t) · d(0) + βN(T ),

äå αN(t) ≡ e−λN+1t + a1

(
M(1 + k)λα−1

N+1 + LΨ

)
· ea2t, βN(T ) ≡ ( 1 − q̄ )−1 ×[

C1
R · e−γT + C2

R · e−γT/2
]
. ßêùî ìè òåïåð îáåðåìî t ∈ [T/2, T ], òî αN(t) ≤

αN,T ≡ e−λN+1T/2 +a1

(
M(1 + k)λα−1

N+1 + LΨ

)
· ea2T . Ëåãêî áà÷èòè, ùî αN,T ≤ 1/2

ïðè

λN+1T > 4 ln 2, λα−1
N+1 > 16a1M(1 + k), a2T < ln 2, a1LΨ < 1/16. (2.74)

Îñêiëüêè óìîâè (2.72) äàþòü (2.74) ìè îòðèìó¹ìî äëÿ tn = t∗ + nT/2, ùî

d(tn+1) ≤ 1
2d(tn) + βN(T ). Iòåðàöi¨ äàþòü

d(tn) ≤ 2−nd(t0) + 2βN(T ). (2.75)

Äëÿ t ∈ [tn + T/2, tn + T ] ìà¹ìî d(t) ≤ 1
2d(tn) + βN(T ). Òàêèì ÷èíîì (2.75)

äà¹ äëÿ âñiõ t ≥ t∗ + T/2 îöiíêó d(t) ≤ 2 exp
{
− 2
T (t− t∗) ln 2

}
· d(t∗) + 2βN(T ).

Öå äà¹ (2.73), ÿêùî ìè ïîëîæèìî T = ρλ−αN+1 òà γ = λN+1. Äîâåäåííÿ òåîðåìè

2.34 çàâåðøåíî.

Ìè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó 2.34 â iíøîìó âèãëÿäi.

Íàñëiäîê 2.37 Äëÿ çàäàíîãî ĉ > ln 4 iñíóþòü ñòàëi T0 òà Λ (îáèäâi

çàëåæàòü òiëüêè âiä M,α, λ1 òà ĉ) òàêi, ùî äëÿ âñiõ T ∈ (0, T0], λN+1 > Λ,
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ÿêi çàäîâiëüíÿþòü λN+1T > ĉ, âiäîáðàæåííÿ ΨT , âèçíà÷åíå â (2.63), ìà¹

íàñòóïíó âëàñòèâiñòü

‖Aα(Qu(t)−ΨT (Pu(t)))‖ ≤ C1
R · exp{−

2

T
(t− t∗) ln 2}+ C2

R · exp{−
1

2
λN+1T}

äëÿ âñiõ t ≥ t∗ + T/2 òà äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó u(t) çàäà÷i (2.55) òàêîãî, ùî

‖Aαu(t)‖ ≤ R äëÿ t∗ ≤ t < ∞.

Çàóâàæåííÿ 2.38 ßêùî ñèñòåìà ìà¹ õî÷ îäèí ïåðiîäè÷èé ðîçâ'ÿçîê ç

ïåðiîäîì T, òî éîãî (ðîçâ'ÿçêó) P-êîîðèíàòà îïèñó¹ çàìêíåíó îäíîâèìiðíó

êðèâó â N-âèìiðíié ìíîæèíi PNB
R, äå BR ¹ ïîãëèíàþ÷îþ ìíîæèíîþ

ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì (çà âèçíà÷åííÿì ΨT,N), äîâiëüíèé T-ïåðiîäè÷íèé

ðîçâ'ÿçîê u(t) ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé ñâî¨ìè ïåðøèìè N ìîäàìè PNu(t)

òîáòî, u(t) = PNu(t) + ΨT,N(PNu(t)), t ∈ R. Öåé ôàêò ìà¹ íàñòóïíó

iíòåðïðåòàöiþ. Õî÷à ÍIÌ íå ¹ iíâàðiàíòíèìè (íà âiäìiíó âiä iíåðöiéíîãî

ìíîãîâèäó), íàøå ñòàöiîíàðíå ÍIÌ ìà¹ iíâàðiàíòíó ïiäìíîæèíó, ÿêà

âêëþ÷à¹ âñi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè òà T-ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè.

2.5. Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì iç

çàãàþâàííÿì ìåòîäîì iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ iç

çàãàþâàííÿì

Ìè äîñëiäæó¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì

ü+ 2εu̇+ Au = B(ut) äëÿ t > 0, ε > 0 (2.76)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(θ) = u0(θ) äëÿ θ ∈ [−r, 0], u̇
∣∣
t=0+

= u1. (2.77)

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî îïåðàòîð A òà íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ B : Cα → H

çàäîâiëüíÿþòü ïðèïóùåííÿì (A1), (A2) ïiäðîçäiëó 2.1 (ïîïåðåäíi âiäîìîñòi).

Ïåðåïèøåìî (2.76), (2.77) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

∂U/∂t+AU = B(Ut), U
∣∣
θ∈[−r,0]

= U0, (2.78)
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äå U(t) = (u(t); u̇(t)), U0 = (u0;u1). Òóò îïåðàòîð A òà âiäîáðàæåííÿ B
âèçíà÷åíi òàê AU = (−u1;Au0 + 2εu1), B(Ut) = (0;B(u0

t )) äëÿ U = (u0;u1).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ òà âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà A ¹ λ±n =

ε±
√
ε2 − µn, f±n = (en;−λ±n en), n = 1, 2, ..

Íàì çíàäîáèòüñÿ îáìåæåííÿ ε2 > µN+1, ÿêå çàçâè÷àé âèíèêà¹ ïðè

äîñëiäæåííi òàêèõ çàäà÷ (äèâ. [138, 31, 152]). Ïîëîæèìî E = D(A1/2) × H

òà ðîçãëÿíåìî ðîçêëàäàííÿ E = E1 ⊕ E2, äå E1 = Lin {(ek; 0), (0; ek) : k =

1, .., N}, E2 = Cl Lin {(ek; 0), (0; ek) : k ≥ N + 1}.
Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê [138] â E1 òà E2 :

〈U, V 〉1 = ε2(u0, v0)− (Au0, v0) + (εu0 + u1, εv0 + v1),

〈U, V 〉2 = (Au0, v0)− (ε2 − 2µN+1)(u
0, v0) + (εu0 + u1, εv0 + v1).

Òóò U = (u0;u1), V = (v0; v1) íàëåæàòü äî âiäïîâiäíèõ ïiäïðîñòîðiâ Ei.

Òåïåð ñêàëÿðíèé äîáóòîê â E çàïèñó¹òüñÿ ÿê 〈U, V 〉 = 〈U 1, V 1〉1 + 〈U 2, V 2〉2,
äå U=U 1+U 2, V=V 1+V 2; V i, U i ∈ Ei, i = 1, 2. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

|U |E ≡ |U | ≡ 〈U,U〉1/2.
Îá÷èñëåííÿ äàþòü (äèâ. [31]) äëÿ âñiõ U = (u; v) ∈ E :

‖ Aαu ‖≤ µαN+1δ
−1
N,ε|U |, äëÿ 0 ≤ α ≤ 1/2, (2.79)

äå

δN,ε ≡
√
µN+1 min

{
1,

√
ε2 − µN+1

µN+1

}
. (2.80)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå òà (2.3), (2.4), ëåãêî áà÷èòè, ùî

|B(U 1
t )− B(U 2

t )| ≤ M̂0|U 1(t)− U 2(t)|+ M̂1 max
[−r,0]
|U 1(t+θ)− U 2(t+θ)|, (2.81)

äå

M̂i ≡Mi · µαN+1δ
−1
N,ε = Mi · µα−1/2

N+1 max

{
1,

√
µN+1

ε2 − µN+1

}
, i = 0, 1. (2.82)
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Âèçíà÷åííÿ 2.39 Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.78) çâåòüñÿ ôóíêöiÿ U(t) ≡
(u(t); u̇(t)) ∈ C(−r, T ;E), ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ u(θ) = u0(θ), θ ∈ [−r, 0]; u̇(0) = u1

òà U(t) = e−tAU(0) +
∫ t

0 e
−(t−s)AB(Us)ds.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ ñòàíäàðòíèì (äèâ. [202])

ÿê i íàñòóïíà

Ëåìà 2.40 . Íåõàé U(t) = V (t) − W (t), äå V (t) òà W (t) ðîçâ'ÿçêè (2.78).

Òîäi |Ut|CE ≤ a1 · ea2(t−s)|Us|CE , t ≥ s. Òóò a1, a2 - äîäàòíi ñòàëi.

Ìè âèçíà÷à¹ìî åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St â CE ≡ C(−r, 0;E) íàñòóïíèì ÷èíîì

StU0 ≡ [StU0](θ) =

{
U(t+ θ), t+ θ > 0;

U0(t+ θ), t+ θ ≤ 0.
(2.83)

äå U(t) - ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê (2.78). Çàôiêñó¹ìî íàòóðàëüíå N òà ðîçãëÿíåìî

íàñòóïíi ïiäïðîñòîðè E±1 = Lin {f±k : k ≤ N}, ÿêi âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi

äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêà 〈·, ·〉, îòæå E1 = E+
1 ⊕ E−1 . ßêùî ìè ïîçíà÷èìî PEi

îðòîïðîåêòîðè íà âiäïîâiäíi ïiäïðîñòîðè, òî îòðèìà¹ìî (äèâ. [31])

|e−AtPE2
| = e−λ

−
N+1t, |eAtPE−1 | = eλ

−
N t, |e−AtPE+

1
| = e−λ

+
N t, t ≥ 0. (2.84)

Âèçíà÷èìî P ≡ PE−1 òà Q = I − P . Äàëi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè P ïðîåêòîð

íà E−1 , òà P
0, P 1, P 2 - åëåìåíòè ç E−1 . Âèçíà÷èìî N -âèìiðíèé ïðîåêòîð P̂ â

CE ≡ C(−r, 0;E) òàê

P̂U = (P̂U)(θ) =
N∑
k=1

e−λ
−
k θ〈U(0), f−k 〉f

−
k ≡ e−AθPU(0),

äå −r ≤ θ ≤ 0 òà U = U(θ) ¹ åëåìåíò ç CE. Òàêîæ ìè ïîçíà÷à¹ìî Q̂ ≡ I − P̂ .
Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî P̂ - ñïåêòðàëüíèé ïðîåêòîð ãåíåðàòîðà ëiíiéíî¨

ïiâãðóïè Tt â CE âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ, ÿêà àíàëîãi÷íà äî (2.83) äëÿ çàäà÷i

(2.76) òà (2.77) ç B(u) ≡ 0. Äiéñíî, (Ttu0)(θ) = e−(t+θ)AU0(0), ÿêùî t + θ > 0

òà (Ttu0)(θ) = U0(t+ θ), ÿêùî t+ θ ≤ 0.



87

2.5.1. Iñíóâàííÿ iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäó ç çàãàþâàííÿì. Ãîëîâíèì

ðåçóëüòàòîì öüîãî ïóíêòó ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ IÌÇ äëÿ çàäà÷i

(2.78).

Òåîðåìà 2.41 . Íåõàé ε2 > µN+1. Iñíó¹ T0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî T ∈
(0, T0], äîâiëüíèõ p ∈ PE ≡ E−1 òà ψ ∈ Q̂CE iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê U(t)

çàäà÷i (2.78), âèçíà÷åíèé íà [−T,∞) òà òàêèé, ùî

PU(0) = p, Q̂ U−T = ψ.

Áiëüø òîãî, ÿêùî ìè âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Φ(p, ψ) ≡ Q̂ u0, òî âîíî ¹

ëèïøèöåâèì ç E−1 × Q̂CE â Q̂CE, òîáòî äëÿ âñiõ (pi, ψi) ∈ E−1 × Q̂CE, i = 1, 2

ìà¹ìî:

|Φ(p1, ψ1)− Φ(p2, ψ2)|CE ≤ L1(T )|p1 − p2|+ L2(T )|ψ1 − ψ2|CE . (2.85)

Ìè êàæåìî, ùî Φ âèçíà÷à¹ ìíîãîâèäM â E−1 × Q̂CE × Q̂CE. Öåé ìíîãîâèä

¹ iíâàðiàíòíèì, òîáòî, ÿêùî U(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.78), òî

Q̂ Ut = Φ
(
P U(t), Q̂ Ut−T

)
, t ≥ 0.

Íàñòóïíi äîäàòêîâi óìîâè äàþòü îöiíêè äëÿ ñòàëèõ Ëèïøèöÿ Li.

Ïðèïóñòèìî

lim inf
n→∞

µn
µn+1

≡ η0 > 0. (2.86)

Âiçüìåìî äîâiëüíi δ1, δ2 ∈ (0, 1] òà c > ln(2δ−1
2 ). Òîäi (2.86) äà¹ (äåòàëüíiøå äèâ.

ëåìó 3.3) iñíóâàííÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî N0, ÿêå çàäîâiëüíÿ¹ λ−N0
> (M̂0+M̂1e

c)·
ec(ec−e−c)

(
1 + δ−1

1

)
, òà òàêîãî, ùî äëÿ äîâiëüíèõN ≥ N0, ε

2 ∈ [2µN+1, 2µN+1+

µN ] òà T, r ÿêi çàäîâiëüíÿþòü

r +
ln(2δ−1

2 )

λ−N+1

< T ≤ c

λ−N+1

, (2.87)

ìè ìà¹ìî L1(T ) < δ1 òà L2(T ) < δ2.

Çàóâàæåííÿ 2.42 Ôàêòè÷íî (äèâ. íèæ÷å), äëÿ Li < δi íàì ïîòðiáíà

íàñòóïíå óìîâà

ε−
√
ε2 − µN > µ

α−1/2
N+1 (M0 +M1e

c) max

{
1,

√
µN+1

ε2 − µN+1

}
Dc ·

1

4

(
1 +

1

δ1

)
,
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ðàçîì ç (2.87). Òóò Dc ≡ 4ec(ec − e−c). Ìè îáðàëè (2.86) â òåîðåìi 2.41 äëÿ

ïðîñòîòè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.41. Ìè äîòðèìó¹ìîñü ëiíi¨ äîâåäåííÿ ïðåäñòàâëåíîãî

â [148] òà ââîäèìî äëÿ ôiêñîâàíèõ T > 0 òà ψ ∈ Q̂CE íàñòóïíi ïðîñòîðè

Y1 ≡ {y ∈ C(−T, 0;E) : Qy(−T ) = 0}, Y2 = Y2(ψ) ≡ {y ∈ C(−T − r, 0;E) :

Q̂N y−T = ψ} ç sup-íîðìàìè.

Äëÿ äîâiëüíîãî ψ ∈ Q̂CE ââîäèìî íàñòóïíó ôóíêöiþ çñóâó-ïðîäîâæåííÿ

E : Y1 → Y2, ÿêà ¹ îñíîâíèì òåõíi÷íèì iíñòðóìåíòîì íàøèõ äîñëiäæåíü:

E(y, ψ)(s) ≡=

{
y(s) + e−(s+T )Aψ(0), ïðè s ∈ [−T, 0];

ψ(s+ T ) + e−(s+T )APy(−T ), ïðè s ∈ [−T − r,−T ].
(2.88)

ßê â [148] (äèâ. ïiäðîçäië 2.2), ìè äîâîäèìî íàñòóïíó

Ëåìà 2.43 . Äëÿ äîâiëüíèõ yi ∈ Y1, ψ
i ∈ Q̂CE, i = 1, 2 òà äîâiëüíîãî s ∈

[−T, 0] ìà¹ìî

|B(E(y1, ψ1)s)− B(E(y2, ψ2)s)|

≤ (M̂0 + M̂1)|ψ1 − ψ2|CE + (M̂0 + M̂1e
λ−Nr)|y1 − y2|Y1. (2.89)

Çàôiêñó¹ìî p ∈ E−1 òà ψ ∈ Q̂CE. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ F : Y1 → Y1

íàñòóïíèì ÷èíîì

F(y)(t) ≡ e−tAp+

∫ t

0

e−(t−τ)APB(E(y)τ) dτ +

∫ t

−T
e−(t−τ)AQB(E(y)τ) dτ (2.90)

äå t ∈ [−T, 0] òà E(y) = E(y, ψ).

ßêùî ìè çíàéäåìî íåðóõîìó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ F òîáòî F(ȳ) = ȳ, òî

U(s) ≡ E(ȳ)(s) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.78) äëÿ s ∈ [−T, 0] ç âëàñòèâîñòÿìè PU(0) =

p, Q̂ U−T = ψ.

Òàêèì ÷èíîì, íàøîþ íàéáëèæ÷îþ ìåòîþ ¹ çíàõîæåííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè F .
Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè (2.84) òà ëåìó 2.43 ç ψ1 = ψ2 = ψ ìè îòðèìó¹ìî

|F(y1)−F(y2)|Y1 ≤ γ̂N(T )
(
M̂0 + M̂1e

λ−Nr
)
|y1 − y2|Y1,
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äå

γ̂N(T ) ≡ eλ
−
NT − 1

λ−N
+

1− e−λ−N+1T

λ−N+1

. (2.91)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî N , ìè ìà¹ìî γ̂N(T )→ 0, ïðè T → 0. Òàêèì

÷èíîì, ÿêùî ìè îáåðåìî T0 òàê, ùî

δ ≡ γ̂N(T0)
(
M̂0 + M̂1e

λ−Nr
)
< 1, (2.92)

òî äëÿ âñiõ T ∈ (0, T0] îòðèìà¹ìî |F(y1)−F(y2)|Y1 ≤ δ|y1−y2|Y1. Òàêèì ÷èíîì

iñíó¹ ¹äèíà íåðóõîìà òî÷êà ȳ ñòèñêàííÿ.

Òåïåð âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Φ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ ôiêñîâàíèõ p ∈
E−1 òà ψ ∈ Q̂CE ïîçíà÷èìî ȳ - ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó F , ïîáóäîâàíó äëÿ p òà
ψ. Îòæå

Φ(p, ψ) ≡ Q̂E(ȳ)0 ≡ E(ȳ)(θ)− e−Aθp, θ ∈ [−r, 0]. (2.93)

Òàêîæ äîâîäèìî, ùî Φ ¹ ëèïøèöåâèì, òîáòî îòðèìó¹ìî (2.85) ç

L1(T ) ≡ eλ
−
Nr

[
1 +

eλ
−
NT

1− γ̂N(T )(M̂0 + M̂1eλ
−
Nr)

]
,

L2(T ) ≡ 1 +
γN(T )eλ

−
Nr(M̂0 + M̂1)

1− γ̂N(T )(M̂0 + M̂1eλ
−
Nr)

. (2.94)

Â íàéáiëüø öiêàâîìó âèïàäêó r < T ìè îòðèìó¹ìî áiëüø òî÷íóþ îöiíêó (äèâ.

[148] òà ïiäðîçäië 2.2 äëÿ òåõíi÷íèõ äåòàëåé â ïàðàáîëi÷íîìó âèïàäêó)

L1(T ) = γ̂N(r)
eλ
−
NT (M̂0 + M̂1e

λ−Nr)

1− γ̂N(T )(M̂0 + M̂1eλ
−
Nr)

,

L2(T ) = e−λ
−
N+1(T−r) + γ̂N(r)(M̂0 + M̂1)

[
1 +

γ̂N(T )(M̂0 + M̂1e
λ−Nr)

1− γ̂N(T )(M̂0 + M̂1eλ
−
Nr)

]
. (2.95)

Íàñ öiêàâèòü âèïàäîê, êîëè îáèäâi ñòàëi Ëèïøèöÿ Li(T ), i = 1, 2,

âiäîáðàæåííÿ Φ (äèâ. (2.85)) ìåíüøå 1. Íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíå

ïîêðàùåííÿ àëãîðèòìà [148, ëåìà 3.2] âèáîðà T òà r â çàëåæíîñòi âiä N äëÿ

çàäîâiëüíåííÿ óìîâè äîñòàòíüî¨ ìàëîñòi Li.



90

Ëåìà 2.44 . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi δ1, δ2 ∈ (0, 1]. Äëÿ êîæíîãî c > 0 ïîçíà÷èìî

Dc ≡ 4ec(ec − e−c).
(i) Íåõàé λ−N >

(
1 + 1

δ1

)
(M̂0 +M̂1e

c)1
4Dc. Òîäi, ÿêùî r òà T çàäîâiëüíÿþòü

r < T òà λ−N+1T ≤ c, òî L1(T ) < δ1.

(ii) Íåõàé λ−N > 1
δ2

(M̂0 + M̂1e
c)Dce

−c. Òîäi óìîâà r+ ln(2δ−12 )

λ−N+1

< T ≤ c
λ−N+1

, äà¹

L2(T ) < δ2.

Íàñëiäîê 2.45 Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi δ1, δ2 ∈ (0, 1]. Òîäi äëÿ êîæíîãî c >

ln(2δ−1
2 ) óìîâà (2.87) òà

λ−N > (M̂0 + M̂1e
c)Dc ·

1

4

(
1 +

1

δ1

)
, (2.96)

äàþòü, ùî L1(T ) < δ1 òà L2(T ) < δ2. Òóò Dc âèçíà÷åíî â ëåìi 2.44.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.44. Íàì çíàäîáëÿòüñÿ ÿâíi ôîðìóëè äëÿ Li (äèâ. (2.95), à

òàêîæ [148, (3.12)]). Ëåãêî áà÷èòè, ùî γ̂N(T )eλ
−
NT (M̂0 + M̂1e

λ−Nr) < δ1(δ1 + 1)−1

äà¹ L1(T ) < δ1. Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.91), r < T, λ−N+1T ≤ c òà γ̂N(T ) ≤ Dc

4ecλ−N
ìè

îòðèìó¹ìî óìîâó Dc(M̂0 + M̂1e
λ−Nr)(4λ−N)−1 < δ1(δ1 + 1)−1. Öå äà¹ (i).

Äîâåäåìî (ii). Ìà¹ìî e−λ
−
N+1(T−r) < δ2/2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè r +

ln(2δ−12 )

λ−N+1

< T. ßê ó (i), ìè îòðèìó¹ìî γ̂N(r)(M̂0 + M̂1) < δ2/4, ÿêùî

Dc(M̂0 + M̂1)(4e
cλ−N)−1 < δ2/4 òà λN+1r ≤ c. Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíî λ−N >

1
δ2

(M̂0 + M̂1)Dce
−c. Ç iíøî¨ ñòîðîíè, äëÿ γ̂N (T )(M̂0+M̂1e

λ−
N
r)

1−γ̂N (T )(M̂0+M̂1e
λ−
N
r)
< 1 äîñòàòíüî,

ÿêùî γ̂N(T )(M̂0 + M̂1e
λ−Nr) < 1/2. Öå ìîæëèâî, ÿêùî λ−NT ≤ c òà λ−N >

1
2(M̂0 + M̂1e

c)Dce
−c. Îñêiëüêè δ2 ≤ 1, ìè îòðèìó¹ìî (ii). Äîâåäåííÿ ëåìè 2.44

çàâåðøåíî. �

Ëåìà 2.46 . Íåõàé (2.86) âèêîíàíî. Âiçüìåìî äîâiëüíi δ1, δ2 ∈ (0, 1] òà

äîâiëüíå c > ln(2δ−1
2 ). Òîäi iñíó¹ äîñòàòíüî âåëèêå N0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

N ≥ N0, è ε2 ∈ [2µN+1, 2µN+1 + µN ] òà T, r ÿêi çàäîâiëüíÿþòü (2.87), ìè

ìà¹ìî L1(T ) < δ1 òà L2(T ) < δ2.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.46. Íàñëiäîê äà¹ L1(T ) < δ1 òà L2(T ) < δ2 ÿêùî

λ−N ≡ ε−
√
ε2 − µN > µ

α−1/2
N+1 (M0+M1e

c) max

{
1,

√
µN+1

ε2 − µN+1

}
Dc·

1

4

(
1 +

1

δ1

)
,
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òà (2.87) âèêîíóþòüñÿ (äèâ. òàêîæ âèçíà÷åííÿ M̂i). Äîìíîæèìî îñòàííþ

îöiíêó íà ε+
√
ε2 − µN

µN > (ε+
√
ε2 − µN)·µα−1/2

N+1 (M0+M1e
c) max

{
1,

√
µN+1

ε2 − µN+1

}
Dc ·

1

4

(
1 +

1

δ1

)
.

Äëÿ äîâiëüíîãî ε2 ∈ [2µN+1, 2µN+1 + µN ] ìà¹ìî max
{

1,
√

µN+1

ε2−µN+1

}
= 1 òà

ε +
√
ε2 − µN ≤

√
2µN+1 + µN +

√
2µN+1 ≤ (

√
3 +
√

2) · µ1/2
N+1. Òàêèì ÷èíîì

äîñòàòíüî, ÿêùî

µN > (
√

3 +
√

2) · µαN+1(M0 +M1e
c)Dc ·

1

4

(
1 +

1

δ1

)
.

Òåïåð âëàñòèâiñòü inf limn→∞
µn
µn+1
≡ η0 > 0 äà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî q ∈ (0, 1)

iñíó¹ äîñòàòíüî âåëèêå n0 òàêå, ùî µn ≥ η0qµn+1 äëÿ n ≥ n0. Îñòàòî÷íî, óìîâà

µ1−α
N+1 > (η0q)

−1(
√

3 +
√

2) · (M0 +M1e
c)Dc ·

1

4

(
1 +

1

δ1

)
.

çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ íåîáõiäíîãî N0. Äîâåäåííÿ ëåìè 2.46 çàâåðøåíå. �

2.5.2. ÍIÌ, ùî ïðîõîäÿòü êðiçü âñi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè (ÑÍIÌ).

Ðîçãëÿíåìî N, r òà T , ùî çàäîâiëüíÿþòü (2.96), (2.87). Â öüîìó âèïàäêó,

äîñòàòíüî îáðàòè ε = δ = 1 òà äëÿ äîâiëüíîãî c > ln 2, ïðèïóñòèòè λ−N >

(M0 + M1e
c)Dc òà λ−N+1r + ln 2 < λ−N+1T ≤ c (äèâ. [148, ëåìà 3.2]). Îñêiëüêè

L2 < 1, ìè ìîæåìî âèêîðèñòàòè âiäîáðàæåííÿ Φ (äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî

p ∈ E−1 ) ÿê ñòèñêàííÿ â Q̂CE :

|Φ(p, ψ1)− Φ(p, ψ2)|CE ≤ L2|ψ1 − ψ2|CE , L2 < 1.

Ðîçãëÿíåìî ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó ψ ∈ Q̂CE âiäîáðàæåííÿ Φ, ïîáóäîâàíó äëÿ

p ∈ PNH. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ΨT ≡ ΨT,N : E−1 → Q̂CE íàñòóïíèì ÷èíîì

ΨT (p) ≡ Φ(p, ψ), äå ψ = Φ(p, ψ). (2.97)

Íàøîþ ìåòîþ ¹ äîâåäåííÿ òîãî, ùî ãðàôiê ΨT

M≡ {e−Aθp+ ΨT (p)(θ) : p ∈ PE ≡ E−1 } ⊂ CE. (2.98)
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¹ Íàáëèæåíèì iíåðöiéíèì ìíîãîâèäîì (ÍIÌ). Âiäçíà÷èìî, ùî ìíîãîâèä

M âêëþ÷à¹ âñi ñòàöiîíàðíi òî÷êè (2.78) Ç öi¹¨ ïðè÷èíè, äîòðèìóþ÷èñü

òåðìiíîëîãi¨ [107], ìè íàçèâà¹ìî M ñòàöiîíàðíèì íàáëèæåíèì iíåðöiéíèì

ìíîãîâèäîì (CÍIÌ).

Çàóâàæåííÿ 2.47 Çà âèçíà÷åííÿì, M âêëþ÷à¹ òàêîæ âñi T-ïåðiîäè÷íi

ðîçâ'ÿçêè (2.78) .

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî (2.78) ¹ äèñèïàòèâíèì òîáòî, ìà¹ ïîãëèíàþ÷ó êóëþ

â CE. Âèêîðèñòîâóþ÷è iñíóâàííÿ ïîãëèíàþ÷î¨ êóëi äëÿ ðiâíÿííÿ, ìè ìîæåìî

ñòàíäàðòíèì ÷èíîì ìîäèôiêóâàòè íåëiíiéíèé ÷ëåí B ïîçà êóëåþ òàêèì ÷èíîì,

ùî âií çàìiíþ¹òüñÿ ôóíêöi¹þ, ÿêà äîðiâíþ¹ B âñåðåäèíi ïîãëèíàþ÷î¨ êóëi

òà ìà¹ îáìåæåíèé íîñié. Ïîçíà÷èìî Rd ðàäióñ êóëi, ÿêà âêëþ÷à¹ öåé íîñié.

Äëÿ êîíêðåòíèõ ïðèêëàäiâ äèñèïàòèâíèõ Ð×Ï äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì ç

çàãàþâàííÿì äèâ., íàïðèêëàä, [53, 63, 43].

Íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ΨT òàM áóäóòü âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøîìó.

Ëåìà 2.48 . Íåõàé r, T òà N çàäîâiëüíÿþòü (2.96), (2.87) äëÿ äåÿêèõ δ1, δ2 ∈
(0, 1). Òîäi âiäîáðàæåííÿ ΨT , âèçíà÷åíå â (2.97), çàäîâiëüíÿ¹

|ΨT (p1)−ΨT (p2)|CE ≤ L1(1− L2)
−1|p1 − p2|, (2.99)

äå L1, L2 - ñòàëi Ëèïøèöÿ âiäîáðàæåííÿ Φ. Áiëüø òîãî, äëÿ âñiõ 0 ≤ t ≤ T

ìà¹ìî

|Q̂Ut −ΨT (PU(t))|CE ≤ (1− q̄)−1
[
C1
R · e−γT + C2

R · e−γt
]
, (2.100)

äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (2.78) U = U(t) iç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ U0 = e−Aθp+

ΨT (p) ∈ CE ïðè t = 0. Òóò γ - äîâiëüíå ÷èñëî ç [λN , λN+1], äîäàòíi ñòàëi

C1
R òà C2

R çàëåæàòü òiëüêè âiä ðàäióñà äèñèïàòèâíîñòi Rd, äîäàòíÿ ñòàëà

q̄ âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì

q̄ ≡ (M̂0 + M̂1e
λ−N+1r) · T <

1

2
. (2.101)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.48 âèêîðèñòîâó¹ àðãóìåíòè, ïîäiáíi äî [153].

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà
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Òåîðåìà 2.49 . Îáåðåìî äîâiëüíå η > 0. Iñíó¹ N òà r0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ

r ∈ [0, r0] òà âñiõ ε2 ∈ [2µN+1, 2µN+1 + µN ] iñíó¹ N-âèìiðíèé íàáëèæåíèé

iíåðöiéíèé ìíîãîâèä, ÿêèé âêëþ÷à¹ âñi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè (2.78) òà

òîâùèíà ïðèòÿãóþ÷îãî îêîëó ¹ η. Äåòàëüíiøå, ìà¹ìî

|Q̂Ut −ΨT (PU(t))|CE ≤ CR · exp
{
− 2

T
(t− t∗) ln 2

}
+ η,

äëÿ âñiõ t ≥ t∗+T/2 òà äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó U = U(t) ñèñòåìè (2.78) òàêîãî,

ùî |Ut|CE ≤ R äëÿ t∗ ≤ t < ∞.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.49. Ìè íàñëiäó¹ìî àðãóìåíòè [54] òà âèêîðèñòîâó¹ìî

ëåìè 2.48, 2.50. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ìè íå ìîæåìî áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè

ðåçóëüòàòè [54] äî íàøî¨ çàãàþâàííî¨ ñèñòåìè îñêiëüêè àðãóìåíòè â [54] ñóòò¹âî

ñïèðàþòüñÿ íà îöiíêó (äèâ. [54, ëåìà 2.2])

‖QAαu(t)‖ ≤
[
e−λN+1(t−s) +M(1 + k)a1λ

−1+α
N+1 · e

a2(t−s)
]
‖Aαu(s)‖, t > s.

Íà æàëü, íåìà¹ àíàëîãà îñòàííüî¨ îöiíêè ó âèïàäêó iç çàãàþâàííÿì äëÿ

ïðîåêòîðà Q̂ (äèâ. [148, çàóâàæåííÿ 3.8]). Çàìiñòü öüîãî, íàøå äîâåäåííÿ

áàçó¹òüñÿ íà âëàñòèâîñòi Ëèïøèöÿ âiäîáðàæåíü Φ òà Ψ. Ìè ñêîðèñòà¹ìîñü

àðãóìåíòàìè [153] äëÿ äîâåäåííÿ

Ëåìà 2.50 . Íåõàé N, T òà r çàäîâiëüíÿþòü

λ−N > (M̂0 + M̂1e
c)Dc

1

4

(
1 +

28

3
a1e

a2T

)
, (2.102)

r +
ln 8

λ−N+1

<
T

2
< T ≤ c

λ−N+1

, (2.103)

äëÿ äåÿêèõ c > 2 ln 8 òà ñòàëèõ a1, a2, âèçíà÷åíèõ â ëåìi 2.40. Òîäi

âiäîáðàæåííÿ ΨT , âèçíà÷åíå â (2.97), ìà¹ âëàñòèâiñòü

|Q̂Ut−ΨT (PU(t))|Cα ≤ C1
R ·exp{−

2

T
(t− t∗) ln 2}+C2

R ·exp{−
1

2
λN+1T}, (2.104)

äëÿ âñiõ t ≥ t∗+T/2 òà äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó U = U(t) ñèñòåìè (2.78) òàêîãî,

ùî |Ut|CE ≤ R äëÿ t∗ ≤ t < ∞.
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Òåïåð, äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.49 ìè ïîâèííi îáðàòè ïàðàìåòðè

c,N, T òà r0, ùî çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì ëåìè 2.50 òàêèì ÷èíîì, àáè îñòàííié

÷ëåí â (2.104) áóâ ìåíüøèé, íiæ η. Âiçüìåìî äîâiëüíå η > 0 (òîâùèíà

ïðèòÿãóþ÷îãî îêîëó). Îáåðåìî c > 2 ln 8 òàê, ùî C2
Re
−c/2 ≤ η. Òóò C2

R

âèçíà÷åíà â (2.104). Òåïåð îáåðåìî N , äëÿ âèêîíàííÿ (2.102). Òåïåð ìè

îáèðà¹ìî T ≡ cλ−1
N+1 äëÿ âèêîíàííÿ (äèâ. (2.103) ) ln 8

λN+1
< T

2 < T ≤ c
λN+1

.

Çàðàç áà÷èìî, ùî r0 ìîæå áóòè îáðàíî ìåíüøèì, íiæ T
2 −

ln 8
λN+1

äëÿ âèêîíàííÿ

(2.103) Ëåìà 2.50 çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.49. �

Çàóâàæåííÿ 2.51 Äëÿ ïîáóäîâè ÍIÌ (2.98) ìè çíàõîäèìî íåðóõîìi òî÷êè

äâîõ ñòèñêàíü: F (äèâ. (2.90) ) äëÿ ïîáóäîâè Φ(p, ψ) òà Φ(p, ·), òà

âèçíà÷åííÿ ΨT . Îäíàê ìè ìîæåìî íàáëèçèòè ãðàôiê ΨT ïîñëiäîâíiñòþ

ìíîãîâèäiâ, ÿêi çàäàíi (áiëüø) ÿâíèì ÷èíîì. Ðîçãëÿíåìî äëÿ ôiêñîâàíîãî p ∈
PNH âiäîáðàæåííÿ Ω(ψ, y) = (Ω1(ψ, y); Ω2(ψ, y)) â ïðîñòîði Ξ ≡ Q̂NCE × Y1

ç íîðìîþ |(ψ, y)|Ξ ≡ |ψ|CE + |y|Y1, äå

Ω1(ψ, y)(θ) ≡ e−(θ+T )Aψ(0) +

∫ θ

0

e−(θ−τ)APB (E(y, ψ)τ) dτ

+

∫ θ

−T
e−(θ−τ)AQB (E(y, ψ)τ) dτ,

Ω2(ψ, y)(θ) ≡ F(y, ψ)(t).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî óìîâè (2.87), (2.96) äàþòü âëàñòèâiñòü ñòèñêàííÿ

äëÿ Ω : |Ω(ψ1, y1) − Ω(ψ2, y2)|Ξ ≤ ε · |(ψ1, y1) − (ψ2, y2)|Ξ, ç ε ≡ e−λ
−
N+1(T−r) +

δ < 1, äå δ < 1
2 (çàâäÿêè (2.87), (2.96) ) âèçíà÷åíà â (2.92). Ìè

ìîæåìî íàáëèçèòè íåðóõîìó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ Ω çà äîïîìîãîþ çáiæíî¨

ïîñëiäîâíîñòi (ψn, yn) ≡ Ω(ψn−1, yn−1), n = 1, 2, .. ÿêùî ìè âèçíà÷èìî

ΨT
n (p) ≡ Q̂E(yn, ψn)0 : PE → Q̂CE, ìè íàáëèæà¹ìî ìíîãîâèäM, âèçíà÷åíèé

â (2.98), çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi Mn ≡ {e−Aθp + ΨT
n (p)(θ) : p ∈ PE ≡

E−1 } ⊂ CE.

Âî÷åâèäü, ùî sup{‖Aα(ΨT
n (p) − ΨT (p))‖CE : ‖p‖ ≤ R} ≤ εn · CR, äå ε < 1,

òà CR çàëåæàòü òiëüêè âiä ðàäióñà äèñèïàòèâíîñòi Rd.
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2.5.3. Ñêií÷åííà êiëüêiñòü iñòîòíèõ ìîä. Áàãàòî öiêàâèõ ðåçóëüòàòiâ

ïðî ñêií÷åííó êiëüêiñòü iñòîòíèõ ìîä (ïàðàìåòðiâ) äëÿ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (äèâ., íàïðèêëàä, [31]) áóëî îòðèìàíî ç ÷àñó ïiîíåðñüêî¨

ðîáîòè Ñ.Ôîÿøà òà Ã.Ïðîäè [85].

ßê â [75] (äèâ. òàêîæ [148] òà ïiäðîçäië 2.2 äëÿ âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü ç çàãàþâàííÿì), âèêîðèñòîâóþ÷è IÌÇ, ìè äîâîäèìî ðåçóëüòàò ïðî

ñêií÷åííó êiëüêiñòü iñòîòíèõ ìîä.

Òåîðåìà 2.52. Íåõàé T, r òà N òàêi, ÿê â òåîðåìi 2.41, òàêi, ùî ñòàëi

Ëèïøèöÿ Li < 1, i = 1, 2. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {tk}∞k=1 òàêó,

ùî 0 = t1 < t2 < .. < tk → +∞ òà r + ln 2
λN+1

< ti+1 − ti ≤ T, i = 1, 2, ..

Òîäi, ÿêùî äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ U 1(t), U2(t) çàäà÷i (2.78),

âèêîíó¹òüñÿ

|PN(u1(tk)− u2(tk))|α → 0, k →∞ (2.105)

òîäi

|u1
t − u2

t |Cα → 0, t→∞.

Öåé ðåçóëüòàò ¹ ðîçâèòêîì ðåçóëüòàòó ç [63], äå ìè âèêîðèñòîâóâàëè

|PN(u1(t)− u2(t))|α → 0, ïðè t→∞ çàìiñòü (2.105).

2.5.4. Õàðàêòåðèçàöiÿ K-iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó. Â öüîìó ïàðà-

ãðàôi, âèêîðèñòîâóþ÷è iñíóâàííÿ IÌÇ, äîâåäåíå â òåîðåìi 2.41, ìè

ïðåäñòàâëÿ¹ìî õàðàêòåðiçàöiþ K-iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó, ÿêèé áóëî çàïðîïî-
íîâàíî M. Taáîàäîé òà Þí÷. Þ â [199]. Öåé ìíîãîâèä ëåæèòü ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði CE ñèñòåìè ç çàãàþâàííÿì (2.78) òà ¹ ëîêàëüíî ïðèòÿãóþ÷îþ

ïîâåðõíåþ ïîðîäæåíîþ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè áåç çàãàþâàííÿ (äèâ. (2.106).

Ïðèïóñòèìî â äîäàòîê äî (A1), (A2), ùî íåëiíiéíèé ÷ëåí B0 (ÿêèé íå

âêëþ÷à¹ çàãàþâàííÿ) çàäîâiëüíÿ¹

(A3) B0 äèôåðåíöiéîâíå çà Ôðåøå íà D(A
1
2 ) òà éîãî ïîõiäíà Ôðåøå ¹

ëîêàëüíî ëèïøèöåâa çà çìiííîþ u.

(A4) Äëÿ äîâiëüíîãî b òàêîãî ùî 0 < b < ∞ òà äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ u ∈
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C([−r, b);D(A
1
2 )) ∩ C1([0, b);H), ìà¹ìî íàñòóïíå∫ t

0

(B0(u(s)), u̇(s))ds ≤ C(u0;u1) <∞,

äå (·, ·) ïîçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê â H òà C(u0;u1) - ñòàëà, ÿêà íå

çàëåæèòü âiä b, àëå ÿêà ìîæå çàëåæàòè âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ u0 = u(0)

òà u1 = u̇(0).

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ áåç çàãàþâàííÿ

∂tU +AU = K(U(t)), (2.106)

äå íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ K ìà¹ âèãëÿä

K =

(
K1(U)

B0(u0) +K2(U)

)
. (2.107)

Òóò, ÿê i ðàíiøå, U = (u0;u1) ∈ E. Íàì ñòàíå â íàãîäi íàñòóïíå

Âèçíà÷åííÿ 2.53 [199]. Çàãàþâàíå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ ìà¹ K(Ω)-

âëàñòèâiñòü, ÿêùî iñíó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ K : Ω ⊂ E → E

(âèãëÿäó (2.107) ) òàêå, ùî

K(ξ) = B(U(·)), (2.108)

äå U(θ) ¹ ðîçâ'ÿçîê (2.106) äëÿ θ ∈ [−r, 0] òà ïî÷àòêîâi äàíi U(0) = ξ ∈ E.

Çàóâàæåííÿ 2.54 Ìè ðîçãëÿíåìî Ki, i = 1, 2, ÿêi ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèìè

òà ëîêàëüíî îáìåæåíèìè, òàêèì ÷èíîì ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ

ó âèçíà÷åííi, iñíó¹.

Iñíóâàííÿ òàêîãî âiäîáðàæåííÿ K â óìîâàõ, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, ¹ îñíîâíèì

ðåçóëüòàòîì ðîáîòè [199].

Òåîðåìà 2.55 [199]. Â óìîâàõ (A1)-(A4), çàãàþâàíå åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ

(2.78) ìà¹ K(Ω)-âëàñòèâiñòü, ÿêùî çàãàþâàííÿ r > 0 äîñòàòíüî ìàëå.

Äåòàëüíiøå, äëÿ äîâiëüíîãî d > 0, iñíó¹ r0 > òàêå, ùî ÿêùî 0 < r ≤ r0,

iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ (âèãëÿäó (2.107)

K : Ω = {ξ ∈ E : ‖ξ‖ ≤ d} → E,
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ÿêå çàäîâiëüíÿ¹ (2.108). Ðåçóëüòàò ¹ âiðíèì, ÿêùî çàìiñòü ïðèïóùåííÿ

ìàëîñòi r ìè ïðèïóñòèìî, ùî âåëè÷èíà ñòàëèõ Ëèïøèöÿ âiäîáðàæåííÿ B1

äîñòàòíüî ìàëi (äèâ. (2.2).

Âèçíà÷åííÿ 2.56 [199]. C0 ìíîãîâèäM â áàíàõîâîìó ïðîñòîði CE çâåòüñÿ

K(Ω)-iíâàðiàíòíèì ìíîãîâèäîì äëÿ çàãàþâàíîãî ðiâíÿííÿ (2.78) ÿêùî:

(i) Äëÿ âñiõ U0 ∈ M, ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (2.78) iñíó¹ òà çàâæäè

íàëåæèòü äîM.

(ii) iñíó¹ ñèëüíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ K : Ω → E òàêå, ùî

M çáóäîâàíî ñëàáêèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ áåç çàãàþâàííÿ (2.106), ùî

ïîâ'ÿçàíî ç öèì K äëÿ t ∈ [−r,∞).

Äîñòàòíi óìîâè äëÿ iñíóâàííÿ K-iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó íàâåäåíi â [199,

íàñëiäêè 5.4,5.5]. Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ðåçóëüòàòè ìè äîâîäèìî íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 2.57 . Íåõàé ε2 > µN+1. Iñíó¹ T0 òàêå, ùî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê U(t)

ðiâíÿííÿ (2.78) çàäîâiëüíÿ¹ Q̂ Ut = Φr
T

(
P U(t), Q̂ Ut−T

)
, äëÿ âñiõ T ∈ (0, T0]

òà âñiõ t ≥ 0. Òóò âiäîáðàæåííÿ Φr
T çáóäîâàíî â òåîðåìi 2.41 äëÿ êîæíîãî

T ∈ (0, T0].

Íåõàé âèêîíàíi (A1)-(A4) òà iñíó¹ r0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ (0, r0]

iñíó¹ K-iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä M (äèâ. [199, íàñëiäêè 5.4, 5.5]). Òîäi

äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê U(t) ñèñòåìè (2.78) òàêèé, ùî Ut ∈M çàäîâiëüíÿ¹

Q̂ Ut = Φ̂0
T (P U(t), QU(t− T )) ,

äëÿ âñiõ T ∈ (0, T0] òà âñiõ t ≥ 0. Òóò âiäîáðàæåííÿ Φ̂0
T : PE ×QE → Q̂ CE

¹ ëèïøèöåâèì.

Òåîðåìà 2.58 . Íåõàé ε2 > µN+1. Ïðèïóñòèìî âèêîíàíi (A1)-(A4) òà iñíó¹

äîñòàòíüî ìàëå r0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ (0, r0] iíâàðiàíòíèé ìíîãîâèä

M iñíó¹ (äèâ. âèçí. 6.2 òà [199, íàñëiäêè 5.4, 5.5]).

Òîäi ðîçâ'ÿçîê U(t) ñèñòåìè (2.78) çàäîâiëüíÿ¹ Ut ∈ M òîäi òà òiëüêè

òîäi, êîëè U(t) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿìè PU(t1) òà QU(t2) äëÿ

âñiõ t1, t2 çà óìîâè t1 − t2 ∈ [0, T0]. Òóò T0 âèçíà÷à¹òüñÿ IÌÇ äëÿ ðiâíÿííÿ

áåç çàãàþâàííÿ (2.106).
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Çàóâàæåííÿ 2.59 (a) ßêùî Ut1 ∈M äëÿ äåÿêîãî t1, òî U(t) âèçíà÷åíå äëÿ

âñiõ t ∈ R òà Ut ∈M äëÿ êîæíîãî t ∈ R.
(b) ßêùî U(·) îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíå çíà÷åííÿìè PU(t1) òà QU(t2) äëÿ

äåÿêèõ t1, t2 òàêèõ, ùî t1 − t2 ∈ [0, T0], òî òåîðåìà 2.58 òà ïîïåðåäí¹

çàóâàæåííÿ äàþòü, ùî U(·) îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíå çíà÷åííÿìè PU(s1) òà

QU(s2) äëÿ äîâiëüíèõ s1, s2 òàêèõ, ùî s1 − s2 ∈ [0, T0].

(c) Âiäçíà÷èìî, ùî ïðè çìiíi r (â (0, r0]), ìíîãîâèä M = Mr òàêîæ

çìiíþ¹òüñÿ. Áiëüø òîãî, ïðîñòið CE = Cr
E òàêîæ çìiíþ¹òüñÿ, àëå öå íå

âïëèâà¹ íà êðèòåðié â òåîðåìi 2.58 îñêiëüêè çíà÷åííÿ T0 íå çàëåæèòü âiä r

(äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.58).

(d) ßêùî ìè îáåðåìî t1 = t2, ìè îòðèìà¹ìî ïîáóäîâó ìíîãîâèäóM [199],

ÿêå çáóäîâàíî òðà¹êòîðiÿìè åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ áåç çàãàþâàííÿ (2.106).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.58. Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê U(t) ðiâíÿííÿ (2.78), ÿêèé

çàäîâiëüíÿ¹ Ut ∈ M. Çà ïîáóäîâè M [199], U(t) ¹ ðîçâ'ÿçîê (2.106). Ìè

çàñòîñîâó¹ìî òåîðåìó 2.41 äî (2.106). òà âèçíà÷à¹ìî IÌÇ Φ0
T : PE×QE → QE

äëÿ äîâiëüíîãî T ∈ (0, T r0 ]. Òóò T r0 çàëåæèòü âiä r. Òàêèì ÷èíîì QU(t) =

Φ0
T (P U(t), QU(t− T )) . Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ'ÿçîê (2.106), ÿêèé âèçíà÷à¹

IÌÇ, ìè ëåãêî ââîäèìî âiäîáðàæåííÿ Φ̂0
T : PE × QE → Q̂CE, òàêå, ùî

Q̂ Ut = Φ̂0
T (P U(t), QU(t− T )) . Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê U(t) îäíîçíà÷íî

âèçíà÷åíèé çíà÷åííÿìè PU(t) òà QU(t − T ). Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.41 ëåãêî

áà÷èòè, ùî iñíó¹ äîäàòí¹ T0 ≡ min{T r0 : r ∈ (0, r0]} > 0. Ïåðøà ÷àñòèíà

òåîðåìè äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê U(t) ðiâíÿííÿ (2.78) ÿêèé îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé

çíà÷åííÿìè p ≡ PU(t1) òà q ≡ QU(t2) äëÿ äåÿêèõ t1, t2 òàêèõ, ùî t1 − t2 ∈
[0, T0]. Îñêiëüêè t1− t2 ∈ [0, T0] ìè ìîæåìî çáóäóâàòè IÌÇ (äëÿ (2.106) ) Φ0

t1−t2

òîáòî, T = t1 − t2 âèêîðèñòîâóþ÷è ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê Ũ(t) ðiâíÿííÿ (2.106)

ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ PŨ(t1) = p òà QŨ(t2) = q. Çà ïîáóäîâè, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

(2.106) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.78), òàêèì ÷èíîì Ũ(t) òàêîæ. Îñêiëüêè iñíó¹ òiëüêè

îäèí ðîçâ'ÿçîê (2.78) ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi PU(t1) = p, QU(t2) = q,

ìè îòðèìó¹ìî U(t) ≡ Ũ(t). Òàêèì ÷èíîì U(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (2.106) òà, çà
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âèçíà÷åííÿì M, ìè îòðèìó¹ìî, ùî Ut ∈ M äëÿ âñiõ t. Äîâåäåííÿ òåîðåìè

2.58 çàâåðøåíî.

2.6. Ïðî îäíó êðàéîâó çàäà÷ó, ùî ïîâ'ÿçàíà ç IÌÇ.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî îäíó ç êðàéîâèõ çàäà÷, ÿêà íàïðÿìó

ïîâ'ÿçàíà ç ìåòîäîì ïîáóäîâè Iíåðöiéíîãî ìíîãîâèäà iç çàãàþâàííÿì (IÌÇ). Öÿ

êðàéîâà çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñü äî ïîÿâè ôóíêöi¨ çñóâó-ïðîäîâæåííÿ [148], ÿêà

âèÿâèëàñü êëþ÷îâèì òåõíi÷íèì çàñîáîì äëÿ ïîáóäîâè IÌÇ ó âèïàäêó ðiâíÿíü

iç çàãàþâàííÿì. Îäíàê êðàéîâà çàäà÷à âèêëèêà¹ çàöiêàâëåííiñòü ñàìà ïî ñîái.

Äëÿ çðó÷íîñòi ìè ñïî÷àòêó ïðîiëþñòðó¹ìî îñíîâíó iäåþ íà êðàéîâié çàäà÷i äëÿ

ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì. Ïiñëÿ öüîãî áóäå

ðîçãëÿíóòà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿì.

2.6.1. Ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþ-

âàííÿì. Â öüîìó ïóíêòi ìè ïîçíàéîìèìîñü ç îäíèì ç ïðîñòèõ ôîðìóëþâàíü

êðà¹âî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü ç çàãàþâàííÿì. Íàñ öiêàâèòü ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà

¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó íàñòóïíî¨ êðà¹âî¨ çàäà÷i

ẋ(t) = f(xt), t > 0; x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−r, 0); x(α) = xα, α > 0. (2.109)

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî àâòîíîìíå ðiâíÿííÿ äëÿ ïðîñòîòè.

ïîÿñíèìî, äå ìîæóòü âèíèêàòè òàêi çàäà÷i. Ïðè äîñëiäæåííi íåïåðåðâíèõ

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ϕ ∈ C äëÿ çàäà÷i Êîøi òà íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ìè

îòðèìóâàëè, ùî lim
t→0+

x(t) = ϕ(0). Ïðè äîñëiäæåííi ðîçðèâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ iç

ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (ϕ; a) ∈ Y m ≡ L2(−r, 0;Rm) × Rm (äèâ. âèçíà÷åííÿ),

ìè ìà¹ìî â çàãàëüíîìó âèïàäêó lim
t→0+

x(t) = a 6= ϕ(0), òîáòî ðîçâ'ÿçîê ìîæå

ìàòè ðîçðèâè â ìîìåíò ÷àñó t = 0. Òàêèì ÷èíîì, ìè øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê,

ÿêèé ìà¹ âëàñòèâîñòi lim
t→0+

x(t) = a òà ìîæëèâî ìà¹ ðàçðèâ â òî÷öi t = 0.

Ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü, íå çàâæäè çðó÷íî îöiíþâàòü ôóíêöiþ â òî÷öi

¨¨ ðîçðèâà. Íàáàãàòî çðó÷íiøå îöiíþâàòè ¨¨ â äîâiëüíî �áëèçüêié� äî íå¨

òî÷öi t = α > 0, â ÿêié ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà. Ñàìå òàê ìè ïðèõîäèìî äî

êðà¹âî¨ çàäà÷i (2.109). Â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ, ðàçðèâíi ðîçâ'ÿçêè âèíèêàþòü,
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íàïðèêëàä, ïðè äîñëiäæåííi ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, ç óäàðàìè. Äåòàëüíiøå äèâ.

êíèãó [1]. Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.60 Íåõàé ôóíêöiÿ f : L2(−r, 0;Rm) → Rm ¹ ëèïøèöåâîþ. Òîäi

äëÿ áóäü-ÿêèõ ϕ ∈ L2(−r, 0;Rm), xα ∈ Rm iñíó¹ α0 > 0 òàêå, ùî ïðè

äîâiëüíîìó α ∈ (0, α0] êðà¹âà çàäà÷à (2.109) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Çàóâàæåííÿ 2.61 Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ãëîáàëüíî ëèïøèöåâó ôóíêöiþ f äëÿ

ïðîñòîòè. Íàñïðàâäi, äîñòàòíüî âèìàãàòè ëèøå ëîêàëüíó ëèïøèöåâiñòü.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.60. Äëÿ a ∈ Rm ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

ϕ̄(a, τ) ≡ ϕ(τ) äëÿ τ ∈ [−r, 0) òà ϕ̄(a, τ) ≡ a äëÿ τ ∈ [0, α]. Îòðèìó¹ìî

x(t) = y(t) + ϕ̄(x, t) äå y0 ≡ 0.

ßê ðàíiøå, ïîçíà÷èìîA(α, β) = {y ∈ C([−r, α];Rm) : y0 ≡ 0,max{|y(t)|, t ∈
[0, α]} ≤ β}. Íà ìíîæèíi Z ≡ A(α, β)×{x ∈ Rm : |x−xα| ≤ d} ìè ðîçãëÿíåìî
îïåðàòîð F : Z → C([−r, α];Rm)× Rm âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

F (y, x)(t) =

(
F 1(y, x)(t)

F 2(y, x)

)
≡




t∫

0

f(yτ + ϕ̄τ(x))dτ, t ∈ [0, α],

0, θ ∈ [−r, 0).

xα −
α∫
0

f(yτ + ϕ̄τ(x))dτ

 .

Òóò F 1(y, x)(t)-ôóíêöiÿ ç C([−r, α];Rm), F 2(y, x)-âåêòîð ç Rm. Íàøà çàäà÷à-

ïîêàçàòè, ùî ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó α > 0 âiäîáðàæåííÿ F äi¹ ç Z â ñåáå òà ¹

ñòèñêàþ÷èì. Ïåðø íiæ ïðèñòóïèòè äî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé F, ïîÿñíèìî

çâiäêè îòðèìàíà ôîðìóëà, ùî çàäà¹ F 2(y, x). Â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ìè

øóêàëè ðîçâ'ÿçîê, ìàþ÷è ïî÷àòêîâi äàíi (ϕ; a) ∈ Y m ≡ L2(−r, 0;Rm) × Rm.

Çàðàç ôóíêöiÿ ϕ çàäàíà, à âåêòîð a ¹ íåâiäîìèì. Ìàþ÷è ðîçâ'ÿçîê (2.109),

ìè ìîãëè á íàïèñàòè x(t) = a +
t∫

0

f(xτ)dτ = a +
t∫

0

f(yτ + ϕ̄τ(a))dτ. Ðîçâ'ÿçîê

çàäîâiëüíÿ¹ x(α) = xα òîáòî xα = a+
α∫
0

f(yτ + ϕ̄τ(a))dτ àáî a = xα −
α∫
0

f(yτ +

ϕ̄τ(a))dτ . Öå i ¹ ôîðìóëà, ùî çàäà¹ F 2(y, a).

Îöiíåìî îêðåìî F 1(y, x) òà F 2(y, x).

|F 1(y1, x1)− F 1(y2, x2)| ≤ αLf
√
r
(
|y1 − y2|C([−r,α];Rm) + |x1 − x2|

)
. (2.110)
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Òóò ìè âèêîðèñòîâóâàëè îöiíêè

|ϕ̄τ(x)|L2(−r,0;Rm) ≤ max{|ϕ|L2(−r,0;Rm);
√
r|x|}, (2.111)

|yτ |L2(−r,0;Rm) ≤
√
r|yτ |C (2.112)

i, ÿê íàñëiäîê,

|f(y1
τ + ϕ̄τ(x

1))− f(y2
τ + ϕ̄τ(x

2))| ≤

≤ Lf
(
|y1 − y2|L2(−r,0;Rm) + |ϕ̄τ(x1)− ϕ̄τ(x2)|L2(−r,0;Rm)

)
≤

≤ Lf
√
r
(
|y1 − y2|C([−r,α];Rm) + |x1 − x2|

)
.

Òåïåð àíàëîãi÷íî îöiíåìî

|F 2(y1, x1)− F 2(y2, x2)| ≤ αLf
√
r
(
|y1 − y2|C([−r,α];Rm) + |x1 − x2|

)
. (2.113)

Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è (2.110), (2.113), îòðèìó¹ìî

|F (y1, x1)− F (y2, x2)|C([−r,α];Rm)×Rm ≤ 2αLf
√
r|(y1, x1)− (y2, x2)|C([−r,α];Rm)×Rm.

(2.114)

Äëÿ òîãî, àáè ïåðåêîíàòèñü, ùî F âiäîáðàæà¹ Z â ñåáå, îöiíåìî

|F 1(y, x)| ≤
∫ α

0

(|f(yτ + ϕ̄τ(x))− f(0)|+ |f(0)|)dτ

≤ α
(
Lf
√
r|y|C([−r,α];Rm) + max{|ϕ|L2(−r,0;Rm);

√
r|x|}+ |f(0)|

)
òà

|F 2(y, x)| ≤ α
(
Lf
√
r|y|C([−r,α];Rm) + max{|ϕ|L2(−r,0;Rm);

√
r|x|}+ |f(0)|

)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî y ∈ A(α, β), ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî îáèðàþ÷è ìàëå α > 0, ìè

îòðèìó¹ìî, ùî F : Z → Z òà ¹ ñòèñêàþ÷èì âiäîáðàæåííÿì. Çàñòîñîâó¹ìî

òåîðåìó (ïðèíöèï ñòèñêàþ÷èõ âiäîáðàæåíü) òà îòðèìó¹ìî íåðóõîìó òî÷êó

(ŷ, x̂) âiäîáðàæåííÿ F äà¹ øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi x(t) = ŷ(t)+ϕ̄(x̂, t), t ∈
[−r, α]. Òåîðåìà 2.60 äîâåäåíà.

Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî äëÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ êðà¹âèõ çàäà÷ (ÿê

âèãëÿäó (2.109), òàê i çàäà÷ áiëüø çàãàëüíîãî òèïó) âàæëèâà ìàëiñòü α > 0.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé
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Ïðèêëàä 2.62 (Êðàéîâà çàäà÷à ç êîíòèíóóìîì ðîçâ'ÿçêiâ).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó 
ẋ(t) = −x(t− 1),

x(θ) ≡ 0, θ ∈ [−1, 0),

x(2) = 0.

(2.115)

Äëÿ äîâiëüíîãî x0 ∈ Rm, ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ẋ(t) = −x(t − 1) iç ïî÷àòêîâèìè

äàíèìè (0, x0) (òîáòî x(θ) ≡ 0, θ ∈ [−1, 0) òà x(0) = x0) ìà¹ âèãëÿä

x(t) =

[
x0, θ ∈ [0, 1],

x0(2− t), θ ∈ [1, 2]

òîáòî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi x(2) = 0 (ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ (2.115) äëÿ ñêàëÿðíîãî

âèïàäêó (m = 1) çîáðàæåíi íà ìàëþíêó).

-

6
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x0
2

r HHH
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��
��
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θ t
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Ðèñ. 3.1. Ðîçâ'ÿçêè êðàéîâî¨ çàäà÷i (2.115).

Òàêèì ÷èíîì, êðàéîâà çàäà÷à (2.115) ìà¹ êîíòèíóóì ðîçâ'ÿçêiâ.

Äëÿ ïîäàëüøîãî âèâ÷åííÿ áiëüø çàãàëüíèõ êðà¹âèõ çàäà÷ çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç çàãàþâàíèì àðãóìåíòîì ðåêîìåíäó¹òüñÿ, íàïðèêëàä,

êíèãà [1] òà ïiäðîçäiëè 6.5, 9.6 êíèãè [30]. Â öüîìó ïóíêòi áóëà ðîçãëÿíóòà

êðà¹âà çàäà÷à, ÿêà ìà¹ óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

ç çàãàþâàííÿì (äèâ. [149]).

2.6.2. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþ-

âàííÿì. Òåïåð ìè ïåðåéäåìî äî îáãîâîðåííÿ êðà¹âî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Ìè îáðàëè ïðîñòèé òèï ðiâíÿííÿ, õî÷à ïiäõiä ìîæå áóòè

ëåãêî óçàãàëüíåíèé íà øèðîêi êëàñè ðiâíÿíü. Äëÿ ïîäðîáèöü äèâèñü [149].

γu̇+ ∆2u− f
(∫

Ω

∣∣∇u(x, t)
∣∣2dx)∆u+ ρ

∂u

∂x1
− q(ut) = d0(x), x ∈ Ω, t > 0

(2.116)
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ç íàñòóïíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

u
∣∣
∂Ω

= ∆u
∣∣
∂Ω

= 0. (2.117)

Òóò Ω ¹ îáìåæåíà îáëàñòü ó R2, x = (x1, x2), γ, ρ ¹ äîäàòíiìè ïàðàìåòðàìè

ñèñòåìè, u̇ = ∂u
∂t ; ∆ ¹ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Óìîâè íà ñêàëÿðíó ôóíêöiþ f

íàâåäåíi íèæ÷å.

Ðîçïîäiëåíå çàãàþâàííÿ ìà¹ âèãëÿä:

q(ut;x) =
1

2πk

∫ x1

−∞
dξ

∫ 2π

0

dθ

[(
aθ

∂

∂x1
+ bθ

∂

∂x2

)2

u

]∗
×

(
ξ, x2 −

x1 − ξ
k

cos θ, t− κθ(x1 − ξ)
)
, (2.118)

aθ =
νsinθ − 1

ν − sinθ
, bθ =

k · cosθ
ν − sinθ

, κθ(ξ) =
ξ

k2
(ν − sin θ).

Ìè ïîçíà÷èëè Ψ∗(x) ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ Ψ(x) íóëåì ïîçà ìåæi îáëàñòi Ω,

òà ïàðàìåòð ν > 1 ðåïðåçåíòó¹ øâèäêiñòü ãàçó, k =
√
ν2 − 1. Ôîðìóëà

(2.118) ïîêàçó¹, ùî çíà÷åííÿ ÷ëåíà q iç çàãàþâàííÿì â ìîìåíò t âèêîðèñòîâó¹

(çàëåæèòü âiä) çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u(s) äëÿ s ∈ (t− t∗, t), äå t∗ = h = l(ν−1)−1 ¹

âåëè÷èíà (íàéáiëüøîãî) çàãàþâàííÿ; l ¹ äîâæèíà Ω âçäîâæ âiñi x1. ßê ðàíiøå,

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ut = ut(θ) = u(t+ θ), θ ∈ (−t∗, 0).

Íàì òàêîæ ïîòðiáíi ïî÷àòêîâi óìîâè

u
∣∣
t=0+

= u0; u
∣∣
t∈(−t?,0)

= ϕ(x, t). (2.119)

Ìè íå âèìàãà¹ìî æîäíîãî óçãîäæåííÿ ìiæ u0 òà ϕ.

ßê i ðàíiøå, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïðîåêòîðè PN òàQN (äèâ. ñ.49) ó ïðîñòîðàõ

Fs = D(As/2), íàãàäà¹ìî, ùî F0 = L2(Ω). Òåïåð ìè ãîòîâi ñôîðìóëþâàòè

ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó

u
∣∣
t∈(−t?,0)

= ϕ(x, t), QNu
∣∣
t=0+

= q0 PNu
∣∣
t=b

= pb, b > 0, (2.120)

äå N ¹ äåÿêå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî.

Çàóâàæåííÿ 2.63 Óìîâè (2.119) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (2.120) ïðè N = 0,

òîáòî QN = Id, óìîâà ç PN âiäñóòíÿ.
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Âèçíà÷åííÿ 2.64 Ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i íà iíòåðâàëi [0, T ] ¹ âåêòîð-

ôóíêöiÿ u(t) ∈ C(0, T ;F1) ∩ L2(−t∗, T ;F2) ç ïîõiäíîþ u̇(t) ∈ L2(0, T ;F−2),

ÿêùî ðiâíÿííÿ (2.116) âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå âñþäè çà çìiííîþ t íà [0, T ] ÿê

ðiâíÿííÿ ó ïðîñòîði F−2 òà óìîâè (2.120) âèêîíóþòüñÿ.

Íàøèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 2.65 . Íåõàé q0 ∈ QNF1, pb ∈ PNF0, ϕ ∈ L2(−h, 0;F2), d0 ∈ F0 òà

ôóíêöiÿ f ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîþ òà çàäîâiëüíÿ¹ inf lims→∞ f(s) ≥ −Cf , ç
äåÿêîþ ñòàëîþ Cf . Òîäi iñíó¹ b0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ b ≤ b0 çàäà÷à (2.116),

(2.117), (2.120) ìà¹ ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê íà áóäü-ÿêîìó ïðîìiæêó [0, T ]. Öåé

ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèé òà çàäîâiëüíÿ¹ u(t) ∈ L2(0, T ;F3).

Ç åêîíîìi¨ ìiñöÿ ìè íàâåäåìî ëèøå îñíîâíi êðîêè äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.65.

Äåòàëi ìîæíà çíàéòè ó [149]. Âèçíà÷èìî ïðîñòið

Y ≡ {C(−h, b;F1) ∩ L2(−h, b;F2) : y|t∈(−h,0) ≡ 0} (2.121)

ç íîðìîþ ||y||2Y ≡ maxs∈[0,b] ||y(s)||21 +
∫ b

0 ||y(t)||22 dt.
Ó ïðîñòîði Y × PNL2(Ω) ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíó íîðìó

|(y; p0)|2Y N ≡ maxs∈[0,b] ||y(s)||21 +
∫ b

0 ||y(t)||22 dt+ ||p0||21.
Äëÿ íàñ âàæëèâà íàñòóïíà ëåìà (äèâ. [53, 63]).

Ëåìà 2.66 ßêùî u(t) ∈ L2(−h, T ;F2+2σ), òî

||q(ut)||22σ ≤ Ch

∫ t

t−h
||u(τ)||22+2σ dτ, 0 ≤ σ <

1

4
,

òà âiäîáðàæåííÿ u → q(u, t) ¹ ëiíiéíèì òà íåïåðåðâíèì ç ïðîñòîðó

L2(−h, T ;F2+2σ) äî L2(0, T ;F2σ)

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ ó ôîðìi

u̇(t) + Au(t) +M(ut) = 0. (2.122)

Òóò A ≡ (−∆D)2γ−1 òà

M(ut) ≡
[
−f
(
||∇u(t)||2

)
∆u(t)− ρ∂u(t)

∂x1
− q(ut) + d0

]
γ−1.
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Çàïèñó¹ìî ôîðìóëó âàðiàöi¨ ñòàëèõ äëÿ ðîçâ'ÿçêó u(t). ßêùî ìè çàïèøåìî

u(t) = y(t) + v(t), äå

v(t) ≡

{
e−tAu0, ÿêùî t ≥ 0,

ϕ(t), ÿêùî t ∈ (−h, 0),
(2.123)

òîäi y(t) ïîâèííî çàäîâiëüíÿòè

y(t) ≡

{
−
∫ t

0 e
−(t−τ)AM(yτ + vτ) dτ, ÿêùî t ≥ 0,

0, ÿêùî t ∈ (−h, 0),

Ëåìà 2.67 Íåõàé yi ∈ Y òàêå, ùî ||yi||Y ≤ CT òà pi0 ∈ PNL
2(Ω), i = 1, 2.

Òîäi iñíó¹ ñòàëà DT > 0 òàêà, ùî äëÿ âñiõ τ ∈ [0, b] ìà¹ìî

||A−1/4
(
M(y1

τ + v1
τ)−M(y2

τ + v2
τ)
)
|| ≤ DT ||(y1; p1

0)− (y2; p2
0)||Y N .

Òóò vi ¹ âèçíà÷åíèì ó (2.123) ç ui0 = pi0 + q0.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.67 ìîæíà çíàéòè ó [149]. Ç ëåì 2.66 òà 2.67 ìè ìà¹ìî,

ùî, ïîäiáíî äî ñêií÷åííîâèìiðíîãî âèïàäêà (äèâ. ïîïåðåäíié ïiäïóíêò),

ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Áàíàõà ïðî ñòèñêàþ÷èé îïåðàòîð ó ïðîñòîði

Y × PN(L2(Ω)) äëÿ çíàõîäæåííÿ íåðóõîìî¨ òî÷êè. Âiäçíà÷èìî, ùî äàíi äëÿ

(2.120) ìè îáèðà¹ìî ç ïðîñòîðiâ ϕ ∈ L2(−t∗, 0;F2), q0 ∈ QNF1, pb ∈ PNL2(Ω).

Îñêiëüêè äîâåäåííÿ äåòàëüíî ïðåäñòàâëåíî äëÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî âèïàäêà

(äèâ. òåîðåìó 2.60), ìè íå áóäåìî ïîâòîðþâàòè âñi êðîêè òóò. Äåòàëi ìîæíà

çíàéòè ó [149, c.518-522].

2.7. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi ñòàëèì îáìåæåíèì ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì

ðàçâèíóòèé ìåòîä iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ iç çàãàþâàííÿì (IÌÇ). Çà äîïîìîãîþ

öüîãî ìåòîäà âäàëîñü çáóäóâàòè íîâi ðîäèíè íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ

ìíîãîâèäiâ (ÍIÌ). Òîâùèíà ïðèòÿãóþ÷èõ îêîëiâ òàêèõ ÍIÌ ìîæå áóòè îáðàíà

äîâiëüíî ìàëîþ. Âñi öi ìíîãîâèäè, íà âiäìiíó âiä âiäîìèõ ðàíiøå, ïðîõîäÿòü
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êðiçü âñi ñòàöiîíàðíi òî÷êè äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷. Ðîçãëÿíóòà çàëåæíiñòü ÍIÌ

âiä âåëè÷èíè çàãàþâàííÿ r. Ìè äîâîäèìî áëèçêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ÍIÌ çàäà÷i

ç çàãàþâàííÿì òà çàäà÷i áåç çàãàþâàííÿ, òî÷íiøå, ïðÿìóâàííÿ çàãàþâàíîãî

ÍIÌ äî íåçàãàþâàíîãî ÍIÌ ïðè r → 0. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âåðñiþ ìåòîäà

Ëÿïóíîâà-Ïåððîíà.

Ìåòîä ðàçâèíóòèé ÿê äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òàê i äëÿ ðiâíÿíü äðóãîãî

ïîðÿäêó çà ÷àñîì ç ðîçïîäiëåíèì ñòàëèì çàãàþâàííÿì.

Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿííü áåç çàãàþâàííÿ, òåîðåìà 2.34

ñòâåðäæó¹, ùî íàøi ñòàöiîíàðíi ÍIÌ MT,N , ùî âèçíà÷åíi â (2.64), ôîðìóþòü

ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ åêñïîíåíöiéíîãî ïîðÿäêó

òîáòî, îêîëè ïîâåðõîíü MT,N , ùî ìàþòü òîâùèíó ïîðÿäêà exp{−ρ
2λ

1−α
N+1},

åêñïîíåíöiéíî ïðèòÿãóþòü âñi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè. Äîâåäåíà ñêií÷åííiñòü

êiëüêîñòi iñòîòíèõ ìîä òà íàâåäåíà õàðàêòåðèçàöiÿ Ê-iíâàðiàíòíîãî ìíîãîâèäó.

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ öüîãî ðîçäiëó âèêëàäåíi ó ïóáëiêàöiÿõ àâòîðà [148, 149,

150, 151, 152, 153, 154].
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ÐÎÇÄIË 3. ÐIÂÍßÍÍß Ó ×ÀÑÒÈÍÍÈÕ

ÏÎÕIÄÍÈÕ IÇ ÇÀÃÀÞÂÀÍÍßÌ, ÙÎ ÇÀËÅÆÈÒÜ

ÂIÄ ÑÒÀÍÓ

Ïåðø íiæ ðîçïî÷àòè äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç

çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, ðîçãëÿíåìî íà ïðîñòèõ ïðèêëàäàõ

çâè÷àéíèõ (íàâiòü ñêàëÿðíèõ) äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÿêi ñêëàäíîùi ìîæóòü

âèíèêàòè ïðè öüîìó òèïi çàãàþâàííÿ (çàëåæíîñòi çàãàþâàííÿ âiä ñòàíó).

Äëÿ iëþñòðàöi¨ ðîçãëÿíåìî äâà òèïà çàãàþâàííÿ: ðîçïîäiëåíå òà äèñêðåòíå.

Ðiâíÿííÿ ç ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì ìîæóòü âiääçåðêàëþâàòè çàëåæíiñòü

çàãàþâàíîãî ÷ëåíà, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

ẋ(t) =

∫ 0

−r(xt)
x(t+ θ)g(θ)dθ, àáî ẋ(t) =

∫ −d(xt)

−r(xt)
x(t+ θ)g(θ)dθ,

äå g(θ) − çàäàíà ôóíêöiÿ, à r(xt), d(xt) − ôóíêöi¨ ç C àáî L2(−h, 0;Rm) â

R+ (ìà¹ìî íà óâàçi, ùî r(ϕ) > d(ϕ) äëÿ âñiõ ϕ). Â öüîìó âèïàäêó ìîæíà

âèâ÷àòè ÿê íåïåðåðâíi, òàê i L2-ðîçâ'ÿçêè (äèâ., íàïðèêëàä, [27]). ßêùî

ôóíêöiÿ r(xt), ÿêà çàäà¹ çàãàþâàííÿ, îáìåæåíà, òîáòî äi¹ ó (0, h], h > 0, òî

îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi ẋ(t) =
∫ 0

−h x(t + θ)ξ(θ;xt)dθ, äå

iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî ìàêñèìàëüíîìó iíòåðâàëó (−h, 0), à çàëåæíiñòü

âiä ñòàíó âiääçåðêàëþ¹òüñÿ â çàëåæíîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ ξ.

Ïðèêëàäîì ðiâíÿííÿ ç äèñêðåòíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó,

ìîæå ñëóãóâàòè

ẋ(t) = x(t− η(xt)), η : C → [0, h],

ç îäíèì äèñêðåòíèì çàãàþâàííÿì η àáî ç äåêiëüêîìà ηk

ẋ(t) =
N∑
k=1

bk(x(t− ηk(xt))), ηk : C → [0, h],

äå bk : Rm → Rm çàäàíi (ìîæëèâî íåëiíiéíi) âiäîáðàæåííÿ.

Çðîçóìiëî, ìîæíà ðîçãëÿäàòè i ðiâíÿííÿ çi çìiøàíèì çàãàþâàííÿì, òîáòî
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ïðèñóòíi ÿê åëåìåíòè ç äèñêðåòíèì, òàê i ç ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì

ẋ(t) =
N∑
k=1

bk(x(t− ηk(xt))) +
M∑
j=1

∫ 0

−h
f j(x(t+ θ))ξj(θ;xt)dθ,

àëå âèâ÷åííÿ çìiøàíîãî çàãàþâàííÿ áóäå çâîäèòèñü äî êîìáiíàöi¨ ìåòîäiâ,

ùî ðîçðîáëåíi äëÿ öèõ äâîõ îñíîâíèõ òèïiâ. Â [27] îáãîâîðþâàëèñü äåÿêi

íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi ðiâíÿíü ç ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì, à çàðàç ìè

çêîíöåíòðó¹ìîñü íà âèâ÷åííi ðiâíÿíü ç äèñêðåòíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü

âiä ñòàíó.

3.1. Ïðèêëàäè íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

Âàæëèâî âiäçíà÷èòè, ùî íàâiòü ó âèïàäêó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (íàâiòü ñêàëÿðíèõ) âiäîáðàæåííÿ âèãëÿäó F̃ (ϕ) = f̃(ϕ(−r(ϕ))) :

C([−r0, 0];R) → R, ÿêå ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ñêàëÿðíèé âèïàäîê îäíîãî

çàãàþâàííÿ (çàëåæíîãî âiä ñòàíó), ìà¹ îäíó "íåçðó÷íó" âëàñòèâiñòü. Àâòîðè â

[124, c.3] ïèøóòü "Âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöiîíàë F̃ âèçíà÷åíèé íà C([−r0, 0];R),

àëå çðîçóìiëî, ùî âií íå ¹ àíi äèôåðåíöiéîâíèì àíi ëîêàëüíî ëèïíèöåâèì, ÿêà

á íå áóëà ãëàäêiñòü f̃ òà r." ßê íàñëiäîê, çàäà÷à Êîøi, çáóäîâàíà çà ðiâíÿííÿì

ç òàêîþ íåëiíiéíiñòþ "... íå ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ â ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié, ç ïðè÷èíè íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ÿêà á íå áóëà ãëàäêiñòü ôóíêöié f̃

òà r" [124, c.2]. äèâ. òàêîæ äåòàëüíå îáãîâîðåííÿ â îãëÿäi [98].

Íàñêiëüêè âiäîìî àâòîðó, ïåðøèé ïðèêëàä íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç

(äèñêðåòíèì) çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó áóâ îïóáëiêîâàíèé â ðîáîòi

Ð. Äðàéâåðà [77] â 1963 ð. Äèâ. (1.1), (1.2) òà éîãî äâà íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêè.

Íàñòóïíi àðãóìåíòè áàçóþòüñÿ íà ðîáîòi Åëiîòà Âiíñòîíà [216] (1970 ã.), äå áóâ

íàâåäåíèé iíøèé ïîäiáíèé ïðèêëàä íå¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñêàëÿðíîãî ðiâíÿííÿ

ç (äèñêðåòíèì) çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Ïðèâåäåìî òà îáãîâîðèìî

äåòàëüíiøå öåé ïðèêëàä. Ðiâíÿííÿ

ẋ(t) = −x(t− |x(t)|) (3.1)
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iç ïî÷àòêîâîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ

x(t) = ϕ(t) ≡


−1, ÿêùî t ≤ −1;
3
2(t+ 1)1/3 − 1, ÿêùî − 1 < t ≤ −7

8 ;
10
7 t+ 1, ÿêùî − 7

8 < t ≤ 0;

(3.2)

ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè (äëÿ ìàëèõ t > 0):

x(t) = t+ 1 òà x(t) = t+ 1− t3/2. (3.3)

Â öüîìó ïðèêëàäi äèñêðåòíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, ¹

η(xt) = |x(t)|, òîáòî η(ψ) = |ψ(0)| äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ C.

-

6

−1

−1

1 �
�
�

Ðèñ. 4.1. Ïðèêëàä Å. Âiíñòîíà [216].

Ïðèêëàä Å. Âiíñòîíà ìîæíà ñïðîáóâàòè òðîõè çìiíèòè äëÿ êðàùîãî

ðîçóìiííÿ òîãî, ÿêi ïàðàìåòðè (êîåôiöi¹íòè) ñèñòåìè "âiäïîâiäàþòü" çà

âèíèêíåííÿ íå¹äèíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ [28]

ẋ(t) =
1

α− 1
· x(t− |x(t)|) + 1 (3.4)

iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ (òóò α ∈ (0, 1))

x(t) = ϕ(t) ≡

{
0, ÿêùî t ≤ −1;

(t+ 1)α, ÿêùî − 1 < t ≤ 0,
(3.5)



110

ÿêå ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè (äëÿ ìàëèõ t > 0):

x(t) = t+ 1 òà x(t) = t+ 1− t
1

1−α . (3.6)

Ðîçãëÿíåìî [28] ðiâíÿííÿ (3.4) ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ (òóò α ∈ (0, 1))

x(t) = ϕ(t) ≡

{
−(−1− t)α, ÿêùî − 2 ≤ t ≤ −1;

(t+ 1)α, ÿêùî − 1 < t ≤ 0,
(3.7)

ÿêå ìà¹ òðè ðîçâ'ÿçêè (äëÿ ìàëèõ t > 0):

x(t) = t+ 1, x(t) = t+ 1− t
1

1−α òà x(t) = t+ 1 + t
1

1−α . (3.8)

ßê ìè áà÷èìî, ðiâíÿííÿ (3.4), ó âèïàäêó ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ (3.5), òà ó

âèïàäêó ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ (3.7) ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè (3.6). ×îìó âèíèêà¹

òàêå ñïiâïàäiííÿ? ×îìó ó çàäà÷i (3.4), (3.7) âèíèê ùå îäèí äîäàòêîâèé

(òðåòié) ðîçâ'ÿçîê? Äëÿ âiäïîâiäi íà öi ïèòàííÿ äîñòàòíüî ïðîñëiäêóâàòè

[28] çà çíà÷åííÿìè çàãàþâàíîãî àðãóìåíòà (òîáòî t − η(xt) = t − |x(t)|)
íà êîæíîìó ç íàâåäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ðîçãëÿíóâøè ïîïåðåäíi ïðèêëàäè òà

ïðîñëiäêóâàâøè çà çíà÷åííÿìè çàãàþâàíîãî àðãóìåíòà (òîáòî t − η(xt) =

t − |x(t)|) íà êîæíîìó ç íàâåäåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ìè êîæíîãî ðàçó áà÷èëè, ùî

íå¹äèíiñòü "âèíèêàëà" â ñèòóàöi¨ (ìîìåíòè ÷àñó), êîëè çàãàþâàíèé àðãóìåíò

ïîïàäàâ â òî÷êó ïîðóøåííÿ ëèïøèöåâîñòè ðîçâ'ÿçêó (ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨). Öå

ñïîñòåðåæåííÿ ¹ âàæëèâèì äëÿ ðîçóìiííÿ ñèòóàöi¨. Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ,

ó âñiõ ïðèêëàäàõ òî÷êîþ ïîðóøåííÿ ëèïøèöåâîñòi ðîçâ'ÿçêó áóëà òî÷êà

t = −1. Ñòà¹ çðîçóìiëèì, ùî ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó (ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨) ïîçà

äîâiëüíîãî îêîëó òî÷êè ïîðóøåííÿ ëèïøèöåâîñòi íå âiääçåðêàëþ¹òüñÿ íà

ïèòàííi ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó. Â ïðèêëàäi (3.1), (3.2) àâòîð âiäñòóïèâ âiä òî÷êè

t = −1 íà 1
8 òà ç'¹äíàâ ïðÿìîþ

10
7 t+1 (äëÿ −7

8 < t ≤ 0) ðîçâ'ÿçîê (ÿêèé çàäàíî

íà [−1,−7
8 ]) ç òî÷êîþ t = 0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäñòóïèòè ìîæíà áóëî íà

äîâiëüíó âåëè÷èíó ρ ∈ (0, 1) òà ç'¹äíàòè ìîæíà áóëî äîâiëüíîþ íåïåðåðâíîþ

ôóíêöi¹þ (äëÿ t ∈ [−1 + ρ, 0]).

Ïîâåðíåìîñÿ äî ðiâíÿííÿ (3.1). Îáåðåìî äîâiëüíå t1 ∈ (−1, 0) (t1 = −1+ρ),
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äîâiëüíå α ∈ (0, 1) òà äîâiëüíå c 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ïî÷àòêîâó ôóíêöiþ [28]

x(t) = ϕ(t) ≡


−1, ÿêùî t < −1;

c · (t+ 1)α − 1, ÿêùî t ∈ [−1, t1];

ψ(t), ÿêùî t ∈ (t1, 0);

1, ÿêùî t = 0,

(3.9)

äå ψ − äîâiëüíà íåïåðåðâíà íà [t1, 0] ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì

ψ(t1) = c · (t1 + 1)α − 1, ψ(0) = 1. (3.10)

Çàóâàæåííÿ 3.1 Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ (3.2) (ç ïðèêëàäó

Å.Âiíñòîíà) îïèñó¹òüñÿ âèïàäêîì, ÿêèé ðîçãëÿíóòèé â îñòàííüîìó

ïðèêëàäi, òîáòî ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ (3.9) ïðè âèáîði t1 = −7
8 , c = 3

2 , α = 1
3.

3.2. Ðiâíÿííÿ ç ðîçïîäiëåíèì òà çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿìè,

ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó

Ìè ïðåçåíòó¹ìî ïåðøó ñïðîáó äîñëiäèòè Ð×Ï iç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Îñíîâíîþ iäå¹þ ¹ íàáëèæåííÿ ÷ëåíà ç çîñåðåäæåíèìè

çàãàþâàííÿìè çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ç ðîçïîäiëåíèìè

çàãàþâàííÿìè (âñi çàëåæàòü âiä ñòàíó). Ìè äîñëiäæó¹ìî ëîêàëüíå iñíóâàííÿ

òà àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ. Äîâîäèìî, ùî çàäà÷à ç ðîçïîäiëåíèì

çàãàþâàííÿì ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð, à çàäà÷à ç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì

ìà¹ òðà¹êòîðíèé àòðàêòîð.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå (íåëîêàëüíå) Ð×Ï iç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó

∂
∂tu(t, x) + Au(t, x) + du(t, x)

=
∫

Ω b(u(t− η(u(t), ut), y))f(x− y)dy ≡
(
F (ut)

)
(x), x ∈ Ω,

(3.11)

Îïåðàòîð A çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi (À1), ãëàäêà îáëàñòü Ω îáìåæåíà â Rn0, f :

Ω − Ω → R îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ, b : R → R ëîêàëüíî ëèïøèöåâà òà

îáìåæåíà (|b(w)| ≤ Cb ç Cb ≥ 0), d äîäàòíÿ ñòàëà. Ôóíêöiÿ η(·, ·) : L2(Ω) ×
L2(−r, 0;L2(Ω))→ R+ ïðåäñòàâëÿ¹ çîñåðåäæåíå çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä

ñòàíó. Äëÿ êîðîòêîñòi ìè ïîçíà÷à¹ìî H ≡ L2(Ω)× L2(−r, 0;L2(Ω)).
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Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå (íåëîêàëüíå) Ð×Ï iç ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó

∂
∂tu(t, x) + Au(t, x) + du(t, x)

=
∫ 0

−r
{∫

Ω b(u(t+ θ, y))f(x− y)dy
}
ξn(θ, u(t), ut)dθ ≡

(
Fn(ut)

)
(x), x ∈ Ω,

(3.12)

äå ôóíêöiÿ ξn(·, ·, ·) : [−r, 0]×H → R ïðåäñòàâëÿ¹ ðîçïîäiëåíå çàãàþâàííÿ, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ (3.11) òà (3.12) iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(0+) = u0 ∈ L2(Ω), u|(−r,0) = ϕ ∈ L2(−r, 0;L2(Ω)). (3.13)

Ïiäõiä, ùî âèêëàäåíèé òóò, ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî iíøèõ êëàñiâ íåëiíiéíèõ

Ð×Ï ç çàãàþâàííÿì. Ìè îáðàëè ÷àñòêîâèé âèãëÿä íåëiíiéíèõ çàãàþâàíèõ

÷ëåíiâ F òà Fn äëÿ ñïðîùåííÿ òà ç ìåòîþ ïðîiëþñòðóâàòè ïiäõiä íà ïðèêëàäi

ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà.

3.2.1. Ðîçïîäiëåíå çàãàþâàííÿ. Â öüîìó ïóíêòi ìè äîñëiäæó¹ìî

iñíóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ç ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì (3.12),

(3.13).

Âèçíà÷åííÿ 3.2 Ôóíêöiÿ u çâåòüñÿ ñëàáêèì (weak) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.12)

ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (3.13) íà [0, T ] ÿêùî u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(−r, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;D(A

1
2 )), u(θ) = ϕ(θ) äëÿ θ ∈ (−r, 0) òà

−
∫ T

0

〈u, v̇〉dt+

∫ T

0

〈A
1
2u,A

1
2v〉dt+

∫ T

0

〈du− Fn(ut), v〉dt = −〈u0, v(0)〉 (3.14)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ∈ L2(0, T ;D(A
1
2 )) ñ v̇ ∈ L2(0, T ;D(A−

1
2 )) òà v(T ) = 0.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äà¹ iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 3.3 . Ïðèïóñòèìî, ùî

(i) b : R → R ëîêàëüíî ëèïøèöåâà òà îáìåæåíà (òîáòî, iñíó¹ ñòàëà Cb

òàêà, ùî |b(w)| ≤ Cb äëÿ âñiõ w ∈ R);
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(ii) f : Ω− Ω→ R îáìåæåíà òà âèìiðíà;

(iii) ξn : [−r, 0]× L2(Ω)× L2(−r, 0;L2(Ω))→ R çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

a) äëÿ âñiõ M > 0 iñíó¹ Lξ,M,n òàêå, ùî äëÿ âñiõ (vi, ψi) ∈ H, ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü ||vi||2 +
∫ 0

−r ||ψ
i(s)||2ds ≤M 2, i = 1, 2 âèêîíó¹òüñÿ∫ 0

−r
|ξn(θ, v1, ψ1)−ξn(θ, v2, ψ2)|dθ ≤ Lξ,M,n·

[
||v1 − v2||2 +

∫ 0

−r
||ψ1(s)− ψ2(s)||2ds

] 1
2

,

(3.15)

b) iñíó¹ Cξ,1 > 0 òàêå, ùî

‖ξn(· , v, ψ)‖L1(−r,0) ≤ Cξ,1 äëÿ âñiõ (v, ψ) ∈ H. (3.16)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî (u0, ϕ) ∈ H ≡ L2(Ω) × L2(−r, 0;L2(Ω)) çàäà÷à (3.12)

iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (3.13) ìà¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u(t) íà äîâiëüíîìó

ñåãìåíòi [0, T ], ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹

u ∈ C([0, T ];L2(Ω)). (3.17)

Çàóâàæåííÿ 3.4 Îñêiëüêè â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè ïðèäiëÿ¹ìî îñíîâíó

óâàãó âëàñòèâîñòÿì çàëåæíîñòi çàãàþâàííÿ âiä ñòàíó "state-dependent

(state-selective)" â ðiâíÿííÿõ (3.11) òà (3.12), âàæëèâî îáãîâîðèòè

âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ξn, ÿêà âiääçåðêàëþ¹ öþ çàëåæíiñòü (äèâ. ðiâíÿííÿ

(3.12) òà ïðèïóùåííÿ (iii)). Íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä ôóíêöi¨ ξn, ÿêà

çàäîâiëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿì (iii)-a) òà (iii)-b), öå êîìïîçèöiÿ ξn(θ, v, ϕ) ≡
exp{−α(θ + η(v, ϕ))2}, äå η : L2(Ω) × L2(−r, 0;L2(Ω)) → R+ äîâiëüíà

ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöiÿ. Ëåãêî óÿâèòè ãðàôiê ôóíêöi¨ exp{−α(θ +

η)2} (ÿê ôóíêöi¨ θ ∈ [−r, 0]), ÿêèé ìà¹ ìàêñèìóì â òî÷öi θ = −η òà

"ìîæå ðóõàòèñü", âiäïîâiäíî äî çàëåæíîñòi âiä ñòàíó η(v, ϕ). Öåé ïðèêëàä

òàêîæ çàäîâiëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿì òåîðåìè 1 ç [155]. Â öüîìó ïóíêòi íàì

çíàäîáèòüñÿ áiëüø øèðîêèé êëàñ ôóíêöié ξn (äèâ. (3.30) òà ìàëþíîê

íèæ÷å), ÿêi íå çàäîâiëüíÿþòü àíi ïðèïóùåííþ (iii)-a) àíi ïðèïóùåííþ (iii)-

b) òåîðåìè 1 ç [155], àëå ìîæóòü áóòè âèâ÷åíi çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 3.3.

Öåé êëàñ ôóíêöié ξn áóâ îïèñàíèé â [27] (äèâ. òåîðåìó 6 â [27]).
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3. Íåõàé {ek}∞k=1 ¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ïðîñòîðó

L2(Ω) òàêèé, ùî Aek = λkek, 0 < λ1 < . . . < λk → +∞.

Âèçíà÷åííÿ 3.5 Ìè êàæåìî, ùî ôóíêöiÿ um(t, x) =
m∑
k=1

gk,m(t)ek(x) ¹

íàáëèæåíèì (çà Ãàëåðêiíèì) ðîçâ'ÿçêîì ïîðÿäêàm çàäà÷i (3.12), (3.13), ÿêùî{
〈u̇m + Aum + dum − Fn(umt ), ek〉 = 0, ∀k = 1, . . . ,m,

〈um(0+), ek〉 = 〈u0, ek〉, 〈um(θ), ek〉 = 〈ϕ(θ), ek〉, ∀θ ∈ (−r, 0).
(3.18)

Òóò gk,m ∈ C1(0, T ;R) ∩ L2(−r, T ;R) ç ġk,m(t) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè.

Ðiâíÿííÿ (3.18) äëÿ ôiêñîâàíèõ m òà n ìîæóòü áóòè ïåðåïèñàíi ÿê íàñòóïíà

ñèñòåìà äëÿ m-âèìiðíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ v(t) = vm(t) = (g1,m(t), . . . , gm,m(t))T :

v̇(t) = f̂(v(t)) +

∫ 0

−r
p(v(t+ θ))ξ̃n(θ, v(t), vt)dθ, (3.19)

äå ôóíêöiÿ ξ̃n çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì, ïîäiáíèì äî (3.15), (3.16) ÿêùî âèêîðèñòàòè

| · |Rm çàìiñòü ‖ · ‖L2(Ω). Âiäìiòåìî, ùî ‖um(t, ·)‖2
L2(Ω) =

m∑
k=1

g2
k,m(t) = |v(t)|2Rm.

Ïðè öèõ óìîâàõ, ôóíêöi¨ f̂ òà p ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèìè, |p(s)| ≤ c2 äëÿ s ∈
R. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ L2(−r, 0;Rm), a ∈ Rm

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ç çàãàþâàííÿì (3.19), ÿêå ìîæå áóòè äîâåäåíî ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì

çà äîïîìîãîþ òåîðåìè ïðî íåðóõîìó òî÷êó (äåòàëi äèâ. â òåîðåìi 6 òà

çàóâàæåííi 9 ç [27]).

Ëåìà 3.6 . (äèâ. [27]). Íåõàé âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:

a) ôóíêöi¨ f̂ : R→ R òà p : R→ R ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèìè òà iñíóþòü

c1, c2 òàêi, ùî |p(s)| ≤ c1|s|+ c2 äëÿ âñiõ s ∈ R;

b) ôóíêöiÿ ξ̃n çàäîâiëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü, ïîäiáíó äî (3.15), âèêîðèñòîâóþ÷è

| · |Rm çàìiñòü ‖ · ‖L2(Ω), à òàêîæ
∫ 0

−r |ξ̃
n(θ, 0, 0)|dθ < +∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ïî÷àòêîâèõ (a;ϕ) ∈ Rm × L2(−r, 0;Rm) òàêèõ, ùî

êîìïîçèöiÿ p(ϕ(θ)), θ ∈ [−r, 0] ¹ îáìåæåíîþ, iñíóþòü α > 0 òà ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê (3.19) v ∈ L2(−r, α;Rm) òàêå, ùî v0 = ϕ òà v(0) = a, Áiëüø òîãî

v|[0,α] ∈ C([0, α];Rm).
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Ç îáìåæåíîñòi b òà (3.16) ëåãêî îòðèìàòè

|〈Fn(ut), v〉L2(Ω)| ≤Mf |Ω|3/2CbCξ,1 · ‖v‖. (3.20)

Òåïåð ìè îòðèìà¹ìî àïðiîðíó îöiíêó äëÿ íàáëèæåíèõ (çà Ãàëåðêiíèì)

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.12), (3.13). Äîìíîæèìî (3.18) íà gk,m òà ñêëàäà¹ìî äëÿ

k = 1, · · · ,m. Òàêèì ÷èíîì äëÿ u(t) = um(t) òà t ∈ (0, α] ≡ (0, α(m)], iíòåðâàë

ëîêàëüíîãî iñíóâàííÿ äëÿ um(t), ìè îòðèìó¹ìî

1

2

d

dt
‖u(t)‖2 + ‖A1/2u(t)‖2 + d‖u(t)‖2 ≤ |〈Fn(ut), u(t)〉|. (3.21)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.20), îòðèìó¹ìî

d

dt
‖u(t)‖2 + 2‖A1/2u(t)‖2 ≤ k̃1‖u(t)‖2 + k̃3. (3.22)

Îñêiëüêè d
dt‖u(t)‖2 + 2‖A1/2u(t)‖2 = d

dt

(
‖u(t)‖2 + 2

∫ t
0 ‖A

1/2u(τ)‖2dτ + k̃3

)
, ìè

ïîçíà÷à¹ìî χ(t) ≡ ‖u(t)‖2 + 2
∫ t

0 ‖A
1/2u(τ)‖2dτ + k̃3 òà ïåðåïèñó¹ìî îñòàííþ

îöiíêó íàñòóïíèì ÷èíîì d
dtχ(t) ≤ k̃1 ·χ(t). Äîìíîæóþ÷è öå íà e−k̃1t, îòðèìó¹ìî

d
dt

(
e−k̃1tχ(t)

)
≤ 0. Iíòåãðóþ÷è âiä 0 äo t òà ïîòiì äîìíîæóþ÷è íà ek̃1t,

îòðèìó¹ìî χ(t) ≤
(
‖u(0)‖2 + k̃3

)
ek̃1t. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèõîäèìî äî aïðiîðíî¨

îöiíêè

‖u(t)‖2 + 2

∫ t

0

‖A1/2u(τ)‖2dτ ≤
(
‖u(0)‖2 + k̃3

)
ek̃1t − k̃3. (3.23)

Îöiíêà (3.23) äà¹, ùî äëÿ u0 ∈ L2(Ω) ðîäèíà íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {um(t)}∞m=1

¹ ðiâíîìiðíî (âiäíîñíî m ∈ N) îáìåæåíîþ â ïðîñòîði L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;D(A1/2)), äå D(A1/2) ïîçíà÷à¹ îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A1/2

òà [0, T ] ¹ iíòåðâàëîì ëîêàëüíîãî iñíóâàííÿ. Ç (3.23) ìè òàêîæ îòðèìó¹ìî

ïðîäîâæóâàíiñòü um(t) íà äîâiëüíèé iíòåðâàë, òàêèì ÷èíîì (3.23) âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ äîâiëüíîãî t > 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó (3.18) òà éîãî

âëàñòèâiñòü (3.23), ìè ìîæåìî ïðîiíòåãðóâàòè ‖A−1/2u̇m(τ)‖2 ïî [0, T ] äëÿ

îòðèìàííÿ
∫ T

0 ‖A
−1/2u̇m(τ)‖2dτ ≤ CT äëÿ äîâiëüíîãî T. Öi âëàñòèâîñòi

ðîäèíè {um(t)}∞m=1 äàþòü, ùî {(um(t); u̇m(t))}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ
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â ïðîñòîði

XT ≡ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;D(A1/2))× L2(0, T ;D(A−1/2)). (3.24)

òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ (u(t); u̇(t)) òà ïiäïîñëiäîâíiñòü {umk} ⊂ {um} òàêi, ùî

(umk; u̇mk) *-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî (u; u̇) â ïðîñòîði XT . (3.25)

Ñòàíäàðòíèì ÷èíîì (âèêîðèñòîâóþ÷è ñèëüíó çáiæíiñòü umk → u â ïðîñòîði

L2(0, T ;L2(Ω)), ÿêà âèïëèâà¹ ç (3.25) òà òåîðåìè Äóáiíñüêîãî), ïîêàçó¹ìî

(äèâ. íàïðèêëàä [122, 31] òà òàêîæ [147]), ùî äîâiëüíà *-ñëàáêà ãðàíèöÿ ¹

ðîçâ'ÿçêîì (3.12) òà (3.13). Äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âiäîìå

Òâåðäæåííÿ 3.7 (äèâ., íàïðèêëàä, òâåðäæåííÿ 1.2 â [191]). Íåõàé

áàíàõîâèé ïðîñòið V ¹ ùiëüíèé òà íåïåðåðâíî âêëàäåíèé â ãiëüáåðòîâèé

ïðîñòið X; ñïiâñòàâëÿ¹ìî X = X∗ òàê, ùî V ↪→ X ↪→ V ∗. Òîäi áàíàõîâèé

ïðîñòið Wp(0, T ) ≡ {u ∈ Lp(0, T ;V ) : u̇ ∈ Lq(0, T ;V ∗)} (òóò p−1 + q−1 = 1) ¹

âêëàäåíèé ó C([0, T ];X).

Â íàøîìó âèïàäêó X = L2(Ω), V = D(A1/2), V ∗ = D(A−1/2), p = q = 1/2 (äèâ.

(3.24),(3.25)). Òàêèì ÷èíîì òâåðäæåííÿ 3.7 äà¹ (3.17). Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3

¹ çàâåðøåíèì.

Òåïåð ìè äàìî äîñòàòíþ óìîâó ¹äèíîñòi ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 3.8 . Íåõàé ôóíêöi¨ b òà f òàêi ÿê â òåîðåìi 3.3 (çàäîâiëüíÿþòü

âëàñòèâîñòÿì (i),(ii)), ôóíêöiÿ ξn çàäîâiëüíÿ¹ (iii)-a) òà

ξn(·, v, ψ) ∈ L∞(−r, 0) äëÿ âñiõ (v, ψ) ∈ H. (3.26)

Òîäi ðîçâ'ÿçîê (3.12), (3.13), ùî çáóäîâàíèé â òåîðåìi 3.3, ¹ ¹äèíèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.8. Íåõàé u1 òà u2 äâà ðîçâ'ÿçêè (3.12), (3.13). Äëÿ

êîðîòêîñòi ïîçíà÷èìî w(t) = wn,m(t) = u1,n,m(t) − u2,n,m(t) - ðiçíèöÿ

âiäïîâiäíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òàêèì ÷èíîì

d

dt
‖w(t)‖2 + 2‖A1/2w(t)‖2 + 2d‖w(t)‖2 = 〈Fn(u1

t )− Fn(u2
t ), w(t)〉. (3.27)
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Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ 〈Fn(u1
t )− Fn(u2

t ), w(t)〉 äåòàëüíî (äèâ. (3.11), (3.12)).

〈Fn(u1
t )−Fn(u2

t ), w(t)〉 ≡
∫

Ω

[∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u1(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξn(θ, u1(t), u1

t )dθ−

−
∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u2(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξn(θ, u2(t), u2

t )dθ

]
· w(t, x)dx

=

∫
Ω

[∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u1(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξn(θ, u1(t), u1

t )dθ−

−
∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u2(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξn(θ, u1(t), u1

t )dθ

]
· w(t, x)dx,

+

∫
Ω

[∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u2(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξn(θ, u1(t), u1

t )dθ−

−
∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u2(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξn(θ, u2(t), u2

t )dθ

]
· w(t, x)dx.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíó ëèïøèöåâiñòü b, (3.26) òà (3.15), ëåãêî ïåðåâiðèòè,

ùî iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi C3, C4 òàêi, ùî

|〈Fn(u1
t )− Fn(u2

t ), w(t)〉| ≤ C3||w(t)||2 + C4

∫ 0

−r
||w(t+ θ)||2dθ

≤ C3||w(t)||2+C4

∫ t

−r
||w(s)||2ds = C3||w(t)||2+C4

(∫ 0

−r
||w(θ)||2dθ+

∫ t

0

||w(s)||2ds
)
.

Îñòàííÿ îöiíêà, (3.27) òà ‖A1/2v‖2 ≥ λ1‖v‖2 äàþòü

d

dt
‖w(t)‖2+2(λ1+d)‖w(t)‖2 ≤ C3||w(t)||2+C4

(∫ 0

−r
||w(θ)||2dθ +

∫ t

0

||w(s)||2ds
)
.

Ïåðåïèøåìî öå òàê d
dt

[
‖w(t)‖2 + 2(λ1 + d)

∫ t
0 ‖w(s)‖2ds

]
≤ C3||w(t)||2 +

C4

(∫ 0

−r ||w(θ)||2dθ +
∫ t

0 ||w(s)||2ds
)
. Òàêèì ÷èíîì iñíó¹ C5 > 0, òàêå, ùî

äëÿ Z(t) ≡ ‖w(t)‖2 + 2(λ1 + d)
∫ t

0 ‖w(s)‖2ds, ìà¹ìî d
dtZ(t) ≤ C5Z(t) +

C4

∫ 0

−r ||w(θ)||2dθ. Ëåìà Ãðîíóîëà äà¹

Z(t) ≤
(
‖w(0)‖2 + C4C

−1
5

∫ 0

−r
||w(θ)||2dθ

)
· eC5t. (3.28)

Îñòàííÿ îöiíêà äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè âiäîìå
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Òâåðäæåííÿ 3.9 [8, òåîðåìà 9]. Íåõàé X - ïðîñòið Áàíàõà. Òîäi äîâiëüíà

*-ñëàáêî çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü {wk}∞n=1 ∈ X∗ *-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòó
w∞ ∈ X∗ òà ‖w∞‖X ≤ lim infn→∞ ‖wn‖X .

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðiçíèöi u1(t)− u2(t) äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ìî

‖u1(t)− u2(t)‖2 + 2(λ1 + d)

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖2ds

≤
(
‖u1(0)− u2(0)‖2 + C4C

−1
5

∫ 0

−r
||ϕ1(θ)− ϕ2(θ)||2dθ

)
· eC5t. (3.29)

Âiäçíà÷èìî, ùî çà (3.17), ðiçíèöÿ ‖u1(t) − u2(t)‖ ìà¹ ñåíñ äëÿ âñiõ t ∈
[0, T ], ∀T > 0. Îñòàííÿ îöiíêà äà¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

òåîðåìè 3.8.

Òåîðåìè 3.3 òà 3.8 äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St : H → H,

ç H ≡ L2(Ω) × L2(−r, 0;L2(Ω)), çà ôîðìóëîþ St(u
0;ϕ) ≡ (u(t);u(t + θ)), θ ∈

(−r, 0), äå u(t) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì (3.12), (3.13). Íåïåðåðâíiñòü ïiâãðóïè çà

÷àñîì âèïëèâà¹ ç (3.17), à çà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè ç (3.29).

Äëÿ çîáðàæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé åâîëþöiéíî¨ ïiâãðóïè, ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî ïîíÿòòÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà (äèâ. [2, 200, 31])

ßê â [2, 53, 31, 147] (äèâ. òàêîæ [155]) ìè ìà¹ìî

Òåîðåìà 3.10 . Â ïðèïóùåííÿõ òåîðåì 3.3 òà 3.8 äèíàìi÷íà ñèñòåìà (St;H)

ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð U , ÿêèé ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ

â ïðîñòîði H1 ≡ D(Aα) × W , äå W = {ϕ : ϕ ∈ L∞(−r, 0;D(Aα)), ϕ̇ ∈
L∞(−r, 0;D(Aα−1))}, α ≤ 1

2 .

3.2.2. Çîñåðåäæåíå çàãàþâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ η : H → R
(ÿê ðàíiøå H ≡ L2(Ω) × L2(−r, 0;L2(Ω))), ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹ çîñåðåäæåíå

çàãàþâàííÿ â ðiâíÿííi (3.11). Çàôiêñó¹ìî äîäàòíþ ïîñëiäîâíiñòü {εn}∞n=1 ⊂ R+

òàêó, ùî εn → 0+ òà âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ξn : [−r, 0] × H → R
íàñòóïíèì ÷èíîì

ξn(θ, a, ϕ) ≡

[
1/εn, θ ∈ [−η(a, ϕ)− εn,−η(a, ϕ)];

0, θ 6∈ [−η(a, ϕ)− εn,−η(a, ϕ)],
ç εn > 0. (3.30)
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Íàïðèêëàä, òàêi ôóíêöi¨ ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ÿê êîìïîçèöi¨

ξn(θ, a, ϕ) = ξ̃n(θ,−η(a, ϕ)), (3.31)

äå ξ̃n(θ, s) : [−r, 0]× R→ R ôóíêöi¨ ñòðèáêiâ (äèâ. ìàëþíîê íèæ÷å)

ξ̃n(θ, s) ≡

[
1/εn, θ ∈ [s− εn, s];

0, θ 6∈ [s− εn, s],
ç εn > 0.

-

6

−r 0s− εk
s− εn s

1/εn

1/εk

θ

ξ̃n(θ, s)

ξ̃k(θ, s)

Ðèñ. 4.2. Ãðàôiêè ôóíêöié ξ̃n(θ, s) òà ξ̃k(θ, s) ç 0 < εk < εn.

Çàóâàæåííÿ 3.11 Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöi¨ ξn, ùî âèçíà÷åíi â (3.30),

çàäîâiëüíÿþòü âñiì óìîâàì òåîðåìè 3.8 i òàêèì ÷èíîì, ñëàáèé ðîçâ'ÿçîê

(3.12), (3.13) ¹ ¹äèíèì äëÿ âñiõ n.

Íàøà iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, àáè âèêîðèñòàòè ïîñëiäîâíiñòü ðiâíÿíü (3.12) ç

ïðàâèìè ÷àñòèíàìè Fn (ç ôóíêöiÿìè ξn âèçíà÷åíèìè â (3.30)) äëÿ âèâ÷åííÿ

ðiâíÿííÿ (3.11). Öÿ iäåÿ ãðóíòó¹òüñÿ íà íàñòóïíîìó âiäîìîìó ôàêòi.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið Áàíàõà X, ôóíêöiþ y ∈ L1(0, T ;X) òà âèçíà÷èìî

ïåðâiñíó Y (t) ≡
∫ t

0 y(s)ds, 0 ≤ t ≤ T < +∞.

Òâåðäæåííÿ 3.12 (òåîðåìà Ëåáåãà) [8, 191]. Äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ), Y

¹ (ñèëüíî) äèôåðåíöiéîâíîþ ç Y ′(t) ≡ limε→0 ε
−1(Y (t+ ε)− Y (t)) = y(t).

Öå äà¹ íàì, ùî äëÿ âñiõ (a, ϕ) ∈ H

y(t−η(a, ϕ)) = lim
n→∞

∫ 0

−r
y(t+θ)·ξ̃n(θ,−η(a, ϕ))dθ = lim

n→∞

∫ 0

−r
y(t+θ)·ξn(θ, a, ϕ)dθ.

(3.32)
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Çàóâàæåííÿ 3.13 Ïîÿñíèìî ÿê ìà¹ìî (3.32). ßêùî ìè îáåðåìî â òåîðåìi

Ëåáåãà ε = −εn < 0 òà t = s, òî îòðèìà¹ìî

y(s) = lim
ε→0−

ε−1

∫ s+ε

s

y(θ)dθ = (−ε)−1

∫ s

s+ε

y(θ)dθ = lim
ε→0−

(−ε)−1

∫ 0

ε

y(s+ θ)dθ

= lim
εn→0+

ε−1
n

∫ 0

−εn
y(s+ θ)dθ = lim

εn→0+

∫ 0

−r
y(s+ θ) · ξ̃n(θ, 0)dθ

= lim
n→+∞

∫ 0

−r
y(s+ h+ θ) · ξ̃n(θ,−h)dθ, ∀h ∈ (0, r).

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî îñòàííþ ðiâíiñòü äëÿ h = η(a, ϕ) òà s = t − h =

t − η(a, ϕ) äëÿ îòðèìàííÿ ïåðøî¨ ðiâíîñòi â (3.32). Äðóãà ðiâíiñòü â (3.32)

âèïëèâà¹ ç (3.31).

Òàêîæ, äëÿ ôóíêöi¨ u ∈ L∞(0, T ;X) ∩ L2(−r, T ;X), ìà¹ìî b(u(·)) ∈
L∞(0, T ;X) ∩ L2(−r, T ;X) ⊂ L1(−r, T ;X) i (3.32) äà¹, ùî äëÿ âñiõ (a, ϕ) ∈ H

b(u(t−η(a, ϕ))) = lim
n→∞

∫ 0

−r
b(u(t+θ))·ξn(θ, a, ϕ)dθ äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (−r, T ).

Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü âiääçåðêàëþ¹ îñíîâíó iäåþ - íàáëèçèòè íåëiíiéíiñòü

ç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì (ç çàãàþâàííÿì η(a, ϕ)) çà äîïîìîãîþ

ïîñëiäîâíîñòi íåëiíiéíîñòåé ç ðîçïîäiëåíèìè çàãàþâàííÿìè (cð. âèãëÿä

íåëiíiéíîñòåé F òà Fn â (3.11) òà (3.12)). Â âèçíà÷åííÿõ 1 òà 3 íàñ öiêàâèòü

X = L2(Ω).

Âèçíà÷åííÿ 3.14 Ôóíêöiÿ u çâåòüñÿ ñëàáêèì ãðàíè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(3.11), (3.13) íà iíòåðâàëi [0, T ], ÿêùî u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩L2(−r, T ;L2(Ω))∩
L2(0, T ;D(A1/2)), u̇ ∈ L2(0, T ;D(A−1/2)), u(θ) = ϕ(θ) äëÿ θ ∈ (−r, 0) òà iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü {(n,m)}n,m∈N, òàêà, ùî

(un,m; u̇n,m) *-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî (u; u̇) â ïðîñòîðiXT , ïðèmin{n,m} → ∞
(3.33)

(äèâ. (3.24), (3.25)). Òóò - un,m íàáëèæåíi çà Ãàëåðêiíèì ðîçâ'ÿçêè (äèâ.

(3.18)) ïîðÿäêà m äëÿ çàäà÷i (3.12), (3.13) (ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (3.12) ¹ Fn ç

ôóíêöiÿìè ξn, ÿêi âèçíà÷åíi â (3.30)).
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Çàóâàæåííÿ 3.15 Âàæëèâî âiäçíà÷èòè, ùî ÿêùî ìè ñôîðìóëþ¹ìî ïîäiáíèì

÷èíîì âèçíà÷åííÿ äëÿ ôiêñîâàíîãî n òà m → ∞ çàìiñòü min{n,m} → ∞
(äèâ. (3.33)), òî ìè îòðèìà¹ìî âèçíà÷åííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó (3.12), (3.13),

ÿêå åêâiâàëåíòíî âèçíà÷åííþ 3.2. Öå âèïëèâà¹ ç (3.25) òà ¹äèíîñòi ñëàáêîãî

ðîçâ'ÿçêó (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.11.)

Çàóâàæåííÿ 3.16 ßê ìè âiäçíà÷àëè ðàíiøå, *-ñëàáêà çáiæíiñòü (3.33) äà¹

(çà òåîðåìîþ Þ.Äóáiíñüêîãî) ñèëüíó çáiæíiñòü un,m → u â ïðîñòîði

L2(0, T ;L2(Ω)).

Òåîðåìà 3.17 . Íåõàé ôóíêöi¨ b òà f ÿê â òåîðåìi 3.3 (çàäîâiëüíÿþòü

(i),(ii)) òà ôóíêöiÿ η : H → [0, r] ëîêàëüíî ëèïøèöåâà òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî

M > 0 iñíó¹ Lη,M òàêå, ùî äëÿ âñiõ (vi, ψi) ∈ H, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü

||vi||2 +
∫ 0

−r ||ψ
i(s)||2ds ≤M 2, i = 1, 2 ìà¹ìî

|η(v1, ψ1)− η(v2, ψ2)| ≤ Lη,M ·
(
||v1 − v2||2 +

∫ 0

−r
||ψ1(s)− ψ2(s)||2ds

)1/2

.

(3.34)

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ (u0, ϕ) ∈ H çàäà÷à (3.11), (3.13) ìà¹ ñëàáêèé ãðàíè÷íèé

ðîçâ'ÿçîê íà êîæíîìó [0, T ] òà çàäîâiëüíÿ¹ u(t) ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.17. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âëàñòèâiñòü (3.34) äà¹, ùî âñi

ôóíêöi¨ ξn, ùî âèçíà÷åíi â (3.30), çàäîâiëüíÿþòü âëàñòèâîñòi a), b) òåîðåìè 3.3

ç Lξ,M,n = 2ε−1
n · Lη,M òà Cξ,1 = 1 äëÿ âñiõ n.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôiêñîâàíó ïîñëiäîâíiñòü {(ni;mi)}∞i=1 òàêó, ùî min{ni;mi}
→ ∞ ïðè i → ∞. Ðîçãëÿíåìî ðîäèíó íàáëèæåíèõ çà Ãàëåðêiíèì ðîçâ'ÿçêiâ

{uni,mi}∞i=1 (äèâ. (3.18)), âñi çáóäîâàíi äëÿ îäíîãî é òîãî æ ïî÷àòêîâîãî

(3.13). Àïðiîðíà îöiíêà (3.23) çi ñòàëèìè k̃1, k̃3, ÿêi íå çàëåæàòü âiä n òà

m, äà¹, ùî {(uni,mi; u̇ni,mi)}∞i=1 ¹ îáìåæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ â ïðîñòîði XT

(äèâ. (3.24)). Òàêèì ÷èíîì iñíó¹ *-ñëàáêî çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà

çáiãà¹òüñÿ (çà âèçíà÷åííÿì) äî ñëàáêîãî ãðàíè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.11),

(3.13). Íåïåðåðâíiñòü ñëàáêîãî ãðàíè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ

3.7. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.17 ¹ çàâåðøåíèì.
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Äëÿ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.11), (3.13)

ìè çàñòîñó¹ìî òåîðiþ òðà¹êòîðíèõ àòðàêòîðiâ (äèâ. [51] òà ïîñèëàííÿ).

Ðîçãëÿíåìî áàíàõîâèé ïðîñòið

F b
+ ≡

{
w(·) |w(·) ∈ L2

b(R+;D(A1/2)) ∩ L∞(R+;L2(Ω)), ẇ(·) ∈ L2
b(R+;D(A−1/2))

}
ç íîðìîþ ||w||Fb+ = ||w||L2

b(R+;D(A1/2)) + ||w||L∞(R+;L2(Ω)) + ||ẇ||L2
b(R+;D(A−1/2)), äå

||w||L2
b(R+;D(Aα)) ≡ sup

h≥0

∫ h+1

h

||Aαw(s)||2ds, äëÿ α = 1/2 òà α = −1/2.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî áiëüø øèðîêèé ïðîñòið

F loc
+ ≡

{
w(·) |w(·) ∈ L2

loc(R+;D(A1/2)) ∩ L∞loc(R+;L2(Ω)),

ẇ(·) ∈ L2
loc(R+;D(A−1/2))

}
ñïîðÿäæåíèé ëîêàëüíîþ *-ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ òà ïîçíà÷èìî éîãî Θloc

+ .

Äåòàëüíiøå, ïîñëiäîâíiñòü {wk} ⊂ F loc
+ çáiãà¹òüñÿ â Θloc

+ äî w ∈ F loc
+ ïðè

k →∞, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 (äèâ. (3.24))

(wk; ẇk) *-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî (w; ẇ) â ïðîñòîði XT . (3.35)

Çàóâàæåííÿ 3.18 Ëåãêî áà÷èòè, ùî F b
+ ⊂ Θloc

+ òà äîâiëüíà êóëÿ BR =

{w(·) ∈ F b
+ | ||w||Fb+ ≤ R} ¹ êîìïàêòîì â Θloc

+ .

Âèçíà÷åííÿ 3.19 Ïiâãðóïà çñóâó {T (h), h ≥ 0}, ùî äi¹ íà ïðîñòîði

L2
loc(R+;D(A1/2))∩L∞loc(R+;L2(Ω)), âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà çñóâiâ âçäîâæ

÷àñîâî¨ âiñi òîáòî, T (h)w(·) ≡ w(·+ h), h ≥ 0.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðîäèíà {T (h), h ≥ 0} äiéñíî ¹ ïiâãðóïîþ òîáòî, T (h1 +h2) =

T (h1)T (h2) äëÿ äîâiëüíèõ h1, h2 ≥ 0 òà T (0) = Id � îäèíè÷íèé îïåðàòîð.

Òàêîæ ëåãêî áà÷èòè, ùî ïiâãðóïà {T (h), h ≥ 0} íåïåðåðâíà â òîïîëîãi¨ Θloc
+ .

Âèçíà÷åííÿ 3.20 Tðà¹êòîðíèì ïðîñòîðîì K+ äëÿ ðiâíÿííÿ (3.11) ¹

ïðîñòið ôóíêöié u ∈ F b
+ òàêèõ, ùî äëÿ âñiõ T > 0, îáìåæåííÿ u|[0,T ] ¹

ñëàáêèì ãðàíè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.11), (3.13).
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Çàóâàæåííÿ 3.21 Ëåãêî áà÷èòè, ùî òðà¹êòîðíèé ïðîñòið K+ ¹ iíâàðiàíòíèì

äëÿ ïiâãðóïè çñóâó {T (h), h ≥ 0} òîáòî, T (h)K+ ⊂ K+, ∀h ≥ 0.

Çàóâàæåííÿ 3.22 Çà âèçíà÷åííÿì 3.14 íå âàæêî äîâåñòè, ùî òðà¹êòîðíèé

ïðîñòið K+ ¹ çàìêíóòèì â òîïîëîãi¨ Θloc
+ .

Âèçíà÷åííÿ 3.23 Ìíîæèíà P ⊂ F loc
+ çâåòüñÿ ïðèòÿãóþ÷îþ ìíîæèíîþ äëÿ

ïiâãðóïè {T (h), h ≥ 0} íà K+ â òîïîëîãi¨ Θloc
+ , ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨, îáìåæåíî¨

â F b
+ ìíîæèíè B ⊂ K+, ìà¹ìî T (h)B → P â òîïîëîãi¨ Θloc

+ ïðè h→ +∞.

Âèçíà÷åííÿ 3.24 Ìíîæèíà U ⊂ K+ çâåòüñÿ òðà¹êòîðíèì àòðàêòîðîì

ïiâãðóïè {T (h), h ≥ 0}, ÿêùî

1) U îáìåæåíî â F b
+ òà êîìïàêòíî â Θloc

+ ;

2) U ñòðîãî iíâàðiàíòíî äëÿ ïiâãðóïè {T (h), h ≥ 0} òîáòî, T (h)U = U äëÿ

âñiõ h ≥ 0;

3) U ¹ ïðèòÿãóþ÷îþ ìíîæèíîþ äëÿ ïiâãðóïè {T (h), h ≥ 0} íà K+ â

òîïîëîãi¨ Θloc
+ .

Òåîðåìà 3.25 . Â ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè 3.17 ïiâãðóïà {T (h), h ≥ 0} íà K+

ìà¹ òðà¹êòîðíèé àòðàêòîð U .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.25. Îñêiëüêè äîâiëüíèé ñëàáêèé ãðàíè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (3.11), (3.13) ¹ *-ñëàáêîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíèõ çà

Ãàëåðêiíèì ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.12), (3.13), íàì çíàäîáëÿòüñÿ äåÿêi îöiíêè äëÿ

öèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.20) òà (3.21), ìè ìà¹ìî äëÿ u(t) = um,n(t):

d

dt
‖u(t)‖2 + 2‖A1/2u(t)‖2 + 2d‖u(t)‖2 ≤ 2Mf |Ω|3/2CbCξ,1 · ‖u(t)‖

≤ d‖u(t)‖2 +
M 2

f |Ω|3C2
bC

2
ξ,1

d
.

Öå òà ‖A1/2u(t)‖2 ≥ λ1‖u(t)‖2 äàþòü

d

dt
‖u(t)‖2 + 2(d+ λ1)‖u(t)‖2 ≤

M 2
f |Ω|3C2

bC
2
ξ,1

d
.
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Äîìíîæóþ÷è íà e(d+2λ1)t òà iíòåãðóþ÷è âiä 0 äo t, îòðèìó¹ìî

‖u(t)‖2 ≤ ‖u(0)‖2 · e−2(d+λ1)t +
M 2

f |Ω|3C2
bC

2
ξ,1

d(d+ 2λ1)
, t ≥ 0. (3.36)

Òåïåð äîìíîæó¹ìî (3.18) íà ġk,m(t) i ñêëàäà¹ìî ïî k = 1, ..,m, à ïîòiì

äîìíîæó¹ìî (3.18) íà gk,m(t) òà çíîâ ñêëàäà¹ìî ïî k = 1, ..,m. Ñóìà îòðèìàíèõ

ðiâíÿíü ¹ (äëÿ u = um)

〈Fn(ut), u̇(t) + u(t)〉
= 1

2
d
dt

{
‖A 1

2u(t)‖2 + (d+ 1)‖u(t)‖2
}

+ ‖u̇(t)‖2 + ‖A 1
2u(t)‖2 + d‖u(t)‖2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.20), îòðèìó¹ìî äîäàòíi ñòàëi γ1, d1 (íå çàëåæàòü âiä m òà

n) òàêi, ùî

d

dt
Ψ(t) + γ1Ψ(t) ≤ d1, äå Ψ(t) ≡ ‖A

1
2u(t)‖2 + (d+ 1)‖u(t)‖2. (3.37)

Äîìíîæóþ÷è öå íà eγ1t òà iíòåãðóþ÷è âiä τ > 0 äo τ + h (h > 0), îòðèìó¹ìî

Ψ(τ+h)eγ1(τ+h) ≤ Ψ(τ)eγ1(τ)+d1γ
−1
1 eγ1(τ+h). öå äà¹ Ψ(τ+h) ≤ Ψ(τ)e−γ1h+d1γ

−1
1 .

Iíòåãðóþ÷è âiä τ = 0 äo τ = 1, îòðèìó¹ìî∫ 1

0 Ψ(τ + h)dτ =
∫ h+1

h Ψ(s)ds ≤ e−γ1h ·
∫ 1

0 Ψ(s)ds+ d1γ
−1
1 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü òà âèçíà÷åííÿ Ψ (äèâ. (3.37)), îòðèìó¹ìî∫ h+1

h

(‖A
1
2u(s)‖2+(d+1)‖u(s)‖2)ds ≤ e−γ1h·

∫ 1

0

(‖A
1
2u(s)‖2+(d+1)‖u(s)‖2)ds+d1γ

−1
1 .

öå òà îöiíêà (3.23) äàþòü∫ h+1

h

‖A
1
2u(s)‖2ds ≤ e−γ1h ·

(
d+

3

2

)[(
‖u(0)‖2 + k̃3

)
ek̃1 − k̃3

]
+ d1γ

−1
1 . (3.38)

Âàæëèâî âiäçíà÷èòè, ùî âñi ñòàëi γ1, d1, k̃1, k̃3 íå çàëåæàòü âiä m òà n.

Òàêîæ, âëàñòèâîñòi (3.36), (3.38) äîçâîëÿþòü îòðèìàòè ç (3.18) íàñòóïíó

îöiíêó ∫ h+1

h

‖A−1/2u̇(s)‖2ds ≤ e−γ2h · d2

(
‖u(0)‖2 + 1

)
+ d3 (3.39)

ç äîäàòíiìè ñòàëèìè γ2, d2, d3, ÿêi íå çàëåæàòü âiä m òà n.
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Îöiíêè (3.36), (3.38) òà (3.39) äàþòü, ùî êîæíèé ïðèáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê

um = un,m íàëåæèòü F b
+. Áiëüø òîãî, iñíó¹ R1 > 0, òàêå, ùî êóëÿ BR1

=

{w(·) ∈ F b
+ | ||w||Fb+ ≤ R1} ¹ ïîãëèíàþ÷îþ ìíîæèíîþ äëÿ âñiõ íàáëèæåíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ um = un,m çàäà÷i (3.12), (3.13).

Ñòàëà R1 > 0 íå çàëåæèòü âiä m òà n òà öå äà¹, ùî êóëÿ BR1
= {w(·) ∈

F b
+ | ||w||Fb+ ≤ R1} òàêîæ ¹ ïîãëèíàþ÷èì äëÿ âñiõ *-ñëàáêèõ ãðàíèöü â

ïðîñòîði XT (äèâ. (3.24), (3.25)) ïiäïîñëiäîâíîñòi {unk,mk} ⊂ {un,m}. Çîêðåìà,
öÿ êóëÿ ¹ ïîãëèíàþ÷îþ äëÿ âñiõ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ (3.12), (3.13) òà äëÿ âñiõ

ñëàáêèõ ãðàíè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ (3.11), (3.13). Òàêèì ÷èíîì âií ¹ ïðèòÿãóþ÷îþ

(â òîïîëîãi¨ Θloc
+ ) ìíîæèíîþ òà, ïî çàóâàæåííþ 3.18 âií êîìïàêòíèé â Θloc

+ . Öi

âëàñòèâîñòi òà çàóâàæåííÿ 3.21 òà 3.22 äîçâîëÿþòü çàñòîñóâàòè òåîðåìó 3.1 ç

[51], ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.25.

Â ÿêîñòi çàñòîñóâàííÿ, ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà (äèâ.,

íàïðèêëàä [195, 197]) ç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Äåòàëüíiøå, ìè

ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ (3.11) òà (3.12), äå −A - îïåðàòîð Ëàïëàñà ç óìîâàìè

Äèðèõëå íà ìåæi, Ω ⊂ Rn0 - îáìåæåíà ãëàäêà îáëàñòü, ôóíêöiÿ f ìîæå áóòè

äåëüòà-ôóíêöi¹þ Äiðàêà (ÿê â [195, 197]), ùî ïðèâîäèòü äî ëîêàëüíîãî çà

ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè åëåìåíòó àáî, íàïðèêëàä, f(s) = 1√
4πα

e−s
2/4α, ÿê â

[196], ùî âiäïîâiäà¹ íåëîêàëüíîìó åëåìåíòó, íåëiíiéíà ôóíêöiÿ b çàäà¹òüñÿ

b(w) = p · we−w. Ôóíêöiÿ b îáìåæåíà òà âñi óìîâè òåîðåì 3.3 - 3.17 âèêîíàíi.

Ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié ξn, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì

òåîðåì 3.3 òà 3.8, äèíàìi÷íà ñèñòåìà (St, H) ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð (òåîðåìà

3.10). Ïðèïóñêàþ÷è, ùî çîñåðåäæåíå çàãàþâàííÿ η ëîêàëüíî ëèïøèöåâå,

ìè îòðèìó¹ìî (òåîðåìà 3.17) iñíóâàííÿ ñëàáêèõ ãðàíè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i

(3.11), (3.13) òà iñíóâàííÿ òðà¹êòîðíîãî àòðàêòîðà (òåîðåìà 3.25) ó âiäïîâiäíî¨

ïiâãðóïè.
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3.3. Ðiâíÿííÿ ç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä

ñòàíó. Îñíîâíà iãíîðóþ÷à óìîâà

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

d

dt
u(t) + Au(t) + du(t) = F (ut), (3.40)

äå A çàäîâiëüíÿ¹ (A1) (äèâ. ïiäðîçäië 2.1), Ω - ãëàäêà îáìåæåíà îáëàñòü â Rn0,

d íåâiä'¹ìíà ñòàëà. Ìè äîñëiäæó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.40) iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u|[−r,0] = ϕ ∈ C ≡ C([−r, 0];L2(Ω)). (3.41)

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíå âèçíà÷åííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî îäèí ÷àñòêîâèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ

(3.40), à ñàìå âèïàäîê íåëîêàëüíî¨ íåëiíiéíîñòi F , ÿêà âêëþ÷à¹ çîñåðåäæåíå

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Âèáið öüîãî ÷àñòêîâîãî âèïàäêà

ïðîäèêòîâàíèé áàæàííÿì ñïðîñòèòè âèêëàäåííÿ îñíîâíî¨ iäå¨, ùî ïîâ'ÿçàíà

ç òàê çâàíîþ �iãíîðóþ÷îþ óìîâîþ� íà çàãàþâàííÿ. Áiëüø çàãàëüíèé êëàñ

çàãàþâàíèõ íåëiíiéíîñòåé (i áiëüø çàãàëüíà iãíîðóþ÷à óìîâà) áóäå ðîçãëÿíóòî

â ïiäðîçäiëi 3.4. Ðîçãëÿíåìî

∂

∂t
u(t, x) + Au(t, x) + du(t, x)

=

∫
Ω

b(u(t− η(ut), y))f(x− y)dy ≡
(
F (ut)

)
(x), x ∈ Ω, (3.42)

Ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé òóò, ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî iíøèõ òèïiâ

çàãàþâàíèõ Ð×Ï (ÿê i ÇÄÓ). Ìè îáðàëè ÷àñòêîâèé âèãëÿä íåëiíiéíîãî ÷ëåíà

F äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäåííÿ òà äëÿ iëþñòðàöi¨ íàøîãî ïiäõîäà íà ïðèêëàäi

ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà. Íèæ÷å ìè òàêîæ âiäçíà÷à¹ìî ìîæëèâiñòü çàñòîñîâàííÿ

öüîãî ìåòîäà äî ëîêàëüíèõ (çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè) çàäà÷àì.

Ñôîðìóëþ¹ìî óìîâè äëÿ iñíóâàííÿ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Òâåðäæåííÿ 3.26 Íåõàé b : R → R ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ôóíêöiÿ, ùî

çàäîâiëüíÿ¹ |b(w)| ≤ C1|w|+Cb ç Ci ≥ 0, òà ôóíêöiÿ η(·) : C([−r, 0];L2(Ω))→
[0, r] ⊂ R+ íåïåðåðâíà, f : Ω − Ω → R îáìåæåíà òà âèìiðíà. Òîäi äëÿ
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äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C, ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.42), (3.41) ìà¹

ãëîáàëüíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ u ∈ C([−r,+∞);L2(Ω)).

Iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi F (ϕ) ≡∫
Ω b(ϕ(−η(ϕ), y))f(· − y)dy : C → L2(Ω) (äèâ. (3.42)), ùî äà¹ ìîæëèâiñòü

âèêîðèñòàòè ñòàíäàðòíèé ìåòîä Øàóäåðà íåðóõîìî¨ òî÷êè (äèâ., íàïðèêëàä,

[220, òåîðåìà 2.1, ñ.46]). Ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíèì (âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ t ≥ −r)
äèâ., íàïðèêëàä, [220, òåîðåìà 2.3, p.49].

3.3.1. �äèíiñòü òà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü. ßê â ïîïåðåäíüîìó

ïiäðîçäiëi, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî η : C → [0, r] íåïåðåðâíà òà f : Ω − Ω → R
îáìåæåíà òà âèìiðíà ôóíêöiÿ (|f(·)| ≤ Mf). Äîäàòêîâî, ìè ïðèïóñêà¹ìî

âèêîíàíîþ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü çàãàþâàííÿ η

(H) ∃ηign > 0 òàêå, ùî η "iãíîðó¹" çíà÷åííÿ ϕ(θ) äëÿ θ ∈ (−ηign, 0], òîáòî

∃ ηign > 0 : ∀ϕ1, ϕ2 ∈ C : ∀θ ∈ [−r,−ηign], ⇒ ϕ1(θ) = ϕ2(θ) =⇒ η(ϕ1) = η(ϕ2).

Öþ óìîâó ìîæíà ïðîiëþñòðóâàòè íàñòóïíèì ìàëþíêîì, íà ÿêîìó äâi ôóíêöi¨

ϕ1, ϕ2 ñïiâïàäàþòü íà [−r,−ηign] òà ðiçíÿòüñÿ íà (−ηign, 0], îäíàê öÿ âiäìiííiñòü

"iãíîðó¹òüñÿ" çàãàþâàííÿì, òîáòî η(ϕ1) = η(ϕ2).

-

6

÷àñ

−r 0
−ηign

θ

ϕ1(θ)

ϕ2(θ)

-

0 r��@@

η(ϕ1) = η(ϕ2)

?

çàãàþâàííÿ

iãíîðó¹òüñÿ
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��
��

�
��
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Ðèñ. 4.3. Îñíîâíà iãíîðóþ÷à óìîâà.
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Çàóâàæåííÿ 3.27 Ëåãêî ïðèâåñòè áàãàòî ïðèêëàäiâ çàãàþâàííÿ η, ÿêå ìà¹

âëàñòèâiñòü (H). Îñü äåÿêi ïðîñòi

η(ϕ) = p1(ϕ(−r)) ç p1 : L2(Ω)→ R+;

η(ϕ) =
N∑
k=1

pk(ϕ(−rk)) ç pk : L2(Ω)→ R+; min rk > 0;

η(ϕ) =

∫ −ηign
−r

p1(ϕ(θ)) dθ, òà η(ϕ) = p1

(∫ −ηign
−r

ϕ(θ) dθ

)
, ηign > 0.

Çàóâàæåííÿ 3.28 Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî ó âèïàäêó ηign > r, ìè îòðèìó¹ìî,

ùî çàãàþâàííÿ η iãíîðó¹ âñi çíà÷åííÿ ϕ(θ),∀θ ∈ [−r, 0], òàêèì ÷èíîì η(ϕ) ≡
const,∀ϕ ∈ C òîáòî ðiâíÿííÿ (3.42) ¹ ðiâíÿííÿì çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì.

Ç iíøîãî áîêó, óìîâà àíàëîãi÷íà äî (H) ç ηign = 0 ¹ òðèâiàëüíîþ îñêiëüêè

ϕ1(θ) = ϕ2(θ) äëÿ âñiõ θ ∈ [−r, 0] îçíà÷à¹, ùî ϕ1 = ϕ2 â ïðîñòîði C, òàêèì

÷èíîì η(ϕ1) = η(ϕ2).

Çàóâàæåííÿ 3.29 Âàæëèâî âiäìiòèòè, ùî êëàñè÷íèé âèïàäîê ñòàëîãî

çàãàþâàííÿ (äèâ. ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ) òà âiäïîâiäíà òåîðiÿ ñòàíîâëÿòü

ôóíäàìåíò äëÿ îáãîâîðþâàíîãî òóò ïiäõîäó (çàñíîâàíîãî íà iãíîðóþ÷ié

óìîâi), àëå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïiäõîäó äîäàòíüîãî çàãàþâàííÿ. Â íàøîìó

âèïàäêó, çàãàþâàííÿ η ìîæå îáåðòàòèñü â íóëü (ìè íå ïîòðåáó¹ìî

iñíóâàííÿ r0 > 0 òàêîãî, ùî η(ϕ) ≥ r0,∀ϕ).

Çàóâàæåííÿ 3.30 Ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàííÿ, çàãàþâàíi ÷ëåíè â ðiâíÿííÿõ

÷àñòî âiäîáðàæàþòü ðåàêöiþ ñèñòåìè íà ñòàí ñàìî¨ ñèñòåìè. Â öüîìó

ñåíñi iãíîðóþ÷ó óìîâó ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê äåÿêó "âíóòðiøíþ

iíåðöiþ" ðåàêöi¨ ñèñòåìè. Íàïðèêëàä, áiîëîãi÷íà ñèñòåìà íå ìîæå

ìèòò¹âî ðåàãóâàòè, â ñèëó ñêií÷åííîñòi øâèäêîñòi ðîçïîâñþäæåííÿ

ñèãíàëiâ (ñâiòëîâèõ, åëåêòðè÷íèõ, õiìi÷íèõ).
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Äëÿ òîãî, àáè ïîêàçàòè, ùî âëàñòèâiñòü (H) äà¹ ¹äèíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó,

ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñòàíäàðòíèé ìåòîä êðîêiâ ç êðîêîì ìåíüøèì, íiæ

ηign > 0. Ñïî÷àòêó ââåäåìî äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ C ôóíêöiþ ïðîäîâæåííÿ

ϕ(s) ≡

[
ϕ(s) äëÿ s ∈ [−r, 0];

ϕ(0) äëÿ s ∈ (0, ηign)
.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i (3.42), (3.41) òà

íåëiíiéíiñòü
∫

Ω b(u(t − η(ut), y))f(· − y)dy. Äëÿ âñiõ t ∈ [0, ηign) âëàñòèâiñòü

(H) äà¹ η(ut) = η(ϕt). Ïîçíà÷èìî r
ϕ(t) ≡ η(ϕt), t ∈ [0, ηign).

- ÷àñ

6

−r 0
−ηign ηignθ

ϕ(θ) u1(t)

u2(t)

-
0 r�@

η(u1
t ) = η(u2

t ) = rϕ(t)

?

çàãàþâàííÿ

iãíîðó¹òüñÿ
ïðè t = 0
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6 6t

iãíîðó¹òüñÿïðè t < ηign

��
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Ðèñ. 4.4. Iãíîðóþ÷à óìîâà òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

Òàêèì ÷èíîì äîâiëüíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäà÷i (3.42), (3.41) äëÿ âñiõ

çíà÷åíü t ∈ [0, ηign) ¹ ðîçâ'ÿçêîì{
u̇(t) + Au(t) + d · u(t) =

∫
Ω b(u(t− rϕ(t), y))f(· − y)dy, t ∈ [0, ηign),

u(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−r, 0],

(3.43)

äå rϕ(t) ¹ çàëåæíà âiä ÷àñó (à íå âiä ñòàíó) âiäîìà ôóíêöiÿ äëÿ âñiõ t ∈ [0, ηign).

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî çàäà÷à Êîøi (iç çàãàþâàííÿì, çàëåæíèì âiä ÷àñó) ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè äâà äîâiëüíi ðîçâ'ÿçêè (3.43) òà ¨õ

ðiçíèöþ w(t) ≡ u1(t)− u2(t), ÿêà çàäîâiëüíÿ¹

w(t) =

∫ t

0

e−A(t−s)×
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Ω

[
b(u1(s− rϕ(s), y))− b(u2(s− rϕ(s), y))

]
f(· − y)dy − d · w(s)

}
ds,

(3.44)

äëÿ t ∈ [0, ηign).

Îá÷èñëåííÿ, âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ b òà ||e−A(t−s)|| ≤ 1 äàþòü

||w(t)|| ≤
∫ t

0

(Mf |Ω|Lb + d) max
s∈[0,t]

||w(s)|| ds ≤ t · (Mf |Ω|Lb + d) max
s∈[0,t]

||w(s)||.

Òóò ìè ïîçíà÷èëè |Ω| ≡
∫

Ω 1 · dx.

Çàóâàæåííÿ 3.31 Òóò ìè âèêîðèñòîâóâàëè, ùî maxs∈[−r,t] ||w(s)|| =

maxs∈[0,t] ||w(s)|| îñêiëüêè w(s) ≡ 0 äëÿ θ ∈ [−r, 0] (w - ðiçíèöÿ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ,

îáèäâà çàäîâiëüíÿþòü (3.41)).

Îáåðåìî äîñòàòíüî ìàëå α > 0 äëÿ âèêîíàííÿ α(Mf |Ω|Lb + d) < 1.

Îñòàííÿ îöiíêà äà¹ maxs∈[0,α] ||w(s)|| ≤ α · (Mf |Ω|Lb + d) maxs∈[0,α] ||w(s)|| <
maxs∈[0,α] ||w(s)||, ùî äà¹ maxs∈[0,α] ||w(s)|| = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíi äâà

ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè (3.43) ñïiâïàäàþòü äëÿ t ∈ [0, α] ç α < (Mf |Ω|Lb + d)−1.

Ïîâòîðèìî öåé àëãîðèòì (ÿêùî íåîáõiäíî) êðîêàìè äîâæèíè α äëÿ ïîêðèòòÿ

[0, ηign). Öå äà¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó (3.43) i òàêèì ÷èíîì ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó

(3.42), (3.41) äëÿ t ∈ [0, ηign). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó íà äîâiëüíîìó ñåãìåíòi

[0, T ] âèïëèâà¹ ç àíàëîãi÷íîãî ðîçãëÿäàííÿ íà êîæíîìó ÷àñîâîìó iíòåðâàëi

[k · ηign, (k + 1) · ηign), k ∈ N (ïåðåâèçíà÷àþ÷è ôóíêöiþ rϕ(t) íà êîæíîìó

iíòåðâàëi).

Òåïåð ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St : C → C çà

ôîðìóëîþ Stϕ ≡ ut, äå u(t) - ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê (3.42), (3.41) iç

ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 3.32 . Íåõàé ôóíêöiÿ b : R→ R ëèïøèöåâà òà çàäîâiëüíÿ¹ |b(w)| ≤
C1|w|+Cb ç Ci ≥ 0, çàãàþâàííÿ η : C → [0, r] ⊂ R+ íåïåðåðâíî òà çàäîâiëüíÿ¹

óìîâi (H) (äèâ. ñ.127), f : Ω − Ω → R îáìåæåíà òà âèìiðíà (|f(z)| ≤
Mf ,∀z ∈ Ω − Ω). Òîäi ïàðà (St, C) cêëàäà¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó, òîáòî ìà¹

íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
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1. S0 = Id (òîòîæíié îïåðàòîð â C);

2. ∀ t, τ ≥ 0 =⇒ St Sτ = St+τ ;

3. t 7→ St ñèëüíî íåïåðåðâíå â C âiäîáðàæåííÿ;

4. äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St íåïåðåðâíèé â C, òîáòî

äëÿ äîâiëüíî¨ {ϕn}∞n=1 ⊂ C òàêî¨, ùî ||ϕn − ϕ||C → 0 ïðè n→∞, ìà¹ìî

||Stϕn − Stϕ||C → 0 ïðè n→∞.

Çàóâàæåííÿ 3.33 Òåîðåìà 3.32, çîêðåìà îçíà÷à¹, ùî çàäà÷à (3.42), (3.41)

êîðåêòíî ïîñòàâëåíà â ïðîñòîði C â ñåíñi Æ.Àäàìàðà [92, 93].

Çàóâàæåííÿ 3.34 Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî ìè íå âèìàãà¹ìî, àáè

çàãàþâàííÿ η áóëî ëèïøèöåâèì (ïîðiâíÿéòå ç [156]). Ìè ïðîïîíó¹ìî

àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä, ÿêèé áóäó¹òüñÿ íà óìîâi (H) (äèâ. ñ.127), ùî ìà¹

iíøó ïðèðîäó íiæ óìîâà Ëèïøèöÿ äëÿ η.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.32. Âëàñòèâîñòi 1), 2) ¹ íàñëiäêàìè ¹äèíîñòi

ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó (çàâäÿêè (H), äèâ. êîìåíòàði âèùå). Âëàñòèâiñòü 3)

äîâåäåíà ó òâåðäæåííi 3.26 îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ u ∈
C([−r, T ];L2(Ω)).

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü 4. Çàôiêñó¹ìî t0 ∈ [0, ηign).Ïîçíà÷èìî uk(t) ðîçâ'ÿçîê

(3.42), (3.41) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕk òà u(t) - ðîçâ'ÿçîê (3.42), (3.41) iç

ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ.

Âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó âàðiàöi¨ ñòàëèõ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ (3.43)

(ç îïåðàòîðîì Ã ≡ A+ d·)

u(t) = e−Ãtu(0) +

∫ t

0

e−Ã(t−τ)

∫
Ω

b(u(τ − η(uτ), y))f(· − y)dy dτ, (3.45)

uk(t) = e−Ãtuk((0) +

∫ t

0

e−Ã(t−τ)

∫
Ω

b(uk(τ − η(ukτ ), y))f(· − y)dy dτ. (3.46)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ||e−Ãt|| ≤ 1 òà ||e−Ã(t−τ)|| ≤ 1, ìè îòðèìó¹ìî

||uk(t)− u(t)|| ≤ ||uk(0)− u(0)||
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+

∫ t

0

||
∫

Ω

[
b(uk(τ − η(ukτ ), y))− b(u(τ − η(uτ), y))

]
f(· − y)dy|| dτ

= ||ϕk(0)− ϕ(0)||+ Jk1 (t) + Jk2 (t), (3.47)

äå ìè ïîçíà÷èëè (äëÿ s ≥ 0, x ∈ Ω)

Jk1 (s) ≡ Jk1 (s)(x) ≡
∫ s

0

||
∫

Ω

[
b(uk(τ − η(ukτ ), y))− b(u(τ − η(ukτ ), y))

]
f(x−y)dy|| dτ,

(3.48)

Jk2 (s) ≡ Jk2 (s)(x) ≡
∫ s

0

||
∫

Ω

[
b(u(τ − η(ukτ ), y))− b(u(τ − η(uτ), y))

]
f(x−y)dy|| dτ.

(3.49)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ôóíêöi¨ b, ëåãêî îòðèìàòè

Jk1 (t) ≤Mf |Ω|Lb
∫ t

0

||uk(τ − η(ukτ ))− u(τ − η(ukτ ))|| dτ

≤Mf |Ω|Lbt max
s∈[−r,t]

||uk(s)− u(s)||. (3.50)

Îöiíêè (3.50), (3.47) òà âëàñòèâiñòü Jk2 (s) ≤ Jk2 (t) äëÿ s ≤ t ≤ t0 < ηign äàþòü

max
t∈[0,t0]

||uk(t)−u(t)|| ≤ ||ϕk(0)−ϕ(0)||+Mf |Ω|Lbt0 max
s∈[−r,t0]

||uk(s)−u(s)||+Jk2 (t0).

Òàêèì ÷èíîì

max
s∈[−r,t0]

||uk(s)− u(s)|| ≤ ||ϕk − ϕ||C +Mf |Ω|Lbt0 max
s∈[−r,t0]

||uk(s)− u(s)||+ Jk2 (t0).

Îáèðà¹ìî t0 < [Mf |Ω|Lb]−1 (äëÿ âèêîíàííÿ Mf |Ω|Lbt0 < 1) òà îòðèìó¹ìî

(1−Mf |Ω|Lbt0) max
s∈[−r,t0]

||uk(s)− u(s)|| ≤ ||ϕk − ϕ||C + Jk2 (t0). (3.51)

Íàøà ìåòà - ïîêàçàòè, ùî Jk2 (t0)→ 0 ïðè k →∞. Âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ b äà¹

Jk2 (t0) ≤Mf |Ω|Lb
∫ t0

0

||u(τ − η(ukτ ))− u(τ − η(uτ))|| dτ. (3.52)

Âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöi¨ ïðîäîâæåííÿ

ϕ(s) ≡

[
ϕ(s) äëÿ s ∈ [−r, 0];

ϕ(0) äëÿ s ∈ (0, ηign)
òà ϕk(s) ≡

[
ϕk(s) äëÿ s ∈ [−r, 0];

ϕk(0) äëÿ s ∈ (0, ηign)
.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî çáiæíiñòü ||ϕk − ϕ||C → 0 äà¹ ||ϕkτ − ϕτ ||C → 0 äëÿ âñiõ

τ ∈ [0, ηign).

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, äëÿ äîâiëüíîãî τ ∈ [0, ηign] òà äîâiëüíîãî θ ∈ [−r,−ηign]
ìè ìà¹ìî ukτ (θ) = ϕk(τ + θ), òàêèì ÷èíîì óìîâà (H) äà¹ η(ukτ ) = η(ϕkτ ) äëÿ

äîâiëüíîãî τ ∈ [0, ηign). Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî η(uτ) = η(ϕτ) äëÿ äîâiëüíîãî

τ ∈ [0, ηign).

Öi îáãîâîðåííÿ ïîêàçóþòü, ùî çáiæíiñòü ||ϕk−ϕ||C → 0 äà¹ |η(ukτ )−η(uτ)| =
|η(ϕkτ )−η(ϕτ)| → 0 äëÿ âñiõ τ ∈ [0, ηign). Òóò ìè âèêîðèñòîâóâàëè íåïåðåðâíiñòü

η : C → R+.

Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü ïîêàçó¹, ùî äëÿ âñiõ τ ∈ [0, ηign) ìà¹ìî τ − η(ukτ ) →
τ−η(uτ), ïðè k →∞. Òàêèì ÷èíîì íåïåðåðâíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó u (ñèëüíà

íåïåðåðâíiñòü â L2(Ω)) äà¹ (äèâ. iíòåðãàë â (3.52))

∀ τ ∈ [0, t0] =⇒ ||u(τ − η(ukτ ))− u(τ − η(uτ))|| → 0, ïðè k →∞. (3.53)

Ç iíøîãî áîêó, ëåãêî áà÷èòè, ùî

∀ τ ∈ [0, t0] =⇒ ||u(τ − η(ukτ ))− u(τ − η(uτ))|| ≤ 2 max
s∈[−r,t0]

||u(s)|| < +∞. (3.54)

Âëàñòèâîñòi (3.53) òà (3.54) äîçâîëÿþòü íàì âèêîðèñòàòè ëåìó Ëåáåãà-Ôàòó

([8, ñ.32]) äëÿ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ ||u(τ − η(ukτ )) − u(τ − η(uτ))|| òà ïðèéòè äî

âèñíîâêó, ùî∫ t0

0

||u(τ − η(ukτ ))− u(τ − η(uτ))|| dτ → 0 ïðè k →∞. (3.55)

Îöiíêè (3.55) òà (3.52) äîâîäÿòü, ùî Jk2 (t0)→ 0 ïðè k →∞.
Îñêiëüêè

max
t∈[0,t0]

Jk2 (t) ≤ Jk2 (t0)→ 0 ïðè k →∞,

ìè ïiäñóìîâó¹ìî (äèâ. (3.51) òà îñòàííi âëàñòèâîñòi), ùî äëÿ âñiõ t ∈ [0, t0] :

||ukt − ut||C ≡ max
θ∈[−r,0]

||uk(t+ θ)− u(t+ θ)||L2(Ω)

≤ [1−Mf |Ω|Lbt0]−1 ·
(
||ϕk − ϕ||C + Jk2 (t0)

)
→ 0 ïðè k →∞. (3.56)
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Îöiíêà (3.56) äà¹ ||ukt − ut||C → 0 êîëè ||ϕk − ϕ||C → 0 äëÿ âñiõ t ∈ [0, t0] ⊂
[0,min{[Mf |Ω|Lb]−1, ηign}). Öå ñèëüíà íåïåðåðâíiñòü â ïðîñòîði C åâîëþöiéíîãî

îïåðàòîðà St äëÿ âñiõ (ìàëèõ) t ∈ [0, t0] ⊂ [0,min{[Mf |Ω|Lb]−1, ηign}).
Äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ 0 ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî Stϕ ÿê êîìïîçèöiþ âiäîáðàæåíü

Stϕ = Sp ◦ Sp ◦ Sp ◦ . . . ◦ Sp︸ ︷︷ ︸
q ðàçiâ

◦St−[t·(2p)−1]ϕ, (3.57)

äå p ≡ 1
2 min{L−1

b , ηign}, q ≡
[
t

2p

]
. Òóò [·] ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó äiéñíîãî

÷èñëà. Íåïåðåðâíiñòü St âèïëèâà¹ ç äîâåäåíî¨ íåïåðåðâíîñòi Sp òà St−[t·(2p)−1]

(îñêiëüêè îáèäâà p òà t −
[
t · (2p)−1

]
íàëåæàòü [0,min{[Mf |Ω|Lb]−1, ηign})).

Âëàñòèâiñòü 4 äîâåäåíî. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.32.

3.3.2. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà. Öåé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ

àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (St, C), ùî çáóäîâàíà â

òåîðåìi 3.32. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹

Òåîðåìà 3.35 . Íåõàé ôóíêöiÿ b : R → R ¹ ëèïøèöåâîþ òà îáìåæåíîþ

(|b(w)| ≤ Cb ç Cb ≥ 0) òà çàãàþâàííÿ η : C → [0, r] íåïåðåðâíî òà çàäîâiëüíÿ¹

óìîâi (H) (äèâ. ñ.127), f : Ω − Ω → R îáìåæåíà òà âèìiðíà (|f(·)| ≤ Mf).

Òîäi äèíàìi÷íà ñèñòåìà (St, C) ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð, ÿêèé

¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ â óñiõ ïðîñòîðàõ Cδ ≡ C([−r, 0];D(Aδ)),∀δ ∈ [0, 1
2).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.35 ïðîâåäåìî â ÷îòèðè êðîêè.

Êðîê 1. Ïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî T > 0 òà äîâiëüíî¨

îáìåæåíî¨ ìíîæèíèB ⊂ C iñíó¹ ñòàëà CT (B) òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñëàáêîãî

ðîçâ'ÿçêó (3.42), (3.41) iç ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè â B, ìà¹ìî

∀t ∈ [0, T ] =⇒ ||u(t)|| ≤ CT (B). (3.58)

Âèçíà÷åííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó äà¹ ||u(t)|| ≤ ||ϕ(0)|| +
∫ t

0 (||F (us)|| +

d||u(s)||) ds. Âèêîðèñòîâóþ÷è ||F (us)|| ≤ Mf |Ω|3/2Cb, ìà¹ìî ||u(t)|| ≤
||ϕ(0)|| + d

∫ t
0 ||u(s)|| ds + tMf |Ω|3/2Cb. Ëåìà Ãðîíóîëà äà¹ ||u(t)|| ≤(

||ϕ(0)||+ tMf |Ω|3/2Cb
)
· edt. Ç öüîãî âèïëèâà¹ (3.58).

Êðîê 2. Òåïåð ìè ïîêàæåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ñòà¹ áiëüø ãëàäêèì äëÿ äîäàòíiõ t.
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Ëåìà 3.36 Äëÿ äîâiëüíèõ 0 < α < 1, ε > 0, T > 0 òà äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨

ìíîæèíè B ⊂ C iñíó¹ ñòàëà Cα,ε,T (B) òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñëàáêîãî

ðîçâ'ÿçêó (3.42), (3.41) iç ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè â B, ìà¹ìî

‖Aαu(t)‖ ≤ Cα,ε,T (B) äëÿ t ∈ (ε, T ]. (3.59)

Çîêðåìà, ìà¹ìî u(t) ∈ D(Aα) äëÿ âñiõ t > ε.

Äîâåäåííÿ ëåìè ¹ ñòàíäàðòíèì (äèâ., íàïðèêëàä, [31], à òàêîæ [147, 155]).

Êðîê 3. Äèñèïàòèâíiñòü. ßê i ðàíiøå, ìè ïîçíà÷à¹ìî {ek}∞k=1

îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ (ïðîñòîðà L2(Ω)), ÿêèé cêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ

îïåðàòîðà A òàê, ùî Aek = λkek, 0 < λ1 < λ2 < . . . < λk → +∞.
Ëåìà äà¹ (ìè áåðåì α = 1

2 + δ), ùî u(t) ∈ D(A
1
2+δ),∀δ ∈ [0, 1/2), t > ε.

Òàêèì ÷èíîì , âèêîðèñòîâóþ÷è Au =
∑∞

k=1 λk〈u, ek〉ek, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
Au(t) ∈ D(A−

1
2+δ), ∀δ ∈ [0, 1/2), t > ε.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u(t) òà ïîçíà÷èìî g(t) = F (ut) ∈
C([0,+∞);L2(Ω)). Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïî÷àòêîâó çàäà÷ó (áåç çàãàþâàííÿ)

v̇(t) + Av(t) + d · v(t) = g(t), v(ε̃) = u(ε̃), t ≥ ε̃ > ε, (3.60)

ÿêà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê v(t) = u(t). Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ vn(t) ≡
Pnv(t), äå Pn îðòîïðîåêòîð (â L2(Ω)) íà ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið,

ïîðîäæåíèé åëåìåíòàìè {e1, . . . , en}. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî vn çàäîâiëüíÿ¹

v̇n(t) + Avn(t) + d · vn(t) = Png(t), Pnv(ε̃) = Pnu(ε̃), t ≥ ε̃. Äîìíîæèìî

îñòàííþ ðiâíiñòü (â L2(Ω)) íà A2δvn(t) òà âèêîðèñòîâó¹ìî 〈v̇n(t), A2δvn(t)〉 =
1
2
d
dt ||A

δvn(t)||2 àáè îòðèìàòè

1

2

d

dt
||Aδvn(t)||2 + ||A

1
2+δvn(t)||2 + d · ||Aδvn(t)||2 ≤ ||g(t)|| · ||A2δvn(t)||

≤Mf |Ω|3/2Cb · λ2δ−1
1 ||A

1
2+δvn(t)|| ≤ 1

2
M 2

f |Ω|3C2
bλ

4δ−2
1 +

1

2
||A

1
2+δvn(t)||2.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ||g(t)|| = ||F (ut)|| ≤Mf |Ω|3/2Cb (äèâ. âèùå).
Òàêèì ÷èíîì d

dt ||A
δvn(t)||2+||A 1

2+δvn(t)||2+2d·||Aδvn(t)||2 ≤M 2
f |Ω|3C2

bλ
4δ−2
1 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ||A 1
2+δv||2 ≥ λ1||Aδv||2, ìè îòðèìó¹ìî d

dt ||A
δvn(t)||2 + (λ1 +

2d)||Aδvn(t)||2 ≤M 2
f |Ω|3C2

bλ
4δ−2
1 .
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Ìè äîìíîæó¹ìî îñòàííþ îöiíêó íà exp{(λ1 + 2d)t}, iíòåãðó¹ìî ïî [ε̃, t] òà

äîìíîæó¹ìî íà exp{−(λ1 + 2d)t}. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî

||Aδvn(t)||2 ≤ ||Aδvn(ε̃)||2 ·exp{−(λ1 +2d)t}+M 2
f |Ω|3C2

bλ
4δ−2
1 (λ1 +2d)−1. (3.61)

Òåïåð ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âiäîìó âëàñòèâiñòü lim
n→∞
||Aδ(Pnv − v)|| = 0 äëÿ

îòðèìàííÿ àíàëîãà îöiíêè (3.61) äëÿ v(t). Îñêiëüêè v(t) = u(t) òà u(ε̃) ∈ D(Aδ)

(äèâ. ëåìó 3.36 âèùå), ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó âëàñòèâiñòü

∀δ ∈ [0, 1/2) ∃C(δ) > 0 : ∀B − îáìåæåíà ó C, ∃t(B, δ) :

∀t ≥ t(B, δ) =⇒ ||Aδu(t)|| ≤ C(δ). (3.62)

Êðîê 4. Íàøà íàñòóïíà ìåòà - ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà {Stϕ |ϕ ∈ B, t > r+ε}
¹ ðiâíîñòåïåíåâî íåïåðåðâíîþ ðîäèíîþ â ïðîñòîði Cδ ≡ C([−r, 0];D(Aδ)),∀δ ∈
[0, 1

2).

Çàóâàæåííÿ 3.37 Â íàøîìó âèïàäêó ìè íå ìîæåìî âèêîðèñòàòè [220,

òåîðåìà 1.8, ñ.42 ] îñêiëüêè íàøà íåëiíiéíîñòü F íå ¹ ëèïøèöåâîþ.

Ðîçãëÿíåìî (äëÿ v ∈ L2(Ω) òà äîâiëüíèõ t1, t2 ≥ 0)

‖Aδ
(
e−At1v − e−At2v

)
‖2 =

∞∑
k=1

(
e−λkt1 − e−λkt2

)2
λ2δ
k · v2

k, (3.63)

äå vk ≡ 〈v, ek〉. Ïðèïóñêàþ÷è 0 < t1 < t2, ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

(e−µt1 − e−µt2)2
µ2δ = |e−µt1 − e−µt2| ·

∣∣(e−µt1 − e−µt2)µ2δ
∣∣ ≤ ∣∣(e−µt1 − e−µt2)µ2δ

∣∣
≤ |t1− t2| ·maxτ∈[t1,t2] µ

1+2δe−µτ = |t1− t2| ·µ1+2δe−µt1, µ > 0. Îá÷èñëåííÿ äàþòü

maxµ>0 µ
1+2δe−µt1 = e−(1+2δ)

(
1+2δ
t1

)1+2δ

. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî k ∈ N ,

ìà¹ìî
(
e−λkt1 − e−λkt2

)2
λ2δ
k ≤ |t1− t2| · e−(1+2δ)(1 + 2δ)(1+2δ) · (min{t1, t2})−(1+2δ) .

Îñòàííÿ îöiíêà òà (3.63) äàþòü

‖Aδ
(
e−At1v − e−At2v

)
‖ ≤ Dδ (min{t1, t2})−(δ+ 1

2) ·
√
|t1 − t2| · ||v||, (3.64)

äå Dδ ≡ e−(δ+ 1
2) (1 + 2δ)(δ+

1
2) .

Òàêèì æå ÷èíîì (äèâ., íàïðèêëàä, [31, (2.8.6)]), ìè îòðèìó¹ìî äëÿ

äîâiëüíîãî s ≥ 0 îöiíêó ||Aδe−As|| ≤ (e · s)−δδδ. Îá÷èñëåííÿ òà îñòàííÿ îöiíêà
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äàþòü (äëÿ 0 < t1 < t2)∫ t2

t1

‖Aδe−A(t2−τ)‖ dτ ≤
(
δ

e

)δ
· |t1 − t2|

1−δ

1− δ
. (3.65)

Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíîãî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó u(t), ôóíêöiþ G(t) ≡ F (ut) +

du(t) òà ðiçíèöþ u(t1)− u(t2)

‖Aδ (u(t1)− u(t2)) ‖ ≤ ‖Aδ
(
e−At1ϕ(0)− e−At2ϕ(0)

)
‖

+

t1∫
0

‖Aδ
(
e−A(t1−τ)G(τ)− e−A(t2−τ)G(τ)

)
‖ dτ +

t2∫
t1

‖Aδe−A(t2−τ)G(τ)‖ dτ.

Òóò, ÿê i ðàíiøå 0 < t1 < t2. Îñòàííÿ îöiíêà, (3.64) òà (3.65) äàþòü

‖Aδ (u(t1)− u(t2)) ‖ ≤ L(δ, t1, t2, ϕ) ·
√
|t1 − t2|, (3.66)

äå

L(δ, t1, t2, ϕ) ≡ Dδ (min{t1, t2})−(δ+ 1
2) ||ϕ(0)||

+

[
Dδ · t

1
2−δ
1

(
1

2
− δ
)−1

+ δδ
(
eδ(1− δ)

)−1

]
· max
τ∈[0,t2]

||F (uτ) + du(τ)||. (3.67)

Òóò ìè âèêîðèñòîâóâàëè

t1∫
0

‖Aδ
(
e−A(t1−τ)G(τ)− e−A(t2−τ)G(τ)

)
‖ dτ

≤ Dδ

√
|t1 − t2| max

τ∈[0,t2]
||G(τ)|| ·

t1∫
0

(t1 − τ)−(δ+ 1
2) dτ

= Dδ

√
|t1 − t2| max

τ∈[0,t2]
||G(τ)|| · t

1
2−δ
1

(
1

2
− δ
)−1

.

Âî÷åâèäü, (3.62) òà îöiíêà ||u|| ≤ λ−δ1 ·||Aδu|| äàþòü maxτ∈[0,t2] ||F (uτ)+du(τ)|| ≤
Mf |Ω|3/2Cb + d · C(δ) ≤ C < +∞ äëÿ äîâiëüíîãî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé

çíàõîäèòüñÿ â êóëi äèñèïàòèâíîñòi òîáòî (3.62) âèêîíó¹òüñÿ. Öå, ôîðìà ñòàëî¨

L(δ, t1, t2, ϕ) (äèâ. (3.67)) òà (3.66) äàþòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷àñîâîãî ñåãìåíòà
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[a, b] ⊂ (0,+∞) ç a > t(B, δ) (äèâ. (3.62)), iñíó¹ ñòàëà L > 0 òàêà, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó u(t) òà äîâiëüíèõ t1, t2 ∈ [a, b] ìà¹ìî

‖Aδ (u(t1)− u(t2)) ‖ ≤ L ·
√
|t1 − t2|. (3.68)

Öå äà¹ ðiâíîñòåïåíåâó íåïåðåðâíiñòü ðîäèíè {u(t + θ) | θ ∈ [−r, 0], t > t(B, δ)}
ó âñiõ ïðîñòîðàõ Cδ ≡ C([−r, 0];D(Aδ)),∀δ ∈ [0, 1

2).

Îñòàòî÷íî, îöiíêà (3.68) äëÿ δ ∈ [0, 1
2) òà îöiíêà (3.62) äëÿ äîâiëüíîãî δ1 ∈

(δ, 1
2), çîêðåìà îçíà÷à¹ (çà òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëè), ùî äëÿ äîâiëüíèõ ϕ ∈

B ⊂ C òà t > t(B, δ) (äèâ. (3.62)), ìà¹ìî Stϕ ∈ Kδ, äå Kδ ¹ êîìïàêòíîþ

ìíîæèíîþ â óñiõ ïðîñòîðàõ Cδ ≡ C([−r, 0];D(Aδ)),∀δ ∈ [0, 1
2).

Öå îçíà÷à¹, ùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà (St;C) ¹ äèñèïàòèâíîþ òà àñèìïòîòè÷íî

êîìïàêòíîþ, òàêèì ÷èíîì, çà êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ 1.7 ïðî iñíóâàííÿ

àòðàêòîðà (äèâ., íàïðèêëàä, [2, 200, 31]) (St;C) ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé

àòðàêòîð. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.35 çàâåðøåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.38 Ðåçóëüòàòè ¹ òàêîæ âiðíèìè äëÿ ëîêàëüíî¨ íåëiíiéíîñòi,

òîáòî ðiâíÿííÿ (3.42) ç
(
F`(ut)

)
(x) ≡ b(u(t− η(ut), x)), x ∈ Ω.

3.4. Óçàãàëüíåíà iãíîðóþ÷à óìîâà

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ (3.40) (äèâ. òàêîæ (2.1)) ç ïîïåðåäíiìè

ïðèïóùåííÿìè (A1) íà îïåðàòîð A (ç H = L2(Ω)).

Íåëiíiéíå çàãàþâàíèé åëåìåíò F : C([−r, 0];L2(Ω))→ L2(Ω) ìà¹ âèãëÿä

F (ϕ) = B(ϕ(−η(ϕ))), (3.69)

äå íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ B : L2(Ω)→ L2(Ω) ¹ ëèïøèöåâèì

||B(v1)−B(v2)|| ≤ LB|| v1 − v2||, ∀v1, v2 ∈ L2(Ω). (3.70)

Â ïîçíà÷åííÿõ (2.2), ìà¹ìî B = B0, α = 0, LB = M0.

Âiäîáðàæåííÿ η(·) : C([−r, 0];L2(Ω)) → [0, r] ïðåäñòàâëÿ¹ çîñåðåäæåíå

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó (ÇÇÑ). Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî F

¹ íåëiíiéíèì çà âèêëþ÷åííÿì âèïàäêà, êîëè η ñòàëà (íàâiòü ó âèïàäêó

ëiíiéíîãî B).
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Çàóâàæåííÿ 3.39 Ïðåäñòàâëåíi òóò ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè ëåãêî

óçàãàëüíåíi íà âèïàäîê íåëiíiéíîñòi F âèãëÿäó F (ϕ) =
∑

k B
k(ϕ(−ηk(ϕ))),

à òàêîæ íà âèïàäîê ÇÄÐ, íàïðèêëàä, íàñòóïíîãî âèãëÿäó [28]

u̇(t) + Au(t) + d · u(t) = b(u(t− η(ut))), u(·) ∈ Rn, d ≥ 0. (3.71)

Â îñòàííüîìó âèïàäêó, ìè ïðîñòî çàìiíþ¹ìî L2(Ω) íà Rn i âèêîðèñòîâó¹ìî

C ≡ C([−r, 0];Rn) çàìiñòü C([−r, 0];L2(Ω)). Âiäîáðàæåííÿ b : Rn → Rn

ëîêàëüíî ëèïøèöåâå òà çàäîâiëüíÿ¹ ||b(w)||Rn ≤ C1||w||Rn + Cb ç C1, Cb ≥ 0;

A - ìàòðèöÿ.

Çàóâàæåííÿ 3.40 Â ÿêîñòi ïðèêëàäà ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè íåëîêàëüíå

çàãàþâàííÿ F (äèâ. (3.69)) ç íàñòóïíèì âiäîáðàæåííÿì B(v)(x) ≡∫
Ω b(v(y))f(x − y)dy, x ∈ Ω, äå f : Ω − Ω → R îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ

(|f(z)| ≤Mf ,∀z ∈ Ω−Ω) òà b : R→ R - (ëîêàëüíî) ëèïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ,

ùî çàäîâiëüíÿ¹ |b(w)| ≤ C1|w|+ Cb ç Ci ≥ 0. Ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî B

çàäîâiëüíÿ¹ (3.70) ç LB ≡ LbMf |Ω|, äå Lb - ñòàëà Ëèïøèöÿ b, òà |Ω| ≡
∫

Ω 1 dx.

Iíøèì ïðèêëàäîì ìîæå ñëóãóâàòè (ëîêàëüíå) çàãàþâàííÿ F (äèâ. (3.69))

ç B(v)(x) ≡ b(v(x)), x ∈ Ω. Ïðîñòi ïiäðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî (3.70)

âèêîíó¹òüñÿ ç LB ≡ Lb.

Ìåòîä, ÿêèé ìè âèêîðèñòîâó¹ìî, ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî iíøèõ òèïiâ

çàãàþâàíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ (à òàêîæ äî ÇÄÐ). Ìè îáðàëè

÷àñòêîâó ôîðìó çàãàþâàíîãî åëåìåíòà F äëÿ çðó÷íîñòi òà äëÿ iëþñòðàöi¨

íàøîãî ìåòîäà, íàïðèêëàä, äëÿ ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà.

3.4.1. Iñíóâàííÿ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Òâåðäæåííÿ 3.41 [159]. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ B ¹ ëèïøèöåâèì (äèâ. (3.70))

òà çàãàþâàííÿ η(·) : C([−r, 0];L2(Ω)) → [0, r] ⊂ R+ ¹ íåïåðåðâíèì. Òîäi

äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C, ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.40), (3.41) ìà¹
ãëîáàëüíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ u ∈ C([−r,+∞);L2(Ω)).

Iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi F : C → L2(Ω) (äèâ.

(3.40)), ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàòè ñòàíäàðòíèé ìåòîä, ùî ñïèðà¹òüñÿ íà
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ïðèíöèï Øàóäåðà íåðóõîìî¨ òî÷êè (äèâ. íàïðèêëàä, [220, òåîðåìà 2.1, c.46]).

Ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíèì (òîáòî âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ t ≥ −r) îñêiëüêè (3.70) äà¹
||F (ϕ)|| ≤ LB||ϕ||C + ||B(0)|| òà ìîæíà âèêîðèñòàòè, íàïðèêëàä, [220, òåîðåìà
2.3, ñ.49]. Ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ çàãàþâàíèõ Ð×Ï, äèâ. íàïðèêëàä [185]

òà ïîñèëàííÿ.

Çàóâàæåííÿ 3.42 Ïðî âèâ÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ç ÇÇÑ ó ïðîñòîði

C([−r, 0];E) ç ìîæëèâî íåñêií÷åííîâèìiðíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì E äèâ.,

íàïðèêëàä, [36].

Ìè çîñåðåäèìîñü íà óìîâàõ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (3.40),

(3.41).

3.4.2. �äèíiñòü òà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü. ßê i ðàíiøå, ìè ïðèïóñêà¹ìî

íåïåðåðâíiñòü η : C → [0, r] òà ëèïøèöåâiñòü B (äèâ. (3.70)). Íà âiäìiíó

âiä iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ, ¹äèíiñòü ¹ áiëüø ñêëàäíèì ïèòàííÿì â ïðèñóòíîñòi

çîñåðåäæåíîãî ÇÇÑ (äèâ. êëàñè÷íèé ïðèêëàä íå¹äèíîñòi â [216]).

Ïðèãàäà¹ìî âàæëèâó óìîâó (H) (äèâ. ñ.127) íà çàãàþâàííÿ η, ÿêà áóëà

ââåäåíà â ïóíêòi 3.3.1 (äèâ. [159]). Ïðèêëàäè çàãàþâàíü, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü

(H), òà äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ÿê i êîðåêòíîñòi ïî÷àòêîâî¨

çàäà÷i (3.40), (3.41), ìîæíà çíàéòè â ïóíêòi 3.3.1 òà [159].

Â óìîâi (H) (äèâ. ñ.127) íàïiâiíòåðâàë (−ηign, 0] ôiêñîâàíèé (íàãàäà¹ìî, ùî

ñòàëà ηign ìîæå áóòè äîâiëüíî ìàëîþ).

Íàøîþ ìåòîþ ¹ óçàãàëüíåííÿ ïiäõîäó, çàñíîâàíîãî íà óìîâi (H), äëÿ áiëüø

øèðîêîãî êëàñó çàãàþâàíèõ ôóíêöié, äå âåëè÷èíà ηign âæå íå ¹ ñòàëîþ, à ¹

ôóíêöi¹þ ñòàíó. Áiëüø òîãî, ÿê äîäàòêîâå óçàãàëüíåííÿ, ìè äîçâîëÿ¹ìî i

iíøié ìåæi çàãàþâàíîãî ñåãìåíòà áóòè çàëåæíîþ âiä ñòàíó. Äåòàëüíiøå, ìè

ðîçãëÿäà¹ìî äâi ôóíêöi¨ Θu,Θ` : C → [0, r], ùî çàäîâiëüíÿþòü

∀ϕ ∈ C ⇒ 0 ≤ Θ`(ϕ) ≤ Θu(ϕ) ≤ r.

Ìè ãîòîâi ââåñòè [28] íàñòóïíó iãíîðóþ÷ó óìîâó, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó äëÿ

çàãàþâàííÿ η : C → [0, r] (ïîðiâíÿéòå ç (H) ñ.127):
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• η "iãíîðó¹ " çíà÷åííÿ ϕ(θ) äëÿ θ 6∈ [−Θu(ϕ),−Θ`(ϕ)], òîáòî

∀ψ ∈ C : ∀θ ∈ [−Θu(ϕ),−Θ`(ϕ)] ⇒ ψ(θ) = ϕ(θ) =⇒ η(ψ) = η(ϕ). (3.72)

Ìè ìîæåìî ïðîiëþñòðóâàòè ââåäåíó óìîâó íàñòóïíèì ÷èíîì

-

6

÷àñ

0−r −Θ`(ϕ)−Θu(ϕ)
θ

ϕ(θ) ψ(θ)

ψ(θ)
ϕ(θ)

-

0 r��@@

η(ψ) = η(ϕ)

?

çàãàþâàííÿ

-� -�

��
��

�
��
�*

Ðèñ. 4.5. Óçàãàëüíåíà iãíîðóþ÷à óìîâà.

Çàóâàæåííÿ 3.43 Óìîâà (H) (äèâ. ñ.127) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (3.72) ç

Θ`(ϕ) ≡ ηign òà Θu(ϕ) ≡ r,∀ϕ ∈ C.

Ïðèêëàä 3.44 Ìîæíà ïðèâåñòè áàãàòî ïðèêëàäiâ çàãàþâàíü η, ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü (3.72). Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðîñòiøèõ.

η(ϕ) = p1 (ϕ(−χ(ϕ(−r))) ç p1 : L2(Ω)→ [0, r] (3.73)

òà çàäàíèõ χ : L2(Ω) → [0, r]. Òóò Θ`(ϕ) ≡ χ(ϕ(−r)) òà Θu(ϕ) = r.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðèâåäåíå çàãàþâàííÿ η (3.73) iãíîðó¹ çíà÷åííÿ ϕ â òî÷êàõ

θ ∈ (−r,−χ(ϕ(−r))) ∪ (−χ(ϕ(−r)), 0] òà âèêîðèñòîâó¹ òiëüêè äâà çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ ϕ â òî÷êàõ θ = −r, θ = −χ(ϕ(−r)). Â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ,

çàãàþâàíèé ñåãìåíò [−Θu(ϕ),−Θ`(ϕ)] = [−r,−χ(ϕ(−r))] çàëåæèòü âiä

ñòàíó. Àíàëîãi÷íî ìà¹ìî

η(ϕ) =
N∑
k=1

pk
(
ϕ(−χk(ϕ(−r)))

)
ç pk, χ

k : L2(Ω)→ [0, r].
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Â öüîìó âèïàäêó [−Θu(ϕ),−Θ`(ϕ)] = [−r,−mink{χk(ϕ(−r))}]. Áiëüø

çàãàëüíèé ïðèêëàä

η(ϕ) =
N∑
k=1

pk
(
ϕ(−χk(ϕ(−rk)))

)
ç pk, χ

k : L2(Ω)→ [0, r], min rk ∈ (0, r].

Òóò Θu(ϕ) = max{r1, . . . , rN , χ1(ϕ(−r1)), . . . , χN(ϕ(−rN))} òà Θ`(ϕ) =

min{r1, . . . , rN , χ1(ϕ(−r1)), . . . , χN(ϕ(−rN))}.
Òàêîæ ìîæíà ïðèâåñòè ïðèêëàäè iíòåãðàëüíèõ çàãàþâàíèõ ôóíêöié

η(ϕ) =

∫ −χ1(ϕ(−r1))

−χ2(ϕ(−r2))

p1(ϕ(θ))g(θ) dθ, òà η(ϕ) = p1

(∫ −χ1(ϕ(−r1))

−χ2(ϕ(−r2))

ϕ(θ)g(θ) dθ

)
.

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäó, Θu(ϕ) = max
{
r1, r2, χ1(ϕ(−r1)),

χ2(ϕ(−r2))
}
òà Θ`(ϕ) = min

{
r1, r2, χ1(ϕ(−r1)), χ2(ϕ(−r2))

}
.

Çàóâàæåííÿ 3.45 Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî óìîâà, ïîäiáíà äî iñíóâàííÿ

âåðõíüî¨ ôóíêöi¨ Θu(·) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â [208] äëÿ ÇÄÐ ç ÇÇÑ (âëàñòèâiñòü

ëîêàëüíî îáìåæåíîãî çàãàþâàííÿ). Ç iíøîãî áîêó, óìîâà, ïîäiáíà äî (H),

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â [99, 207] äëÿ íåéòðàëüíèõ ÇÄÐ (äèâ. (A4)(ii) â [99]), àëå

îäíî÷àñíî ç iíøîþ óìîâîþ íà ÇÇÑ - áóòè îáìåæåíèì çíèçó äåÿêîþ ñòàëîþ

r0 > 0.

Àíàëîãi÷íî [159, òåîðåìà 1], ìà¹ìî

Òåîðåìà 3.46. Íåõàé îáèäâi ôóíêöi¨ Θu,Θ` : C → [0, r] íåïåðåðâíi òà

Θ`(ϕ) > 0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ C. Ïðèïóñòèìî, ùî çàãàþâàííÿ η : C → [0, r]

íåïåðåðâíî òà çàäîâiëüíÿ¹ (3.72); âiäîáðàæåííÿ B ëèïøèöåâå (äèâ. (3.70)).

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C, çàäà÷à (3.40), (3.41) ìà¹

¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u : [−r,∞)→ L2(Ω).

ßêùî ìè âèçíà÷èìî åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St : C → C çà ïðàâèëîì

Stϕ ≡ ut, äå u - ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.40), (3.41) iç ïî÷àòêîâîþ

ôóíêöi¹þ ϕ, òîäi (St, C) ¹ äèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ.
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Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ðîçãëÿäiâ [159, òåîðåìà 1] (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè

3.32), áåðó÷è äî óâàãè, ùî óìîâà Θ`(ϕ) > 0,∀ϕ ∈ C äà¹ äëÿ äîâiëüíîãî

ôiêñîâàíîãî ϕ ∈ C, çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi Θ` : C → [0, r], iñíóâàííÿ îêîëó

U(ϕ) ⊂ C òàêîãî, ùî äëÿ âñiõ ψ ∈ U(ϕ) ìà¹ìî Θ`(ψ) ≥ 1
2Θ`(ϕ) > 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî â U(ϕ) ⊂ C âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (H) (ùî íåçàëåæèòü âiä

ñòàíó) ç ηign = 1
2Θ`(ϕ) > 0 òà äîâåäåííÿ [159, òåîðåìà 1] ìîæå áóòè ëåãêî

ïåðåíåñåíî íà íàø âèïàäîê. Äëÿ äîâåäåííÿ ãëîáàëüíîãî (çà ÷àñîì) ðåçóëüòàòó

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òâåðäæåííÿ 3.41 (ÿêå äà¹ ãëîáàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ξ ∈ C) òà ïðèïóñêà¹ìî, ùî iñíó¹ τ > 0 òàêå, ùî äëÿ

ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ = Sτξ ¹äèíiñòü ïîðóøó¹òüñÿ. Ìè îäðàçó ïðèõîäèìî äî

ïðîòèði÷÷ÿ îñêiëüêè Θ`(ϕ) > 0 òà ëîêàëüíèé ðåçóëüòàò, ùî äîâåäåíèé ðàíiøå,

äà¹ ¹äèíiñòü. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî íåïåðåðâíiñòü St äëÿ âñiõ t > 0. ßê â [159,

ñ.3981], âëàñòèâîñòi 1, 2 âèïëèâàþòü ç ¹äèíîñòi ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Âëàñòèâiñòü

3 äàíî â òâåðäæåííi 3.41 îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàóâàæåííÿ 3.47 Ìè íå ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ Θu,Θ` (ÿêi âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ â (Ĥ) äëÿ îïèñó çàãàþâàíîãî ñåãìåíòà [−Θu(ϕ),−Θ`(ϕ)]), ¹

ôóíêöiÿìè, ÿêi çàäàþòü íàéìåíøèé çàãàþâàíèé ñåãìåíò. Äåòàëüíiøå,

ìîæëèâî iñíóþòü iíøi ôóíêöi¨ Θ̃u, Θ̃` òàêi, ùî äëÿ âñiõ ϕ ∈ C âèêîíó¹òüñÿ

0 ≤ Θ`(ϕ) ≤ Θ̃`(ϕ) ≤ Θ̃u(ϕ) ≤ Θu(ϕ) ≤ r òà òàêîæ çàãàþâàííÿ η çàäîâiëüíÿ¹

(Ĥ) ç Θ̃u, Θ̃`.

Íàøèì íàñòóïíèì êðîêîì ó âèâ÷åííi çàëåæíî¨ âiä ñòàíó iãíîðóþ÷î¨ óìîâè

(3.72) áóäå ñïðîáà óíèêíóòè óìîâè Θ`(ϕ) > 0,∀ϕ ∈ C. Ìè âèâ÷à¹ìî çàãàëüíèé

âèïàäîê Θ`(ϕ) ≥ 0,∀ϕ ∈ C ç íåïóñòîþ ìíîæèíîþ Z≡{ϕ ∈ C : Θ`(ϕ) =0} 6= ∅.

Òåîðåìà 3.48 . Íåõàé âiäîáðàæåííÿ B ëèïøèöåâå (äèâ. (3.70)).

Áiëüø òîãî, íåõàé íàñòóïíi óìîâè âèêîíàíi:

1) îáèäâi iãíîðóþ÷i ôóíêöi¨ Θu,Θ` : C → [0, r] íåïåðåðâíi;

2) iñíó¹ L > 0 òàêå, ùî

Z ≡ {ϕ ∈ C : Θ`(ϕ) = 0} ⊂ CLL ≡
{
ϕ ∈ C : sup

t6=s

||ϕ(t)−ϕ(s)||
|t−s| ≤ L

}
;

3) çàãàþâàííÿ η : C → [0, r] íåïåðåðâíî òà çàäîâiëüíÿ¹ (3.72);
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4) äëÿ âñiõ ϕ ∈ Z ìà¹ìî η(ϕ) > 0;

5) iñíóþòü ω > 0 òà Lη > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ ϕ, ψ ∈ Uω(Z) ≡ {χ ∈ C :

∃ν ∈ Z : ||χ− ν||C ≤ ω} ìà¹ìî |η(ϕ)− η(ψ)| ≤ Lη · ||ϕ− ψ||C .
Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C, çàäà÷à (3.40), (3.41) ìà¹

¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u(t), t ≥ 0. Áiëüø òîãî, ïàðà (St, C) ¹ äèíàìi÷íîþ

ñèñòåìîþ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.48. Ìè ïî÷íåìî çi ñïîñòåðåæåííÿ, ùî äîâiëüíèé

ðîçâ'ÿçîê u â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó t ≥ 0 çàäîâiëüíÿ¹ àáî ut ∈ Z àáî

ut ∈ C \ Z. Áiëüø òîãî, äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíèé òà äëÿ ðiçíèõ

ìîìåíòiâ ÷àñó t1, t2 ≥ 0 ìîæëèâî ut1 ∈ Z òà ut2 ∈ C \ Z. Òàêèì ÷èíîì ìè

äiëåìî íàøå äîâåäåííÿ íà äâà âèïàäêè: ϕ ∈ Z òà ϕ ∈ C \ Z.
Ðîçãëÿíåìî ϕ ∈ C, ÿêå ¹ ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ (äèâ. (3.41)). Ìè ïî÷èíà¹ìî

ç ïðîñòîãî âèïàäêà ϕ 6∈ Z. Çà âèçíà÷åííÿì ìíîæèíè Z, ìè ìà¹ìî Θ`(ϕ) > 0.

ßêùî iñíó¹ òàêå τ > 0, ùî Sτϕ ∈ Z, ìè ïåðåéäåìî äî âèïàäêó ϕ ∈ Z,

ðîçãëÿäàþ÷è Sτϕ ÿê ïî÷àòêîâó ϕ. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, äîâåäåííÿ

ìîæå áóòè ïðîâåäåíî ÿê â òåîðåìi ç îñíîâíîþ iãíîðóþ÷îþ óìîâîþ (óìîâà (H)

çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ ëîêàëüíî).

×àñòèíà äîâåäåííÿ, ùî çàëèøèëàñü, ïðèñâÿ÷åíà âèïàäêó ϕ ∈ Z i

îðãàíiçîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ âñiõ t ≥ 0 ìè ïîçíà÷à¹ìî uk(t) äîâiëüíèé

ðîçâ'ÿçîê (3.40), (3.41) ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕk òà u(t) äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê

(3.40), (3.41) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ. Ìè îáèðà¹ìî äâà äîâiëüíi ðîçâ'ÿçêè

òà øóêà¹ìî îöiíêó äëÿ ||uk(t) − u(t)|| â òåðìiíàõ ||ϕk − ϕ||C . Êiíöåâà îöiíêà
(äèâ. (3.84) íèæ÷å) äàñòü ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü.

Íàãàäà¹ìî îöiíêè, ïîäiáíi îöiíêàì (6)-(13) â ðîáîòi [159]. Ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó âàðiàöi¨ ñòàëèõ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ (ç Ã ≡
A+ d · E, äå E îäèíè÷íèé îïåðàòîð ç L2(Ω) â L2(Ω))

u(t) = e−Ãtu(0) +

∫ t

0

e−Ã(t−τ)B(u(τ − η(uτ))) dτ, (3.74)

uk(t) = e−Ãtuk(0) +

∫ t

0

e−Ã(t−τ)B(uk(τ − η(ukτ ))) dτ. (3.75)
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Îñêiëüêè îïåðàòîð A äîäàòíié òà d ≥ 0 ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (äèâ. [31, 103])

||e−Ãt|| ≤ 1 òà ||e−Ã(t−τ)|| ≤ 1 äëÿ òîãî, àáè

||uk(t)− u(t)|| ≤ ||uk(0)− u(0)||+
∫ t

0

||B(uk(τ − η(ukτ )))−B(u(τ − η(uτ)))|| dτ

≤ ||ϕk(0)− ϕ(0)||+ Jk1 (t) + Jk2 (t), (3.76)

äå ìè ïîçíà÷à¹ìî (äëÿ s ≥ 0)

Jk1 (s) ≡
∫ s

0

||B(uk(τ − η(ukτ )))−B(u(τ − η(ukτ )))|| dτ, (3.77)

Jk2 (s) ≡
∫ s

0

||B(u(τ − η(ukτ )))−B(u(τ − η(uτ)))|| dτ. (3.78)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ (3.70) âiäîáðàæåííÿ B, îòðèìó¹ìî

Jk1 (t) ≤ LB

∫ t

0

||uk(τ − η(ukτ ))− u(τ − η(ukτ ))|| dτ ≤ LBt max
s∈[−r,t]

||uk(s)− u(s)||.

(3.79)

Îöiíêè (3.47), (3.50) òà âëàñòèâiñòü Jk2 (s) ≤ Jk2 (t) äëÿ s ≤ t ≤ t0 äà¹

max
t∈[0,t0]

||uk(t)− u(t)|| ≤ ||ϕk(0)− ϕ(0)||+ LBt0 max
s∈[−r,t0]

||uk(s)− u(s)||+ Jk2 (t0).

Òàêèì ÷èíîì

max
s∈[−r,t0]

||uk(s)−u(s)|| ≤ ||ϕk−ϕ||C +LBt0 max
s∈[−r,t0]

||uk(s)−u(s)||+Jk2 (t0). (3.80)

Òåïåð ìè âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi Jk2 , ÿêi ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä

âëàñòèâîñòåé â [159] îñêiëüêè (H) íå âèêîíàíî. Âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ B äà¹

Jk2 (t0) ≤ LB

∫ t0

0

||u(τ − η(ukτ ))− u(τ − η(uτ))|| dτ. (3.81)

Îñêiëüêè ϕ ∈ Z, âëàñòèâiñòü 4) äà¹ η(ϕ) > 0. Çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi η (äèâ.

3)), iñíó¹ α > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ ψ ∈ Uα(ϕ) ≡ {ψ ∈ C : ||ϕ− ψ||C ≤ α} ìà¹ìî

η(ψ) ≥ 3

4
η(ϕ) > 0. (3.82)

Îáèðà¹ìî α < ω (äèâ. âëàñòèâiñòü 5). Çà âèçíà÷åííÿì, ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíèé

(â íîðìi ïðîñòîðó L2(Ω)), òàêèì ÷èíîì äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ u(t) òà

uk(t) iñíóþòü äâà ìîìåíòè ÷àñó tϕ, tϕk > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, tϕ] ìà¹ìî

ut ∈ Uα(ϕ) òà äëÿ âñiõ t ∈ (0, tϕk] ìà¹ìî u
k
t ∈ Uα(ϕ).
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Çàóâàæåííÿ 3.49 Äåòàëüíiøå, ìè ïðèïóñêà¹ìî iñíóâàííÿ Nα ∈ N òàêîãî,

ùî äëÿ âñiõ k ≥ Nα ìà¹ìî ϕk ∈ Uα/2(ϕ) òà òàêèì ÷èíîì iñíó¹ ìîìåíò ÷àñó

tϕk ∈ (0, t0] òàêèé, ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, tϕk] ìà¹ìî u
k
t ∈ Uα(ϕ). Öå ïðèïóùåííÿ

(íà Nα) íå ¹ îáìåæóþ÷èì îñêiëüêè äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ìî ϕk = ϕ,

à äëÿ íåïåðåðâíîñòi çà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (äèâ. íèæ÷å) ìà¹ìî ϕk → ϕ ó

ïðîñòîði C.

Çàóâàæåííÿ 3.50 Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî ìè îáèðà¹ìî äîâiëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ç ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.40), (3.41) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ

ϕ (òà ïîçíà÷à¹ìî éîãî u(t)) òà îáèðà¹ìî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ç ìíîæèíè

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.40),(3.41) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕk (òà ïîçíà÷à¹ìî

éîãî uk(t)) òîáòî çíà÷åííÿ tϕ, tϕk ìîæóòü çàëåæàòè âiä âèáîðó öèõ äâîõ

ðîçâ'ÿçêiâ.

Òàêèì ÷èíîì (3.82) äà¹, ùî äëÿ âñiõ τ ∈ [0, t1], ç t1 ≤ min{tϕ; tϕk;
3
4η(ϕ)}

îòðèìó¹ìî τ − η(uτ) ≤ 0, τ − η(ukτ ) ≤ 0 òà u(τ − η(uτ)) = ϕ(τ − η(uτ)), u(τ −
η(ukτ )) = ϕ(τ − η(ukτ )). Òàêèì ÷èíîì, äèâ. (3.52) òà âëàñòèâîñòi 2), 5),

Jk2 (t1) ≤ LB

∫ t1

0

||ϕ(τ − η(ukτ ))− ϕ(τ − η(uτ))|| dτ ≤ LBL

∫ t1

0

|η(ukτ )− η(uτ)| dτ

≤ LBLLηt1 max
s∈[−r,t1]

||uk(s)− u(s)||.

Îñòàòî÷íî, ìè îòðèìó¹ìî (äèâ. îñòàííþ îöiíêó òà (3.51))

(1− LBt1[1 + LLη]) max
s∈[−r,t1]

||uk(s)− u(s)|| ≤ ||ϕk − ϕ||C .

Îáèðàþ÷è äîñòàòíüî ìàëå t1 > 0 (äëÿ 1− LBt1[1 + LLη] > 0), òîáòî

t1 ≡ min

{
tϕ; tϕk;

3

4
η(ϕ); qLB[1 + LLη])

−1

}
äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñ. q ∈ (0, 1),

(3.83)

îòðèìó¹ìî

max
s∈[−r,t1]

||uk(s)− u(s)|| ≤ (1− LBt1[1 + LLη])
−1||ϕk − ϕ||C . (3.84)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî (3.84), çîêðåìà, äà¹ ¹äèíiñòü ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i

(3.40), (3.41) ó âèïàäêó ϕk = ϕ.
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Ìè ìà¹ìî ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St : C → C

çà ïðàâèëîì Stϕ ≡ ut, äå u(t) - ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê (3.40), (3.41) ç

ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ.

Íàøà íàñòóïíà ìåòà - äîâåñòè, ùî ïàðà (St, C) ñêëàäà¹ äèíàìi÷íó

ñèñòåìó. ßê â [159, ñ.3981], âëàñòèâîñòi 1, 2 ¹ íàñëiäêàìè ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Âëàñòèâiñòü 3 âèïëèâà¹ ç òâåðæäåííÿ îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê ¹ íåïåðåðâíèé.

Äîâåäåìî âëàñòèâiñòü 4. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {ϕk}∞k=1 ⊂ C,

ÿêà çáiãà¹òüñÿ (â ïðîñòîði C) äî ϕ. Ïîçíà÷èìî uk(t) (¹äèíèé!) ñëàáêèé

ðîçâ'ÿçîê (3.40),(3.41) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕk òà u(t) (¹äèíèé!) ñëàáêèé

ðîçâ'ÿçîê (3.40),(3.41) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ.

Ìîæå âèíèêíóòè âðàæåííÿ, ùî (3.84) çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, àëå ¹ âàæëèâà òåõíi÷íà âëàñòèâiñòü, ÿêà âèêîðèñòîâóâàëàñü

ïiä ÷àñ âèâîäó (3.84), òîáòî âèáið t1 (äèâ. (3.83)). Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíiõ

ðîçãëÿäàíü, òåïåð ìè ìà¹ìî íåñêií÷åííó ìíîæèíó ôóíêöié {ϕk}∞k=1 ⊂ C, ò.÷.

ìîæëèâèé âèïàäîê, êîëè t1 = tk1 → 0 ïðè k →∞.
Ìè íàãàäà¹ìî (äèâ. òåêñò ïiñëÿ (3.82)), ùî äâà ìîìåíòè ÷àñó tϕ, tϕk > 0

îáèðàëèñÿ àáè äëÿ âñiõ t ∈ (0, tϕ] ìàòè ut ∈ Uα(ϕ) òà äëÿ âñiõ t ∈ (0, tϕk] ìàòè

ukt ∈ Uα(ϕ). Çàðàç íàøà çàäà÷à - ïîêàçàòè, ùî íåñêií÷åííå ÷èñëî ìîìåíòiâ tϕ,

{tϕk}∞k=1 ìîæå áóòè îáðàíèì òàêèì ÷èíîì, ùî

t2 ≡ inf{tϕ, tϕ1, tϕ2, . . . , tϕk, . . .} > 0 òà ut, u
k
t ∈ Uα(ϕ) äëÿ âñiõ t ∈ (0, t2].

Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíå äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ñëàáêèõ

ðîçâ'ÿçêiâ çà ìåòîäîì íåðóõîìî¨ òî÷êè (äèâ., íàïðèêëàä [220, ñ.46, òåîð. 2.1]).

Äåòàëüíiøå, íåõàé U - âiäêðèòà ïiäìíîæèíà C òà F̃ : [0, b] × U → L2(Ω)

íåïåðåðâíî. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ ç [220, ñ.46]. Ñòàëi δ > 0

òà N > 0 òàêi, ùî ||F̃ (ψ)|| ≤ N äëÿ âñiõ ψ ∈ Bδ(ϕ) ≡ {ψ ∈ C : ||ψ−ϕ||C ≤ δ}.
Îñêiëüêè îïåðàòîð Ã äîäàòíié, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ||e−Ãt|| ≤ M = 1 äëÿ âñiõ

t ≥ 0. Ìîìåíò t′ < r îáðàíèé òàê, ùî ÿêùî 0 ≤ t ≤ t′ òî ||ϕ(t + θ) −
ϕ(θ)|| < δ/3 äëÿ âñiõ θ ∈ [−r, 0] òà ||e−Ãtϕ(0) − ϕ(0)|| < δ/3. Ïîçíà÷èìî

t3 ≡ min{t′; b; δ/(3N); δ} òà Y1 ≡ {y ∈ C([−r, t3];L2(Ω)) : y(0) = ϕ(0))}. Äëÿ
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ϕ ∈ C òà äîâiëüíîãî y ∈ Y1 ìè ðîçãëÿäà¹ìî íàñòóïíå ïðîäîâæåííÿ ŷ

ŷ(s) ≡

[
ϕ(s), äëÿ s ∈ [−r, 0];

y(t), äëÿ s ∈ (0, t3]
.

Íåõàé Y2 ≡ {y ∈ Y1 : ŷt ∈ Bδ(ϕ) äëÿ t ∈ [0, t3]}. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ G
íà Y2

G(y)(t) ≡ e−Ãtϕ(0) +

∫ t

0

e−Ã(t−τ)F̃ (ŷτ) dτ.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè (äèâ. [220, ñ.46,47, òåîð. 2.1]), ùî G âiäîáðàæà¹ Y2 â ñåáå.

Ðîçâ'ÿçîê ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ y = G(y). Äëÿ íàøî¨ ìåòè äîñòàòíüî îáðàòè

δ ≤ α òà t2 ≤ t3 äëÿ ut, ukt ∈ Uα(ϕ) äëÿ âñiõ t ∈ (0, t2]. Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

ϕk çàìiñòü ϕ êîëè íåîáõiäíî. Âàæëèâèì ìîìåíòîì ¹ ìîæëèâiñòü îáðàòè t′

(i òàêèì ÷èíîì t3 òà t2) íåçàëåæíî âiä k ∈ N . Âèáið t′ < r òàê, ùî ÿêùî

0 ≤ t ≤ t′, òî ||ϕ(t + θ) − ϕ(θ)|| < δ/3 òà ||ϕk(t + θ) − ϕk(θ)|| < δ/3 äëÿ âñiõ

k ∈ N òà âñiõ θ ∈ [−r, 0] ìîæëèâèé çàâäÿêè çáiæíîñòi ϕk (äî ϕ â C). Îñêiëüêè

åëåìåíòè çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ñòâîðþþòü ïðåäêîìïàêòíó ìíîæèíó â C, òî

âîíè ðiâíîñòåïåíåâî íåïåðåðâíi. Òåïåð îöiíêà (3.84) ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà

äëÿ íàøîãî âèïàäêà òà öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ âëàñòèâîñòi 4 òà òåîðåìè 3.48.

Îáãîâîðþþ÷è óìîâè òåîðåìè 3.48, ìè ìîæåìî íàäàòè êîíñòðóêòèâíèé

ïðèêëàä ôóíêöi¨ Θ`, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi 2). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó êîìïàêòíó

òà îïóêëó ìíîæèíó KC ⊂ CLL ⊂ C. Íàïðèêëàä, äëÿ äîâiëüíî¨ êîìïàêòíî¨ òà

îïóêëî¨ ìíîæèíè K ∈ L2(Ω), ìíîæèíà {ϕ ∈ CLL : ∀θ ∈ [−r, 0], ϕ(θ) ∈ K} ¹
êîìïàêòíîþ (çà òåîðåìîþ Àðöåëà-Àñêîëi) òà îïóêëîþ. Ïî-ïåðøå, áóäóþ÷è

Θ`, ìè âèçíà÷à¹ìî Θ`(ϕ) = 0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ KC . Ïî-äðóãå, ìè áåðåìî

äîâiëüíå p ∈ (0, r] òà âèçíà÷à¹ìî Θ`(ϕ) = p äëÿ âñiõ ϕ ∈ C òàêèõ, ùî

distC(ϕ,KC) ≥ 1. Äàëi, äëÿ âñiõ ϕ ∈ C òàêèõ, ùî distC(ϕ,KC) ∈ (0, 1) ìè

âèçíà÷à¹ìî Θ`(ϕ) = p · distC(ϕ,KC) ∈ (0, p). Çà ïîáóäîâè, Θ` çàäîâiëüíÿ¹ 2).

3.4.3. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà. Äàëi, ìè äîñëiäæó¹ìî àñèìïòîòè÷íó

ïîâåäiíêó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (St, C), ÿêà çáóäîâàíà â òåîðåìàõ 3.46 òà 3.48.

Ïîäiáíî [159, òåîðåìà 2], ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 3.51 . Íåõàé âñi ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 3.46 àáî 3.48 âèêîíàíi òà

äîäàòêîâî âiäîáðàæåííÿ B (äèâ. (3.69)) îáìåæåíå. Òîäi äèíàìi÷íà ñèñòåìà

(St, C) ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð A, ÿêèé ¹ êîìïàêòíîþ

ìíîæèíîþ â óñiõ ïðîñòîðàõ Cδ ≡ C([−r, 0];D(Aδ)),∀δ ∈ [0, 1
2).

Ëåìà 3.52 . Íåõàé âñi ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 3.48 âèêîíàíi òà âiäîáðàæåííÿ

B îáìåæåíå. Òîäi iñíó¹ ñòàëà L̃ > 0 òàêà, ùî ãëîáàëüíèé àòðàêòîð A (äèâ.

òåîðåìó 3.51) ¹ ïiäìíîæèíîþ CLL̃ (ïîðiâíÿéòå ç óìîâîþ 2 òåîðåìè 3.48).

Çàóâàæåííÿ 3.53 Ëåìà 3.52 äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäàòè ñèñòåìó (3.40),

(3.41) ç çàãàþâàííÿì η, çàëåæíèì âiä ñòàíó, òàêèì ÿêå íå iãíîðó¹ íiÿêi

çíà÷åííÿ ñâîãî àðãóìåíòó ϕ äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ ϕ ∈ A.

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.52. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ut ∈ A. Ïîçíà÷èìî
f(t) ≡ F (ut) òà ïîêàæåìî, ùî f ¹ ãåëüäåðîâîþ ôóíêöi¹þ.

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ äèñèïàòèâíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè [200], (St, C) ìà¹ìî

ìíîæèíó B1 ⊂ C (êóëÿ B1 ≡ {ψ : ||ψ||C ≤ R0}) òàêó, ùî äëÿ âñiõ ϕ ∈ C

iñíó¹ tϕ ≥ 0 òàêå, ùî Stϕ ∈ B1 äëÿ âñiõ t ≥ tϕ (äåòàëi äèâ. â [31, 200]). Íàì

çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü, äîâåäåíà â [159, îöiíêà (29) ç δ = 0]

||u(t1)− u(t2)|| ≤ L0|t1 − t2|1/2 (3.85)

äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ùî íàëåæèòü äî B1 (çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó, ùî íàëåæèòü äî àòðàêòîðà A ⊂ B1). Â (3.85) ñòàëà L0 íå çàëåæèòü

âiä ðîçâ'ÿçêó u. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

||f(t1)− f(t2)|| ≤ LB · ||u(t1 − η(ut1))− u(t2 − η(ut2))||. (3.86)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.85), ëèïøèöåâiñòü η (äèâ. 5 â òåîðåìi 3.48), ìè

îòðèìó¹ìî ç (3.86), ùî

||f(t1)− f(t2)|| ≤ LBL0 · |t1 − η(ut1)− (t2 − η(ut2))|1/2

≤ LBL0 · (|t1 − t2|+ |η(ut1)− η(ut2)|)
1/2 ≤ LBL0 · (|t1 − t2|+ Lη||ut1 − ut2||)

1/2

≤ LBL0·
[
|t1 − t2|+LηL0|t1 − t2|1/2

]1/2

≤ LBL0·
[
|t1 − t2|1/2+(LηL0)

1/2|t1 − t2|1/4
]
.
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Îòæå

||f(t1)− f(t2)|| ≤ LBL0 ·
{

1 + (LηL0)
1/2
}
|t1 − t2|1/4. (3.87)

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ψ ∈ A. Äîáðå âiäîìî, ùî àòðàêòîð ñêëàäà¹òüñÿ ç

ïîâíèõ òðà¹êòîðié, òîáòî us ∈ A, ∀s ∈ R. Îáèðà¹ìî äîâiëüíå t0 > r > 0 òà

îòðèìó¹ìî ϕ ∈ A òàêå, ùî St0ϕ = ψ. Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëó âàðiàöi¨ ñòàëèõ äëÿ

ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ (ç Ã ≡ A+ d · E, äèâ. (3.45))

u(t) = e−Ãtϕ(0) +

∫ t

0

e−Ã(t−τ)F (uτ) dτ. (3.88)

Äëÿ îöiíêè ïåðøîãî åëåìåíòà â ïîïåðåäíié ôîðìóëi (3.88) ìè ñïî÷àòêó

äîâåäåìî, ùî

||e−Ãt1v − e−Ãt2v|| ≤ 1

et1
|t1 − t2| · ||v||, 0 < t1 < t2. (3.89)

Îñêiëüêè A òà Ã ùiëüíî âèçíà÷åíi ñàìîñïðÿæåíi äîäàòíi ëiíiéíi îïåðàòîðè â

L2(Ω) ç êîìïàêòíîþ ðåçîëüâåíòîþ, ìè ðîçãëÿíåìî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ (â

L2(Ω)) {ek}∞k=1 ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà Ã, òîáòî

Ãek = λkek, 0 < λ1 < λ2 < . . . < λk → +∞.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíîãî v ∈ L2(Ω) òà äîâiëüíèõ t2 > t1 > 0

||e−Ãt1v − e−Ãt2v||2 =
∞∑
k=1

(
e−λkt1 − e−λkt2

)2
v2
k, (3.90)

äå vk ≡ 〈v, ek〉L2(Ω). Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî µ > 0 ìà¹ìî

|e−µt1 − e−µt2| ≤ |t2 − t1| · max
τ∈[t1,t2]

µe−µτ = |t2 − t1| · µe−µt1

òà supk∈N |e−λkt1 − e−λkt2| ≤ |t2 − t1| · supµ>0 µe
−µt1 = 1

et1
|t1 − t2|. Ïiäñòàâëÿ¹ìî

öå òà ||v||2 =
∑∞

k=1 v
2
k â (3.90) òà îòðèìó¹ìî (3.89).

Îöiíêà (3.89) äà¹ ðiâíîìiðíó (âiäíîñíî ϕ ∈ A) âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ

ïåðøîãî åëåìåíòó e−Ãtϕ(0) â (3.88) äëÿ t > t0 > 0. ßê îáãîâîðþâàëîñü

(äèâ. òåêñò ïåðåä (3.85)), ìè ìà¹ìî ||ϕ(0)|| ≤ R0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ A çàâäÿêè

äèñèïàòèâíîñòi äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (St;C) (äëÿ äåòàëåé äèâ. [159, îöiíêà

(23)]).
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Äëÿ äîâåäåííÿ ëèïøèöåâîñòi äðóãîãî ÷ëåíà â (3.88) äëÿ t > t0 íàì

çíàäîáèòüñÿ

Âèçíà÷åííÿ 3.54 [103, âèçí. 1.3.1]. Ëiíiéíèé îïåðàòîð A â áàíàõîâîìó

ïðîñòîði X çâåòüñÿ ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì, ÿêùî âií çàìêíåíèé, ùiëüíî

âèçíà÷åíèé òà òàêèé, ùî äëÿ äåÿêîãî ψ â (0, π/2) òà äåÿêèõ M ≥ 1 òà

äiéñíîãî a, ñåêòîð

Sa,ψ = {λ : ψ ≤ |arg(λ− a)| ≤ π, λ 6= a}

çíàõîäèòñÿ â ðåçîëüâåíòíié ìíîæèíi A òà

||(λ− A)−1|| ≤M/|λ− a| äëÿ âñiõ λ ∈ Sa,ψ.

Íàì ïîòðiáíå íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 3.55 [103, ëåìà 3.2.1]. Íåõàé Ã ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð

â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Íåõàé ôóíêöiÿ f : (0, T ) → X ëîêàëüíî

ãåëüäåðîâà òà
∫ ρ

0 ||f(s)||X ds < ∞ äëÿ äåÿêîãî ρ > 0. Ïîçíà÷èìî Φ(t) ≡∫ t
0 e
−Ã(t−s)f(s) ds äëÿ t ∈ [0, T ). Òîäi ôóíêöiÿ Φ(·) íåïåðåðâíà íà [0, T ),

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà íà (0, T ), Φ(t) ∈ D(Ã) äëÿ 0 < t < T òà

dΦ(t)/dt+ ÃΦ(t) = f(t) äëÿ 0 < t < T òà Φ(t)→ 0 â X ïðè t→ 0+.

Çàóâàæåííÿ 3.56 Íàø îïåðàòîð Ã ¹ ñåêòîðiàëüíèì îñêiëüêè äîâiëüíèé

ñàìîñïðÿæåíèé ùiëüíî âèçíà÷åíèé òà îáìåæåíèé çíèçó îïåðàòîð â

ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ¹ ñåêòîðiàëüíèì (äèâ. [103, ïðèêëàä 2, ñ.26]).

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî öå òâåðäæåííÿ 3.55 äëÿ f(t) ≡ F (ut) òà âèêîðèñòîâó¹ìî

(3.87). Âëàñòèâiñòü
∫ ρ

0 ||f(s)||X ds < ∞ äëÿ äåÿêîãî ρ > 0 âèïëèâà¹ ç

äèñèïàòèâíîñòi ||u(t)|| ≤ R0, íåïåðåðâíîñòi F : C → L2(Ω) òà íåïåðåðâíîñòi

ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó u. Âèêîðèñòîâó¹ìî íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü Φ íà

[t0−r, t0] ⊂ (0, T ), ÿêà äà¹ maxt∈[t0−r,t0] ||Φ′(t)|| ≡MΦ;1 <∞. Â íàøîìó âèïàäêó

Φ ïðåäñòàâëÿ¹ äðóãèé åëåìåíò â (3.88), òà ìè äîâåëè, ùî âîíî ¹ ëèïøèöåâèì

çi ñòàëîþ Ëèïøèöÿ MΦ;1, ÿêà íå çàëåæèòü âiä u.
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Âiäìiòåìî, ùî íåçàëåæíiñòü MΦ;1 âiä ðîçâ'ÿçêiâ íà àòðàêòîði âèïëèâà¹

ç äåòàëüíîãî äîâåäåííÿ òâåðæäåííÿ 3.55 [103, ëåìà 3.2.1], âèêîðèñòîâóþ÷è

îáìåæåíiñòü A ⊂ C.

Ç iíøîãî áîêó, ìè òàêîæ ìîæåìî âèêîðèñòàòè íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 3.57 [103, ëåìà 3.5.1]. Íåõàé Ã - ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð â

áàíàõîâîìó ïðîñòîði X òà f : (0, T )→ X çàäîâiëüíÿ¹

||f(t)− f(s)|| ≤ K(s)(t− s)γ äëÿ 0 < s < t < T <∞,

äå K : (0, T )→ R íåïåðåðâíà ç
∫ T

0 K(s) ds <∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ [0, γ), ôóíêöiÿ

Φ : (0, T ) 3 t 7→
∫ t

0

e−Ã(t−s)f(s) ds ∈ Xβ ≡ D(Ãβ)

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ç∥∥∥∥dΦ(t)

dt

∥∥∥∥
β

≤Mt−β||f(t)||+M

∫ t

0

(t− s)γ−β−1K(s) ds (3.91)

äëÿ 0 < t < T . Òóò M - ñòàëà, íåçàëåæíà âiä γ, β, f(·).

Äëÿ âèçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòåé ïðîñòîðiâ Xβ ìè ïîñèëà¹ìîñü íà [103]. Â

íàøîìó âèïàäêó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òâåðäæåííÿ 3.57 ç γ = 1
4 , K(s) ≡ LBL0 ·{

1 + (LηL0)
1/2
}
(äèâ. (3.87)) òà β = 0 (òîáòî Xβ = X0 = L2(Ω)). Îáìåæåíiñòü

ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà äà¹ ||f(t)|| ≤ C ç C, íåçàëåæíîþ âiä ðîçâ'ÿçêó. Òàêèì

÷èíîì (3.91) äà¹ ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü
∥∥∥dΦ(t)

dt

∥∥∥ ≤ Ĉ äëÿ t ∈ [t0 − r, t0] ⊂ R+

òà ãàðàíòó¹ íåçàëåæíiñòüMΦ;1 âiä ðîçâ'ÿçêiâ. Äîâåäåííÿ ëåìè 3.52 çàâåðøåíî.

Â ÿêîñòi çàñòîñóâàííÿ, ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà (äèâ.,

íàïðèêëàä, [197]) iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Äåòàëüíiøå,

ðiâíÿííÿ (3.40) äå −A îïåðàòîð Ëàïëàñà ç óìîâàìè Äèðèõëå íà ìåæi, Ω ⊂
Rn0 îáìåæåíà îáëàñòü iç ãëàäêîþ ìåæåþ, ôóíêöiÿ f ìîæå áóòè, íàïðèêëàä,

f(s) = 1√
4πα

e−s
2/4α, ÿê â [196] (äëÿ íåëîêàëüíî¨ ïî ïðîñòîðîâèì çìiííèì

íåëiíiéíîñòi) àáî äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà äëÿ ëîêàëüíî¨ ïî ïðîñòîðîâèì

çìiííèì íåëiíiéíîñòi. Íåëiíiéíà ôóíêöiÿ b çàäàíà ÿê b(w) = p ·we−w. Ôóíêöiÿ
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b îáìåæåíà. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî íåïåðåðâíîãî çàãàþâàííÿ η, ÿêå

çàäîâiëüíÿ¹ (Ĥ), óìîâè òåîðåì 3.46, 3.48 âèêîíàíi. Òàêèì ÷èíîì, ìè ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.40), (3.41) êîðåêòíà â C òà äèíàìi÷íà

ñèñòåìà (St, C) ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð (òåîðåìà 3.51).

Â ÿêîñòi iíøîãî çàñòîñóâàííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ äèôóçiéíà ìîäåëü êðîâåòâî-

ðåííÿ ç ÇÇÑ:

∂u(t, x)

∂t
= ∆u(t, x)− du(t, x) +

βu(t− η(ut), x)

1 + um(t− η(ut), x)
, (t, x) ∈ Ω, β ∈ R,m ≥ 1

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè Íåéìàíà ∂u(t,x)
∂n = 0, x ∈ ∂Ω. Äëÿ âèïàäêó ñòàëîãî

çàãàþâàííÿ η(ut) ≡ τ > 0 äèâ. [209]. Öÿ ìîäåëü ïðè u, íåçàëåæíîìó âiä

ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ x ∈ Ω, áóëà âïåðøå çàïðîïîíîâàíà Ë.Ãëàññ òà Ì.Ìàêè

(M. Mackey, L.Glass, 1979) [125]. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî íåëiíiéíiñòü B (äèâ.

(3.69)), ÿêà çàäàíà B(v) = βv (1 + vm)−1, îáìåæåíà òà ãëîáàëüíî ëèïøèöåâà

ïðè m = 2k, k ∈ N.
Íà îñòàíîê, âiäçíà÷èìî, ùî â íàøié ðîáîòi ìè ðîáèìî àêöåíò íà çàãàþâàííÿ

òà éîãî âëàñòèâîñòi, à íå íà îïåðàòîðè, ùî ïîðîäæåíi ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Ìè ñïîäiâà¹ìîñü, ùî çàïðîïîíîâàíèé òèï çàãàþâàíü, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó,

ÿêèé âèâ÷åíèé â öüîìó ïóíêòi, ¹ âàæëèâèì òà ïðèðîäíiì òèïîì äëÿ Ð×Ï, ùî

îïèñóþòü ïðèêëàäíi çàäà÷i.

3.5. Ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi çìiøàíèì çàãàþâàííÿì,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðåäñòàâèìî äîñëiäæåííÿ ïàðàáîëi÷íèõ Ð×Ï iç ÇÇÑ

çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî çàãàþâàíèé åëåìåíò ïðåäñòàâëåíèé

iíòåãðàëîì Ñòiëò'¹ñà, ÿêèé îäíî÷àñíî âêëþ÷à¹ ÿê ðîçïîäiëåíi òàê i çîñåðåäæåíi

çàãàþâàííÿ, çàëåæíi âiä ñòàíó.

Áiëüø òîãî, âñi óìîâè íà çàãàþâàííÿ (äèâ. AÌ1�AÌ5 íèæ÷å) äîçâîëÿþòü

äèíàìiêó, â ÿêié âçäîâæ îäíîãî ðîçâ'ÿçêó ÷èñëî òà âåëè÷èíè çîñåðåäæåíèõ

çàãàþâàíü ìîæóòü çìiíþâàòèñü, âñi çîñåðåäæåíi òà/àáî ðîçïîäiëåíi åëåìåíòè

ìîæóòü çíèêàòè òà ç'ÿâëÿòèñü çíîâ.
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Öÿ âëàñòèâiñòü äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè ìîäåëi, â ÿêèõ äåÿêi ïiäìíîæèíè ôàçîâîãî

ïðîñòîðó çîáðàæàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ç ÷èñòî çîñåðåäæåíèìè ÇÇÑ, à iíøi

ïiäìíîæèíè çîáðàæàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ç ÷èñòî ðîçïîäiëåíèìè ÇÇÑ i, òàêîæ

iñíóþòü ïiäìíîæèíè, ÿêi çîáðàæàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ç êîìáiíîâàíèìè ÇÇÑ. Â

òàêèõ ìîäåëÿõ ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè â ðiçíèõ òèïàõ ïiäìíîæèí â ðiçíi ïðîìiæêè

÷àñó. Öÿ âëàñòèâiñòü, çîêðåìà îçíà÷à¹, ùî íå òiëüêè âåëè÷èíà çàãàþâàííÿ

¹ çàëåæíà âiä ñòàíó, à i òèï ñàìîãî çàãàþâàííÿ ¹ çàëåæíèì âiä ñòàíó.

Ìè äîñëiäæó¹ìî ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè òà ¨õ àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi (âêëþ÷íî

ç iñíóâàííÿì êîìïàêòíîãî ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðó â çðó÷íîìó ôàçîâîìó

ïðîñòîði). Ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà iç

çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

3.5.1. Ìîäåëü çi çìiøàíèì çàãàþâàííÿì òà ¨¨ îñíîâíi âëàñòèâîñòi.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå íåëîêàëüíå ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàíèì

åëåìåíòîì F , ÿêèé ïðåäñòàâëåíèé iíòåãðàëîì Ñòiëò'¹ñà

∂

∂t
u(t, x) + Au(t, x) + du(t, x) =

(
F (ut)

)
(x), (3.92)

ç (
F (ut)

)
(x) ≡

∫ 0

−r

{∫
Ω

b (u(t+ θ, y)) f(x− y)dy

}
· dg(θ, ut), x ∈ Ω, (3.93)

äå îïåðàòîð A çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi (À1) (äèâ. âñòóï) Ω ⊂ Rn0 ãëàäêà îáìåæåíà

îáëàñòü, f : Ω − Ω → R - îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ, b : R → R ¹ ëîêàëüíî

ëèïøèöåâîþ ôóíêöi¹þ d ∈ R, d ≥ 0 òà ôóíêöiÿ g : [−r, 0]×C([−r, 0];L2(Ω))→
[0, r] ⊂ R+ ïðåäñòàâëÿ¹ çìiøàíå çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ (3.92) ç òðàäèöiéíèìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

u|[−r,0] = ϕ ∈ C ≡ C([−r, 0];L2(Ω)). (3.94)

Ïðèïóñòèìî íàñòóïíå.

AM1) Äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ C, ôóíêöiÿ g : [−r, 0] × C([−r, 0];L2(Ω)) → R
ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà [−r, 0]. Âàðiàöiÿ V 0

−rg ôóíêöi¨ g ¹ ðiâíîìiðíî

îáìåæåíîþ, òîáòî

∃MV g > 0 : ∀ϕ ∈ C ⇒ V 0
−rg(ϕ) ≤MV g. (3.95)
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Âiäîìî [14, c. 347], ùî ìiðà Ëåáåãà-Ñòiëò'¹ñà (äèâ. g) ìîæå áóòè ðîçêëàäåíà

íà ñóìó òðüîõ ìið: äèñêðåòíó, àáñîëþòíî íåïåðåðâíó òà ñèíãóëÿðíó. Ìè

áóäåìî ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíå ðîçáèòòÿ g íàñòóïíèì ÷èíîì

g(θ, ϕ) = gd(θ, ϕ) + gac(θ, ϕ) + gs(θ, ϕ), (3.96)

äå gd(θ, ϕ) âiäïîâiäà¹ äèñêðåòíié ìiði (ôóíêöiÿ ñòðèáêiâ äèâ. [14, c. 322, 336]),

gac(θ, ϕ) - àáñîëþòíî íåïåðåðâíà òà gs(θ, ϕ) ñèíãóëÿðíà (íåïåðåðâíà) (äèâ. [14,

c. 347] äëÿ äåòàëåé). Ìè òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè íåïåðåðâíó ÷àñòèíó gc ≡
gac + gs.

Ïðèïóñòèìî äàëi

AM2) Äëÿ êîæíîãî θ ∈ [−r, 0], ôóíêöi¨ gac òà gs ¹ íåïåðåðâíèìè çà ñâî¨ìè

äðóãèìè êîîðäèíàòàìè, òîáòî ∀θ ∈ [−r, 0] ∀ϕn, ϕ ∈ C : ||ϕn−ϕ||C → 0 (n→
+∞)⇒ gac(θ, ϕ

n)→ gac(θ, ϕ) òà gs(θ, ϕ
n)→ gs(θ, ϕ).

Çàóâàæåííÿ 3.58 Âiäçíà÷èìî, ùî äèñêðåòíå çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä

ñòàíó íå çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi AÌ2). Äåòàëüíiøå, ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíå ÇÇÑ

η : C → [0, r], ÿêå ïðåäñòàâëåíî ôóíêöi¹þ ñòðèáêiâ g(θ, ϕ) = 0 äëÿ θ ∈
[−r,−η(ϕ)] è g(θ, ϕ) = 1 äëÿ θ ∈ (−η(ϕ), 0] (îäèí ñòðèáîê). Ëåãêî áà÷èòè,

ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {ϕn} ⊂ C òàêî¨, ùî η(ϕn)→ η(ϕ) òà η(ϕn) >

η(ϕ) ìà¹ìî äëÿ çíà÷åííÿ θ0 = −η(ϕ), ùî g(θ0, ϕ
n) ≡ 1 6= 0 ≡ g(θ0, ϕ), òîáòî

AÌ2) íå âèêîíó¹òüñÿ.

AM3) Ôóíêöiÿ ñòðèáêiâ gd(θ, ϕ) ¹ íåïåðåðâíîþ çà ñâî¹þ äðóãîþ

êîîðäèíàòîþ â íàñòóïíîìó ñåíñi - ðîçðèâè ôóíêöi¨ gd(θ, ϕ) â òî÷êàõ {θk} ⊂
[−r, 0] çàäîâiëüíÿþòü âëàñòèâîñòi: iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ηk : C →
[0, r] òà hk : C → R òàêi, ùî θk = −ηk(ϕ) òà hk(ϕ) ¹ ñòðèáêàìè gd â òî÷êàõ

θk = −ηk(ϕ), òîáòî hk(ϕ) ≡ gd(θk + 0, ϕ)− gd(θk − 0, ϕ).

Âðàõîâóþ÷è, ùî gd ìîæå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ìàòè íåñêií÷åííó

(çëi÷åíó) êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâó {θk}, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðÿä∑
k hk(ϕ) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíié îáìåæåíié

ïiäìíîæèíi C.
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Çàóâàæåííÿ 3.59 Âiäçíà÷èìî, ùî AM3) îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî χ ∈ C
ìà¹ìî Φd(χ) ≡

∫ 0

−r χ(θ) dgd(θ, ϕ) =
∑

k χ(θk) · hk(ϕ) =
∑

k χ(−ηk(ϕ)) · hk(ϕ).

Ëåìà 3.60 . Íåõàé ôóíêöiÿ b ¹ ëèïøèöåâîþ (|b(s) − b(t)| ≤ Lb|s − t|) òà

çàäîâiëüíÿ¹ |b(s)| ≤ C1|s| + C2,∀s ∈ R ç Ci ≥ 0; ôóíêöiÿ f âèìiðíà òà

îáìåæåíà (|f(x)| ≤ Mf). Çà óìîâ AÌ1)� AÌ3), íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

F : C → L2(Ω), âèçíà÷åíå â (3.93), ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàóâàæåííÿ 3.61 Ïiäêðåñëèìî, ùî íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F ÍÅ ¹

ëèïøèöåâèì â ïðèñóòíîñòi äèñêðåòíîãî ÇÇÑ, òîáòî ïðè g 6= gc). Äîâåäåííÿ

ëåìè 3.60 çàñíîâàíî íà âëàñòèâîñòÿõ ðiâíîìiðíî çáiæíèõ ðÿäiâ òà ïåðøié

òåîðåìi Õåëëi [14, ñ. 359, 366].

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.60. Ñïî÷àòêó ðîçiá'¹ìî íàøó g íà íåïåðåðâíó gc ≡ gac + gs

òà äèñêðåòíó gd ÷àñòèíè (äèâ. (3.96)). Öå ðîçáèòòÿ äà¹ âiäïîâiäíå ðîçáèòòÿ

F = Fc + Fd, äå Fc âiäïîâiäà¹ íåïåðåðâíié ÷àñòèíi gc ≡ gac + gs.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ÷àñòèíó Fc. Çàïèøåìî

Fc(ϕ)− Fc(ψ) = I1 + I2, (3.97)

äå ìè ïîçíà÷èëè

I1 = I1(x) ≡
∫ 0

−r

{∫
Ω

[b(ϕ(θ, y))− b(ψ(θ, y))] f(x− y) dy

}
dgc(θ, ϕ), (3.98)

I2 = I2(x) ≡
∫ 0

−r

{∫
Ω

b(ψ(θ, y))f(x− y) dy

}
d [gc(θ, ϕ)− gc(θ, ψ)], x ∈ Ω.

(3.99)

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

||I1|| ≤ LbMf |Ω| · ||ϕ− ψ||C · V 0
−rg(ϕ). (3.100)

Öÿ îöiíêà òà AÌ1) ïîêàçóþòü, ùî ||I1|| → 0 ïðè ||ϕ−ψ||C → 0. Àáè ïîêàçàòè,

ùî ||I2|| → 0 ïðè ||ϕ − ψ||C → 0 ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïðèïóùåííÿ AÌ1) òà

AÌ2) äëÿ çàñòîñóâàííÿ ïåðøî¨é òåîðåìè Õåëëi [14, ñ. 359].
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♦ Òåïåð äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü Fd (äèñêðåòíi çàãàþâàííÿ). Çàôiêñó¹ìî

äîâiëüíå ϕ ∈ C òà ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {ϕn} ⊂ C òàêó, ùî ||ϕn−ϕ||C → 0

ïðè n→∞. Íàøà ìåòà - äîâåñòè, ùî ||Fd(ϕn)− Fd(ϕ)|| → 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ AÌ3) (äèâ. òàêîæ çàóâàæåííÿ âèùå), ìè

çàïèñó¹ìî Fd(ϕ) = Fd(ϕ)(x) =
∑

k

∫
Ω b(ϕ(−ηk(ϕ), y))f(x − y)dy · hk(ϕ) òà

ðîçêëàäà¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì Fd(ϕ
n)− Fd(ϕ) ≡ Kn

1 +Kn
2 +Kn

3 , äå

Kn
1 = Kn

1 (x) ≡
∑
k

∫
Ω

[b(ϕn(−ηk(ϕn), y))− b(ϕ(−ηk(ϕn), y))] f(x−y)dy ·hk(ϕn),

Kn
2 = Kn

2 (x) ≡
∑
k

∫
Ω

b(ϕ(−ηk(ϕn), y))f(x− y)dy · [hk(ϕn)− hk(ϕ)] ,

Kn
3 = Kn

3 (x) ≡
∑
k

∫
Ω

[b(ϕ(−ηk(ϕn), y))− b(ϕ(−ηk(ϕ), y))] f(x− y)dy · hk(ϕ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ôóíêöi¨ b, ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

||Kn
1 || ≤ LbMf |Ω|3/2||ϕn − ϕ||C ·

∑
k

|hk(ϕn)|. (3.101)

Òåïåð îáãîâîðèìî Kn
2 . Óìîâà ðîñòó b äà¹ |b(ϕ(−ηk(ϕn), y))f(x − y)| ≤

(C1|ϕ(−ηk(ϕn), y)| + C2)Mf . Òàêèì ÷èíîì |
∫

Ω b(ϕ(−ηk(ϕn), y))f(x − y)dy| ≤
C1Mf

∫
Ω |ϕ(−ηk(ϕn), y)|dy + C2Mf |Ω| ≤ Mf(C1|Ω|1/2||ϕ||C + C2|Ω|). Òóò

ìè âèêîðèñòîâóâàëè íåðiâíiñòü Êîøi-Øâàðöà äëÿ
∫

Ω |ϕ(−ηk(ϕn), y)|dy ≤
||ϕ(−ηk(ϕn))|| · |Ω|1/2 ≤ ||ϕ||C · |Ω|1/2. Áà÷èìî, ùî

|Kn
2 (x)| ≤Mf(C1|Ω|1/2||ϕ||C + C2|Ω|)

∑
k

|hk(ϕn)− hk(ϕ)|.

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ îöiíêè íå çàëåæèòü âiä x, ìè îòðèìó¹ìî

||Kn
2 || ≤Mf(C1|Ω| · ||ϕ||C + C2|Ω|3/2)

∑
k

|hk(ϕn)− hk(ϕ)|. (3.102)

Àíàëîãi÷íî ìè îòðèìó¹ìî

||Kn
3 || ≤MfLb|Ω|

∑
k

|hk(ϕ)| · ||ϕ(−ηk(ϕn))− ϕ(−ηk(ϕ)||. (3.103)

Òåïåð ìè ïîâèííi ïîÿñíèòè ÷îìó ||Kn
j || → 0 ïðè n → ∞ äëÿ j = 1, 2, 3.

Ïåðøà âëàñòèâiñòü ||Kn
1 || → 0 âèïëèâà¹ ç AÌ3) òà (3.101). Â (3.102), ðÿä
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çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî çà n îñêiëüêè óìîâà ||ϕn − ϕ||C → 0 äà¹, ùî {ϕ, ϕn}
¹ îáìåæåíîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó C. Óìîâà AM3) ãàðàíòó¹, ùî êîæíå

|hk(ϕn) − hk(ϕ)| íåïåðåðâíî ïî ϕn òà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n → ∞. Çàâäÿêè

ðiâíîìiðíié çáiæíîñòi, ìè îòðèìó¹ìî ||Kn
2 || → 0. Äëÿ äîâåäåííÿ ||Kn

3 || →
0 ìè òàêîæ âiäçíà÷à¹ìî, ùî êîæíå |hk(ϕ)| · ||ϕ(−ηk(ϕn)) − ϕ(−ηk(ϕ)|| (äèâ.
(3.103)) ¹ íåïåðåðâíèì çà ϕn òà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n → ∞ çàâäÿêè AM3)

òà íåïåðåðâíîñòi ϕ ∈ C. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü (ïî ϕn) ðÿäó â (3.103) âèïëèâà¹
ç îöiíêè |hk(ϕ)| · ||ϕ(−ηk(ϕn)) − ϕ(−ηk(ϕ)|| ≤ |hk(ϕ)| · 2||ϕ||C (ïðàâà ÷àñòèíà

íå çàëåæèòü âiä n!) òà òåîðåìè Âåéðøòðàñà ïðî ìàæîðîâàíó (ðiâíîìiðíó)

çáiæíîñòü. Ìè îòðèìó¹ìî, ùî ||Kn
3 || → 0. Îñêiëüêè âñi ||Kn

j || → 0 ïðè n→∞
äëÿ j = 1, 2, 3, ìè äîâåëè âëàñòèâiñòü ||Fd(ϕn)− Fd(ϕ)|| → 0. Äîâåäåííÿ ëåìè

3.60 çàâåðøåíî.

3.5.2. Ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè òà ¨õ âëàñòèâîñòi. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

ñòàíäàðòíå âèçíà÷åííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó (mild solution)

Òåîðåìà 3.62 . Â óìîâàõ ëåìè 3.60, ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.92), (3.94) ìà¹

ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ âñiõ ϕ ∈ C.

Iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi F : C → L2(Ω), ÿêå

ãàðàíòîâàíî ëåìîþ 3.60, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàòè ñòàíäàðòíèé ìåòîä,

çàñíîâàíèé íà òåîðåìi Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó (äèâ., íàïðèêëàä, [220,

òåîðåìà 2.1, ñ.46]). Ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíèì (âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ t ≥ −r), äèâ.,
íàïðèêëàä, [220, òåîðåìà 2.3, ñ. 49].

Äëÿ îòðèìàííÿ ¹äèíîñòi íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi äîäàòêîâi ïðèïóùåííÿ.

AM4) Ïîâíà âàðiàöiÿ ôóíêöi¨ gc ≡ gac + gs çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi

V 0
−r[gc(·, ϕ)− gc(·, ψ)] ≤ LV gc||ϕ− ψ||C . (3.104)

AM5) Äèñêðåòíà ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ gd çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíîìiðíié

iãíîðóþ÷ié óìîâi, òîáòî

• ∃ηign > 0 òàêå, ùî âñi ηk òà hk "iãíîðóþòü" çíà÷åííÿ ϕ(θ) äëÿ θ ∈
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(−ηign, 0], òîáòî

∃ ηign > 0 : ∀ϕ1, ϕ2 ∈ C : ∀θ ∈ [−r,−ηign], ⇒ ϕ1(θ) = ϕ2(θ) =⇒

ηk(ϕ
1) = ηk(ϕ

2), hk(ϕ
1) = hkϕ

2).

Çàóâàæåííÿ 3.63 Óìîâà AM5) ¹ ïðèðîäíiì óçàãàëüíåííÿì (íà âèïàäîê

áàãàòüîõ äèñêðåòíèõ çàãàþâàíü, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó) iãíîðóþ÷î¨ óìîâè,

ÿêà áóëà ââåäåíà â ðîáîòi [159] (äèâ. ïiäðîçäië 3.3.1).

Òåîðåìà 3.64 . Íåõàé ôóíêöiÿ b ¹ ëèïøèöåâîþ (|b(s) − b(t)| ≤ Lb|s − t|),
çàäîâiëüíÿ¹ |b(s)| ≤ Mb, ∀s ∈ R òà f ¹ âèìiðíîþ òà îáìåæåíîþ (|f(x)| ≤
Mf). Ïðè âèêîíàííi óìîâ AM1)� AM5), ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.92), (3.94) ìà¹

¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ âñiõ ϕ ∈ C. Ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä

ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨, òîáòî ||ϕn−ϕ||C → 0 äà¹ ||unt −ut||C → 0 äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.64. Äîâåäåííÿ çàñíîâàíî íà ëåìi Ãðîíóîëà, òåîðåìi

ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ iíòåãðàëà Ñòiëò'¹ñà, âëàñòèâîñòÿõ gd (iãíîðóþ÷à

óìîâà) òà ëåìi Ëåáåãà-Ôàòó [8, ñ.32].

Äëÿ ïðîñòîòè, ìè ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ãåíåðóþ÷î¨

ôóíêöi¨ g = gc ≡ gac + gs, òîáòî âèïàäîê âiäñóòíîñòi äèñêðåòíèõ çàãàþâàíü.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè (äèâ. (3.99)), ùî

||I2|| ≤MbMf |Ω|
3
2 · V 0

−r[gc(ϕ)− gc(ψ)]. (3.105)

Òàêèì ÷èíîì (3.95), (3.97), (3.100), (3.105) òà AÌ4) (äèâ. (3.104)) äàþòü

||Fc(ϕ)− Fc(ψ)|| ≤ LFc||ϕ− ψ||C ç LFc ≡Mf |Ω|
(
LbMV gc +Mb|Ω|

1
2LV gc

)
.

(3.106)

Òàêèì ÷èíîì

||u1
t − u2

t ||C ≤ ||ϕ− ψ||C + LFc ·
∫ t

0

||u1
s − u2

s||C ds.

Îñòàííÿ îöiíêà (ïî ëåìi Ãðîíóîëà) äà¹ ||u1
t − u2

t ||C ≤ eLFct · ||ϕ − ψ||C . Òàêèì
÷èíîì

||u1
t − u2

t ||C ≤ CT · ||ϕ− ψ||C , ∀t ∈ [0, T ], ç CT ≡ eLFcT . (3.107)
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Ìè ïîêàçàëè ¹äèíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó òà íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ó âèïàäêó g = gc.

Äðóãèé ÷àñòêîâèé âèïàäîê g = gd (òiëüêè îäíå äèñêðåòíå çàãàþâàííÿ) áóâ

äåòàëüíî ðîçãëÿíóòèé â [159]. Òàì áóëî äîâåäåíî [159], ùî óìîâà AÌ5) äà¹

áàæàíèé ðåçóëüòàò.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê (ïðèñóòíiñòü ðîçïîäiëåíîãî òà

äèñêðåòíîãî çàãàþâàíü, âêëþ÷íî ç âèïàäêîì áàãàòüîõ äèñêðåòíèõ çàãàþâàíü).

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {ϕn} ⊂ C òàêó, ùî ||ϕn − ϕ||C → 0 òà ïîçíà÷èìî

âiäïîâiäíi ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè un(t) = un(t;ϕn) òà u(t) = u(t;ϕ). Âèêîðèñòîâóþ÷è

ðîçáèòòÿ F = Fd + Fc, ìè ìà¹ìî, çà âèçíà÷åííÿì,

un(t)− u(t) = e−At(ϕn(0)− ϕ(0)) +

∫ t

0

e−A(t−τ) {Fd(unτ )− Fd(uτ)} dτ

+

∫ t

0

e−A(t−τ) {Fc(unτ )− Fc(uτ)} dτ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.106), îòðèìó¹ìî

||un(t)−u(t)|| = ||ϕn(0)−ϕ(0)|+
∫ t

0

||Fd(unτ )−Fd(uτ)|| dτ+LFc

∫ t

0

||unτ−uτ ||C dτ.

Òàêèì ÷èíîì

||unt − ut||C = ||ϕn − ϕ||C +

∫ t

0

||Fd(unτ )− Fd(uτ)|| dτ + LFc

∫ t

0

||unτ − uτ ||C dτ

= Gn(t) + LFc

∫ t

0

||unτ − uτ ||C dτ, (3.108)

äå Gn(t) ≡ ||ϕn − ϕ||C +
∫ t

0 ||Fd(u
n
τ )− Fd(uτ)|| dτ ¹ íåñïàäàþ÷îþ ôóíêöi¹þ.

Äîìíîæèìî îñòàííþ îöiíêó íà e−LFct òà îòðèìà¹ìî

d

dt

(
e−LFct

∫ t

0

||unτ − uτ ||C dτ
)
≤ e−LFctGn(t),

ùî, ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ âiä 0 äî t, äà¹, ùî (Gn(t) ¹ íåñïàäàþ÷îþ

ôóíêöi¹þ) e−LFct
∫ t

0 ||u
n
τ − uτ ||C dτ ≤

∫ t
0 e
−LFcτGn(τ) dτ ≤ Gn(t)

∫ t
0 e
−LFcτ dτ =

Gn(t)
(
1− e−LFct

)
L−1
Fc
. Ìà¹ìî LFc

∫ t
0 ||u

n
τ − uτ ||C dτ ≤ Gn(t)

(
eLFct − 1

)
.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî îñòàííþ îöiíêó â (3.108) òà îòðèìó¹ìî

||unt − ut||C ≤ Gn(t) · eLFct. (3.109)
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Òåïåð íàøà çàäà÷à - ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî t ∈ [0, ηign)

ìà¹ìî Gn(t) → 0 ïðè n → ∞ (òîáòî ||ϕn − ϕ||C → 0). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨

ïðîäîâæåííÿ

ϕ(s) ≡

[
ϕ(s), s ∈ [−r, 0];

ϕ(0), s ∈ (0, ηign)
òà ϕn(s) ≡

[
ϕn(s), s ∈ [−r, 0];

ϕn(0), s ∈ (0, ηign)
.

ßê ó [159], iãíîðóþ÷à óìîâà AÌ5) äà¹, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [0, ηign) ìè ìà¹ìî

Fd(ut) = Fd(ϕt) òà Fd(u
n
t ) = Fd(ϕ

n
t ). Ëåãêî áà÷èòè, ùî çáiæíiñòü ||ϕn−ϕ||C → 0

äà¹ ||ϕnτ − ϕτ ||C → 0 äëÿ âñiõ τ ∈ [0, ηign). Òàêèì ÷èíîì íåïåðåðâíiñòü Fd

äà¹ ||Fd(ϕnτ ) − Fd(ϕτ)|| → 0 äëÿ âñiõ τ ∈ [0, ηign). Öå äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòàòè

ëåìó Ëåáåãà-Ôàòó (äèâ. [8, c.32]) äëÿ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ ||Fd(ϕnτ ) − Fd(ϕτ)||
òà ïðèéòè äî âèñíîâêó, ùî Gn(t) → 0 ïðè n → ∞ (äëÿ äîâiëüíîãî

ôiêñîâàíîãî t ∈ [0, ηign)). Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè íåïåðåðâíiñòü ñëàáêîãî

ðîçâ'ÿçêó çà ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ äëÿ âñiõ t ∈ [0, ηign). Çîêðåìà, öå äà¹

¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü ÷àñó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êîìïîçèöiþ

ìàëèõ êðîêiâ çà ÷àñîì (äëÿ êðîêiâ, ÿêi íå ïåðåáiëüøóþòü, íàïðèêëàä, ηign/2.

Äåòàëüíiøå, ìè ïîçíà÷à¹ìî q ≡
[

2t
ηign

]
(òóò [·] - öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî ÷èñëà)

òà çàïèñó¹ìî u(t;ϕ) = u(ηign/2;u(ηign/2; . . .︸ ︷︷ ︸
q ðàçiâ

;u(t − q · ηign/2;ϕ))). Êîìïîçèöiÿ

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ íåïåðåðâíîþ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.64 çàâåðøåíî.

Ñòàíäàðòíèì ÷èíîì ìè âèçíà÷à¹ìî åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St : C → C çà

ïðàâèëîì Stϕ ≡ ut, äå u ¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.92), (3.94).

Çàóâàæåííÿ 3.65 Íåïåðåðâíiñòü St çà ÷àñîì âèïëèâà¹ ç âèçíà÷åííÿ

ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó (ðîçâ'ÿçîê u ∈ C([−r, T ];L2(Ω))). Öå i íåïåðåðâíiñòü St

âiäíîñíî ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ (äèâ. òåîðåìó 3.64), çîêðåìà îçíà÷à¹, ùî çà

óìîâ AM1)-AM5), ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.92), (3.94) ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ

ó ïðîñòîði C ó ñåíñi Æ.Àäàìàðà [92, 93]. Çîêðåìà öå îçíà÷à¹, ùî ïàðà (St, C)

ïîðîäæó¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó.

Ñëiäóþ÷è ïëàíó äîâåäåííÿ [159, òåîðåìè 2], ìè ïîêàçó¹ìî, ùî äèíàìi÷íà

ñèñòåìà (St, C), ïîðîæäåíà çàäà÷åþ (3.92), (3.94), ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé

àòðàêòîð (äåòàëi ïðî àòðàêòîðè ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä ó [2, 200, 31, 59]).
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Òî÷íiøå, ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.66 . Íåõàé ôóíêöiÿ b : R → R ¹ ëèïøèöåâîþ òà îáìåæåíîþ òà

f : Ω − Ω → R ¹ îáìåæåíîþ òà âèìiðíîþ. Ïðèïóñòèìî óìîâè AM1)�

AM5) ¹ âèêîíàíèìè. Òîäi äèíàìi÷íà ñèñòåìà (St, C) ìà¹ êîìïàêòíèé

ãëîáàëüíèé àòðàêòîð, ÿêèé ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ â êîæíîìó ïðîñòîði

Cδ ≡ C([−r, 0];D(Aδ)),∀δ ∈ [0, 1
2).

Äîâåäåííÿ çàñíîâàíî íà êëàñè÷íié òåîðåìi ïðî iñíóâàííÿ êîìïàêòíîãî

ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà ó äèñèïàòèâíî¨ òà àñèìïòîòè÷íî êîìïàêòíî¨ ïiâãðóïè [2,

200, 31, 59] òà òåõíiêè, ùî ðîçðîáëåíà â [159, òåîðåìà 2].

Â ÿêîñòi çàñòîñóâàííÿ ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà (äèâ.,

íàïðèêëàä, [197]) ç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, òîáòî ðiâíÿííÿ (3.92),

äå −A îïåðàòîð Ëàïëàñà ç óìîâàìè Äèðèõëå íà ìåæi, Ω ⊂ Rn0 îáìåæåíà

îáëàñòü ç ãëàäêîþ ìåæåþ, íåëiíiéíà ôóíêöiÿ (ôóíêöiÿ íàðîäæóâàíîñòi) b ìà¹

âèãëÿä b(w) = p · we−w. Ôóíêöiÿ b îáìåæåíà, òàêèì ÷èíîì ïðè óìîâàõ AM1-

AM5, ìè îòðèìó¹ìî, ùî çàäà÷à (3.92) òà (3.94) êîðåêòíî ïîñòàâëåíà â ïðîñòîði

C òà äèíàìi÷íà ñèñòåìà (St, C) ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð (òåîðåìà

3.66).

3.6. Íåàâòîíîìíi ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç

çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i, à

ñàìå, íåàâòîíîìíi ðiâíÿííÿ. Íàñ áóäóòü öiêàâèòè, â ïåðøó ÷åðãó ëîêàëüíi

âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ (êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü), à òàêîæ ïèòàííÿ iíâàðiàíòíîñòi

ìíîæèí â ïðîñòîði ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié. Äàíi ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi â

[163]. Îñíîâíi ïðèïóùåííÿ íà çàãàþâàíèé åëåìåíò ¹ óçàãàëüíåííÿìè íà

íåàâòîíîìíèé âèïàäîê óìîâ, ùî îáãîâîðþâàëèñÿ ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi.

Ðîçãëÿäà¹ìî íåàâòîíîìíå ïàðàáîëi÷íå Ð×Ï iç çàãàþâàííÿì. Íà âiäìiíó

âiä ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü, ìè ðîçãëÿíåìî ìîäåëü, â ÿêié îäíî÷àñíî ïðèñóòíi

äâà ðiçíèõ òèïà çàãàþâàíü (çîñåðåäæåíå òà ðîçïîäiëåíå), ÿêi îïèñóþòüñÿ çà

äîïîìîãîþ iíòåãðàëà Ñòiëò'¹ñà. Çàãàþâàííÿ îáîõ òèïiâ çàëåæàòü âiä ñòàíó.
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Ïåðøà ìåòà öüîãî ïiäðîçäiëó - âèâ÷åííÿ áàçîâèõ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ

- iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü, à òàêîæ óçàãàëüíåííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ïðèíöèïà

iíâàðiàíòíîñòi íà âèïàäîê ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿìè,

çàëåæíèìè âiä ñòàíó. Äðóãîþ ìåòîþ ðîáîòè ¹ ïðèòÿãóâàííÿ óâàãè äîñëiäíèêiâ

(ÿêi ïðàöþþòü, íàïðèêëàä, â îáëàñòi áiîëîãi¨ òà ôiçèêè) äî îáãîâîðþâàíîìó

øèðîêîìó êëàñó ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì òà àêöåíòóâàííÿ óâàãè íà âàæëèâié

"âíóòðiøíié âëàñòèâîñòi" íà çàãàþâàííÿ (äèâ. (AJ5) íèæ÷å). Öÿ âëàñòèâiñòü

¹ óçàãàëüíåííÿì îñíîâíî¨ "iãíîðóþ÷î¨ óìîâè" òà ìîæå áóòè êîðèñíîþ äëÿ

øèðîêîãî ñïåêòðó çàäà÷ iç çàãàþâàííÿì (ÿê ÇÄÐ òàê i Ð×Ï).

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü äëÿ ÷àñòêîâîãî àâòîíîìíîãî âèïàäêà áóëè îòðèìàíi

â [161]. Äëÿ îãëÿäó iñíóþ÷î¨ ëiòåðàòóðè ïî ïðèíöèïó iíâàðiàíòíîñòi (Ð×Ï)

äèâ., íàïðèêëàä, [186]. Ìè ðîáèìî àêöåíò íà çàãàþâàííèõ åëåìåíòàõ, à íå íà

Ð×Ï. Íàñêiëüêè íàì âiäîìî, ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó, ðàíiøå íå âèâ÷àâñÿ.

3.6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà ïðèêëàäè. Ïîçíà÷èìî X - ïðîñòið

Áàíàõà ç íîðìîþ || · ||, òà r > 0 ñòàëà. Ïîäiáíî ïîïåðåäíiì ïîçíà÷åííÿì,

C ≡ C([−r, 0];X) - ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ϕ : [−r, 0] → X ç íîðìîþ

ñóïðåìóìà || · ||C . ßê çàçâè÷àé, äèâ. [30, 95], äëÿ äîâiëüíèõ a ≤ b, t ∈ [a, b] òà

íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ u : [a − r, b] → X, ìè ïîçíà÷à¹ìî ut åëåìåíò ïðîñòîðó

C, ÿêèé âèçíà÷åíèé çà ôîðìóëîþ ut = ut(θ) ≡ u(t + θ) äëÿ θ ∈ [−r, 0].

Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàòîð −A (êîìïàêòíî¨) C0 ïiâãðóïè {e−At}t≥0 ≡ {T̂ (t)}t≥0 íà

X ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ ||T̂ (t)|| ≤ eωt äëÿ âñiõ t ≥ 0, äå ω ∈ R - ñòàëà.

Ìè äîñëiäæó¹ìî íàñòóïíå íåàâòîíîìíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿìè, çàëåæíèìè âiä ñòàíó (ÇÇÑ)

du(t)

dt
+ Au(t) = B

(
t, ut

)
, t ≥ a (3.110)

iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ua = u|[a−r,a] = ϕ ∈ C ≡ C([−r, 0];X). (3.111)

Çàãàþâàíèé åëåìåíò B : R× C → X ìà¹ âèãëÿä

B
(
t, ψ
)
≡ G

(
t, ψ(0), F (t, ψ)

)
, (3.112)
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äå G : R×X ×X → X - íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òà çàãàþâàíèé ôóíêöiîíàë

F : R×C → X ïðåäñòàâëåíèé iíòåãðàëîì Ñòiëò'¹ñà (îäíî÷àñíî âêëþ÷à¹ â ñåáå

äèñêðåòíi òà ðîçïîäiëåíi ÇÇÑ)

F (t, ψ) ≡
∫ 0

−r
p (t, ψ(θ)) · dg(θ, t, ψ), p : R×X → X. (3.113)

Óìîâè íà g ñôîðìóëüîâàíi íèæ÷å (äèâ. (AJ1)-(AJ5)).

Êëàññ ðiâíÿíü, ùî îïèñàíi (3.110), (3.112), (3.113) ¹ äóæå øèðîêèì

òà âêëþ÷à¹ áàãàòî ðiâíÿíü, ÿêi iíòåíñèâíî âèâ÷àëèñÿ âïðîäîâæ îñòàííiõ

äåñÿòèëiòü (áåç âðàõóâàííÿ çàëåæíîñòi çàãàþâàíü âiä ñòàíó). Íèæ÷å ìè

âiäìi÷à¹ìî òiëüêè äâà ïðèêëàäè òà âiäñèëà¹ìî ÷èòà÷à äî äæåðåë [220, 155]

äëÿ ïîäàëüøèõ ïîñèëàíü òà îáãîâîðåíü.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé X = L2(Ω), äå Ω ⊂ RN - ãëàäêà îáìåæåíà îáëàñòü.

Îïåðàòîð A, ÿê i ðàíiøå, çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi (À1) ç îáëàñòþ D(A) ⊂ L2(Ω)

ÿêùî ìè ïîçíà÷èìî G(t, u, v) = v−du (d ≥ 0 ñòàëà), òî B
(
t, ut

)
= F (t, ut)−du

òà ðiâíÿííÿ (3.110) ïðèéìà¹ âèãëÿä

∂

∂t
u(t, x) + Au(t, x) + du(t, x) =

(
F (ut)

)
(x), (3.114)

ç, íàïðèêëàä,(
F (ψ)

)
(x) ≡

∫ 0

−r

{∫
Ω

p (ψ(θ, y)) f(x− y)dy

}
· dg(θ, ψ), x ∈ Ω, (3.115)

äå f : Ω − Ω → R - îáìåæåíà âèìiðíà ôóíêöiÿ, p : R → R. Öå íåëîêàëüíå

àâòîíîìíå ðiâíÿííÿ äîñëiäæóâàëîñÿ â [161]. Ëåãêî áà÷èòè, ùî iíòåãðàëüíèé

çàãàþâàíèé åëåìåíò, ÿêèé ïðåäñòàâëåíèé (3.115) âêëþ÷à¹ âèïàäêè:

a) ÷èñòî çîñåðåäæåíå ÇÇÑ:
(
F (ψ)

)
(x) =

∑
k

∫
Ω p (ψ(−ηk(ψ), y)) f(x− y) dy;

b) ÷èñòî ðîçïîäiëåíå ÇÇÑ:
(
F (ψ)

)
(x)=

∫ 0

−r
{∫

Ω p (ψ(θ, y)) f(x− y)dy
}
ξ(θ, ψ)dθ.

Öi âèïàäêè âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ àâòîðà [155, 156, 159]. Òàêîæ ìîæíà

ðîçãëÿäàòè ëîêàëüíi çàãàþâàííÿ (çîñåðåäæåíå òà /àáî ðîçïîäiëåíå ÇÇÑ)(
F (ψ)

)
(x) ≡

∫ 0

−r
p (ψ(θ, x)) · dg(θ, ψ), x ∈ Ω. (3.116)

Âèùå çãàäàíi òèïè ðiâíÿíü âêëþ÷àþòü ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà ç äèôóçi¹þ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [197]) ç ÇÇÑ òîáòî, ðiâíÿííÿ (3.114) ç −A - îïåðàòîð Ëàïëàñà ç
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ãðàíè÷íèìè óìîâàìè Äèðèõëå àáî Íåéìàíà, Ω ⊂ RN - îáìåæåíà îáëàñòü ç

ãëàäêîþ ìåæåþ, íåëiíiéíà ôóíêöiÿ (ôóíêöiÿ íàðîäæóâàíîñòi) p ìà¹ âèãëÿä

p(w) = p1 · we−w, p1 ∈ R.
Ïðèêëàä 2 (ñèñòåìà ðåàêöi¨-äèôóçi¨ ç çàãàþâàííÿì). Íåõàé Ω ⊂ RN -

îáìåæåíà îáëàñòü ç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω,4 îïåðàòîð Ëàïëàñà íà Ω. Ðîçãëÿíåìî

ñèñòåìó
∂ui

∂t (x, t) = di4ui(x, t) +Gi(t, F i(t, u1
t (x, ·), . . . , umt (x, ·))), t > a, x ∈ Ω,

αi(x)ui(x, t) + ∂nu
i(x, t) = 0, t > a, x ∈ ∂Ω,

ui(x, a+ θ) = ϕi(x, θ), θ ∈ [−r, 0], x ∈ Ω,

(3.117)

äå i = 1, . . . ,m. Â (3.117), di ≥ 0 òà di = 0 ìè íå íàêëàäà¹ìî ãðàíè÷íi

óìîâè íà ui, αi ∈ C1+α(∂Ω), α ∈ (0, 1). Ôóíêöi¨ Gi : R2 → R ¹ ëîêàëüíî

ëèïøèöåâi òà çàãàþâàíi ôóíêöiîíàëè F i : R×C([−r, 0];Rm)→ R ïðåäñòàâëåíi

iíòåãðàëàìè Ñòiëò'¹ñà (îäíî÷àñíî âêëþ÷àþòü çîñåðåäæåíi òà ðîçïîäiëåíi ÇÇÑ)

ïîäiáíî (3.113). Ñèñòåìà (3.117) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi (3.110)-

(3.112) íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïîçíà÷èìî X ≡ C(Ω̄;Rm) òà (äèâ., íàïðèêëàä ó,

[135, p.5], [134] òà ïîñèëàííÿ â öèõ ðàáîòàõ). Íåõàé A0
i îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé

A0
iyi = di∆yi (àáî A0

iyi = 0 ó âèïàäêó di = 0) íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

D(A0
i ) ≡ {yi ∈ C1(Ω̄) ∩ C2(Ω); αiyi + ∂ny

i = 0 íà ∂Ω} (àáî D(A0
i ) ≡ C(Ω̄)

ó âèïàäêó di = 0)). Îïåðàòîð Ai ¹ çàìêíåííÿì îïåðàòîðà A0
i íà C(Ω̄) òà

A ≡ (Ai)
m
i=1. Ïîçíà÷èìî {Ti(t)}t≥0 (ñèëüíî-íåïåðåðâíó) C0-ïiâãðóïó íà C(Ω̄),

ïîðîäæåíó îïåðàòîðîì Ai òà T̂ ≡ (Ti)
m
i=1. Âiäîìî [134], ùî T̂ ¹ C0-ïiâãðóïîþ

íà X = C(Ω̄;Rm), ÿêà ¹ àíàëiòè÷íîþ (òà êîìïàêòíîþ ÿêùî âñi di > 0) òà

A ¹ ¨¨ ãåíåðàòîðîì. Ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm) â (3.117) íàëåæèòü

C([−r, 0];X). Ñèñòåìà (3.117) âèâ÷àëàñÿ (áåç ÇÇÑ), íàïðèêëàä, â [134].

Â ÿêîñòi ùå îäíîãî çàñòîñóâàííÿ, ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè íàñòóïíó ìîäåëü
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Ëîòêè-Âîëüòåððà (ç äèôóçi¹þ) äëÿ n âèäiâ
∂ui

∂t (x, t) = di4ui(x, t) + biu
i(t, x)

[
1−

∑n
j=1 cij

∫ 0

−r u
j(x, t+ θ)) dgij(θ, ut)

]
,

∂nu
i(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω,

ui(x, a+ θ) = ϕi(x, θ), θ ∈ [−r, 0], x ∈ Ω,

(3.118)

äå bi, cij - äîäàòíi ñòàëi òà gij ¹ íåñïàäàþ÷èìè çà ñâî¹þ ïåðøîþ êîîðäèíàòîþ

ôóíêöiÿìè òà çàäîâiëüíÿþòü gij(0, ·) − gij(−r, ·) = 1. Áàãàòî öiêàâèõ

âëàñòèâîñòåé öi¹¨ ñèñòåìè (àâòîíîìíî¨ òà áåç ÇÇÑ) îáãîâîðþâàëèñü â ðîáîòi

[135] (äèâ. òàêîæ ïîñèëàííÿ öi¹¨ ðîáîòè).

Ïiäõiä, ðîçâèíóòèé â íàøié ðîáîòi ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî áiëüø

çàãàëüíèõ êëàñiâ ðiâíÿíü âèãëÿäó (3.110) ç íåëiíiéíîñòüþ B, íàïðèêëàä ó,

òàêî¨ ôîðìi (ïîðiâíÿéòå (3.112)) B
(
t, ut

)
≡ G

(
t, F 1(t, ut), . . . , F

k(t, ut)
)
, ç F i

ÿê ó (3.113). Ìè ôîðìóëþ¹ìî íàøi ðåçóëüòàòè äëÿ B, çàäàíî¨ â (3.112), äëÿ

ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ òà âèõîäÿ÷è ç ìîòèâàöi¨ (3.118).

3.6.2. Ëîêàëüíå iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Íàñòóïíi ïðèïó-

ùåííÿ íà çàãàþâàííÿ, ÿêå çàëåæèòü âiä ÷àñó òà ñòàíó ¹ óçàãàëüíåííÿìè íà

íåàâòîíîìíèé âèïàäîê óìîâ, ùî çàïðîïîíîâàíi â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi (äèâ.

[161]).

(AJ1) Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî (t, ϕ) ∈ R × C, ôóíêöiÿ [−r, 0] 3
g(·, t, ϕ) → R ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ íà [−r, 0]. Âàðiàöiÿ V 0

−rg ôóíêöi¨ g ¹

ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ, òîáòî

∃MV g > 0 : ∀(t, ϕ) ∈ R× C ⇒ V 0
−rg(·, t, ϕ) ≤MV g.

Âiäîìî, ùî äîâiëüíà ìiðà Ëåáåãà-Ñòiëò'¹ñà (ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç ôóíêöi¹þ g)

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê ñóìà ìið: çîñåðåäæåíî¨ (äèñêðåòíî¨), àáñîëþòíî

íåïåðåðâíî¨ òà ñèíãóëÿðíî¨. Ìè ïîçíà÷à¹ìî âiäïîâiäíå ðîçáèòòÿ ôóíêöi¨ g

íàñòóïíèì ÷èíîì

g(θ, t, ϕ) = gd(θ, t, ϕ) + gac(θ, t, ϕ) + gs(θ, t, ϕ) = gd(θ, t, ϕ) + gc(θ, t, ϕ), (3.119)

äå gd(θ, t, ϕ) âiäïîâiäà¹ äèñêðåòíié ìiði (ôóíêöiÿ ñòðèáêiâ), gac(θ, t, ϕ)

àáñîëþòíî íåïåðåðâíà òà gs(θ, t, ϕ) ¹ ñèíãóëÿðíîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ,
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êîæíà ÿê ôóíêöiÿ ñâî¹¨ ïåðøî¨ êîîðäèíàòè (äèâ. [14] äëÿ äåòàëåé). Òàêîæ

ìè ïîçíà÷à¹ìî íåïåðåðâíó ÷àñòèíó gc ≡ gac + gs.

Íàøèìè íàñòóïíèìè ïðèïóùåííÿìè ¹

(AJ2) Äëÿ êîæíîãî θ ∈ [−r, 0], ôóíêöiÿ gc íåïåðåðâíà çà ñâî¨ìè äðóãié

i òðåòié êîîðäèíàòàìè, òîáòî ∀θ ∈ [−r, 0], ∀(t, ϕ), (tn, ϕn) ∈ R × C :

(tn, ϕn)→ (t, ϕ) ó R× C (n→ +∞)⇒ gc(θ, t
n, ϕn)→ gc(θ, t, ϕ).

(AJ3) Ôóíêöiÿ gd(θ, t, ϕ) íåïåðåðâíà âiäíîñíî (t, ϕ) â òîìó ñåíñi, ùî

ðîçðèâè ôóíêöi¨ gd(θ, t, ϕ) â òî÷êàõ {θk} ⊂ [−r, 0] çàäîâiëüíÿþòü óìîâi:

iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ηk : R × C → [0, r] òà hk : R × C → R òàêi,

ùî θk = −ηk(t, ϕ) òà hk(t, ϕ) ¹ ñòðèáêîì ôóíêöi¨ gd â òî÷öi θk = −ηk(t, ϕ),

òîáòî hk(t, ϕ) ≡ gd(θk + 0, t, ϕ)− gd(θk − 0, t, ϕ).

Âðàõîâóþ÷è, ùî gd ìîæå, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ìàòè íåñêií÷åííå

(çëi÷åíå) ÷èñëî òî÷îê ðîçðèâó {θk}, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ðÿä
∑

k hk(t, ϕ)

çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíié îáìåæåíié ìíîæèíi â

R× C.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (3.119), ìè îòðèìó¹ìî, ùî (AJ3) îçíà÷à¹, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî (t, χ) ∈ R× C ìà¹ìî Φd(t, χ) ≡
∫ 0

−r χ(θ) dgd(θ, t, ϕ) =∑
k χ(θk) ·hk(t, ϕ) =

∑
k χ(−ηk(t, ϕ)) ·hk(t, ϕ). Òóò âñi ηk òà hk ¹ íåïåðåðâíèìè

ôóíêöiÿìè.

Ïåðøèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà (ïîðiâí. [161, ëåìà 1])

Òåîðåìà 3.67 . Ïðèïóñòèìî, ùî G : R × X × X → X íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ p : R×X → X (äèâ. (3.113)) ¹ ëèïøèöåâèì (||p(t, u)−p(s, v)|| ≤
Lp(|s− t|+ ||u− v||), òà çàäîâiëüíÿ¹ ||p(s, u)|| ≤ C1||u||+ C2,∀(s, u) ∈ R×X
ç äåÿêèìè Ci ≥ 0. Â óìîâàõ (AJ1)� (AJ3), íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ B :

R× C → X, âèçíà÷åíå â (3.112), ¹ íåïåðåðâíèì.

Çàóâàæåííÿ 3.68 Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ B íå

¹ ëèïøèöåâèì â ïðèñóòíîñòi çîñåðåäæåíèõ ÇÇÑ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.67. Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ¹

íåïåðåðâíèì, äîñòàòíüî (äèâ. (3.112)) äîâåñòè íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ F ,

âèçíà÷åíîãî â (3.113).
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Ñïî÷àòêó ìè ðîçäiëÿ¹ìî g íà íåïåðåðâíó òà ðîçðèâíó ÷àñòèíè gc ≡ gac + gs

òà gd, âiäïîâiäíî (äèâ. (3.119)). Öå ðîçäiëåííÿ äà¹ âiäïîâiäíå ðîçäiëåííÿ F =

Fc + Fd, äå Fc âiäïîâiäà¹ íåïåðåðâíié ÷àñòèíi gc ≡ gac + gs.

Âèïàäîê 1. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ÷àñòèíó Fc. Çàïèøåìî

Fc(t
1, ϕ)− Fc(t2, ψ) = I1 + I2, (3.120)

äå ìè ïîçíà÷à¹ìî

I1 = I1(ϕ, ψ) ≡
∫ 0

−r

[
p(t1, ϕ(θ))− p(t2, ψ(θ))

]
dgc(θ, t

1, ϕ), (3.121)

I2 = I2(ϕ, ψ) ≡
∫ 0

−r
p(t2, ψ(θ)) d [gc(θ, t

1, ϕ)− gc(θ, t2, ψ)]. (3.122)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ôóíêöi¨ p òà (AJ1), ìîæíà ïåðåâiðèòè,

ùî

||I1|| ≤ Lp(|t1 − t2|+ ||ϕ− ψ||C) ·MV g. (3.123)

öå ïîêàçó¹ , ùî ||I1|| → 0 ïðè |t1 − t2|+ ||ϕ− ψ||C → 0.

Äëÿ òîãî, àáè ïîêàçàòè, ùî ||I2|| → 0 (ïðè t1 → t2 òà ϕ → ψ â ïðîñòîði C)

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïðèïóùåííÿ (AJ1) òà (AJ2) òà çàñòîñîâó¹ìî ïåðøó òåîðåìó

Õåëëi [14, ñòð. 359].

Âèïàäîê 2. Òåïåð äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü Fd (çîñåðåäæåíi çàãàþâàííÿ ).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi ϕ ∈ C, t ∈ R òà ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi {ϕn} ⊂
C òà {tn} ⊂ R òàêi, ùî ||ϕn − ϕ||C → 0 è tn → t ïðè n→∞. Íàøîþ ìåòîþ ¹

äîâåäåííÿ òîãî, ùî ||Fd(tn, ϕn)− Fd(t, ϕ)|| → 0.

Ñëiäóþ÷è ïîçíà÷åííÿì (AJ3), ìà¹ìî

Fd(t, ϕ) =
∑
k

p(t, ϕ(−ηk(t, ϕ))) · hk(t, ϕ)

òà íàãàäó¹ìî, ùî öå ìîæå áóòè ðÿä àáî ñêií÷åííà ñóìà. Ðîçäiëÿ¹ìî íàñòóïíèì

÷èíîì

Fd(t
n, ϕn)− Fd(t, ϕ) ≡ Kn

1 +Kn
2 +Kn

3 ∈ X, (3.124)

äå

Kn
1 ≡

∑
k

{p(tn, ϕn(−ηk(tn, ϕn)))− p(t, ϕ(−ηk(tn, ϕn)))} · hk(tn, ϕn),
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Kn
2 ≡

∑
k

p(t, ϕ(−ηk(tn, ϕn))) · [hk(tn, ϕn)− hk(t, ϕ)] ,

Kn
3 ≡

∑
k

{p(t, ϕ(−ηk(tn, ϕn)))− p(t, ϕ(−ηk(t, ϕ)))} · hk(t, ϕ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ôóíêöi¨ p, ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî

||Kn
1 || ≤ Lp(|tn − t|+ ||ϕn − ϕ||C) ·

∑
k

|hk(tn, ϕn)|. (3.125)

Òåïåð îáãîâîðèìî Kn
2 . Óìîâà íà çðiñò ôóíêöi¨ p äà¹ ||p(t, ϕ(−ηk(tn, ϕn)))|| ≤

(C1||ϕ||C + C2). Òàêèì ÷èíîì

||Kn
2 || ≤ (C1||ϕ||C + C2) ·

∑
k

|hk(tn, ϕn)− hk(t, ϕ)|. (3.126)

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî

||Kn
3 || ≤ Lp

∑
k

|hk(t, ϕ)| · ||ϕ(−ηk(tn, ϕn))− ϕ(−ηk(t, ϕ)||. (3.127)

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ||Kn
j || → 0 ïðè n → ∞ äëÿ j = 1, 2, 3. Ïåðøà

âëàñòèâiñòü ||Kn
1 || → 0 âèïëèâà¹ ç (AJ3) òà (3.125). Â (3.126), ðÿä çáiãà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî n îñêiëüêè óìîâà ||ϕn − ϕ||C + |tn − t| → 0 äà¹, ùî

{(t, ϕ), (tn, ϕn)} ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â R × C. Óìîâà (AJ3) ãàðàíòó¹, ùî
êîæíå |hk(tn, ϕn)− hk(t, ϕ)| ¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî (tn, ϕn) òà ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ïðè n → ∞. Çàâäÿêè ðiâíîìiðíié çáiæíîñòi ðÿäó â (3.126) (äèâ. (AJ3)), ìè

îòðèìó¹ìî ||Kn
2 || → 0. Äëÿ äîâåäåííÿ ||Kn

3 || → 0 ìè âiäçíà÷à¹ìî, ùî êîæíå

|hk(t, ϕ)|·||ϕ(−ηk(tn, ϕn))−ϕ(−ηk(t, ϕ)|| (äèâ. (3.127)) ¹ íåïåðåðâíèì çà (tn, ϕn)

òà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n→∞ çàâäÿêè (AJ3) òà ñèëüíié íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨

ϕ ∈ C. Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü (âiäíîñíî (tn, ϕn)) ðÿäà â (3.127) âèïëèâà¹ ç

îöiíêè |hk(t, ϕ)| · ||ϕ(−ηk(tn, ϕn)) − ϕ(−ηk(t, ϕ)|| ≤ |hk(t, ϕ)| · 2||ϕ||C (ïðàâà

÷àñòèíà íå çàëåæèòü âiä n !) òà òåîðåìè Âåéåðøòðàññà ïðî (ðiâíîìiðíó)

ìàæîðîâàíó çáiæíîñòi. Ìè çàêëþ÷à¹ìî, ùî ||Kn
3 || → 0. Îñêiëüêè âñi ||Kn

j || →
0 ïðè n→∞ äëÿ j = 1, 2, 3 ìè äîâåëè âëàñòèâiñòü ||Fd(tn, ϕn)−Fd(t, ϕ)|| → 0.

Òàêèì ÷èíîì îáèäâà âiäîáðàæåííÿ Fc òà Fd ¹ íåïåðåðâíèìè. Äîâåäåííÿ

òåîðåìè 3.67 çàâåðøåíî.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíå
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Âèçíà÷åííÿ 3.69 Ôóíêöiÿ u ∈ C([a − r, T ];X) çâåòüñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

íà iíòåðâàëi [a−r, T ] ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (3.110), (3.111) ÿêùî âîíà çàäîâiëüíÿ¹

(3.111) òà u(t) = e−A(t−a)ϕ(0) +
∫ t
a e
−A(t−s)B(s, us) ds, t ∈ [a, T ].

Òåîðåìà 3.70 . Â ïðèïóùåííÿõ òåîðåìè 3.67, ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.110),

(3.111) ìà¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ C.

Iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó ¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ B : R×
C → X, äîâåäåíié â ïîïåðåäíié òåîðåìi. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàòè

ñòàíäàðòíèé ìåòîä, çàñíîâàíèé íà òåîðåìi Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó (äèâ.

[83, òåîðåìà 3.1, ñ.4]).

Òåîðåìà 3.71 . Íåõàé âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè 3.67. ßêùî äîäàòêîâî

||G(t, u, v)|| ≤ k1(t)(||u|| + ||v||) + k2(t), äå ki ¹ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèìè íà

[a,∞), òî ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíèì, òîáòî âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ t ≥ a.

Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.70 (ïîðiâíÿéòå [220, òåîðåìà 2.3, ñ. 49]).

Äëÿ ¹äèíîñòi ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi äîäàòêîâi

ïðèïóùåííÿ.

(AJ4) Ïîâíà âàðiàöiÿ ôóíêöi¨ gc ≡ gac + gs çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi

∃LV gc ≥ 0 : ∀t1, t2 ≥ a⇒ V 0
−r[gc(·, t1, ϕ)−gc(·, t2, ψ)] ≤ LV gc(|t1−t2|+||ϕ−ψ||C).

(3.128)

(AJ5) Äèñêðåòíà ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ gd çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíié óìîâi:

• iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ηign(t) > 0, òàêà, ùî âñi ηk òà hk "iãíîðóþòü"

çíà÷åííÿ ôóíêöié ϕ(θ) äëÿ θ ∈ (−ηign(t), 0], òîáòî

∃ ηign(t) > 0 : ∀t ≥ a,∀ϕ1, ϕ2 ∈ C : ∀θ ∈ [−r,−ηign(t)], ϕ1(θ) = ϕ2(θ) =⇒

∀k ∈ N⇒ ηk(t, ϕ
1) = ηk(t, ϕ

2) òà hk(t, ϕ
1) = hk(t, ϕ

2).

Çàóâàæåííÿ 3.72 Óìîâà (AJ5) ¹ ïðèðîäíiì óçàãàëüíåííÿì íà íåàâòîíîìíèé

âèïàäîê áàãàòüîõ çîñåðåäæåíèõ çàãàþâàíü, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó, óìîâè,

ÿêà áóëà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [159]. Â [159, 161] ôóíêöiÿ ηign(t) áóëà

ñòàëîþ ηign(t) ≡ ηign > 0. Äëÿ äåòàëåé òà ïðèêëàäiâ äèâ. [159] òà [161].
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Òåîðåìà 3.73 . Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâè (AJ1)� (AJ5) âèêîíàíi, p ÿê â

òåîðåìi 3.67, âiäîáðàæåííÿ G : R × X × X → X íåïåðåðâíå òà ëîêàëüíî

ëèïøèöåâå ïî ñâî¨õ äðóãié òà òðåòié êîîðäèíàòàõ, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî

R > 0 iñíó¹ LG,R > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ t > a, ||ui||, ||vi|| ≤ R âèêîíó¹òüñÿ

||G(t, u1, v1)−G(t, u2, v2)|| ≤ LG,R
(
||u1 − u2||+ ||v1 − v2||

)
. (3.129)

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ C iñíó¹ b = bϕ > a òàêå, ùî ïî÷àòêîâà

çàäà÷à (3.110), (3.111) ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ t ∈ [a, bϕ).

Ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, òîáòî äëÿ äîâiëüíî¨

ïîñëiäîâíîñòi {ϕn}∞n=1 ⊂ C, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ ||ϕn − ϕ||C → 0, iñíó¹ T > a

òàêå, ùî bϕ ≥ T, bϕn ≥ T òà ||unt − ut||C → 0 äëÿ âñiõ t ∈ [a, T ). Òóò un -

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (3.110), (3.111) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕn çàìiñòü ϕ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.73. Äëÿ ñïðîùåííÿ, ìè ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî

÷àñòêîâèé âèïàäîê, êîëè ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ g = gc ≡ gac + gs, òîáòî F = Fc

íå âêëþ÷à¹ çîñåðåäæåíi çàãàþâàííÿ (ÇÇÑ).

Íåõàé (t1, ϕ), (t2, ψ) íàëåæàòü îáìåæåíié ìíîæèíi B ⊂ R × C. Ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî ðîçêëàäàííÿ (3.120). Ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî (äèâ. (3.122))

||I2|| ≤MB · V 0
−r[gc(t

1, ϕ)− gc(t2, ψ)]. (3.130)

Óìîâà (AJ4) òà (3.123) äàþòü ëîêàëüíó ëèïøèöåâiñòü Fc, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî

R > 0 iñíó¹ LFc,R > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ ||ϕ||C ≤ R, ||ψ||C ≤ R, a ≤ t1, t2 ≤ a+R

âèêîíó¹òüñÿ

||Fc(t1, φ)− Fc(t2, ψ)|| ≤ LFc,R
(
|t1 − t2|+ ||φ− ψ||C

)
. (3.131)

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {ϕn} ⊂ C òàêó, ùî ||ϕn − ϕ||C → 0 ïðè n → ∞.

Ïîçíà÷èìî u(t) = u(t;ϕ) äîâiëüíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê (3.110), (3.111) òà

ïîçíà÷èìî un(t) = un(t;ϕn) äîâiëüíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê (3.110), (3.111) iç

ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕn ∈ C. Iñíóâàííÿ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ äîâåäåíî â òåîðåìi

3.70. Òåîðåìà Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó (äèâ., íàïðèêëàä, ó [220, òåîðåìà

2.1, ñ.46]), ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â äîâåäåííi òåîðåìè 3.70, äà¹ ìîæëèâiñòü
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âèáîðó R > 0 òà T > a äëÿ âèêîíàííÿ ||ϕn||C ≤ R, ||un(t;ϕn)|| ≤ R äëÿ

âñiõ t ∈ [a, T ] òà n äîñòàòíüî âåëèêîãî.

Âiäçíà÷èìî, ùî êîìïàêòíiñòü {ϕn}∞n=1 ⊂ C òà äåòàëüíå äîâåäåííÿ [220,

òåîðåìà 2.1, ñ.46]) äàþòü iñíóâàííÿ T > a òàêîãî, ùî bϕ ≥ T òà bϕn ≥ T .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíó âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ (3.129) âiäîáðàæåííÿ G ,

(3.131) òà âèãëÿä (3.112), ìè îòðèìó¹ìî

||B(t, ϕ)−B(t, ψ)|| ≤ LG,R(1 + LFc,R)||ϕ− ψ||C . (3.132)

Òàêèì ÷èíîì äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ [a, T ] ìà¹ìî (íàãàäà¹ìî, ùî ||T̂ (t)|| ≡
||e−At|| ≤ eωt òà F = Fc)

||ut − unt ||C ≤ eω(T−a)||ϕ− ϕn||C + LG,R(1 + LFc,R)eω(T−a) ·
∫ t

a

||us − uns ||C ds.

Îñòàííÿ îöiíêà (çà äîïîìîãîþ ëåìè Ãðîíóîëà) äà¹

||ut − unt ||C ≤ eLG,R(1+LFc,R)eω(T−a)eω(T−a) · ||ϕ− ϕn||C .

Òàêèì ÷èíîì

||ut−unt ||C ≤ CT ·||ϕ−ϕn||C , ∀t ∈ [a, T ], CT ≡ eω(T−a) exp{LG,R(1+LFc,R)eω(T−a)}.
(3.133)

öå äà¹ ¹äèíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó òà íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâî¨

ôóíêöi¨ ó âèïàäêó g = gc.

Äðóãèé ÷àñòêîâèé âèïàäîê g = gd (öiëêîì çîñåðåäæåíå çàãàþâàííÿ)

òà òiëüêè îäíà òî÷êà ðàçðèâó áóâ äåòàëüíî ðîçãëÿíóòèé â ðîáîòi [159]

(àâòîíîìíèé âèïàäîê). Áóëî äîâåäåíî [159], ùî (AJ5) äà¹ áàæàíèé ðåçóëüòàò.

Çàðàç ìè ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê - îáèäâà òèïè çàãàþâàííÿ,

çîñåðåäæåíå òà ðîçïîäiëåíå, âêëþ÷íî ç âèïàäêîì áàãàòüîõ çîñåðåäæåíèõ ÇÇÑ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçùåïëåííÿ F = Fd + Fc, ìè ìà¹ìî, çà âèçíà÷åííÿì

ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó, ùî

un(t)− u(t) = e−A(t−a)(ϕn(0)− ϕ(0)) +

∫ t

a

e−A(t−τ) {Fd(τ, unτ )− Fd(τ, uτ)} dτ

+

∫ t

a

e−A(t−τ) {Fc(τ, unτ )− Fc(τ, uτ)} dτ.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.131), îòðèìó¹ìî äëÿ âñiõ t ∈ [a, T ]

||un(t)−u(t)|| ≤ ||ϕn(0)−ϕ(0)||eω(T−a)+eω(T−a)LG,R

∫ t

a

||Fd(τ, unτ )−Fd(τ, uτ)|| dτ

+LG,R(1 + LFc,R)eω(T−a)

∫ t

a

||unτ − uτ ||C dτ

= Gn(t) + LG,R(1 + LFc,R)eω(T−a)

∫ t

a

||unτ − uτ ||C dτ, (3.134)

äå

Gn(t) ≡ ||ϕn(0)− ϕ(0)||eω(T−a) + LG,Re
ω(T−a)

∫ t

a

||Fd(τ, unτ )− Fd(τ, uτ)|| dτ

(3.135)

¹ íåñïàäàþ÷îþ (çà ÷àñîâîþ çìiííîþ) ôóíêöi¹þ. Çà äîïîìîãîþ ëåìè Ãðîíóîëà,

îòðèìó¹ìî

||unt − ut||C ≤ Gn(t) · e(t−a)LG,R(1+LFc,R)eω(T−a). (3.136)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå c > T òà ïîçíà÷èìî ηign ≡ min{ηign(t) : t ∈ [a, c]}.
Çà óìîâè (AJ5), ηign(t) > 0 íåïåðåðâíà, òàêèì ÷èíîì ηign > 0. Ïîçíà÷èìî

σ ≡ min{T, a+ ηign} > a.

Òåïåð íàøà çàäà÷à - ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî t ∈ [a, σ) ìè

ìà¹ìî Gn(t)→ 0 ïðè n→∞ (íàãàäà¹ìî, ùî ||ϕn − ϕ||C → 0).

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ ïðîäîâæåííÿ

ϕ(s) ≡

[
ϕ(s), s ∈ [−r, 0];

ϕ(0), s ∈ (0, σ)
òà ϕn(s) ≡

[
ϕn(s), s ∈ [−r, 0];

ϕn(0), s ∈ (0, σ)
.

Âàæëèâèì íàñëiäêîì óìîâè (AJ5) ¹ ðiâíiñòü Fd(t, ut) = Fd(t, ϕ̄t) äëÿ âñiõ

t ∈ [a, σ) òà äîâiëüíîãî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó u : [a − r, σ) → X, ùî çàäîâiëüíÿ¹

ua = ϕ. Òàêèì ñàìèì ÷èíîì Fd(t, u
n
t ) = Fd(t, ϕ̄

n
t ) äëÿ âñiõ t ∈ [a, σ). Òàêèì

÷èíîì, íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ Fd äà¹ ||Fd(τ, ϕnτ )−Fd(τ, ϕτ)|| → 0 äëÿ âñiõ

τ ∈ [a, σ).

Çàóâàæåííÿ 3.74 Âiäçíà÷èìî, ùî öåé âèïàäîê ¹ ïðîñòiøèì, íiæ â

äîâåäåííi òåîðåìè 3.67 (äèâ. (3.124)) îñêiëüêè ìè îöiíþ¹ìî Fd ïðè îäíàêîâèõ

ïåðøèõ êîîðäèíàòàõ (ìîìåíòàõ ÷àñó τ ∈ [a, σ)).
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Âëàñòèâiñòü ||Fd(τ, ϕnτ ) − Fd(τ, ϕτ)|| → 0 äëÿ âñiõ τ ∈ [a, σ) òà ðiâíîìiðíà

îáìåæåíiñòü åëåìåòà äîçâîëÿþòü íàì çàñòîñóâàòè êëàñè÷íó ëåìó Ëåáåãà-Ôàòó

(äèâ. [8, ñ.32]) äëÿ ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ ||Fd(τ, ϕnτ )− Fd(τ, ϕτ)|| òà îòðèìàòè, ùî
Gn(t) → 0 ïðè n → ∞ (äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî t ∈ [a, σ)). Òàêèì ÷èíîì,

(3.136) äà¹ íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó âiä ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨

äëÿ âñiõ t ∈ [a, σ). Çîêðåìà, öå äà¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü

÷àñó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êîìïîçèöiþ (çàâäÿêè ¹äèíîñòi) äëÿ êðîêiâ ìåíøèõ

òà ðiâíèõ, ñêàæiìî (σ − a)/2 (áiëüøå äåòàëåé â [159]). Îñêiëüêè êîìïîçèöiÿ

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ íåïåðåðâíèì, äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.73 çàâåðøåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.75 Îáãîâîðþþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.73, ìè áà÷èìî, ùî ó

âèïàäêó g = gc (âiäñóòíi çîñåðåäæåíi ÇÇÑ) çàãàþâàíå âiäîáðàæåííÿ F = Fc

¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèì (äèâ. (3.131)) òà, ÿê íàñëiäîê, ìà¹ìî ñòàíäàðòíó

îöiíêó äëÿ ðiçíèöi äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ (3.133) â òåðìiíàõ ðiçíèöi ïî÷àòêîâèõ

ôóíêöié ||ϕ − ϕn||C. Ó âèïàäêó ïðèñóòíîñòi çîñåðåäæåíèõ ÇÇÑ, ìè ìà¹ìî

îöiíêó (3.136) ç Gn, âèçíà÷åíîþ â (3.135), òà äëÿ çàñòîñóâàííÿ ëåìè Ëåáåãà-

Ôàòó áóëî äîñòàòíüî âëàñòèâîñòi ||Fd(τ, ϕnτ ) − Fd(τ, ϕτ)|| → 0, ÿêå íå äà¹

iíôîðìàöi¨ ïðî ðiçíèöþ ||F (t, ϕn)−F (t, ϕ)|| â òåðìiíàõ ||ϕ−ϕn||C (öå òî÷íî íå

âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ!). Ìîæëèâèì ñïîñîáîì îòðèìàòè òàêó iíôîðìàöiþ

¹ âèêîðèñòàííÿ ìîäóëÿ íåïåðåðâíîñòi ωf(δ;Y ). Íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ öüîãî

ïîíÿòòÿ ωf(δ;Y ) ≡ sup{||f(x) − f(y)|| : x, y ∈ Y, ||x − y|| ≤ δ}. Äëÿ

ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ ìè ðîçãëÿíåìî Fd ç îäíèì çîñåðåäæåíèì ÇÇÑ. Ìà¹ìî

(äèâ. (3.124) ç t = tn = τ)

Fd(τ, ϕ
n)− Fd(τ, ϕ) = p(τ, ϕn(−η(τ, ϕn))) · h(τ, ϕn)− p(τ, ϕ(−η(τ, ϕ))) · h(τ, ϕ).

(3.137)

îöiíêè äëÿ Kn
i , i = 1, 2, 3 (äèâ. (3.125)- (3.127) ç k = 1) ïîêàçóþòü, ùî

||Fd(τ, ϕn)− Fd(τ, ϕ)|| ≤ LpV
0
−rgd · ||ϕ− ϕn||C

+(C1||ϕ||C+C2)·ωh
(
||ϕ− ϕn||C ; Ỹ

)
+LpV

0
−rgd·ωϕ

(
ωη

(
||ϕ− ϕn||C ; Ỹ

)
; [−r, 0]

)
,

äå ìè ïîçíà÷à¹ìî Ỹ ≡ {(t, ϕ̄t), (t, ϕ̄nt ) : t ∈ [a, σ1], n ∈ N}, ç a < σ1 < σ.



175

Çà âëàñòèâiñòþ (AJ1) ìà¹ìî V 0
−rgd ≤MV g òà

||Fd(τ, ϕn)−Fd(τ, ϕ)|| ≤ LpMV g·
[
||ϕ− ϕn||C + ωϕ

(
ωη

(
||ϕ− ϕn||C ; Ỹ

)
; [−r, 0]

)]
+(C1||ϕ||C + C2) · ωh

(
||ϕ− ϕn||C ; Ỹ

)
. (3.138)

Îñêiëüêè ϕn → ϕ â ïðîñòîði C, ìè áà÷èìî, ùî Ỹ ¹ êîìïàêòîì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (AJ3) òà êëàñè÷íó òåîðåìó Êàíòîðà, ìè çíà¹ìî, ùî

h òà η ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèìè íà Ỹ òà ωh

(
||ϕ− ϕn||C ; Ỹ

)
→ 0 òà

ωη

(
||ϕ− ϕn||C ; Ỹ

)
→ 0 ïðè ||ϕ − ϕn||C → 0. Íàãàäà¹ìî, ùî Fd(t, ut) =

Fd(t, ϕ̄t), Fd(t, u
n
t ) = Fd(t, ϕ̄

n
t ) òà ñêîðèñòà¹ìîñü ||ϕ̄t − ϕ̄nt ||C ≤ ||ϕ − ϕn||C.

Îñòàòî÷íî, ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî îöiíêó (3.75) â (3.135), à ïîòiì îöiíêó äëÿ Gn

â (3.136) äëÿ îòðèìàííÿ îöiíêè ðiçíèöi äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ â òåðìiíàõ ðiçíèöi

ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ||ϕ− ϕn||C.

Çàóâàæåííÿ 3.76 Â òåîði¨ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÇÇÑ

[205, 98], ¹ çâè÷àéíèì îáìåæóâàòè êëàñ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ϕ äî êëàñà

ëèïøèöåâèõ ôóíêöié (äèâ. ïåðøèé ïiäõiä äî ðiâíÿííü ç ÇÇÑ â íàøié ðîáîòi).

Â öüîìó âèïàäêó çàçâè÷àé îáìåæó¹òüñÿ ìíîæèíà ÇÇÑ (îáèäâà η òà h) äî

ìíîæèíè ëèïøèöåâèõ ôóíêöié. Â òàêié ïîñòàíîâöi ïîïåðåäí¹ çàóâàæåííÿ,

âî÷åâèäü, äà¹ âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ âiäîáðàæåííÿ Fd òà òàêèì ÷èíîì

âiäîáðàæåííÿ F . Öå âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi f ∈ Lip(Lf ;Y ) =⇒ ωf(δ;Y ) ≤
Lf · δ òà îöiíîê, ùî íàâåäåíi âèùå.

3.6.3. Ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi. Öåé ïóíêò ïðèñâÿ÷åíèé ôóíäàìåíòàëü-

íîìó ïðèíöèïó iíâàðiàíòíîñòi [134] òà éîãî óçàãàëüíåííþ íà âèïàäîê ðiâíÿíü ó

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç äèñêðåòíèì (çîñåðåäæåíèì) çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü

âiä ñòàíó.

Òàêîæ âiäìiòåìî ðîáîòó [186] Â.Ðóåñà (W.Ruess, 2009) â ÿêié îáãîâîðþþòüñÿ

âàæëèâi óçàãàëüíåííÿ ïðèíöèïà iíâàðiàíòíîñòi (âèïàäêè áåç ÇÇÑ) òà

ïðåäñòàâëåíèé îãëÿä iñíóþ÷î¨ íà òîé ÷àñ ëiòåðàòóðè íà öþ òåìó. Â

íàøèõ äîñëiäæåííÿõ, ÿê âiäìi÷àëîñü ðàíiøå, îñíîâíèé àêöåíò çðîáëåíèé íà
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çàãàþâàííi åëåìåíòè, à íå íà óçàãàëüíåííÿ îïåðàòîðiâ, ùî âêëþ÷àþòü ÷àñòèííi

ïîõiäíi.

Ñëiäóþ÷è ðîáîòi [134], â ÿêié äîâåäåíèé ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi äëÿ ðiâíÿíü

ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì, ìè ïðèïóñêà¹ìî âèêîíàíèìè

íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

(H1) D ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ [a− r,∞)×X òà D(t) ≡ {x ∈ X : (t, x) ∈
D} íå ïóñòå äëÿ êîæíîãî t ≥ a− r.

(H2) D ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ [a,∞) × C, âèçíà÷åíîþ D ≡ {(t, ϕ) :

ϕ(θ) ∈ D(t+ θ) äëÿ âñiõ −r ≤ θ ≤ 0}. Òàêîæ, D(t) ≡ {ϕ ∈ C : (t, ϕ) ∈ D}
äëÿ êîæíîãî t ≥ a, òà ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ìíîæèíà D(t) íå ïóñòà äëÿ

êîæíîãî t ≥ a.

(H3) Äëÿ êîæíîãî b > a iñíóþòü K̂(b) > 0 òà íåïåðåðâíà íåñïàäàþ÷à ôóíêöiÿ

ηb : [0, b− a)→ [0,∞), ùî çàäîâiëüíÿ¹ ηb(0) = 0 òà âëàñòèâiñòü, ùî ÿêùî

a ≤ t1 < t2 ≤ b, x1 ∈ D(t1), òà x2 ∈ D(t2), òî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

w : [t1, t2]→ X òàêà, ùî w(t1) = x1, w(t2) = x2, w(t) ∈ D(t) äëÿ t1 < t < t2,

òà

|w(t)− w(s)| ≤ ηb(|t− s|) + K̂(b)|t− s||x2 − x1|
t2 − t1

äëÿ âñiõ s, t ∈ [t1, t2].

(H4) B íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç D(B) â X, äå D ⊂ D(B) ⊂ [a,∞)× C.

Çàóâàæåííÿ 3.77 [134, ñ. 16]. ßêùî D îïóêëå, òî (H3) âèêîíó¹òüñÿ

àâòîìàòè÷íî, âèçíà÷àþ÷è

w(t) =
(t2 − t)x1 + (t− t1)x2

(t2 − t1)
äëÿ t1 ≤ t ≤ t2.

Ìè áà÷èìî, ùî ||w(t) − w(s)|| =
∥∥∥ (s−t)x1+(t−s)x2

(t2−t1)

∥∥∥ ≤ ||x1−x2||
(t2−t1) |t − s| äëÿ t1 ≤ s <

t ≤ t2 i òàêèì ÷èíîì (H3) âèêîíàíî ç K̂(b) ≡ 1 òà ηb = 0.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

d(x;D(t)) ≡ inf{|x− y| : y ∈ D(t)} äëÿ x ∈ X, t ≥ a.
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Ôóíäàìåíòàëüíèì êðèòåði¹ì iíâàðiàíòíîñòi ìíîæèíè D, ÿêèé çâåòüñÿ

ñóáòàíãåíöiàëüíîþ óìîâîþ (subtangential condition), (äèâ. [134, (2.2)]), ¹

íàñòóïíå

lim
h→0+

1

h
d

(
e−Ahϕ(0) +

∫ t+h

t

e−A(t+h−s)B(t, ϕ) ds ;D(t+ h)

)
= 0 äëÿ (t, ϕ) ∈ D.

(3.139)

Íàñòóïíà òåîðåìà óçàãàëüíþ¹ [134, òåîðåìà 2] íà âèïàäîê çàãàëüíîãî

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó.

Òåîðåìà 3.78 . Ïðèïóñêà¹ìî, ùî (AJ1)�(AJ5), (H1)�(H4) òà (3.139)

âèêîíàíi. Íåõàé p ÿê â òåîðåìi 3.67 òà ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

G : R×X×X → X çàäîâiëüíÿ¹: äëÿ êîæíîãî R > 0 iñíóþòü ñòàëà LG,R > 0

òà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ νR : [0,∞)→ [0,∞) òàêi, ùî νR(0) = 0 òà

||G(t1, u1, v1)−G(t2, u2, v2)|| ≤ νR(|t1 − t2|) + LG,R
(
||u1 − u2||+ ||v1 − v2||

)
(3.140)

äëÿ âñiõ ||ui||, ||vi|| ≤ R òà a ≤ t1, t2 ≤ a+R.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ C iñíó¹ b = bϕ > a òàêå, ùî ïî÷àòêîâà çàäà÷à

(3.110), (3.111) ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ t ∈ [a, b). ßêùî äîäàòêîâî

ϕ ∈ D(a), òîäi ut ∈ D(t) äëÿ a ≤ t < b òà ÿêùî b < +∞, òî ||ut||C →∞ ïðè

t→ b− 0.

Çàóâàæåííÿ 3.79 Íà âiäìiíó âiä ñèòóàöi¨ â [134, òåîðåìi 2], íåëiíiéíèé

åëåìåíò B â ðiâíÿííi (3.110) íå ¹ ëèïøèöåâèì (çà äðóãîþ êîîäèíàòîþ,

ïîðiâí. [134, âëàñòèâiñòü (2.3), ñòîð.18]) ó âèïàäêó ïðèñóòíîñòi

äèñêðåòíîãî çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Ç öi¹¨ ïðè÷èíè [134,

òåîðåìà 2] íå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà â íàøîìó âèïàäêó. Íàâïàêè, óìîâà

(AJ5) çàáåçïå÷ó¹ ¹äèíiñòü ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ðÿòó¹ õiä äîâåäåííÿ, ÿêå

çàïðîïîíîâàíî â [134].

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.78 ñëiäó¹ äîâåäåííþ [134, òåîðåìà 2]. Îñòàíí¹

ñêëàäà¹òüñÿ ç âîñüìè ëåì òà çàâåðøóþ÷î¨ ÷àñòèíè, ÿêi çàéìàþòü ñòîðiíêè 35-

43 îðèãiíàëüíî¨ ðîáîòè. Íåìà¹ íåîáõiäíîñòi ïîâòîðþâàòè öi ëåìè îñêiëüêè
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âîíè íå ñïèðàþòüñÿ íà âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ âiäîáðàæåííÿ B (òàêèì ÷èíîì

íå ñòðàæäàþòü âiä ¨¨ âiäñóòíîñòi â íàøîìó âèïàäêó) òà ìè ïðîñòî ïîñèëà¹ìîñÿ

íà îðèãiíàëüíèé òåêñò [134], âêëþ÷àþ÷è âñi ïîçíà÷åííÿ òà äåòàëi.

Òóò ìè òiëüêè íàãàäà¹ìî îñíîâíi êðîêè îðèãiíàëüíîãî äîâåäåííÿ [134] òà

íàâåäåìî íîâó ÷àñòèíó äîâåäåííÿ, ÿêà ñïèðà¹òüñÿ íà óìîâó (AJ5).

Äëÿ ôiêñîâàíèõ σ > a, ε0 > 0 òà äîâiëüíîãî ε ∈ [0, ε0] áóäó¹òüñÿ ε-

íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê w. Öå ðîáèòüñÿ àêóðàòíèìè ïîáóäîâàìè (äèâ. [134] äëÿ

äåòàëåé) çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi {ti}∞0 ⊂ [a, σ+ ε0] òàêî¨, ùî w(ti) ∈ D(ti) òà

(äèâ. [134, (4.6)])∥∥∥∥e−A(ti+1−ti)w(ti) +

∫ ti+1

ti

e−A(ti+1−s)B(ti, wti) ds − w(ti+1)

∥∥∥∥ ≤ ε(ti+1 − ti).

(3.141)

Íåõàé {εn}∞1 ñïàäàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî εn → 0 ïðè n → ∞ òà äëÿ

êîæíîãî n ≥ 1 íåõàé wn òà {tni }∞i=0 ¹ ÿê ïðè ïîáóäîâi âèùå ç ε = εn, ti = tni , òà

w = wn. Ïîçíà÷èìî γn : [a, σ]→ [a, σ] ôóíêöiþ γn(t) = tni äëÿ t ∈ [tni , t
n
i+1].

Çàóâàæåííÿ 3.80 Â äîäàòîê äî îáãîâîðåíü â ðîáîòi [134], ìè ïðèïóñêà¹ìî,

ùî σ + ε0 − a < ηign ≡ mint∈[a,c] η(t) äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî c > a. Îñêiëüêè

ìè äîâîäèìî ëîêàëüíå iñíóâàííÿ, c ìîæå áóòè îáðàíî äîâiëüíî òà (AJ5) äà¹

ηign > 0 (η(t) ¹ íåïåðåðâíîþ).

Äëÿ çðó÷íîñòi äîïîìiæíà ôóíêöiÿ vn äëÿ wn âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì (äèâ.

[134, (4.9)])

vn(t) = e−A(t−a)ϕ(0) +

∫ t

a

e−A(t−s)B(γn(s), wn
γn(s)) ds äëÿ t ∈ [a, σ]. (3.142)

òà vn(a+ θ) = ϕ(θ) äëÿ θ ∈ [−r, 0].

Ïîêàçàíî (äèâ. [134, ëåìè 4.6 òà 4.7)]), ùî

||vn(t)− wn(t)|| ≤ P̂ max{εn, ηb(εn)} äëÿ t ∈ [a− r, σ], n = 1, 2, . . . , P̂ > 0,

(3.143)

||wn
t − wn

γn(t)||C ≤ Q̂max{εn, ηb(εn)} äëÿ t ∈ [a, σ], n = 1, 2, . . . , Q̂ > 0,

(3.144)
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ç P̂ , Q̂ > 0 îáèäâà íåçàëåæíi âiä t òà n.

Äàëi, [134, ëåìà 4.8] ïîêàçó¹, ùî ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ u : [a− r, σ]→ X òàêà,

ùî u(t) = limn→∞w
n(t) ðiâíîìiðíî ïî t ∈ [a−r, σ], òî (t, u(t)) ∈ D òà ôóíêöiÿ

u ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.110), (3.111) íà [a, σ].

Òåïåð ìè íàäàìî ôiíàëüíó ÷àñòèíó äîâåäåííÿ, ÿêà âèêîðèñòîâó¹

âëàñòèâiñòü (AJ5) çàìiñòü âëàñòèâîñòi Ëèïøèöÿ âiäîáðàæåííÿ B. Ïî-ïåðøå,

íàì ïîòðiáíà îöiíêà äëÿ ||B(t1, ut1) − B(t2, ut2)||. Ðîçãëÿíåìî ðîçùåïëåííÿ

çàãàþâàíîãî åëåìåíòà F íà íåïåðåðâíó òà äèñêðåòíó ÷àñòèíè F = Fc + Fd (ó

âiäïîâiäíîñòi äî (3.119)) òà âèêîðèñòîâó¹ìî ëèïøèöåâiñòü Fc (çàâäÿêè (AJ4),

äèâ. (3.131)). Äåòàëüíiøå, âèêîðèñòîâó¹ìî ëîêàëüíó ëèïøèöåâiñòü (3.140)

âiäîáðàæåííÿ G, (3.131) òà ôîðìó (3.112), ìè îòðèìó¹ìî

||B(t1, ut1)−B(t2, ut2)||

≤ νR
(
|t1 − t2|

)
+ LG,RLFc,R · |t1 − t2|+ LG,R(1 + LFc,R) · ||ut1 − ut2||C

+ LG,R ||Fd(t1, ut1)− Fd(t2, ut2)||. (3.145)

Îñêiëüêè |t− γn(t)| ≤ εn ìà¹ìî, ùî

|γn(t)− γm(t)| → 0 ïðè n,m→∞ ðiâíîìiðíî äëÿ t ∈ [a, σ]. (3.146)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.143), (3.144) ({wn} çáiæíà, ÿê âiäìi÷àëîñÿ ðàíiøå),

ðîçãëÿíåìî R̄ > 0 òàêå, ùî ||wn(t)|| ≤ R̄ äëÿ âñiõ n ≥ 1 òà t ∈ [a − r, σ].

Òàêèì ÷èíîì (3.145) äà¹

||B(γn(s), wn
γn(s))−B(γm(s), wm

γm(s))||

≤νR (|γn(s)−γm(s)|)+LG,RLFc,R·|γn(s)−γm(s)|+LG,R̄(1+LFc,R)||wn
γn(s)−wm

γm(s)||C

+LG,R̄||Fd(γn(s), wn
γn(s))− Fd(γm(s), wm

γm(s))|| ≤ [îöiíêè (3.143), (3.144) äàþòü]

≤ LG,R̄(1+LFc,R)||vns −vms ||C +LG,R̄||Fd(γn(s), wn
γn(s))−Fd(γm(s), wm

γm(s))||+ ε̃n,m,

äå ε̃n,m → 0 ïðè n,m → ∞ (çàâäÿêè (3.146)). Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.142), ìè

îòðèìó¹ìî

||vn(t)− vm(t)|| ≤
∫ t

a

MLG,R̄(1 + LFc,R)||vns − vms ||C ds
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+

∫ t

a

MLG,R̄||Fd(γn(s), wn
γn(s))− Fd(γm(s), wm

γm(s))|| ds+ ε̂n,m, (3.147)

äå ε̂n,m → 0 ïðè n,m→∞.

Òåïåð íàøà ìåòà - ïîêàçàòè, ùî äðóãèé iíòåãðàë â (3.147) ïðÿìó¹ äî íóëÿ

ïðè n,m → ∞. Ïîçíà÷èìî ϕ̄ ôóíêöiþ ïðîäîâæåííÿ ϕ̄(a + θ) = ϕ(θ) äëÿ

θ ∈ [−r, 0] òà ϕ̄(s) = ϕ(0) äëÿ s ∈ (a, σ]. Íàãàäà¹ìî, ùî σ − a < ηign

(äèâ. çàóâàæåííÿ âèùå). Âàæëèâèì íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi (AJ5) ¹ íàñòóïíà

ðiâíiñòü Fd(t, ut) = Fd(t, ϕ̄t) äëÿ âñiõ t ∈ [a, σ] òà äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

u : [a − r, σ] → X, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ ua = ϕ. Îñêiëüêè âñi wn, çà ïîáóäîâè,

¹ íåïåðåðâíèìè òà çàäîâiëüíÿþòü wn
a = ϕ, ìè ïðèõîäèìî äî âëàñòèâîñòi

Fd(t, w
n
t ) = Fd(t, ϕ̄t) äëÿ âñiõ t ∈ [a, σ]. Òàêèì ÷èíîì (äèâ. äðóãèé iíòåãðàë â

(3.147)) Gn,m
d (s) ≡ ||Fd(γn(s), wn

γn(s))− Fd(γm(s), wm
γm(s))|| = ||Fd(γn(s), ϕ̄γn(s))−

Fd(γ
m(s), ϕ̄γm(s))||.

Íåïåðåðâíiñòü Fd òà (3.146) äàþòü Gn,m
d (s) → 0 ïðè n,m → ∞ äëÿ âñiõ

s ∈ [a, σ]. Îñêiëüêè Gn,m
d (s) îáìåæåíà, êëàñè÷íà ëåìà Ëåáåãà-Ôàòó äà¹∫ t

a

Gn,m
d (s) ds→ 0 ïðè n,m→∞.

Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü äà¹ (äèâ. (3.147))

||vn(t)− vm(t)|| ≤
∫ t

a

MLG,R̄(1 + LFc,R)||vns − vms ||C ds+ εn,m, (3.148)

äå εn,m → 0 ïðè n,m→∞.

Çàëèøîê äîâåäåííÿ äîñëiâíî âèïëèâà¹ ç ðîçãëÿäàííÿ â [134, ñ. 43].

Ïîçíà÷àþ÷è qn,m(t) ≡ max{||vn(s) − vm(s)|| : a − r ≤ s ≤ t}, ìè áà÷èìî,

ùî äëÿ êîæíîãî t ∈ [a, σ] iñíó¹ α(t) ∈ [a− r, t] òàêå, ùî

qn,m(t) = ||vn(α(t))− vm(α(t))|| ≤
∫ α(t)

a

MLG,R̄(1 + LFc,R)||vns − vms ||C ds+ εn,m

≤
∫ α(t)

a

MLG,R̄(1 + LFc,R) qn,m(s) ds+ εn,m.

Íåðiâíiñòü Ãðîíóîëà òà òîé ôàêò, ùî εn,m → 0 ïðè n,m → ∞ ïîêàçóþòü,

ùî qn,m(t) → 0 ïðè n,m → ∞, òà òàêèì ÷èíîì {vn(t)}∞n=1 ¹ ïîñëiäîâíiñòþ
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Êîøi (ðiâíîìiðíî) íà [a− r, σ]. Öå äà¹ òå, ùî {wn(t)}∞n=1 ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi

(ðiâíîìiðíî) íà [a− r, σ] òà òàêèì ÷èíîì ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.110), (3.111) ìà¹

ñëàáêèé (mild) ðîçâ'ÿçîê íà [a − r, σ] (äèâ. îáãîâîðåííÿ âèùå òà [134, ëåìà

4.8]). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ìà¹ìî çàâäÿêè (AJ5) òà çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òåîðåìîþ

3.71. Ñòàíäàðòíà ïðîöåäóðà ïðîäîâæåííÿ äà¹ ðîçâ'ÿçîê íà ìàêñèìàëüíîìó

iíòåðâàëi. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.78 çàâåðøåíî.

Íàñòóïíèé âàæëèâèé íàñëiäîê çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì çà íàÿâíîñòi çàãàþâàíü,

ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

Íàñëiäîê 3.81 (ïîðiâí. [134, ñòîð. 18]). Íåõàé K ¹ çàìêíåíîþ, îïóêëîþ

ïiäìíîæèíîþ â X òà âñi óìîâè òåîðåìè 3.78 âèêîíàíi ç D(t) ≡ K äëÿ âñiõ

t ≥ a. Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî

(a) T (t) : K → K äëÿ t ≥ 0 òà

(b) limh→0+
1
hd(ϕ(0) + hB(t, ϕ);K) = 0 äëÿ (t, ϕ) ∈ D.

Òîäi (3.110), (3.111) ìà¹ ¹äèíèé íåïðîäîâæóâàíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u íà

[a, b) äëÿ äåÿêîãî b > a òà u(t) ∈ K äëÿ âñiõ t ∈ [a− r, b).

Îñêiëüêè ìè öiêàâèìîñü áiîëîãi÷íèìè ìîäåëÿìè (äèâ. ïðèêëàä âèùå),

íàñòóïíå çàóâàæåííÿ îñîáëèâî âàæëèâå äëÿ íàñ.

Çàóâàæåííÿ 3.82 (ïîðiâí. [134, ñòîð. 7]). Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (3.117).

ßêùî K = [0,∞)m, òî óìîâà (a) ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó âèêîíàíà òà óìîâà

(b) âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè G = (Gi)m1 ¹ êâàçiïîçèòèâíîþ

(quasipositive): ÿêùî k ∈ {1, . . . ,m} òà (t, ϕ) ∈ [a,∞) × C([−r, 0];C(Ω̄)
m

)

ñ ϕi(θ, x) ≥ 0 äëÿ âñiõ −r ≤ θ ≤ 0, x ∈ Ω̄ òà i = 1, . . . ,m, òîäi

ϕi(0, ·) = 0 äà¹ Gi(t, F i(t, ϕ(·, x))) ≥ 0 äëÿ âñiõ x ∈ Ω̄. Öÿ óìîâà äà¹ êðèòåðié

äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷è çàëèøà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.117) íåâiä'¹ìíèì ÿêùî

ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ íåâiä'¹ìíà.
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3.7. Ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿì, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó, â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü ðîçâ'ÿçêiâ Ð×Ï (ç àáî áåç çàãàþâàííÿ) ¹ âàæëèâîþ

ïðè âèâ÷åííi ðiâíÿíü iç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó.

Ðîçãëÿäàþ÷è ðiçíi òèïè ðîçâ'ÿçêiâ ÿêi ìàþòü âëàñòèâîñòi u ∈ C([a, b];X), ìè,

â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå ìîæåìî ãàðàíòóâàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê ¹ ëèïøèöåâîþ

ôóíêöi¹þ u : [a, b] → X. Öåé ôàêò ñêëàäà¹ îñíîâíó ïåðåøêîäó ïðè

ñïðîái óçàãàëüíèòè ïiäõîäè, ÿêi ðîçðîáëåíi äëÿ ÇÄÐ (çîêðåìà ïðè äîâåäåííi

¹äèíîñòi òà íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ). Ç öi¹¨ ïðè÷èíè,

â ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåííÿõ ìè çàïðîïîíóâàëè àëüòåðíàòèâíi ïiäõîäè, òîáòî

íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó Ð×Ï ç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì ïîñëiäîâíîñòÿìè

ðîçâ'ÿçêiâ Ð×Ï iç ðîçïîäiëåíèìè çàãàþâàííÿìè [155, 156] àáî âèêîðèñòàííÿ

"iãíîðóþ÷î¨ óìîâè" äëÿ çîñåðåäæåíîãî çàãàþâàííÿ [159].

Îñíîâíîþ ìåòîþ öüîãî ïiäðîçäiëó ¹ ñïðîáà ðîçâèíóòè ìåòîä, ðîçðîáëåíèé

äëÿ ÇÄÐ iç ÇÇÑ [204, 205, 98], òà ïåðåíåñòè éîãî íà âèïàäîê Ð×Ï. Íàøà iäåÿ

ñêëàäà¹òüñÿ â ïîøóêó áiëüø øèðîêîãî ïðîñòîðó Y ⊃ X òàêîãî, ùî ðîçâ'ÿçîê

u : [a, b] → Y áóäå ëèïøèöåâèì (çà ÷àñîì) â áiëüø ñëàáêié íîðìi ïðîñòîðó

Y òà ïîòiì çáóäóâàòè äèíàìi÷íó ñèñòåìó íà ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó C([a, b];Y ).

Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíiõ äîñëiäæåíü, äèíàìi÷íà ñèñòåìà

áóäó¹òüñÿ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði, ÿêèé íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Ñòðóêòóðà ïiäðîçäiëó íàñòóïíà. Ñïî÷àòêó ìè ââîäèìî ìîäåëü òà

äîâîäèìî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ç áàíàõîâà

ïðîñòîðó. Äàëi, ìè áóäó¹ìî åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St òà äîñëiäæó¹ìî éîãî

àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi. Òóò ìè çâóæó¹ìî êëàñ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié äî

áiëüø âóçüêîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó òà îòðèìó¹ìî íåïåðåðâíiñòü St, ÿêié íå

áóëî â ïî÷àòêîâîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Â îñòàííié ÷àñòèíi ìè îáãîâîðþ¹ìî

÷àñòêîâèé âèïàäîê çàãàþâàííÿ, ÿêå íå çàëåæèòü âiä ñòàíó òà ïîðiâíþ¹ìî

ðåçóëüòàòè ç çàãàëüíèì âèïàäêîì ÇÇÑ.
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3.7.1. Îáãîâîðåííÿ ìîäåëi òà ïî÷àòêîâi âëàñòèâîñòi. Â

öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîïîíó¹ìî ïiäõiä äëÿ âèâ÷åííÿ íàñòóïíîãî Ð×Ï iç

çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó

∂

∂t
u(t, x) + Au(t, x) + du(t, x) = b ([Bu(t− η(ut), ·)](x)) ≡

(
F (ut)

)
(x), x ∈ Ω,

(3.149)

äå îïåðàòîð A, ÿê i ðàíiøå, çàäîâiëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿì (A1) (äèâ. 2.1).

Âiäîáðàæåííÿ B : L2(Ω) → L2(Ω) îáìåæåíå i ìà¹ âëàñòèâîñòi, ÿêi

îáãîâîðþþòüñÿ íèæ÷å, b : R → R - ëîêàëüíî ëèïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ òà d

- íåâiä'¹ìíà ñòàëà. Ôóíêöiÿ η(·) : C([−r, 0];L2(Ω)) → [0, r] ⊂ R+ ïðåäñòàâëÿ¹

çîñåðåäæåíå çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó.

Çàóâàæåííÿ 3.83 Íàïðèêëàä, îïåðàòîð B ìîæå ìàòè íàñòóïíèé âèãëÿä

(ëiíiéíi ïðèêëàäè)

[Bv](x) ≡
∫

Ω

v(y)f̃(x, y)dy, x ∈ Ω, (3.150)

àáî ïðîñòiøå

[Bv](x) ≡
∫

Ω

v(y)f(x− y)`(y)dy, x ∈ Ω, (3.151)

äå f : Ω − Ω → R ãëàäêà ôóíêöiÿ, ` ∈ C∞0 (Ω). Â îñòàííüîìó âèïàäêó

íåëiíiéíèé åëåìåíò â (3.149) ïðèéìà¹ âèãëÿä(
F (ut)

)
(x) ≡ b

(∫
Ω

u(t− η(ut), y)f(x− y)`(y)dy

)
, x ∈ Ω, (3.152)

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ (3.149) iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u|[−r,0] = ϕ. (3.153)

Îñíîâíi ïðèïóùåííÿ:

(H.B) Âiäîáðàæåííÿ B çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíié óìîâi Ëèïøèöÿ

∃LB > 0 : ∀u, v ∈ L2(Ω)⇒ ||Bu−Bv|| ≤ LB · ||A−1/2(u− v)||. (3.154)

(H.η) Çîñåðåäæåíå çàãàþâàííÿ η : C → [0, r] çàäîâiëüíÿ¹

∃Lη > 0 : ∀ϕ, ψ ∈ C ⇒ |η(ϕ)−η(ψ)| ≤ Lη · max
θ∈[−r,0]

||A−1/2(ϕ(θ)−ψ(θ))||. (3.155)
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Çàóâàæåííÿ 3.84 Äëÿ åëåìåíòiâ âèãëÿäó (3.151), ïðèïóñêàþ÷è äëÿ âñiõ

(ìàéæå âñiõ) x ∈ Ω ⇒ f(· − x)`(·) ∈ D(A1/2) òà u ∈ L2(Ω) ⊂ D(A−1/2)

ìà¹ìî | 〈u, f(· − x)`(·)〉| ≤ ||A−1/2u|| · ||A1/2f(· − x)`(·)||, ùî äà¹(∫
Ω

∣∣ ∫
Ω

u(y)f(y − x)`(y)dy
∣∣2 dx)1/2

≤ ||A−1/2u||·
(∫

Ω

||A1/2f(· − x)`(·)||2 dx
)1/2

.

Òàêèì ÷èíîì, âëàñòèâiñòü (H.B) (äèâ. (3.154)) âèêîíó¹òüñÿ ç LB ≡(∫
Ω ||A

1/2f(· − x)`(·)||2 dx
)1/2

. Äëÿ áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó (3.150) òàêîæ

âèêîíó¹òüñÿ ç LB ≡
(∫

Ω ||A
1/2f̃(x, ·)||2 dx

)1/2

.

Ââåäåìî

Âèçíà÷åííÿ 3.85 Âåêòîð-ôóíêöiÿ u(t) ∈ C([−r, T ];D(A−1/2)) ∩
C([0, T ];D(A1/2)) ∩ L2(0, T ;D(A)) ç ïîõiäíîþ u̇(t) ∈ L∞(0, T ;D(A−1/2))

çâåòüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.149), (3.153) íà ñåãìåíòi [0, T ], ÿêùî

• u(θ) = ϕ(θ) äëÿ θ ∈ [−r, 0];

• äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) òàêî¨, ùî v̇ ∈ L2(0, T ;D(A−1))

òà v(T ) = 0, âèêîíó¹òüñÿ

−
∫ T

0

〈u(t), v̇(t)〉dt+
∫ T

0

〈A1/2u(t),A1/2v(t)〉dt =〈ϕ(0), v(0)〉+
∫ T

0

〈F (ut)−du(t), v(t)〉dt.

(3.156)

Ââåäåìî íàñòóïíèé ïðîñòið

L≡

{
ϕ∈C([−r, 0];D(A−

1
2 )) | sup

s6=t

{
||A− 1

2 (ϕ(s)− ϕ(t))||
|s− t|

}
< +∞; ϕ(0)∈D(A

1
2 )

}
(3.157)

ç ïðèðîäíüîþ íîðìîþ

||ϕ||L ≡ max
s∈[−r,0]

||A−1/2ϕ(s)||+ sup
s6=t

{
||A− 1

2 (ϕ(s)− ϕ(t))||
|s− t|

}
+ ||A

1
2ϕ(0)||. (3.158)

Òåïåð ìè äîâåäåìî íàñòóïíó òåîðåìó iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.
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Òåîðåìà 3.86 . Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (H.B) òà (H.η) (äèâ. (3.154),

(3.155)). Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ b : R → R ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîþ

òà îáìåæåíîþ (b(·) ≤ Mb). Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ L
(ïðîñòið L âèçíà÷åíî â (3.157)) çàäà÷à (3.149), (3.153) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

íà äîâiëüíîìó ñåãìåíòi [0, T ]. Ðîçâ'ÿçîê çàäîâiëüíÿ¹ u̇ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Çàóâàæåííÿ 3.87 Ìè íå ïðèïóñêà¹ìî, ùî ϕ ∈ L2(−r, 0;D(A)), àëå

âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó äà¹, ùî

ut ∈ L2(−r, 0;D(A)), ∀t ≥ r. (3.159)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.86. ßê i ðàíiøå, ìè ïîçíà÷à¹ìî {ek}∞k=1 îðòîíîðìîâàíèé

áàçèñ ïðîñòîðó L2(Ω) òàêèé, ùî Aek = λkek, 0 < λ1 < . . . < λk → +∞.

Ðîçãëÿíåìî íàáëèæåíi çà Ãàëåðêiíèì ðîçâ'ÿçêè ïîðÿäêàm : um = um(t, x) =∑m
k=1 gk,m(t)ek, òàêi, ùî{

〈u̇m + Aum + dum − F (umt ), ek〉 = 0,

〈um(θ), ek〉 = 〈ϕ(θ), ek〉, ∀θ ∈ [−r, 0]
(3.160)

∀k = 1, . . . ,m. Òóò gk,m ∈ C1(0, T ;R)∩L2(−r, T ;R) ç àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè

ġk,m(t).

Ñèñòåìà (3.160) ¹ (çâè÷àéíèì) äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì â Rm iç

çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì äëÿ íåâiäîìî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ U(t) ≡ (g1,m(t), . . . ,

gm,m(t)) (âiäïîâiäíà òåîðiÿ äëÿ ÇÄÐ âèêëàäà¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ó [205, 206] òà

òàêîæ â íåùîäàâíüîìó îãëÿäi [98]).

Óìîâà ϕ ∈ L äà¹, ùî ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ U(·)|[−r,0] ≡ Pmϕ(·) ¹ ëèïøèöåâîþ
ÿê ôóíêöiÿ ç [−r, 0] â Rm. Òóò, ÿê i ðàíiøå, Pm - îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð íà

ïiäïðîñòið span {e1, . . . , em} ⊂ L2(Ω). Òàêèì ÷èíîì ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè

òåîðiþ ÇÄÐ iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó (äèâ. [98]) äëÿ îòðèìàííÿ

ëîêàëüíîãî iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ (3.160).

Òåïåð ìè îòðèìà¹ìî àïðiîðíó îöiíêó äëÿ ïðîäîâæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ um

ñèñòåìè (3.160) íà äîâiëüíèé iíòåðâàë [0, T ] i ïîòiì äëÿ äîâåäåííÿ (çà

äîïîìîãîþ ìåòîäà êîìïàêòíîñòi, äèâ. [122]) iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ (3.149),

(3.153).
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Äîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ â (3.160) íà λkgk,m òà ñêëàäåìî äëÿ k = 1, . . . ,m

äëÿ îòðèìàííÿ

1

2

d

dt
||A1/2um(t)||2 + ||Aum(t)||2 + d · ||A1/2um(t)||2 = 〈PmF (umt ), Aum(t)〉

≤ 1

2
||PmF (umt )||2 +

1

2
||Aum(t)||2.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ b îáìåæåíà (b(·) ≤ Mb), ìè ìà¹ìî ||F (umt )||2 ≤ M 2
b |Ω| (òóò

|Ω| ≡
∫

Ω 1 dx) òà â ðåçóëüòàòi, ìè ïðèõîäèìî äî

d

dt
||A1/2um(t)||2 + ||Aum(t)||2 ≤M 2

b |Ω|. (3.161)

Iíòåãðó¹ìî (3.161) ïî t, âèêîðèñòîâó¹ìî âëàñòèâîñòi ϕ(0) ∈ D(A1/2), um(0) =

Pmϕ(0) ∈ D(A1/2) òà ||A1/2um(0)|| = ||A1/2Pmϕ(0)|| ≤ ||A1/2ϕ(0)|| äëÿ
îòðèìàííÿ àïðiîðíî¨ îöiíêè

||A1/2um(t)||2 +

∫ t

0

||Aum(τ)||2 dτ ≤ ||A1/2ϕ(0)||2 +M 2
b |Ω| · T, ∀m,∀t ∈ [0, T ].

(3.162)

Îöiíêà (3.162) îçíà÷à¹, ùî

{um}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â L∞(0, T ;D(A1/2)) ∩ L2(0, T ;D(A)).

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå òà (3.160), ìè îòðèìó¹ìî, ùî

{u̇m}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â L∞(0, T ;D(A−1/2)) ∩ L2(0, T ;L2(Ω)).

Òàêèì ÷èíîì ðîäèíà {(um; u̇m)}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â

Z1≡
(
L∞(0, T ;D(A1/2)) ∩ L2(0, T ;D(A))

)
×
(
L∞(0, T ;D(A−1/2)) ∩ L2(0, T ;L2(Ω))

)
.

(3.163)

Òàêèì ÷èíîì iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {(uk; u̇k)} òà åëåìåíò (u; u̇) ∈ Z1 òàêi, ùî

{(uk; u̇k)} *-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî (u; u̇) â Z1. (3.164)

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî äîâiëüíà *-ñëàáêà ãðàíèöÿ ¹ ðîçâ'ÿçîê ¹ ñòàíäàðòíèì.

Òåïåð ìè äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ϕ ∈ L,
âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó v òà v̇(t) ∈ L∞(0, T ;D(A−1/2)) (äèâ. (3.164)) ìè ìà¹ìî,
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ùî äëÿ äîâiëüíîãî òàêîãî ðîçâ'ÿçêó v òà äîâiëüíîãî T > 0 iñíó¹ Lv,T > 0 òàêå,

ùî

||A−1/2(v(s1)− v(s2))|| ≤ Lv,T · |s1 − s2|, ∀s1, s2 ∈ [−r, T ]. (3.165)

Ðîçãëÿíåìî äâà ðîçâ'ÿçêè u òà v çàäà÷i (3.149), (3.153) (íå îáîâ'ÿçêîâî ç

îäíàêîâèìè ïî÷àòêîâèìè ôóíêöiÿìè).

Ïðèïóùåííÿ (H.B) (äèâ. (3.154)) òà âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ôóíêöi¨ b äàþòü

||F (us1)− F (vs2)||2 =

∫
Ω

| b
(
[Bu](s1 − η(us1), x)

)
− b
(
[Bv](s2 − η(us2), x)

)
|2 dx

≤ L2
b

∫
Ω

| [Bu](s1 − η(us1), x)− [Bv](s2 − η(us2), x)|2 dx

= L2
b · || [Bu](s1 − η(us1), ·)− [Bv](s2 − η(us2), ·)||2

≤ L2
bL

2
B · ||A−1/2(u(s1 − η(us1))− v(s2 − η(us2))||2. (3.166)

Òåïåð, äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ìè ìà¹ìî

F (ut)− F (vt) = b(Bu(t− η(ut)))− b(Bv(t− η(vt)))± b(Bv(t− η(ut))).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ b, B òà η (äèâ. (3.154), (3.155)), òà

(3.165), (3.166), îòðèìó¹ìî

||F (ut)− F (vt)||

≤ LbLB

(
max
s∈[t−r,t]

||A−1/2(u(s)− v(s))||+ ||A−1/2(v(t− η(ut))− v(t− η(vt)))||
)

≤ LbLB

(
||A−1/2(ut − vt)||C + Lv,T · |η(ut))− η(vt)|

)
≤ LbLB (1 + Lv,T · Lη) · ||A−1/2(ut − vt)||C . (3.167)

Ìè ïîçíà÷à¹ìî äëÿ çðó÷íîñòi

Cv,T ≡ LbLB (1 + Lv,T · Lη) . (3.168)

Òåïåð ñòàíäàðòíà ôîðìóëà âàðiàöi¨ ñòàëèõ u(t) = e−Atu(0)+
∫ t

0 e
−A(t−τ)F (uτ) dτ

òà (3.167) äàþòü

||A−1/2(ut− vt)||C ≤ ||A−1/2(u0− v0)||C +Cv,T ·
∫ t

0

e−λ1(t−τ)||A−1/2(uτ − vτ)||C dτ.
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Îñòàííÿ îöiíêà (ïî ëåìi Ãðîíóîëà) äà¹

||A−1/2(ut−vt)||C ≤ ||A−1/2(u0−v0)||C ·
[
1 +

Cv,T
Cv,T − λ1

(
e(Cv,T−λ1)t − 1

)]
, (3.169)

i öå äà¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.149), (3.153). Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.86

çàâåðøåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.88 Âàæëèâî âiäìiòèòè, ùî åëåìåíò[
1 +

Cv,T
Cv,T−λ1

(
e(Cv,T−λ1)t − 1

)]
â (3.169) ïðÿìó¹ äî +∞, ïðè Lv,T → +∞, çà

âèêëþ÷åííÿì âèïàäêà Lη = 0 (äèâ. (3.168)).

Îòðèìà¹ìî äîäàòêîâó îöiíêó äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ. Ñòàíäàðòíà ôîðìóëà âàðiàöi¨

ñòàëèõ u(t) = e−Atu(0) +
∫ t

0 e
−A(t−τ)F (uτ) dτ , (3.167), (3.168) òà îöiíêà

||Aαe−tA|| ≤
(
α
t

)α
e−α (äèâ., íàïðèêëàä [31, (1.17), ñ.84]) äàþòü

||A1/2(u(t)−v(t))||≤e−λ1t||A1/2(u(0)−v(0))||+
∫ t

0

||A1/2e−A(t−τ)||·||F (uτ)−F (vτ)||dτ

≤ e−λ1t||A1/2(u(0)−v(0))||+2t1/2
(

1

2

)1/2

e−1/2 ·Cv,T ·||A−1/2(u0−v0)||C . (3.170)

Òóò âèêîðèñòàíî ||A1/2e−A(t−τ)|| ≤
(

1/2
t−τ

)1/2

e−1/2 òà
∫ t

0 (t− τ)−1/2dτ = 2t1/2.

Òåïåð îöiíêè (3.169), (3.170) äàþòü

||A1/2(u(t)− v(t))||+ ||A−1/2(ut − vt)||C

≤ e−λ1t||A1/2(u(0)− v(0))||+Dv,T · ||A−1/2(u0 − v0)||C . (3.171)

Òóò ìè ïîçíà÷à¹ìî

Dv,T ≡ 2T 1/2

(
1

2

)1/2

e−1/2 · Cv,T +

[
1 +

Cv,T
Cv,T − λ1

(
e(Cv,T−λ1)T − 1

)]
. (3.172)

3.7.2. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà. Â öié ÷àñòèíi ìè äîñëiäæó¹ìî

àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.149), (3.153). Çàâäÿêè òåîðåìi

3.86 ìè âèçíà÷à¹ìî ñòàíäàðòíèì ÷èíîì åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St : L → L
(ïðîñòið L âèçíà÷åíî â (3.157)) çà ôîðìóëîþ Stϕ ≡ ut, t ≥ 0, äå u(t) - ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.149), (3.153).
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Çàóâàæåííÿ 3.89 Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî åâîëþöiéíà ïiâãðóïà St : L → L íå

¹ äèíàìè÷íîþ ñèñòåìîþ â ñòàíäàðòíîìó ñåíñi (äèâ., íàïðèêëàä [2, 200, 31]

îñêiëüêè St íå ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì â òîïîëîãi¨ L, òîáòî çàäà÷à

(3.149), (3.153) íå ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ â ñåíñi Æ.Àäàìàðà [92, 93].

Íàøîþ ïåðøîþ ìåòîþ ¹ äîâåñòè íàñòóïíó ëåìó.

Ëåìà 3.90 . Íåõàé âñi óìîâè òåîðåìè 3.86 âèêîíàíi. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî

α ∈ (1
2 , 1), iñíó¹ îáìåæåíà â ïðîñòîði C1([−r, 0];D(A−1/2))∩C([−r, 0];D(Aα))

ìíîæèíà BVα, ÿêà ïîãëèíà¹ äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.149), (3.153) ç

äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ ∈ L.

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.90. Âèêîðèñòîâóþ÷è ||A1/2v||2 ≤ λ−1
1 · ||Av||2, ìè îòðèìó¹ìî

ç (3.161), ùî d
dt ||A

1/2um(t)||2 + λ1||A1/2um(t)||2 ≤ M 2
b |Ω|. Äîìíîæó¹ìî îñòàííþ

îöiíêó íà eλ1t òà iíòåãðó¹ìî ïî [0, t] äëÿ îòðèìàííÿ

||A1/2um(t)||2 ≤ ||A1/2um(0)||2e−λ1t + λ−1
1 M 2

b |Ω| ≤ ||A1/2ϕ(0)||2e−λ1t + λ−1
1 M 2

b |Ω|.
(3.173)

Öå òà (3.160) äàþòü ||A−1/2u̇m(t)||2 ≤ 2||A1/2ϕ(0)||2e−λ1t + 2λ−1
1 M 2

b |Ω|+M 2
b |Ω|.

Îñòàííi äâi îöiíêè äàþòü

||A1/2um(t)||2 + ||A−1/2u̇m(t)||2 ≤ 3||A1/2ϕ(0)||2e−λ1t + (1 + 3λ−1
1 )M 2

b |Ω|. (3.174)

Ìè îòðèìó¹ìî àíàëîãi÷íó îöiíêó äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.149), (3.153),

âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìå òâåðäæåííÿ 3.9 (äèâ. [8, òåîðåìà 9]).

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið V ≡ C1([−r, 0];D(A−1/2)) ∩ C([−r, 0];D(A1/2)),

çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå äîäàòí¹ ε0 òà îòðèìà¹ìî, ùî êóëÿ B0 ïðîñòîðó V

B0 ≡
{
v ∈ V : ||v||2V ≤ R2

0 ≡ (1 + 3λ−1
1 )M 2

b |Ω|+ ε0

}
(3.175)

¹ ïîãëèíàþ÷îþ äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.149), (3.153) (äèâ. (3.174)).

Òåïåð ìè ñêîðèñòà¹ìîñü îáãîâîðåííÿìè ç [31, ëåìà 2.4.1, c.101] òà îòðèìà¹ìî

(äëÿ äîâiëüíîãî 1
2 < α < 1) iñíóâàííÿ ïîãëèíàþ÷î¨ êóëi

Bα ≡
{
v ∈ C([−r, 0];D(Aα)) : ||v||C([−r,0];D(Aα)) ≤ Rα

}
, (3.176)
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äå Rα ≡ (α − 1/2)α−1/2 ·
[
λ
−1/2
1 Mb

√
|Ω|+ ε

]
+ αα

1−α · Mb

√
|Ω| ç äîâiëüíèì

ôiêñîâàíèì ε > 0. Äåòàëüíiøå, ñòàíäàðòíà ôîðìóëà âàðiàöi¨ ñòàëèõ u(t) =

e−Atu(0) +
∫ t

0 e
−A(t−τ)F (uτ) dτ òà îöiíêà ||Aαe−tA|| ≤

(
α
t

)α
e−α (äèâ., íàïðèêëàä

[31, (1.17), ñ.84]) äàþòü

||Aαu(t+ 1)|| ≤ (α− 1/2)α−1/2||A1/2u(t)||+
∫ t+1

t

(
α

t+ 1− τ

)α
||F (uτ)|| dτ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó â L ìíîæèíó B̂. Îöiíêà (3.173) òà òâåðäæåííÿ 3.9 äàþòü

||A1/2u(t)|| ≤
[
λ
−1/2
1 Mb

√
|Ω|+ ε

]
äëÿ âñiõ t ≥ tB̂ (òóò tB̂ çàëåæèòü òiëüêè âiä

B̂). Öå òà îöiíêà ||F (uτ)|| ≤Mb

√
|Ω| äàþòü (3.176).

Îöiíêè (3.175), (3.176) ïîêàçóþòü iñíóâàííÿ ïiäìíîæèíè (êóëi) ïðîñòîðó

Vα ≡ C1([−r, 0];D(A−1/2)) ∩ C([−r, 0];D(Aα)) (òóò 1
2 < α < 1)

BVα ≡
{
v ∈ Vα : ||v||Vα ≤ R̂α

}
, (3.177)

òàêî¨, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ â ϕ ç äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨

ìíîæèíè B̂ ⊂ L, iñíó¹ tB̂ ≥ 0 òàêå, ùî

Stϕ ∈ BVα, äëÿ âñiõ t ≥ tB̂. (3.178)

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.90 çàâåðøåíî.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ

|||ϕ||| ≡ sup
s6=t

{
||A−1/2(ϕ(s)− ϕ(t))||

|s− t|

}
äëÿ ϕ ∈ L.

Çàôiêñó¹ìî R0 > 0 òà ðîçãëÿíåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið LR0 ÿêèé ¹ ìíîæèíîþ{
ϕ ∈ L : |||ϕ||| ≤ R0

}
ñïîðÿäæåíèé ìåòðèêîþ (ïîðiâíÿéòå ç (3.158))

ρ(ϕ, φ) ≡ max
s∈[−r,0]

||A−1/2(ϕ(s)− φ(s))||+ ||A1/2(ϕ(0)− φ(0))||. (3.179)

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî (LR0; ρ) ¹ ïîâíèì ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì òà äîâiëüíà

ìíîæèíà
{
ϕ ∈ L : |||ϕ||| ≤ R1 < R0

}
¹ çàìêíåíîþ.

Íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíå (òåõíi÷íå) ïðèïóùåííÿ

(H.I) Iñíó¹ R0 > R̂α (R̂α âèçíà÷åíå â (3.177)) òàêå, ùî ìíîæèíà
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ϕ ∈ L : |||ϕ||| ≤ R0

}
¹ äîäàòíüî iíâàðiàíòíîþ äëÿ ïiâãðóïè St òîáòî

∀ϕ ∈ L : |||ϕ||| ≤ R0 ⇒ |||Stϕ||| ≤ R0, ∀t > 0. (3.180)

Íàøèì íàñòóïíèì êðîêîì ¹

Òåîðåìà 3.91 . Íåõàé (H.I) òà âñi ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 3.86 âèêîíàíi. Òîäi

åâîëþöiéíà ïiâãðóïà St : LR0 → LR0 ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð â ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîði (LR0; ρ).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.91. Çàðàç ìè çîñåðåäèìîñü íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

(LR0; ρ) (òóò R0 > R̂α). Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ òîé ôàêò, ùî åâîëþöiéíà ïiâãðóïà

St íå ¹ íåïåðåðâíîþ íà âñüîìó ïðîñòîði L (äèâ. çàóâàæåííÿ âèùå.) Ç iíøîãî

áîêó, ìè âiäìi÷à¹ìî:

Çàóâàæåííÿ 3.92 Îöiíêà (3.171) äà¹, ùî åâîëþöiéíà ïiâãðóïà St ¹

íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì â òîïîëîãi¨ (LR0; ρ) òîáòî ρ(Stϕ, Stφ) ≤ Dv,T ·
ρ(ϕ, φ) äëÿ ϕ, φ ∈ LR0, òà t ∈ [0, T ]. Òóò Dv,T âèçíà÷åíî â (3.172) (äèâ.

òàêîæ (3.168)) ç Lv,T = R0 (ïîðiâí. (3.165)).

Íàñëiäîê 4 ç ðîáîòè [188] äà¹, ùî BVα ¹ ïðåäêîìïàêòîì â C([−r, 0];D(A−1/2))

(äèâ. òàêîæ [188, ëåìà 1]). Öåé ôàêò òà âëàñòèâiñòü ||Aαϕ(0)|| ≤ R̂α,
1
2 < α < 1

äëÿ âñiõ ϕ ∈ BVα äà¹, ùî BVα ¹ ïðåäêîìïàêòîì â òîïîëîãi¨ (LR0; ρ).

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ìíîæèíó K ≡ Cl [BVα](LR0 ;ρ), äå Cl [·](LR0 ;ρ) ¹

çàìêíåííÿì â òîïîëîãi¨ (LR0; ρ). Çãàäàíi âëàñòèâîñòi ïîêàçóþòü, ùî K ¹

êîìïàêòîì â (LR0; ρ).

Ìè îòðèìó¹ìî (äèâ. (3.178)), ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêèé

ïî÷èíà¹òüñÿ â ϕ ç äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè B̃ ⊂ LR0, iñíó¹ tB̃ ≥ 0 òàêå,

ùî

Stϕ ∈ BVα ⊂ K, äëÿ âñiõ t ≥ tB̃.

Â ðåçóëüòàòi, ìè ïiäñóìîâó¹ìî, ùî åâîëþöiéíà ïiâãðóïà St ¹ àñèìïòîòè÷íî

êîìïàêòíîþ (òà äèñèïàòèâíîþ) â (LR0; ρ). Òàêèì ÷èíîì, íà îñíîâi êëàñè÷íî¨

òåîðåìè 1.7 ïðî iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà (äèâ., íàïðèêëàä, [2, 200,

31]) ìè îòðèìó¹ìî, ùî (St; (LR0; ρ)) ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.91 çàâåðøåíî.
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3.7.3. Ðiâíÿííÿ ç ìîäèôiêîâàíîþ íåëiíiéíiñòòþ. Îáãîâîðþþ÷è

òåõíi÷íå ïðèïóùåííÿ (H.I), ìè ïiäìiòåìî, ùî íàâiòü ó âèïàäêó íåâèêîíàííÿ

(H.I) äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i, ëåìà 3.90 äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäàòè ìîäèôiêîâàíó

çàäà÷ó áåç çìiíè àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè St (äèâ. [75]). Äåòàëüíiøå, âèáåðåìî

[75, ñ.545] äåÿêó C∞-ôóíêöiþ χ : [0,+∞)→ [0, 1] òàêó, ùî
χ(s) = 1, s ∈ [0, 1];

χ(s) = 0, s ∈ [2,+∞);

0 ≤ χ(s) ≤ 1, s ∈ [1, 2]

òà ïîçíà÷èìî

F̃ (ϕ) ≡ χ

(
||ϕ||H,d
R̂α

)
· F (ϕ).

Äëÿ çðó÷íîñòi, ìè ïîçíà÷à¹ìî ||ϕ||H,d ≡ ||A1/2ϕ(0)||+ d · ||A−1/2ϕ||C .
Â ðåçóëüòàòi, ìîäèôiêîâàíà çàäà÷à (3.149) (ç F̃ (ϕ) çàìiñòü F (ϕ)) ìà¹ òàêó

ñàìó ïîâåäiíêó âñåðåäèíi (ïîãëèíàþ÷î¨) ìíîæèíè BVα (ôàêòè÷íî ïîâåäiíêà íå
çìiíþ¹òüñÿ âñåðåäèíi áiëüøî¨ ìíîæèíè {ϕ : ||ϕ||H,d ≤ R̂α}).

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ||F̃ (ϕ)|| ≤ ||F (ϕ)|| ≤ Mb

√
|Ω| òà îöiíêó

||A−1/2u̇(t)|| ≤ ||A1/2u(t)||+d||A−1/2u(t)||+Mb

√
|Ω|, ìè îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíà

L(R̂α) ≡
{
ϕ ∈ L : ||ϕ||H,d ≤ 2R̂α; |||ϕ||| ≤ 2R̂α +Mb

√
|Ω|

}
¹ äîäàòíüî iíâàðiàíòíîþ äëÿ åâîëþöiéíîãî îïåðàòîðà, ïîáóäîâàíîãî çà

ðîçâ'ÿçêàìè (3.149) ç ìîäèôiêîâàíîþ íåëiíiéíîñòüþ F̃ (ϕ). Âiäìiòåìî, ùî

BVα ⊂ L(R̂α) ⊂ {ϕ : ||ϕ||H,d ≤ 2R̂α}.
Öÿ iíâàðiàíòíiñòü ìíîæèíè L(R̂α) äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè åâîëþöiéíèé

îïåðàòîð S̃t : L(R̂α) → L(R̂α) çà ðîçâ'ÿçêàìè (3.149) ç ìîäèôiêîâàíîþ

íåëiíiéíîñòüþ F̃ .

Ñëiäóþ÷è àðãóìåíòàì, ïðåäñòàâëåíèì â òåîðåìi 3.91, ìè äîâîäèìî

íàñòóïíèé àíàëîã òåîðåìè 3.91.

Òåîðåìà 3.93 . Íåõàé (H.I) òà âñi ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 3.86 âèêîíàíi.

Òîäi åâîëþöiéíà ïiâãðóïà S̃t : L(R̂α) → L(R̂α) ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð

â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (L(R̂α); ρ). Òóò, ÿê i ðàíiøå, ρ - ìåòðèêà, ÿêà

âèçíà÷åíà â (3.179).
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Çàóâàæåííÿ 3.94 Îáãîâîðþþ÷è çâóæåííÿ ðîçãëÿäiâ ç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

L äî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (LR0; ρ) àáî (L(R̂α); ρ), ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî

öå ïðèðîäíié êðîê íàâiòü äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç

çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Íàïðèêëàä, â [204,

òâåðäæåííÿ 1 òà íàñëiäîê 1] ïîêàçàíî, ùî ìàêñèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè ñêàëÿðíîãî

ðiâíÿííÿ ç çàãàþâàííÿì ñêëàäàþòü ïiâïîòiê íà ìíîæèíi {φ : Lip(φ) ≤
k, ||φ|| < w} ⊂ C([−r, 0],R). Òóò Lip(φ) = supx 6=y |φ(x)− φ(y)| · |x− y|−1.

3.7.4. ×àñòêîâèé âèïàäîê ñòàëîãî çàãàþâàííÿ (η = const). Â

öüîìó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, ïðèïóùåííÿ (H.η) (äèâ. (3.155)) âèêîíó¹òüñÿ

àâòîìàòè÷íî ç Lη = 0. Ñëiäóþ÷è äîâåäåííþ òåîðåìè 3.86, ìè áà÷èìî, ùî

ïðèïóùåííÿ sup
s6=t

{
||A−1/2(ϕ(s)− ϕ(t))|| · |s− t|−1

}
< +∞ íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

ó âèïàäêó η = const. Öå äà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ H

(ïîðiâíÿéòå ç (3.157)),

H ≡
{
ϕ ∈ C([−r, 0];D(A−1/2)) | ϕ(0) ∈ D(A1/2)

}
(3.181)

çàäà÷à (3.149), (3.153) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âèïëèâà¹ ç (3.171)

òà ôàêòà, ùî Lη = 0 äà¹ Dv,T (âèçíà÷åíå â (3.172)) îáìåæåíî äëÿ äîâiëüíîãî

ϕ ∈ H (ïîð. çàóâàæåííÿ 3.88) òà öå äà¹ íåïåðåðâíiñòü St : H → H (ïîðiâí.

çàóâàæåííÿ 3.89) òà, ÿê íàñëiäîê, ïàðà (St;H) ñêëàäà¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó.

Ñëiäóþ÷è äîâåäåííþ ëåìè 3.90 òà òåîðåìè 3.91, ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3.95 . Íåõàé η = const, ïðèïóùåííÿ (H.B) âèêîíàíî òà ôóíêöiÿ b :

R→ R ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîþ òà îáìåæåíîþ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨

ôóíêöi¨ ϕ ∈ H çàäà÷à (3.149), (3.153) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê íà äîâiëüíîìó

iíòåðâàëi [0, T ]. Ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âëàñòèâiñòü u̇ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

Áiëüø òîãî, ïàðà (St;H) ñêëàäà¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó, ÿêà ìà¹ ãëîáàëüíèé

àòðàêòîð. Àòðàêòîð ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â C1([−r, 0];D(A−1/2)) ∩
C([−r, 0];D(Aα)) äëÿ äîâiëüíîãî α ∈ (1

2 , 1).

Òåïåð ìè ìîæåìî ïîðiâíÿòè äâà âèïàäêè (çàãàþâàíü, ÿêi çàëåæàòü òà íå

çàëåæàòü âiä ñòàíó), ïðèïóñêàþ÷è
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• óìîâà (H.B) âèêîíàíà òà

• ôóíêöiÿ b : R→ R ëîêàëüíî ëèïøèöåâà òà îáìåæåíà.

Òàáëèöÿ 3.1
çàãàþâàííÿ η,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó
η íåçàëåæíå âiä ñòàíó

iñíóâàííÿ

òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ϕ ∈ L ⊂ H òà (H.η) ϕ ∈ H
íåïåðåðâíiñòü St òà St : (LR0; ρ)→ (LR0; ρ)

iñíóâàííÿ àòðàêòîðà S̃t : (L(R̂α); ρ)→ (L(R̂α); ρ) St : H → H

Çàóâàæåííÿ 3.96 Âiäìiòåìî, ùî LR0 ⊂ L ⊂ H òà ìåòðèêà ρ ¹ ïðèðîäíüîþ

ìåòðèêîþ ïðîñòîðó H.

Ùîäî çàñòîñóâàííÿ (äëÿ îáîõ âèïàäêiâ çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä

ñòàíó òà ñòàëîãî çàãàþâàííÿ) ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè äèôóçiéíå ðiâíÿííÿ

Íiêîëñîíà (äèâ., íàïðèêëàä, [197, 195]) ç ÇÇÑ. Áiëüø äåòàëüíî, ìè ðîçãëÿäà¹ìî

ðiâíÿííÿ (3.149) äå −A - ¹ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà ç óìîâîþ Äèðèõëå íà

ìåæi, Ω ⊂ Rn0 ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ ç ãëàäêîþ ìåæåþ, ôóíêöiÿ f

ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, f(s) = 1√
4πα

e−s
2/4α, ÿê ó [196]. Íåëiíiéíà ôóíêöiÿ

(íàðîäæóâàíîñòi) b âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê b(w) = p · we−w. Ôóíêöiÿ b ¹ îáìåæåíîþ,
îòæå äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ çàãàþâàííÿ η, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ (H.η), óìîâè òåîðåì

âèêîíàíi (çà óìîâè âèêîíàííÿ ïðèïóùåííÿ (H.I)). Â ðåçóëüòàòi, ìè îòðèìó¹ìî,

ùî ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.149), (3.153) ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ òà äèíàìi÷íà

ñèñòåìà (St, (LR0; ρ)) ìà¹ ãëîáàëüíèé àòðàêòîð. ßêùî íåîáõiäíî, ìè ìîæåìî

ìîäèôiêóâàòè ñèñòåìó (ÿê ïîÿñíåíî âèùå) òà îòðèìàòè iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî

àòðàêòîðó äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè
(
S̃t; (L(R̂α); ρ)

)
.

3.8. Ðiâíÿííÿ ç ðîçïîäiëåíèì ó ïðîñòîði òà ÷àñi çàãàþâàííÿì,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîïîíó¹ìî íîâèé êëàñ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿìè, ÿêi ¹ ðîçïîäiëåíèìè ÿê ó ÷àñi
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òàê i ó ïðîñòîði, i îäíî÷àñíî ¹ çàëåæíèìè âiä ñòàíó. Ìè ïðîïîíó¹ìî ïiäõîäÿùi

óìîâè íà êîðåíåâó ôóíêöiþ, ÿêà ðåïðåçåíòó¹ ÇÇÑ òà îáãîâîðþ¹ìî ïåðåâàãè

öüîãî êëàñó ðiâíÿíü. Ìè äîñëiäæó¹ìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ,

âêëþ÷íî ç äîâåäåííÿì iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðó, à òàêîæ äîâåäåííÿì

ïðèíöèïà ëiíiàðèçîâàíî¨ ñòiéêîñòi.

Ïðîiëþñòðó¹ìî îñíîâíå ïèòàííÿ, ÿêå ìè äîñëiäæó¹ìî â öüîìó ïiäðîçäiëi,

íà ñïðîùåííîìó ïðèêëàäi ç ëîêàëüíèì â ïðîñòîði çàãàþâàíèì åëåìåíòîì.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé çàãàþâàíèé åëåìåíò (ðîçïîäiëåíèé â ÷àñi)
∫ 0

−r b(u(t +

θ, x))ξ(θ)dθ. Òóò ôóíêöiÿ ξ íàëåæèòü äåÿêîìó ïðîñòîðó äiéñíîçíà÷íèõ

ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà çàãàþâàíîìó iíòåðâàëi (−r, 0). Öÿ (êîðåíåâà) ôóíêöiÿ

ξ ïðåäñòàâëÿ¹ ïðàâèëî çà ÿêèì iíôîðìàöiÿ ïðî ìèíóëi ñòàíè ñèñòåìè (ôóíêöiÿ

u) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñà. ßê îáãîâîðþâàëîñü (äèâ.,

íàïðèêëàä, [155, 156]), öå ïðàâèëî ìîæå çìiíþâàòèñü â çàëåæíîñòi âiä ñòàíó

ñèñòåìè. Ïîçíà÷èìî v ∈ H ôàçîâó êîîðäèíàòó, äå H ïîçíà÷à¹ ôàçîâèé

ïðîñòið. Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ ïðàâèëî âèáîðó çàãàþâàííÿ, çàëåæíîãî âiä

ñòàíó, âèãëÿäà¹ ÿê ξ(θ, v) : (−r, 0) × H → R òà âiäïîâiäíèé çàãàþâàíèé

åëåìåíò çàïèñó¹òüñÿ ÿê
∫ 0

−r b(u(t + θ, x))ξ(θ, v)dθ. Öå ñïðîùåíèé (ëîêàëüíèé)

ïðèêëàä çàãàþâàíîãî åëåìåíòà, ÿêèé âèâ÷àâñÿ ó íàøèõ ðîáîòàõ [155, 156].

ßê áóäå âèäíî ïiçíiøå, âèâ÷àþ÷è äåÿêi ïèòàííÿ (íàïðèêëàä, ñòàöiîíàðíi

ðîçâ'ÿçêè), âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ó âèêîðèñòàííi áiëüø øèðîêîãî êëàñó

ôóíêöié ξ (çàãàþâàíèõ ïðàâèë), ÿêi ðîçïîäiëåíi â ïðîñòîði, òîáòî ξ(θ, x, v).

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿäàþ÷è äåÿêó áiîëîãi÷íó ñèñòåìó, äå u(t, x) ïðåäñòàâëÿ¹

ùiëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó t â òî÷öi ïðîñòîðó x ∈ Ω, çàãàþâàíå ïðàâèëî

ξ(θ, v) îäíå i òå ñàìå äëÿ âñiõ òî÷îê x îáëàñòi Ω, à çàãàþâàíå ïðàâèëî ξ(θ, x, v)

çàëåæèòü âiä òî÷îê x ∈ Ω (íàïðèêëàä, çàëåæíiñòü ðåñóðñiâ âiä òî÷îê ïðîñòîðó

â Ω). Öå ïîêàçó¹, ùî çàãàþâàíå ïðàâèëî ξ(θ, x, v) ¹ áiëüø ðåàëiñòè÷íèì ç

áiîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó i, ÿê ìè ïîáà÷èìî äàëi, ç ìàòèìàòè÷íî¨. Âðàõîâóþ÷è

âèêëàäåíó ìîòèâàöiþ, íàì ïîòðiáíî çíàéòè ïiäõîäÿùèé êëàñ ôóíêöié ξ,

êîíöåíòèðóþ÷èñü íà õàðàêòåði çàëåæíîñòi ξ âiä êîîðäèíàòè x ∈ Ω. Öå ¹

îñíîâíîþ ìåòîþ öüîãî ïiäðîçäiëó. Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî âñóïåðå÷ òîìó ôàêòó,



196

ùî â êîæåí ìîìåíò ÷àñó t ≥ 0 ðîçâ'ÿçêè u(t) íàëåæàòü ïðîñòîðó L2(Ω) òà

ôàçîâà êîîðäèíàòà (u(t);u(t+θ)) íàëåæèòü ïðîñòîðó L2(Ω)×L2(−r, 0;L2(Ω)),

àëå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ξ (ÿê ôóíêöi¨ çìiíî¨ x) íå îáîâ'ÿçêîâî íàëåæèòü ïðîñòîðó

L2(Ω). Âîíè íàëåæàòü áiëüø øèðîêîìó ïðîñòîðó D(A−1/2) ⊃ L2(Ω) (äëÿ

äåòàëåé äèâ. òåîðåìè 3.98 òà 3.100 íèæ÷å).

Ìîäåëü, ÿêà ïðîïîíó¹òüñÿ, ìà¹ iñòîòíþ ïåðåâàãó ïåðåä ìîäåëÿìè, ùî

áóëè ðîçãëÿíóòi ðàíiøå (äèâ. [155, 156]), íàäàþ÷è ìîæëèâiñòü ðîçãëÿäàòè

âèïàäêè ñêií÷åííî¨ àáî íàâiòü íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi içîëüîâàíèõ ñòàöiîíàðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Ìè òàêîæ ïðîïîíó¹ìî àëãîðèòì ïîáóäîâè òàêîãî çàãàþâàíîãî

åëåìåíòà (ç ÇÇÑ). Ðåçóëüòàòè öüîãî ïiäðîçäiëó áóëè âèêëàäåíi â ðîáîòi [158].

Ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè âèâ÷åííi ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà ç

äèôóçi¹þ. Äåòàëüíiøå, ïðîïîíó¹òüñÿ øèðîêèé êëàñ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ ç çàãàþâàíèìè åëåìåíòàìè, ÿêi äàþòü äîäàòêîâó ìîæëèâiñòü

âèêîðèñòàòè iíôîðìàöiþ (íàïðèêëàä, îòðèìàíó ç åêñïåðèìåíòiâ) ïðî ìíîæèíó

ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òàêî¨ ìîæëèâîñòi íå áóëî â ðàíiøå äîñëiäæóâàíèõ

ìîäåëÿõ (äèâ., íàïðèêëàä, [197, 195, 196, 155, 156]), äå äëÿ ïðèéíÿòòÿ äî

óâàãè íîâî¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè, áóëî íåîáõiäíî ïåðåôîðìóëþâàòè âñþ ìîäåëü.

Â íàøîìó âèïàäêó, äîñòàòíüî ëèøå çìiíèòè êîðåíåâó ôóíêöiþ ξ â îêîëi

ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè. Ìè òàêîæ ñïîäiâà¹ìîñü, ùî óìîâè íà êîðåíåâó ôóíêöiþ,

çíàéäåíi â öié ðîáîòi, ìîæóòü áóòè êîðèñíi äëÿ ÷èñåëüíîãî äîñëiäæåííÿ ìîäåëi.

3.8.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå íåëîêàëüíå ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç

çàãàþâàííÿì, ðîçïîäiëåíèì â ïðîñòîði òà ÷àñi òà çàëåæíèì âiä ñòàíó

∂
∂tu(t, x) + Au(t, x) + du(t, x)

=
∫ 0

−r
{∫

Ω b(u(t+ θ, y))f(x− y)dy
}
ξ(θ, x, u(t), ut)dθ ≡

(
F (ut)

)
(x), x ∈ Ω

(3.182)

äå A çàäîâiëüíÿ¹ (À1), Ω ãëàäêà îáìåæåíà îáëàñòü ó Rn0, f : Ω −
Ω → R îáìåæåíà ôóíêöiÿ, b : R → R ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîþ òà

îáìåæåíîþ (|b(w)| ≤ Cb ç Cb ≥ 0), d ¹ äîäàòíÿ ñòàëà. Ôóíêöiÿ ξ(·, ·, ·) :

[−r, 0] × Ω × H → R ïðåäñòàâëÿ¹ ðîçïîäiëåíå çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä
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ñòàíó. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ ïîçíà÷èìî H ≡ L2(Ω) × L2(−r, 0;L2(Ω)) òà áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ‖ · ‖ òà 〈·, ·〉 äëÿ íîðìè òà ñêàëÿðíîãî äîáóòêà â

ïðîñòîði L2(Ω).

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (3.182) iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(0+) = u0 ∈ L2(Ω), u|(−r,0) = ϕ ∈ L2(−r, 0;L2(Ω)). (3.183)

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïèøåìî (u0, ϕ) ∈ H.
Çàðàç ìè îáãîâîðèìî iñíóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i ç

çàãàþâàííÿì (3.182), (3.183).

Âèçíà÷åííÿ 3.97 Ôóíêöiÿ u çâåòüñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.182) iç

ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (3.183) íà iíòåðâàëi [0, T ], ÿêùî u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩
L2(−r, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;D(A

1
2 )), u(θ) = ϕ(θ) äëÿ θ ∈ (−r, 0) òà

−
∫ T

0

〈u, v̇〉dt+

∫ T

0

〈A
1
2u,A

1
2v〉dt+

∫ T

0

〈du− F (ut), v〉dt = −〈u0, v(0)〉 (3.184)

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ v ∈ L2(0, T ;D(A
1
2 )) ç v̇ ∈ L2(0, T ;D(A−

1
2 )) òà v(T ) = 0.

Òåîðåìà 3.98 . Ïðèïóñòèìî, ùî

(i) b : R → R ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâîþ òà îáìåæåíîþ òîáòî, iñíó¹ ñòàëà

Cb òàêà, ùî |b(w)| ≤ Cb äëÿ âñiõ w ∈ R;

(ii) f : Ω− Ω→ R îáìåæåíà òà âèìiðíà (|f(·)| ≤Mf);

(iii) ξ : [−r, 0]×Ω×L2(Ω)×L2(−r, 0;L2(Ω))→ R çàäîâiëüíÿ¹ íàñòóïíié óìîâi:

a) äëÿ äîâiëüíîãî M > 0 iñíó¹ Lξ,M òàêå, ùî äëÿ âñiõ (vi, ψi) ∈ H, ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü ||vi||2 +
∫ 0

−r ||ψ
i(s)||2ds ≤M 2, i = 1, 2, âèêîíó¹òüñÿ∫ 0

−r
||ξ(θ, ·, v1, ψ1)− ξ(θ, ·, v2, ψ2)||D(A−1/2) dθ

≤ Lξ,M ·
[
||v1 − v2||2 +

∫ 0

−r
||ψ1(s)− ψ2(s)||2ds

]1/2

, (3.185)

b) iñíó¹ C(ξ,−1/2) > 0 òàêå, ùî∫ 0

−r
‖ξ(θ, · , v, ψ)‖D(A−1/2) dθ ≤ C(ξ,−1/2) äëÿ âñiõ (v, ψ) ∈ H. (3.186)
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Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî (u0, ϕ) ∈ H ≡ L2(Ω) × L2(−r, 0;L2(Ω)) çàäà÷à (3.182)

iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (3.183) ìà¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u(t) íà êîæíîìó

iíòåðâàëi [0, T ] òà öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâiëüíÿ¹

u(t) ∈ C([0, T ];L2(Ω)). (3.187)

Çàóâàæåííÿ 3.99 Óìîâè (iii)-a) òà (iii)-b) îçíà÷àþòü, ùî ξ ÿê ôóíêöiÿ

ñâî¨õ òðåòüî¨ òà ÷åòâåðòî¨ êîîðäèíàò (v, ψ) ∈ H ¹ (íåëiíiéíèì)

ëîêàëüíî ëèïøèöåâèì òà ãëîáàëüíî îáìåæåíèì âiäîáðàæåííÿì ξ : H →
L1(−r, 0;D(A−

1
2 )).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.98. ßê i ðàíiøå, ìè ïîçíà÷à¹ìî {ek}∞k=1 îðòîíîðìîâàíèé

áàçèñ ïðîñòîðó L2(Ω) òàêèé, ùî Aek = λkek, 0 < λ1 < . . . < λk → +∞.

Ìè íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ um(t, x) =
m∑
k=1

gk,m(t)ek(x) íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì (çà

Ãàëåðêiíèì) ïîðÿäêó m äëÿ çàäà÷i (3.182),(3.183), ÿêùî{
〈u̇m + Aum + dum − F (umt ), ek〉 = 0,

〈um(0+), ek〉 = 〈u0, ek〉, 〈um(θ), ek〉 = 〈ϕ(θ), ek〉, ∀θ ∈ (−r, 0)
(3.188)

∀k = 1, . . . ,m. Òóò gk,m ∈ C1(0, T ;R)∩L2(−r, T ;R) ç àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè

ôóíêöiÿìè ġk,m(t).

Ðiâíÿííÿ (3.188) äëÿ ôiêñîâàíîãîm ìîæóòü áóòè ïåðåïèñàíi ÿê ñèñòåìà äëÿ

m-âèìiðíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ v(t) = vm(t) = (g1,m(t), . . . , gm,m(t))T . Âiäìiòåìî,

ùî ‖um(t, ·)‖2
L2(Ω) =

m∑
k=1

g2
k,m(t) = |v(t)|2Rm.

Ñòàíäàðòíà òåõíiêà (äèâ., íàïðèêëàä, [30]) äà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨

ôóíêöi¨ ϕ ∈ L2(−r, 0;Rm), a ∈ Rm iñíóþòü α > 0 òà ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(3.188) v ∈ L2(−r, α;Rm) òàêèé, ùî v0 = ϕ è v(0) = a, v|[0,α] ∈ C([0, α];Rm)

(äëÿ ïîäàëüøèõ äåòàëåé äèâ. òåîðåìó 6 òà çàóâàæåííÿ 9 ç [27], a òàêîæ ëåìó

ç [156]).

Ëåãêî áà÷èòè ç (3.186) òà îáìåæåíîñòi ôóíêöié b òà f , ùî

|〈F (ut), v〉L2(Ω)|=
∣∣∣∣∫

Ω

{∫ 0

−r

[∫
Ω

b(u(t+ θ, y))f(x− y)dy

]
ξ(θ, x, u(t), ut)dθ

}
v(x)dx

∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∫ 0

−r

[∫
Ω

b(u(t+ θ, y))

{∫
Ω

f(x− y)ξ(θ, x, u(t), ut)v(x)dx

}
dy

]
dθ

∣∣∣∣
≤ CbMf |Ω|

∫ 0

−r
‖ξ(θ, ·, u(t), ut)‖D(A−1/2)dθ · ||v||D(A1/2).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.186), îòðèìó¹ìî

|〈F (ut), v〉L2(Ω)| ≤ CbMf |Ω|C(ξ,−1/2) · ‖A1/2v‖. (3.189)

Òåïåð ìè îòðèìà¹ìî àïðiîðíó îöiíêó äëÿ ãàëåðêiíñêèõ íàáëèæåíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.182),(3.183). Áåðåìî äîáóòîê (3.188) òà gk,m òà ñóìó¹ìî

äëÿ k = 1, · · · ,m. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ u(t) = um(t) òà t ∈ (0, α] ≡ (0, α(m)],

iíòåðâàë ëîêàëüíîãî iñíóâàííÿ äëÿ um(t), ìè îòðèìó¹ìî

1

2

d

dt
‖u(t)‖2 + ‖A1/2u(t)‖2 + d‖u(t)‖2 ≤ |〈F (ut), u(t)〉|. (3.190)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.189), (3.190), îòðèìó¹ìî

d

dt
‖u(t)‖2 + ‖A1/2u(t)‖2 + 2d‖u(t)‖2 ≤ C2

bM
2
f |Ω|2C2

(ξ,−1/2) ≡ k̃1. (3.191)

Îñêiëüêè d
dt‖u(t)‖2 + ‖A1/2u(t)‖2 + 2d‖u(t)‖2 = d

dt(‖u(t)‖2 +
∫ t

0 ‖A
1/2u(τ)‖2dτ +

2d
∫ t

0 ‖u(τ)‖2dτ), ìè ïîçíà÷à¹ìî χ(t) ≡ ‖u(t)‖2 +
∫ t

0 ‖A
1/2u(τ)‖2dτ +

2d
∫ t

0 ‖u(τ)‖2dτ òà ïåðåïèñó¹ìî îñòàííþ îöiíêó íàñòóïíèì ÷èíîì d
dtχ(t) ≤ k̃1.

Îòðèìó¹ìî χ(t) ≤ χ(0) + k̃1t = ‖u(0)‖2 + k̃1t. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèéøëè äî

aïðiîðíî¨ îöiíêè

‖u(t)‖2 +

∫ t

0

‖A1/2u(τ)‖2dτ + 2d

∫ t

0

‖u(τ)‖2dτ ≤ ‖u(0)‖2 + k̃1t. (3.192)

Îöiíêà (3.192) äà¹, ùî äëÿ u0 ∈ L2(Ω) ðîäèíà íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

{um(t)}∞m=1 ¹ ðiâíîìiðíî (ïî m ∈ N) îáìåæåíèì â ïðîñòîði L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩
L2(0, T ;D(A1/2)), äå D(A1/2) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà A1/2 òà [0, T ]

¹ iíòåðâàëîì ëîêàëüíîãî iñíóâàííÿ. Ç (3.192) ìè òàêîæ îòðèìó¹ìî

ïðîäîâæóâàííiñòü ôóíêöié um(t) íà äîâiëüíèé iíòåðâàë, òîáòî (3.192)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ t > 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ íàáëèæåíèõ ãàëåðêiíñêèõ ðîçâ'ÿçêiâ (3.188)

òà âëàñòèâiñòü (3.192), ìè ìîæåìî ïðîiíòåãðóâàòè ïî [0, T ] òà îòðèìàòè
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∫ T
0 ‖A

−1/2u̇m(τ)‖2dτ ≤ CT äëÿ äîâiëüíîãî T. Öi âëàñòèâîñòi ðîäèíè {um(t)}∞m=1

äàþòü, ùî {(um(t); u̇m(t))}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ â ïðîñòîði

XT ≡ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;D(A1/2))× L2(0, T ;D(A−1/2)). (3.193)

Òîäi iñíóþòü ôóíêöiÿ (u(t); u̇(t)) òà ïiäïîñëiäîâíiñòü {umk} ⊂ {um} òàêi, ùî

(umk; u̇mk) *-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî (u; u̇) ó ïðîñòîði XT . (3.194)

Ñòàíäàðòíi îáãîâîðåííÿ (âèêîðèñòîâóþ÷è ñèëüíó çáiæíiñòü umk → u â

ïðîñòîði L2(0, T ;L2(Ω)), ÿêà âèïëèâà¹ ç (3.194) òà òåîðåìè Þ.À.Äóáiíñüêîãî

(äèâ., íàïðèêëàä, [6], [188, íàñëiäîê 4]), ìîæíà ïîêàçàòè (äèâ. [122, 31, 147], ùî

äîâiëüíà *-ñëàáêà ãðàíèöÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì (3.182) iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (3.183).

Äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âiäîìå

òâåðäæåííÿ 3.7 (äèâ. [191, òâåðäæåííÿ 1.2], [123, òåîðåìà 1.3.1]). Â íàøîìó

âèïàäêó ó òâåðäæåííi 3.7: X = L2(Ω), V = D(A1/2), V ∗ = D(A−1/2), p = q =

1/2 (äèâ. (3.193),(3.194)). Öå äà¹ (3.187). Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.98 çàâåðøåíî.

Òåïåð ìè äàìî äîñòàòíþ óìîâó ¹äèíîñòi ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 3.100 . Íåõàé ôóíêöi¨ b òà f òàêi, ÿê â òåîðåìi 3.98

(çàäîâiëüíÿþòü âëàñòèâîñòÿì (i),(ii)), ôóíêöiÿ ξ çàäîâiëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi

(iii)-a) òà

ξ(·, ·, v, ψ) ∈ L∞(−r, 0;D(A−1/2)) äëÿ âñiõ (v, ψ) ∈ H. (3.195)

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.182), (3.183), çíàéäåíèé â òåîðåìi 3.98, ¹ ¹äèíèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.100. Íåõàé u1 òà u2 äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (3.182), (3.183).

Â ïîäàëüøîìó, äëÿ ïðîñòîòè, ìè ïîçíà÷èìî w(t) = wm(t) = u1,m(t)− u2,m(t) -

ðiçíèöÿ âiäïîâiäíèõ íàáëèæåíü Ãàëåðêiíà. Òàêèì ÷èíîì

d

dt
‖w(t)‖2 + 2‖A1/2w(t)‖2 + 2d‖w(t)‖2 = 〈F (u1

t )− F (u2
t ), w(t)〉. (3.196)

Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ 〈F (u1
t )− F (u2

t ), w(t)〉 äåòàëüíiøå (äèâ. (3.182)).

〈F (u1
t )− F (u2

t ), w(t)〉≡
∫

Ω

[∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u1(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξ(θ, x, u1(t), u1

t )dθ



201

−
∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u2(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξ(θ, x, u2(t), u2

t )dθ

]
· w(t, x)dx

=

∫
Ω

[∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u1(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξ(θ, x, u1(t), u1

t )dθ−

−
∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u2(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξ(θ, x, u1(t), u1

t )dθ

]
· w(t, x)dx,

+

∫
Ω

[∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u2(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξ(θ, x, u1(t), u1

t )dθ−

−
∫ 0

−r

{∫
Ω

b(u2(t+ θ, y))f(x− y)dy

}
ξ(θ, x, u2(t), u2

t )dθ

]
· w(t, x)dx.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëîêàëüíó ëèïøèöåâiñòü ôóíêöi¨ b, (3.195) i (3.185), ìè

îòðèìó¹ìî

|〈F (u1
t )− F (u2

t ), w(t)〉|

≤ LbMf

∫ 0

−r

{∫
Ω

|w(t+ θ, y)| dy ·
∫

Ω

|ξ(θ, x, u1(t), u1
t )| · |w(t, x)| dx

}
dθ

+CbMf |Ω|
∫ 0

−r
||ξ(θ, ·, u1(t), u1

t )− ξ(θ, ·, u2(t), u2
t )||D(A−1/2)dθ · ||A

1/2w(t)||

≤ LbMf

√
|Ω|
∫ 0

−r
||w(t+ θ, ·)|| · ||ξ(θ, ·, u1(t), u1

t )||D(A−1/2) · ||A
1/2w(t)|| dθ

+CbMf |Ω|Lξ,M
[
||w(t)||2 +

∫ 0

−r
||w(t+ s)||2ds

]1/2

· ||A1/2w(t)||

≤ LbMf

√
|Ω| ess sup

θ∈(−r,0)

||ξ(θ, ·, u1(t), u1
t )||D(A−1/2)·

∫ 0

−r
||w(t+θ, ·)||·||A1/2w(t)|| dθ

+
1

2
||A1/2w(t)||2 +

1

2
C2
bM

2
f |Ω|2L2

ξ,M

[
||w(t)||2 +

∫ 0

−r
||w(t+ s)||2ds

]

≤ 1

2
||A1/2w(t)||2 +

1

2
L2
bM

2
f |Ω| r

[
ess sup

θ∈(−r,0)

||ξ(θ, ·, u1(t), u1
t )||D(A−1/2)

]2

×

×
∫ 0

−r
||w(t+θ, ·)||2 dθ+1

2
||A1/2w(t)||2+1

2
C2
bM

2
f |Ω|2L2

ξ,M

[
||w(t)||2+

∫ 0

−r
||w(t+ s)||2ds

]
.

Îñòàòî÷íî ìè îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ äîäàòíiõ ñòàëèõ C1, C2 òàêèõ, ùî

|〈F (u1
t )− F (u2

t ), w(t)〉| ≤ ||A1/2w(t)||2 + C1

∫ 0

−r
||w(t+ θ)||2dθ + C2||w(t)||2.



202

Îñòàííÿ îöiíêà òà (3.196) äàþòü d
dt‖w(t)‖2 + 2‖A1/2w(t)‖2 + 2d‖w(t)‖2 ≤

||A1/2w(t)||2 + C1

∫ 0

−r ||w(t+ θ)||2dθ + C2||w(t)||2 ≤ ||A1/2w(t)||2

+C1

(∫ 0

−r ||w(θ)||2dθ +
∫ t

0 ||w(s)||2ds
)

+ C2||w(t)||2.

Òàêèì ÷èíîì d
dt‖w(t)‖2 + ‖A1/2w(t)‖2 + 2d‖w(t)‖2 ≤ C1

(∫ 0

−r ||w(θ)||2dθ

+
∫ t

0 ||w(s)||2ds
)

+ C2||w(t)||2 i âëàñòèâiñòü ‖A1/2v‖2 ≥ λ1‖v‖2 äàþòü

d

dt

[
‖w(t)‖2 + (λ1 + 2d)

∫ t

0

‖w(s)‖2ds

]

≤ C1

(∫ 0

−r
||w(θ)||2dθ +

∫ t

0

||w(s)||2ds
)

+ C2||w(t)||2.

Öå äà¹ iñíóâàííÿ C3 > 0, òàêîãî, ùî äëÿ Z(t) ≡ ‖w(t)‖2+(λ1+2d)
∫ t

0 ‖w(s)‖2ds,

ìè îòðèìó¹ìî d
dtZ(t) ≤ C3Z(t) + C1

∫ 0

−r ||w(θ)||2dθ. Ëåìà Ãðîíóîëëà äà¹

Z(t) ≤
(
‖w(0)‖2 + C1C

−1
3

∫ 0

−r
||w(θ)||2dθ

)
· eC3t. (3.197)

Îñòàííÿ îöiíêà äîçâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè âiäîìå òâåðäæåííÿ 3.9 (äèâ. [8,

òåîðåìà 9]). Òàêèì ÷èíîì äëÿ ðiçíèöi u1(t)− u2(t) äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ìè ìà¹ìî

‖u1(t)− u2(t)‖2 + 2(λ1 + d)

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖2ds

≤
(
‖u1(0)− u2(0)‖2 + C1C

−1
3

∫ 0

−r
||ϕ1(θ)− ϕ2(θ)||2dθ

)
· eC3t. (3.198)

Âiäìiòåìî, ùî çà (3.187), ðiçíèöÿ ‖u1(t) − u2(t)‖ ìà¹ ñåíñ äëÿ âñiõ t ∈
[0, T ], ∀T > 0. Îñòàííÿ îöiíêà äà¹ ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

òåîðåìè 3.100.

Òåîðåìè 3.98 òà 3.100 äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St : H →
H, äåH ≡ L2(Ω)×L2(−r, 0;L2(Ω)), çà ôîðìóëîþ St(u0;ϕ) ≡ (u(t);u(t+θ)), θ ∈
(−r, 0), äå u(t) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.182),(3.183). Íåïåðåðâíiñòü

ïiâãðóïè çà ÷àñîì âèïëèâà¹ ç (3.187), à íåïåðåðâíiñòü çà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

ç (3.198).

Äëÿ âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè åâîëþöiéíî¨ ïiâãðóïè ìè âèêîðèñòîâó-

¹ìî ïîíÿòòÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà (äèâ., íàïðèêëàä, [2, 200, 31])



203

Òåîðåìà 3.101 . Íåõàé ôóíêöi¨ b òà f çàäîâiëüíÿþòü âëàñòèâîñòÿì

(i), (ii) òåîðåìè 3.98. Íåõàé ôóíêöiÿ ξ çàäîâiëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi (iii)-a)

òåîðåìè 3.98, (3.195), à òàêîæ iñíó¹ C(ξ,0) > 0 òàêå, ùî (äèâ. (3.186))∫ 0

−r
‖ξ(θ, · , v, ψ)‖ dθ ≤ C(ξ,0) äëÿ âñiõ (v, ψ) ∈ H. (3.199)

Òîäi äèíàìi÷íà ñèñòåìà (St;H) ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð U ,
ÿêèé ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîði H1 ≡ D(Aα)×W , äå W = {ϕ : ϕ ∈
L∞(−r, 0;D(Aα)), ϕ̇ ∈ L∞(−r, 0;D(Aα−1))}, α ≤ 1

2 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.101. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êëàñè÷íó òåîðåìó 1.7, âiäïîâiäíî äëÿ ÿêî¨, äëÿ äèíàìè÷íî¨

ñèñòåìè (St, H) äîñòàòíüî çàäîâiëüíÿòè âëàñòèâîñòÿì äèñèïàòèâíîñòi òà

àñèìïòîòè÷íî¨ êîìïàêòíîñòi (äèâ. [2, 200, 31]).

Âëàñòèâiñòü (3.199) äà¹ áiëüø ñèëüíó îöiíêó, íiæ (3.189):

|〈F (ut), v〉L2(Ω)| ≤ CbMf |Ω|C(ξ,0) · ‖v‖ (3.200)

ÿêà ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ äèñèïàòèâíîñòi (St;H). Îñòàíîê äîâåäåííÿ, âêëþ÷íî

ç âëàñòèâiñòþ àñèìïòîòè÷íî¨ êîìïàêòíîñòi, ¹ ñòàíäàðòíèì (äèâ., íàïðèêëàä,

[2, 31, 147] à òàêîæ [155, 156]).

3.8.2. Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè. Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ, â öüîìó

ïiäïóíêòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî îïåðàòîð A = (−∆D) > 0, äå ∆D - îïåðàòîð

Ëàïëàñà â L2(Ω) ç óìîâàìè Äèðèõëå íà ìåæi îáëàñòi. Â öüîìó âèïàäêó (ÿêèé

¹ äîñòàòíiì äëÿ çàñòîñóâàííÿ, íàïðèêëàä, äî ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà), ìè ìà¹ìî

D(A) = H2(Ω)∩H1
0(Ω), D(A1/2) = H1

0(Ω), D(A−1/2) = H−1(Ω). Äëÿ ïîäàëüøèõ

äåòàëåé ïðî öåé êëàñè÷íèé ïðîñòið Ñîáîëåâà äèâèñü, íàïðèêëàä, [123].

Â öüîìó ïiäïóíêòi ìè çîñåðåäèìîñü íà ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêàõ. Ïåðø

çà âñå, çà âèçíà÷åííÿì (ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó), u(t, x) ∈ L2(0, T ;D(A1/2)) =

L2(0, T ;H1
0(Ω)), òîáòî äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó u(t, x) ≡ ust(x), ìà¹ìî

ust ∈ H1
0(Ω).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ ust ∈ H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω). Íàøà ìåòà - çíàéòè

óìîâè íà ôóíêöiþ ξ(·, ·, ·, ·) òàê, àáè ñèñòåìà (3.182) ìàëà á ñòàöiîíàðíèé
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ðîçâ'ÿçîê u(t) ≡ ust ∈ H1
0(Ω) äëÿ âñiõ t ∈ R. Ïîçíà÷èìî ust ≡ ust(θ) ≡ ust, θ ∈

[−r, 0].

Îñêiëüêè äëÿ ust = 0 ∈ H1
0(Ω) ìè ìîæåìî îáðàòè ξ(·, ·, 0, 0) ≡ 0, ìè

çîñåðåäèìîñü äàëi íà âèïàäêó ust 6= 0 ∈ H1
0(Ω).

Ç (3.182) òà ∂
∂tu(t, x) ≡ 0, îòðèìó¹ìî

Aust(x) + d · ust(x) =

∫
Ω

b(ust(y))f(x− y)dy ·
∫ 0

−r
ξ(θ, x, ust, ust)dθ, x ∈ Ω.

(3.201)

ßê ìè ïîêàæåìî, äëÿ êîðåêòíîãî âèçíà÷åííÿ çíà÷åííÿ ξ äîñòàòíüî âèçíà÷èòè

òiëüêè äëÿ äðóãî¨ òà òðåòüî¨ êîîðäèíàòè, ÿêi äîðiâíþþòü (ust, ust) ∈ H ≡
L2(Ω)× L2(−r, 0;L2(Ω)). Ìè ïðîïîíó¹ìî øóêàòè çíà÷åííÿ ó âèãëÿäi äîáóòêà

ξ(θ, x, ust, ust) = χ(θ) · v̂(x), θ ∈ [−r, 0], x ∈ Ω. (3.202)

Òåïåð ðiâíÿííÿ (3.201) çàïèñó¹òüñÿ ÿê

Aust(x) + d · ust(x) =
∫

Ω b(u
st(y))f(x− y)dy · v̂(x) ·

∫ 0

−r χ(θ)dθ, x ∈ Ω.

(3.203)

Íàì çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà åëåìåíòàðíà

Ëåìà 3.102 . Íåõàé ust 6= 0 ∈ L2(Ω). Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f äîäàòíÿ

òà f ∈ C∞(Ω− Ω). Íåõàé ôóíêöiÿ b îáìåæåíà òà çàäîâiëüíÿ¹ b(w) > 0 äëÿ

âñiõ w 6= 0. Òîäi ôóíêöiÿ

p(x) ≡
∫

Ω

b(ust(y))f(x− y)dy (3.204)

çàäîâiëüíÿ¹: p ∈ C(Ω), inf{p(x) : x ∈ Ω} ≡ pmin > 0 òà sup{ ∂
∂xi
p(x) : x ∈

Ω, i = 1, ..., n0} ≡ p′max <∞.

Íåïåðåðâíiñòü p íà Ω îäðàçó âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi f òà íåðiâíîñòi Êîøi-

Øâàðöà

|p(x1)− p(x2)| =
∣∣∣∣∫

Ω

b(ust(y))
[
f(x1 − y)− f(x2 − y)

]
dy

∣∣∣∣
≤ ||b(ust(·))|| ·

[∫
Ω

∣∣f(x1 − y)− f(x2 − y)
∣∣2 dy]1/2

. (3.205)
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Ìè òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ y ∈ Ω ìà¹ìî
∣∣(x1 − y)− (x2 − y)

∣∣ =∣∣x1 − x2
∣∣ .

Âëàñòèâîñòi b(w) > 0 äëÿ âñiõ w 6= 0, ust 6= 0 ∈ L2(Ω) òà äîäàòíiñòü f

äàþòü, ùî p(x) > 0 äëÿ âñiõ x ∈ Ω. Òàêèì ÷èíîì, íåïåðåðâíiñòü p òà òåîðåìà

Âåéåðøòðàññà äàþòü inf{p(x) : x ∈ Ω} ≡ pmin > 0. Îáìåæåíiñòü ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ p âèïëèâà¹ ç f ∈ C∞(Ω− Ω).

Ïðèïóñòèìî äàëi ∫ 0

−r
χ(θ)dθ 6= 0. (3.206)

Â ïðèïóùåííÿõ ëåìè òà (3.206) ìè ìà¹ìî p(x) ·
∫ 0

−r χ(θ)dθ 6= 0 äëÿ âñiõ x ∈ Ω.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî çàïèñàòè (äèâ. (3.203))

v̂(x) =
Aust(x) + d · ust(x)∫

Ω b(u
st(y))f(x− y)dy ·

∫ 0

−r χ(θ)dθ
. (3.207)

Âiäìiòåìî, ùî (3.207) ¹ ðiâíiñòòþ â ïðîñòîði D(A−1/2) = H−1(Ω) (â ñåíñi

ðîçïîäiëåíü). ßê ìè áà÷èëè, çà âèçíà÷åííÿì (ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ), u(t, x) ∈
L2(0, T ;D(A1/2)) = L2(0, T ;H1

0(Ω)), òîáòî äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó

u(t, x) ≡ ust(x), ìà¹ìî ust ∈ H1
0(Ω). Öå äà¹ Aust ∈ H−1(Ω) = D(A−1/2) òà

Aust +d ·ust ∈ H−1(Ω). Äëÿ äîâåäåííÿ, ùî v̂ ∈ H−1(Ω) ìè íàãàäà¹ìî íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 3.103 [123, òåîðåìà 12.1]. Íåõàé m - íàòóðàëüíå ÷èñëî.

Òîäi äîâiëüíèé åëåìåíò h ∈ H−m(Ω) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé (íå¹äèíèì

÷èíîì) ó âèãëÿäi

h =
∑
|j|≤m

Djhj, hj ∈ L2(Ω).

Òóò Dα ≡ ∂α1+...+αn

∂x
α1
1 ...∂xαnn

, α = {α1, . . . , αn}, |α| = α1 + . . .+ αn.

Â íàøîìó âèïàäêóm = 1 òà, ÿêùî ìè ïîçíà÷èìî h = Aust+d ·ust ∈ H−1(Ω)

òà q(x) ≡ p−1(x), òî v̂ ∈ H−1(Ω) ÷èòà¹òüñÿ ÿê qh ∈ H−1(Ω). Âèêîðèñòîâóþ÷è

îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ 3.103, ìè ïèøåìî h = h0 +
∑n0

i=1
∂
∂xi
hi, hi ∈ L2(Ω). Òàêèì

÷èíîì,

v̂ = qh = qh0 +

n0∑
i=1

q
∂

∂xi
hi = qh0 +

n0∑
i=1

[
∂

∂xi
(qhi)− hi

∂

∂xi
q

]
. (3.208)
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Çàóâàæåííÿ 3.104 Âiäìiòåìî, ùî âñi ïîõiäíi (ó òâ. 3.103 òà (3.208))

ðîçóìiþòüñÿ â ñåíñi ðîçïîäiëåíü (äèâ. [198, 14, 123]). Âèðàç q ·h ðîçóìi¹òüñÿ

ÿê ðîçïîäiëåííÿ, ÿêå îòðèìàíî äîáóòêîì ðîçïîäiëåííÿ h òà íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ q (çà âèçíà÷åííÿì, (q · h, ϕ) ≡ (h, q · ϕ),∀ϕ ∈ D

ÿê ó [198, 14]), îñêiëüêè îïåðàöiÿ äîáóòêà íå âèçíà÷åíà äëÿ äâîõ ðîçïîäiëåíü.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå âèçíà÷åííÿ, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ∂
∂xi

(q · h) = h · ∂
∂xi
q +

q · ∂
∂xi
h.

Çà îñòàííiì òâåðäæåííÿì, äëÿ îòðèìàííÿ v̂ ∈ H−1(Ω) äîñòàòíüî ïîêàçàòè

(äèâ. (3.208)), ùî

qhi ∈ L2(Ω), hi
∂

∂xi
q ∈ L2(Ω). (3.209)

Ïåðøå âêëþ÷åííÿ â (3.209) âèïëèâà¹ ç îñòàííüî¨ ëåìè i∫
Ω

|q(x)hi(x)|2 dx ≤
[
sup{|q(x)| : x ∈ Ω}

]2 · ||hi||2 = p−2
min · ||hi||2 < +∞.

Äðóãå âêëþ÷åííÿ â (3.209) âiðíî çàâäÿêè∫
Ω

|hi(x)
∂

∂xi
q(x)|2 dx ≤

[
sup

{∣∣∣∣ ∂∂xiq(x)

∣∣∣∣ : x ∈ Ω, i = 1, ..., n0

}]2

· ||hi||2

≤
[
p′max
p2
min

]2

· ||hi||2 < +∞.

Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (äèâ. îñòàííþ ëåìó)∣∣∣∣ ∂∂xiq(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∂∂xip−1(x)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−∂p(x)

∂xi
· p−2(x)

∣∣∣∣
≤ sup

{∣∣∣∣ ∂∂xiq(x)

∣∣∣∣ : x ∈ Ω, i = 1, ..., n0

}
p−2
min ≤ p′max · p−2

min.

Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìàëè âëàñòèâiñòü v̂ ∈ H−1(Ω) = D(A−1/2), ÿêà âàæëèâà

äëÿ íàøîãî âèáîðó ïðèïóùåíü íà ôóíêöiþ (çàëåæíó âiä ñòàíó) ξ (òîáòî âèáîðà

êëàñà ôóíêöié ξ) â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ. Òåïåð ìè áà÷èìî, ïðèïóñêàþ÷è

(äîäàòêîâî äî (3.206)), ùî
∫ 0

−r |χ(θ)| dθ <∞, ôóíêöiÿ ξ, ÿêà âèçíà÷åíà â (3.202)
ç v̂, âèçíà÷åíèì â (3.207), ìà¹ âëàñòèâiñòü (3.186).

Â ðåçóëüòàòi, ìè ïiäñóìîâó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ (ñêií÷åííî¨ àáî

íåñêií÷åííî¨) ïîñëiäîâíîñòi içîëüîâàíèõ òî÷îê {ust,k} ⊂ H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω)
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ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ ξ (çàëåæíó âiä ñòàíó), ÿêà çàäîâiëüíÿ¹

ïðèïóùåííÿì òåîðåìè 3.98 òà òàêà, ùî ñèñòåìà (3.182) ç öi¹þ ôóíêöi¹þ ξ

ìà¹ âñi òî÷êè {ust,k} ⊂ H1
0(Ω) â ÿêîñòi ñâî¨õ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ uk(t) ≡

ust,k, t ∈ R. Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü îçíà÷à¹, ùî íàøà ìîäåëü ç ðîçïîäiëåíèì ó

ïðîñòîði òà ÷àñi çàãàþâàíèìè åëåìåíòàìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó, ìîæå áóòè

âèêîðèñòàíà, ìàþ÷è iíôîðìàöiþ (íàïðèêëàä ç åêñïåðiìåíòiâ) ïðî äîâiëüíó

ìíîæèíó içîëüîâàíèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Âiäìiòåìî, ùî âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü ôóíêöi¨ ξ(·, ·, ust,k, ust,k) íà îñíîâi (3.202),
(3.207) íà ìíîæèíi içîëüîâàíèõ òî÷îê, íå ïðîòèði÷èòü âëàñòèâîñòi (3.185)

îñêiëüêè îñòàíí¹ âiäíîñèòüñÿ äî âèïàäêó çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi â ïðîñòîði H.

3.8.3. Ïðèíöèï ëiíåàðiçîâàíî¨ ñòiéêîñòi. Ðîçãëÿíåìî içîëüîâàíèé

ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê u(t) ≡ ust çàäà÷i (3.182). Íàøà ìåòà - çíàéòè óìîâè íà

ôóíêöiþ ξ äëÿ âèêîíàííÿ ïðèíöèïà ëiíåàðèçîâàííî¨ ñòiéêîñòi çàäà÷i (3.182)

â öié òî÷öi ust. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ξ : H → L2((−r, 0) × Ω) òà ïîçíà÷èìî

(ÿêùî iñíó¹)
(
(Dξ)[ust0 ]v

)
(θ, x) ¨¨ ïîõiäíó Ôðåøå â òî÷öi (ust, ust0 ) ∈ H, òàêèì

÷èíîì
(
(Dξ)[ust0 ]v

)
: H → L2((−r, 0)× Ω) - ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî

íàñòóïíå (ëèíåàðiçîâàíå) ðiâíÿííÿ

∂

∂t
u(t, x) + Au(t, x) + du(t, x) =

(
(DF )[ust0 ]ut

)
(x), x ∈ Ω, (3.210)

äå (
(DF )[ust0 ]ut

)
(x) =

(
(DF1)[u

st
0 ]ut

)
(x) +

(
(DF2)[u

st
0 ]ut

)
(x), (3.211)(

(DF1)[u
st
0 ]v0

)
(x) ≡

∫ 0

−r

{∫
Ω

b′(ust(θ, y))v(θ, y)f(x− y)dy

}
ξ(θ, x, ust, ust0 )dθ,

(3.212)(
(DF2)[u

st
0 ]v0

)
(x) ≡

∫ 0

−r

{∫
Ω

b(ust(θ, y))f(x− y)dy

}(
(Dξ)[ust0 ]v

)
(θ, x)dθ.

(3.213)

Òåîðåìà 3.105 . Íåõàé âñi ïðèïóùåííÿ òåîðåì 3.98 òà 3.100 âèêîíàíi.

Íåõàé ôóíêöiÿ ξ çàäîâiëüíÿ¹

∀(v, ϕ) ∈ H =⇒ ξ(·, ·, v, ϕ) ∈ L2((−r, 0)× Ω); (3.214)
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∫ 0

−r
||ξ(θ, ·, ust + v, ust0 + v0)− ξ(θ, ·, ust, ust0 )||2 dθ ≤ Lξ||v||γH äëÿ äåÿêîãî γ > 0;

(3.215)

iñíó¹ ïîõiäíà Ôðåøå

(Dξ)[usto ] ôóíêöi¨ ξ : H → L2((−r, 0)× Ω) â òî÷öi (ust, ust0 ); (3.216)

à òàêîæ

b ∈ C2(R), sup{|b′′(η)| : η ∈ R} < +∞. (3.217)

Òîäi àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (3.210)

äà¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó u(t) ≡ ust íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

(3.182). Áiëüø òîãî, àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü u(t) ≡ ust äëÿ (3.182)

âèçíà÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ñòiéêiñòþ íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

∂

∂t
u(t, x) + Au(t, x) + du(t, x) =

(
(DF1)[u

st
0 ]ut

)
(x), (3.218)

çà óìîâè, ùî íîðìà ||(Dξ)[usto ]||L(H;L2((−r,0)×Ω)) äîñòàòíüî ìàëà.

Çàóâàæåííÿ 3.106 Ïåðøà ÷àñòèíà òåîðåìè äà¹ íåîáõiäíi óìîâè íà

ôóíêöi¨ ξ òà b äëÿ ñòàíäàðòíîãî ïðèíöèïó ëiíåàðèçîâàíî¨ ñòiéêîñòi,

ñôîðìóëüîâàíîãî äëÿ çàäà÷i, çàëåæíî¨ âiä ñòàíó (3.182). Äðóãà ÷àñòèíà

ïîêàçó¹, ùî çà ïðèðîäíiõ óìîâ, àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, çàëåæíî¨ âiä ñòàíó (3.182), ìîæå áóòè îòðèìàíà ç

àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çàäà÷i (3.218), íåçàëåæíî¨ âiä ñòàíó, (òðåòÿ òà

÷åòâåðòà êîîðäèíàòè ôóíêöi¨ ξ ôiêñîâàíi (ust, ust0 )).

Çàóâàæåííÿ 3.107 Ëåãêî áà÷èòè, ùî óìîâà (iii)-a) òåîðåìè 3.98 âèïëèâà¹

ç (3.215), ÿêùî γ ≥ 1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.105. Ïî÷íåìî, äëÿ çðó÷íîñòi, ç íåïåðåðâíîãî v0 ∈ CX ≡
C([−r, 0] : L2(Ω)) òà ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ DF , âèçíà÷åíå â (3.211), ¹

ïîõiäíîþ Ôðåøå â ïðîñòîði CX âiäîáðàæåííÿ F (äèâ. (3.182)), òîáòî

||F (ust0 + v0)− F (ust0 )− (DF )[ust0 ]v0|| = ō (||v0||CX) ïðè ||v0||CX → 0. (3.219)
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Ðîçãëÿíåìî

F (ust0 + v0)− F (ust0 )− (DF )[ust0 ]v0 ≡ I1 + I2 ≡ I1 + I21 + I21,

äå

I1≡
∫ 0

−r

{∫
Ω

[
b(ust(θ, y) + v(θ, y))− b(ust(θ, y))− b′(ust(θ, y)) · v(θ, y)

]
f(x−y)dy

}
× ξ(θ, x, ust, ust0 )dθ,

I21≡
∫ 0

−r

{∫
Ω

[
b(ust(θ, y) + v(θ, y))−b(ust(θ, y))

]
f(x− y)dy

}
×

×
[
ξ(θ, x, ust + v, ust0 + v0)− ξ(θ, x, ust, ust0 )

]
dθ,

I22 ≡
∫ 0

−r

{∫
Ω

b(ust(θ, y))f(x− y)dy

}
×

×
[
ξ(θ, x, ust + v, ust0 + v0)− ξ(θ, x, ust, ust0 )−

(
(Dξ)[ust0 ]v0

)
(θ, x)

]
dθ.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî (3.217) äà¹ ||I1|| = ō (||v0||CX) ïðè ||v0||CX → 0. Óìîâè

(3.214), (3.215) äàþòü ||I21||2 ≤ ||v||2+γ
H LξL

2
bM

2
f |Ω| òà óìîâà (3.216) äà¹ ||I22||2 =

ō
(
||v0||2H

)
ïðè ||v0||H → 0. Öi âëàñòèâîñòi äàþòü (3.219).

Ïîçíà÷èìî uN(t)(v, ϕ) (äëÿ âñiõ (v, ϕ) ∈ H) ðîçâ'ÿçîê íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

(3.182) iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (v, ϕ) ∈ H òà uL(t)(v, ϕ) - âiäïîâiäíèé

ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (3.210). Äëÿ âñiõ ϕ ∈ CX ≡ C([−r, 0] : L2(Ω))

ìà¹ìî (ϕ(0);ϕ) ∈ H, òà ìè ïîçíà÷à¹ìî, äëÿ êîðîòêîñòi, uN(t)(ϕ) òà uL(t)(ϕ)

âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (3.182) òà (3.210) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (ϕ(0), ϕ) ∈
H.

Òåïåð ìè çàïèøåìî âèçíà÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ (åêñïîíåíöiàëüíî¨) ñòiéêîñòi

ust ÿê ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (3.182) òà íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (3.210) òà

ðîçäiëåìî (áóäåìî ðîçðiçíÿòè) âèïàäêè ïî÷àòêîâèõ óìîâ (òà íîðì) â ïðîñòîðàõ

H òà CX . Ïiä ïðèíöèïîì ëiíåàðèçîâàíî¨ ñòiéêîñòi â òî÷öi ust0 â ïðîñòîði CX ìè

ðîçóìi¹ìî iìïëiêàöiþ (A) =⇒ (B), äå

(A) iñíóþòü M1 > 1, α1 > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ ϕ ∈ CX òà t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ

||uLt (ϕ)||CX ≤M1e
−α1t · ||ϕ||CX ; (3.220)
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(B) iñíóþòü ε2 > 0,M2 > 1, α2 > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà ϕ ∈ CX

òàêèõ, ùî ||ϕ− ust0 ||CX ≤ ε2 âèêîíó¹òüñÿ

||uNt (ϕ)− ust0 ||CX ≤M2e
−α2t||ϕ− ū0||CX . (3.221)

Íàøîþ ìåòîþ ¹ àíàëîãi÷íèé ïðèíöèï â òî÷öi (ust, ust0 ) â ïðîñòîði H òîáòî

iìïëiêàöiÿ (C) =⇒ (D), äå

(C) iñíóþòü M3 > 1, α3 > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ (v, ϕ) ∈ H òà t ≥ 0

âèêîíó¹òüñÿ

||
(
uL(t)(v, ϕ);uLt (v, ϕ)

)
||H ≤M3e

−α3t||(v, ϕ)||H ; (3.222)

(D) iñíóþòü ε4 > 0,M4 > 1, α4 > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà (v, ϕ) ∈ H

òàêèõ, ùî ||(v, ϕ)− (ust, ust0 )||H ≤ ε4, âèêîíó¹òüñÿ

||
(
uN(t)(v, ϕ);uNt (v, ϕ)

)
− (ust, ust0 )||H ≤M4e

−α4t||(v, ϕ)− (ust, ust0 )||H .
(3.223)

Îñêiëüêè íîðìè ïðîñòîðiâ H òà CX ≡ C([−r, 0] : L2(Ω)) íå

¹ åêâiâàëåíòíèìè, íàì ïîòðiáíi äîäàòêîâi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ

âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ïðèíöèïàìè ëiíåàðèçîâàíî¨ ñòiéêîñòi â ïðîñòîðàõ

CX òà H.

Ìè äîâåäåìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê iìïëiêàöié (C) =⇒ (A) =⇒ (B) =⇒ (D).

Äîâåäåìî, ùî (C) =⇒ (A). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ϕ ∈ CX òà (ϕ(0);ϕ) ∈
H. Âëàñòèâiñòü (C) äà¹ (äèâ. (3.222)): ||

(
uL(t)(ϕ(0), ϕ);uLt (v, ϕ)

)
||H ≤

M3e
−α3t||(ϕ(0), ϕ)||H , òàêèì ÷èíîì ||uLt (ϕ)||CX ≡ max

θ∈[−r,0]
||uL(t + θ)(ϕ(0), ϕ)|| ≤

max
θ∈[−r,0]

M3e
−α3t||(ϕ(0), ϕ)||H = M3e

α3re−α3t||(ϕ(0), ϕ)||H ≤ M3e
α3r
√

1 + r ·

e−α3t||ϕ||CX . Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç

||(ϕ(0), ϕ)||H ≤
√

1 + r · ||ϕ||CX äëÿ âñiõ ϕ ∈ CX . (3.224)

Òàêèì ÷èíîì ìè îòðèìàëè âëàñòèâiñòü (A) ç α1 ≡ α3 òà M1 ≡M3e
α3r
√

1 + r.

Iìïëiêàöiÿ (A) =⇒ (B) ¹ âiðíîþ çàâäÿêè âëàñòèâîñòi (3.219) òà ïðèíöèïó

ëiíåàðèçîâàíî¨ ñòiéêîñòi â CX (äèâ. [141], à òàêîæ [220, òåîðåìà 4.1, ñ.123]).
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Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíó âëàñòèâiñòü, ÿêà ¹ íàñëiäêîì (3.198):

||uNr (v1;ϕ1)− uNr (v2;ϕ2)||CX ≤ Cr · ||(v1;ϕ1)− (v2;ϕ2)||H , (3.225)

äå Cr ≡
√

max{1, C1C
−1
3 } · exp{1

2C3r} (äèâ. (3.198)).
Iìïëiêàöiÿ (B) =⇒ (D). Ðîçãëÿíåìî ∀(v, ϕ̃) ∈ H : ||(v, ϕ̃) − (ust, ust0 )||H ≤

ε4 ç ε4 = ε2/C. Òóò ñòàëà C âèçíà÷åíà â (3.225). Çãiäíî ç (3.187), ìè

ìîæåìî âèçíà÷èòè ϕ ≡ ur(v, ϕ̃) ∈ CX òà âèêîðèñòàòè (3.225) äëÿ îòðèìàííÿ

||ur(v, ϕ̃) − ust0 ||CX ≤ C · ||(v, ϕ̃) − (ust, ust0 )||H ≤ Cε4 = ε2. Âèêîðèñòîâóþ÷è

(3.221), îòðèìó¹ìî

||uNt (ϕ)− ust0 ||CX ≤M2e
−α2t||ϕ− ū0||CX ≤M2Ce

−α2t||(v, ϕ̃)− (ust, ust0 )||H .

Îñêiëüêè uNt (ϕ) ≡ uNt+r(v, ϕ̃) (çà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ), ìè îòðèìó¹ìî (äèâ.

(3.224), (3.225)):

||(uN(t+ r)(v, ϕ̃);uNt+r(v, ϕ̃))− (ust, ust0 )||H ≤
√

1 + r · ||uNt (ϕ)− ust0 ||CX

≤
√

1 + r ·M2e
−α2t||ϕ− ust0 ||CX ≤

√
1 + r ·M2Ce

−α2t||(v, ϕ̃)− (ust, ust0 )||H .

Ïîçíà÷èìî s ≡ t+ r ≥ r òà ïåðåïèøåìî îñòàííþ íåðiâíiñòü ÿê

||(uN(s)(v, ϕ̃);uNs (v, ϕ̃))− (ust, ust0 )||H

≤
√

1 + r ·M2Ce
α2re−α2s||(v, ϕ̃)− (ust, ust0 )||H , s ≥ r. (3.226)

Äëÿ s ∈ [0, r] ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (3.198), (3.225) àáè îòðèìàòè

||(uN(s)(v, ϕ̃);uNs (v, ϕ̃))− (ust, ust0 )||H ≤ C||(v, ϕ̃)− (ust, ust0 )||H

≤ Ceα2re−α2s||(v, ϕ̃)− (ust, ust0 )||H , s ∈ [0, r]. (3.227)

Îñòàòî÷íî, îá'¹äíóþ÷è (3.226) òà (3.227), ìè îòðèìó¹ìî âëàñòèâiñòü (D) ç α4 ≡
α2 òà M4 ≡ max{

√
1 + r ·M2Ce

α2r, Ceα2r} =
√

1 + r ·M2Ce
α2r.

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî (C) äà¹ (D) (äèâ. (3.222), (3.223)), ùî ¹ ïåðøèì

òâåðäæåííÿì òåîðåìè 3.105. Äðóãå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ òàêèì ñàìèì

÷èíîì ç íåçíà÷íèìè çìiíàìè â äîâåäåííi ïðèíöèïà ëiíåàðèçîâàííî¨ ñòiéêîñòi

(â ïðîñòîði CX), ÿêå ïðèâåäåíî â [141] (äèâ. òàêîæ [220, òåîðåìà 4.1, ñ.123]).
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Ìè íå áóäåìî ïîâòîðþâàòè öi ðîçãëÿäàííÿ òóò. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.105

çàâåðøåíî.

Ùîäî çàñòîñóâàííÿ, ìè ðîçãëÿíåìî äèôóçiéíå ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà (the

di�usive Nicholson's blow�ies equation) (äèâ., íàïðèêëàä, [197, 195]) ç ÇÇÑ

Äåòàëüíiøå, ìè ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (3.182), äå −A ¹ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà

ç óìîâîþ Äèðèõëå íà ìåæi, Ω ⊂ Rn0 ¹ îáìåæåíà îáëàñòü ç ãëàäêîþ ìåæåþ,

ôóíêöiÿ f ìîæå áóòè ñòàëîþ, ÿê ó [197, 195], ùî ïðèâîäèòü äî ëîêàëüíîãî

çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè ÷ëåíà àáî, íàïðèêëàä, f(s) = 1√
4πα

e−s
2/4α, ÿê

ó [196], ùî âiäïîâiäà¹ íåëîêàëüíié ñèòóàöi¨; íåëiíiéíà ôóíêöiÿ b âèçíà÷åíà

ÿê b(w) = p · we−w. Ôóíêöiÿ b ¹ îáìåæåíîþ òà b(w) > 0 äëÿ âñiõ w 6= 0.

ßê íàñëiäîê, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ξ, ÿêà

çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåì 3.100 òà 3.101, äèíàìi÷íà ñèñòåìà (St, H) ìà¹

ãëîáàëüíèé àòðàêòîð (òåîðåìà 3.101).

Òàêèì ÷èíîì, íàøà ñèñòåìà (3.182) ç ðîçïîäiëåíèì ó ïðîñòîði òà ÷àñi

ÇÇÑ ìîæå áóòè óñïiøíî âèêîðèñòàíà äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà ç

äîâiëüíîþ ìíîæèíîþ içîëüîâàíèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

3.9. Ñêií÷åííîâèìiðíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü iç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä

ñòàíó

Ìè äîñëiäæó¹ìî êëàñ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü iç

çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó. Öåé êëàñ âêëþ÷à¹ äåêiëüêà âàæëèâèõ

ìîäåëåé ç Ð×Ï, ùî âèíèêàþòü â áiîëîãi¨. Ïî-ïåðøå ìè äîâîäèìî êîðåêòíó

ðîçâ'ÿçíiñòü â äåÿêîìó ïðîñòîði ôóíêöié, ÿêi ¹ ëèïøèöåâèìè çà ÷àñîì. Öå

äîçâîëÿ¹ íàì ïîêàçàòè, ùî ìîäåëü ïîðîäæó¹ åâîëþöiéíèé îïåðàòîð (ïiâãðóïó)

St. Îïåðàòîðè St ¹ çàìêíåíèìè äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà íåïåðåðâíèìè äëÿ

äîñèòü âåëèêèõ t. Íàø îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî ïiâãðóïà St ìà¹

êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð òà åêñïîíåíöiàëüíèé àòðàêòîð ñêií÷åííî¨

ôðàêòàëüíî¨ âèìiðíîñòi. Àðãóìåíòè áàçóþòüñÿ íà íåùîäàâíî ðîçâèíóòîìó

ìåòîäi êâàçiñòiéêèõ îöiíîê (quasi-stability estimates, áiëüøå äåòàëåé ó [56])
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òà âêëþ÷àþòü äåÿêi óçàãàëüíåííÿ òåîði¨ ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ íà âèïàäîê

çàìêíåíèõ åâîëþöiéíèõ îïåðàòîðiâ. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè îïðåëþäíåíi â ðîáîòi

[65].

Íàø ïåðøèé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 3.111) äà¹ êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

òà äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü

íà äåÿêîìó ïðîñòîði Áàíàõà ôóíêöié íà çàãàþâàíîìó iíòåðâàëi ÷àñó çi

çíà÷åííÿìè ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà. Ó äåÿêîìó ñåíñi, öi ðåçóëüòàòè

óçàãàëüíþþòü ðåçóëüòàòè ïðî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü ó ðîáîòàõ [159, 162, 164]

äî áiëüø çàãàëüíèõ çàãàþâàíèõ åëåìåíòiâ. Ãîëîâíèé ðåçóëüòàò ïiäðîçäiëó

(òåîðåìà 3.117) äà¹ iñíóâàííÿ ñêií÷åííîâèìiðíîãî ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðó,

îá'¹êòó, ÿêèé âiäïîâiäàëüíèé çà àñèìïòîòè÷íó äèíàìiêó. Ìè òàêîæ ïîêàçó¹ìî,

ùî ìîäåëü ìà¹ åêñïîíåíöiéíèé ôðàêòàëüíèé àòðàêòîð (äèâ. âèçíà÷åííÿ â

ïóíêòi B 'Äîäàòêîâi òåîðåòè÷íi ìàòåðiàëè').

Õî÷à äëÿ äåÿêèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ iç ÇÇÑ iñíóâàííÿ êîìïàêòíîãî

ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà áóëî äîâåäåíî â ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ [159, 164], àëå,

íàñêiëüêè íàì âiäîìî, ðåçóëüòàòè ïðî ñêií÷åííîâèìiðíó ïîâåäiíêó äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ iç ÇÇÑ îòðèìàíi íàìè âïåðøå. Ãîëîâíà ñêëàäíiñòü (äèâ.

âñòóï) ïîëÿãà¹ ó ôàêòi, ùî âiäïîâiäíèé çàãàþâàíèé åëåìåíò íå ¹ ëèïøèöåâèì

íà ïðèðîäíüîìó ïðîñòîði åíåðãåòè÷íîãî áàëàíñó.

Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî åâîëþöiéíi îïåðàòîðè St, ÿêi ìè áóäó¹ìî, íå ¹

íåïåðåðâíèìè âiäîáðàæåííÿìè ó ôàçîâîìó ïðîñòîði äëÿ ìàëèõ çíà÷åíü t.

Òàêèì ÷èíîì äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êîìïàêòíîãî ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî óçàãàëüíåííÿ ñòàíäàðòíî¨ òåîði¨, ÿêå çàïðîïîíîâàíå ó

ðîáîòi [142]. Ùîäî ðåçóëüòàòiâ äëÿ âèìiðíîñòi, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî iäåþ

ìåòîäà êâàçiñòiéêèõ îöiíîê, ÿêèé ðîçðîáëåíèé ðàíiøå ó [57, 58, 59, 60] äëÿ

åâîëþöiéíèõ ìîäåëåé äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì, ÿêi ïîðîäæóþòü íåïåðåðâíi

åâîëþöiéíi ïiâãðóïè. Öå ¹ ìîæëèâèì â íàøîìó âèïàäêó çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi

åâîëþöiéíîãî îïåðàòîðà äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü ÷àñó. Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî äëÿ

âèïàäêó iç çàãàþâàííÿì, ìåòîä êâàçiñòiéêîñòi áóâ âèêîðèñòàíèé ðàíiøå ó

[61, 62, 64] äëÿ ìîäåëåé äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì, äèâ. òàêîæ [56, ÷àñòèíà 6].
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3.9.1. Îïèñ ìîäåëi. Ìè äîñëiäæó¹ìî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü òà àñèìïòî-

òè÷íó äèíàìiêó àáñòðàêòíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ iç çàãàþâàííÿì

íàñòóïíîãî âèãëÿäó

u̇(t) + Au(t) + F (ut) +G(u(t)) = h, t > 0, (3.228)

â äåÿêîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. Òóò òî÷êà íàä åëåìåíòîì ïîçíà÷à¹

ïîõiäíó çà ÷àñîì, A - ëiíiéíèé òà F , G íåëiíiéíi îïåðàòîðè, h ∈ H. Åëåìåíò

F (ut) ïðåäñòàâëÿ¹ (íåëiíiéíi) çàãàþâàíi åôåêòè â äèíàìiöi.

Ïðèïóùåííÿ 3.108 (îñíîâíi) Â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè ïðèïóñêà¹ìî

íàñòóïíå:

(A) Îïåðàòîð A çàäîâiëüíÿ¹ (A1) (äèâ. ï. 2.1, ñ.48),

(F) Çàãàþâàíèé åëåìåíò F (ut) ìà¹ âèãëÿä F (ut) ≡ F0(u(t− η(ut))), äå

(a) F0 : Hα 7→ Hα ãëîáàëüíî ëèïøèöåâà äëÿ α = 0 òà α = −1/2, òîáòî,

iñíó¹ LF > 0 òàêå, ùî

‖F0(v)− F0(u)‖α ≤ LF‖v − u‖α, v, u ∈ Hα, α = 0,−1/2; (3.229)

òà (b) η : C ≡ C([−r, 0];H) 7→ [0, r] ⊂ R ãëîáàëüíî ëèïøèöåâà:

|η(φ)− η(ψ)| ≤ Lη|φ− ψ|C , φ, ψ ∈ C([−r, 0];H). (3.230)

(G) G : H1/2 7→ H ëîêàëüíî ëèïøèöåâà, òîáòî

‖G(v)−G(u)‖ ≤ LG(R)‖v − u‖1/2, v, u ∈ H1/2, ‖v‖1/2, ‖u‖1/2 ≤ R,

(3.231)

äå LG : R+ → R+ ¹ íåñïàäàþ÷îþ ôóíêöi¹þ. Ìè òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî,

ùî G ¹ ïîòåíöiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì, òîáòî iñíó¹ äèôåðåíöiéîâíèé

(çà Ôðåøå) ôóíêöiîíàë Π(u) : H1/2 → R òàêèé, ùî G(u) = Π′(u) ó

íàñòóïíîìó ñåíñi

lim
‖v‖1/2→0

‖v‖−1
1/2

[
Π(u+ v)− Π(u) + 〈G(u), v〉

]
= 0.
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Áiëüø òîãî, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(a) iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi c1 òà c2 òàêi, ùî

〈G(u), Au〉 ≥ −c1‖A
1
2u‖2 − c2, u ∈ D(A); (3.232)

òà (b) iñíóþòü δ > 0 òà m ≥ 0 òàêi, ùî G : H1/2−δ 7→ H−m íåïåðåðâíî.

Íàø îñíîâíèé ìîòèâàöiéíèé ïðèêëàä ñèñòåìè ç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, ¹ ðiâíÿííÿ

∂

∂t
u(t, x)−∆u(t, x)+b (B[u(t− η(ut), ·)](x))+g(u(t, x)) = h(x), x ∈ Ω, t > 0,

(3.233)

â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ Rn, äå B : L2(Ω) → L2(Ω) îáìåæåíèé îïåðàòîð òà

b : R → R ¹ ëèïøèöåâèì âiäîáðàæåííÿì. Ôóíêöiÿ η : C([−r, 0];L2(Ω)) →
[0, r] ⊂ R+ ïîçíà÷à¹ çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Îïåðàòîð

Íåìèöüêîãî u 7→ g(u) ç C1 ôóíêöi¹þ g ïðåäñòàâëÿ¹ íåëiíiéíèé åëåìåíò ðåàêöi¨

áåç çàãàþâàííÿ òà h(x) ïðåäñòàâëÿ¹ äæåðåëî. Ôîðìà çàãàþâàíîãî åëåìåíòà

âìîòèâîâàíà ìîäåëÿìè ç ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè, äå ôóíêöiÿ b ¹ ôóíêöi¹þ

íàðîäæóâàíîñòi (íàïðèêëàä, b(s) = c1s · e−c2s, çi ñòàëèìè c1, c2 > 0) òà

çàãàþâàííÿ η ïðåäñòàâëÿ¹ âiê âiäòâîðåííÿ. Áiëüøå äåòàëåé òà ïðèêëàäiâ

(ðiâíÿííÿ Íiêîëñîíà ç äèôóçi¹þ, ðiâíÿííÿ Ìàêêè-Ãëàññà - ðiâíÿííÿ óòâîðåííÿ

êëiòèí êðîâi, ðiâíÿííÿ Ëàñîòà-Âàæåâñêà-×èæåâñêà) ìîæíà çíàéòè â [91]

òà [164] (äèâ. ïîñèëàííÿ â öèõ ñòàòòÿõ). Òàêîæ âiäìiòåìî, ùî äåêiëüêà

ñïåöiàëüíèõ êëàñiâ ìîäåëi âèãëÿäó (3.233) áóëè äîñëiäæåíi â íàøèõ ðîáîòàõ

[159, 160, 162, 164]). Íàïðèêëàä, â ðîáîòi [164] ìè ïðèïóñêàëè, ùî g(s) ≡ 0, b(s)

îáìåæåíà ôóíêöiÿ, òà B ¹ (iíòåãðàëüíèì, êîìïàêòíèì) ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.

Öå ïðèâîäèëî äî íåëîêàëüíèõ (çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè) ìîäåëÿì. Â öié

÷àñòèíi ìè òàêîæ âêëþ÷à¹ìî íåêîìïàêòíèé âèïàäîê. Òóò ìè ìîæåìî îáðàòè,

íàïðèêëàä, b(s) = s òà B = Id (òîòîæíié îïåðàòîð). Ìè òàêîæ âiäìi÷à¹ìî,

ùî ó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (3.233) ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè Äèðèõëå, âëàñòèâiñòü

(äèñèïàòèâíîñòi) (3.232) âèêîíó¹òüñÿ ïðè g ∈ C1(R), g(0) = 0 òà îáìåæåíîþ

çíèçó ïîõiäíîþ g′(s). Öå âèïëèâà¹ çi ñòàíäàðòíîãî iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè.

Òàêèì ÷èíîì, ìîäåëi ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè ç íåëiíiéíèìè åëåìåíòàìè òèïó
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äæåðåëî / ñòiê ìîæóòü òàêîæ áóòè âëþ÷åíi ó ðîçãëÿä. Äëÿ öüîãî êëàñó

áiîëîãi÷íèõ ìîäåëåé, àëå ç çàãàþâàííÿì, ÿêå íå çàëåæèòü âiä ñòàíó, ìè

âiäñèëà¹ìî äî ìîíîãðàôi¨ [220].

Ìè ñïîðÿäæó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.228) ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−r, 0], (3.234)

òà äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ðîçãëÿäà¹ìî ïðîñòið

CL ≡
{
ϕ ∈ C([−r, 0];H)

∣∣∣ Lip[−r,0](A
− 1

2ϕ) <+∞; ϕ(0) ∈ D(A
1
2 )
}
, (3.235)

äå

Lip[a,b](ϕ) ≡ sup
s6=t

{
‖ϕ(s)− ϕ(t)‖
|s− t|

: s, t ∈ [a, b], s 6= t

}
ïîçíà÷à¹ âiäïîâiäíó ñòàëó Ëèïøèöÿ. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðîñòið CL
ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ϕ íà [−r, 0] çi çíà÷åííÿìè â H òàêèõ, ùî

ϕ(0) ∈ H1/2 òà ÿêi àáñîëþòíî íåïåðåðâíi â H−1/2. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî iñíó¹

ïîõiäíà ϕ̇ ∈ L∞(−r, 0;H−1/2) òàêà, ùî ϕ(s) = ϕ(0)−
∫ 0

s ϕ̇(ξ)dξ, s ∈ [−r, 0], òà

Lip[−r,0](A
− 1

2ϕ) = ess sup
{
‖A−

1
2 ϕ̇(s)‖ : s ∈ [−r, 0]

}
≡ |ϕ̇|L∞(−r,0;H−1/2).

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî â ïðîñòîði CL ñòàíäàðòíó íîðìó

|ϕ|CL ≡ max
s∈[−r,0]

‖ϕ(s)‖+ Lip[−r,0](A
− 1

2ϕ) + ‖A
1
2ϕ(0)‖. (3.236)

Âiäìiòåìî, ùî çàãàþâàíèé åëåìåíò F (ϕ) ≡ F0(ϕ(−η(ϕ))) â (3.228) ¹ êîðåêòíî

âèçíà÷åíèé äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ C òà ìà¹ âëàñòèâiñòü (äèâèñü (3.229) äëÿ α = 0)

‖F (ϕ)− F (0)‖ ≤ LF‖ϕ(−η(ϕ))‖ ≤ LF |ϕ|C , òàêèì ÷èíîì

‖F (ϕ)‖ ≤ c1 + c2|ϕ|C , ϕ ∈ C, (3.237)

ç c1 = ‖F (0)‖ òà c2 = LF . Îäíàê öåé åëåìåíò íå ¹ ëèïøèöåâèì íà ïðîñòîði C.

Ìîæíà òiëüêè ïîêàçàòè, ùî çàãàþâàíèé åëåìåíò F çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

‖F (ϕ)− F (ψ)‖−1/2 ≤ LF

(
1 + LηLip[−r,0](A

− 1
2ϕ)
)
|ϕ− ψ|C (3.238)

äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ CL òà ψ ∈ C. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðìiíîëîãiþ [126], ìè

ìîæåìî íàçâàòè öå âiäîáðàæåííÿ F �ìàéæå ëèïøèöåâèì� ç C äî H−1/2, äèâ.

òàêîæ îáãîâîðåííÿ â [98].
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3.9.2. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü. Â öié ÷àñòèíi ìè äîâîäèìî òåîðåìó

iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi, à òàêîæ äîñëiäæó¹ìî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ. Äàëi

ìè áóäó¹ìî åâîëþöiéíó ïiâãðóïó çà ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè. Ââåäåìî íàñòóïíå

âèçíà÷åííÿ.

Âèçíà÷åííÿ 3.109 (Ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê) . Âåêòîð-ôóíêöiÿ

u(t) ∈ C([−r, T ];H) ∩ C([0, T ];H1/2) ∩ L2(0, T ;H1) (3.239)

çâåòüñÿ (ñèëüíèì) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.228) òà (3.234) íà [0, T ], ÿêùî

(a) u(θ) = ϕ(θ) äëÿ θ ∈ [−r, 0];

(b) ∀v ∈ L2(0, T ;H) òàêèõ, ùî v̇ ∈ L2(0, T ;H−1) òà v(T ) = 0 ìè ìà¹ìî

−
∫ T

0

〈u(t), v̇(t)〉 dt+

∫ T

0

〈Au(t), v(t)〉 dt

+

∫ T

0

〈F (ut) +G(u(t)), v(t)〉 dt = 〈ϕ(0), v(0)〉+

∫ T

0

〈h, v(t)〉 dt. (3.240)

Çàóâàæåííÿ 3.110 Íåõàé u(t) ¹ ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì íà [0, T ] ç äåÿêîþ

ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ ∈ C. Òîäi ç (3.239), à òàêîæ ç (3.231) òà (3.237)

âèïëèâà¹, ùî F (ut)+G(u(t))−h ∈ L∞(0, T ;H). Öå äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê

ç (3.239) òà (3.240), ùî

u̇(t) ∈ L∞(0, T ;H−1/2) ∩ L2(0, T ;H). (3.241)

Áiëüø òîãî, ðiâíiñòü (3.240) äà¹, ùî u(t) çàäîâiëüíÿ¹ (3.228) äëÿ ìàéæå âñiõ

t ∈ [0, T ] ÿê ðiâíiñòü â H. Ìè òàêîæ âiäìi÷à¹ìî, ùî âëàñòèâîñòi (3.239)

òà (3.241) äàþòü

ut ∈ CL äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] òà max
[0,T ]
|ut|CL < +∞ (3.242)

äëÿ êîæíîãî ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó u iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ ç ïðîñòîðó CL,
âèçíà÷åíîãî â (3.235).

Íàø ïåðøèé ðåçóëüòàò ñòîñó¹òüñÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.
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Òåîðåìà 3.111 Íåõàé âèêîíàíi ïðèïóùåííÿ 3.108. Ïðèïóñòèìî ϕ ∈ CL,
äèâ. (3.235). Òîäi ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.228) òà (3.234) ìà¹ ¹äèíèé ñèëüíèé

ðîçâ'ÿçîê íà äîâiëüíîìó ïðîìiæêó [0, T ]. Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âëàñòèâiñòü

u̇(t) ∈ C([0, T ];H−1/2) ∩ L2(0, T ;H) (3.243)

òà çàäîâiëüíÿ¹ îöiíöi

‖A−1/2u̇(t)‖2 + ‖A1/2u(t)‖2 +

∫ t

0

[
‖u̇(τ)‖2 + ‖Au(τ)‖2

]
dτ ≤ CT (R) (3.244)

äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] òà ‖A1/2ϕ(0)‖2 + |ϕ|2C ≤ R2. Áiëüø òîãî, äëÿ êîæíèõ äâîõ

ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ u1 òà u2 ç ïî÷àòêîâèìè ôóíêöiÿìè ϕ1 òà ϕ2 ç CL ìè

ìà¹ìî

sup
τ∈[0,t]

‖u1(τ)−u2(τ)‖2+

∫ t

0

‖A1/2(u1(τ)−u2(τ))‖2 dτ ≤ CR(T )|ϕ1−ϕ2|2C , ∀t ∈ [0, T ],

(3.245)

äëÿ âñiõ ϕi òàêèõ, ùî |ϕi|CL ≤ R.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.111. Äëÿ îòðèìàííÿ iñíóâàííÿ, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

ñòàíäàðòíèé ìåòîä êîìïàêòíîñòi [122], ùî çàñíîâàíèé íà íàáëèæåíèõ çà

Ãàëåðêiíèì ðîçâ'ÿçêàõ âiäíîñíî áàçèñà ç âëàñíèõ ôóíêöié {ek} îïåðàòîðà A.
Ìè âèçíà÷à¹ìî íàáëèæåíi çà Ãàëåðêiíèì ðîçâ'ÿçêè ïîðÿäêàm çà ôîðìóëîþ

um = um(t) =
∑m

k=1 gk,m(t)ek, äå ôóíêöi¨ gk,m âèçíà÷åíi íà [−r, T ], àáñîëþòíî

íåïåðåðâíi íà [0, T ] òà çàäîâiëüíÿþòü íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì{
〈u̇m + Aum + F (umt ) +G(um)− h, ek〉 = 0, t > 0,

〈um(θ), ek〉 = 〈ϕ(θ), ek〉, ∀θ ∈ [−r, 0], ∀k = 1, . . . ,m.
(3.246)

Ðiâíÿííÿ â (3.246) ¹ ñèñòåìà (çâè÷àéíèõ) äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â Rm ç

çîñåðåäæåííèì (äèñêðåòíèì) ÇÇÑ (äëÿ çàãàëüíèõ ôàêòiâ òåîði¨ òàêèõ ðiâíÿíü

äèâ. [98]) äëÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ U(t) ≡ (g1,m(t), . . . , gm,m(t)).

Óìîâà ϕ ∈ CL äà¹ òå, ùî ôóíêöiÿ U(·)|[−r,0] ≡ Pmϕ(·), ÿêà çàäà¹ ïî÷àòêîâi
äàíi, ¹ ëèïøèöåâà ÿê ôóíêöiÿ ç [−r, 0] â Rm. Òóò Pm ¹ îðòîãîíàëüíèé ïðîåêòîð

íà ïiäïðîñòið Span {e1, . . . , em}. Òàêèì ÷èíîì ìè ìà¹ìî çìîãó çàñòîñóâàòè
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òåîðiþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÇÇÑ (äèâ., íàïðèêëàä [98]) äëÿ

òîãî àáè îòðèìàòè ëîêàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ (3.246).

Äàëi, ìè îòðèìó¹ìî àïðiîðíó îöiíêó, ÿêà äîçâîëÿ¹ ïðîäîâæèòè ðîçâ'ÿçêè

um äëÿ (3.246) íà äîâiëüíèé iíòåðâàë ÷àñó [0, T ]. Ìè òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ìî

àïðiîðíó îöiíêó äëÿ äîâåäåííÿ êîìïàêòíîñòi ìíîæèíè íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ â (3.246) íà λkgk,m òà ðîçãëÿíåìî ñóìó äëÿ

k = 1, . . . ,m äëÿ òîãî àáè îòðèìàòè

1

2

d

dt
‖A1/2um(t)‖2 + ‖Aum(t)‖2 + 〈F (umt ) +G(um(t))− h,Aum(t)〉 = 0.

Çàâäÿêè (3.237) òà (3.232) öå äà¹

d

dt

[
‖A1/2um(t)‖2 +

∫ t

0

‖Aum(τ)‖2dτ

]
≤ c
[
1 + |umt |2C + ‖A1/2um(t)‖2

]
≤ c0

[
1 + |ϕ|2C

]
+ c1 max

τ∈[0,t]
‖A1/2um(τ)‖2.

Iíòåãðóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü, ìè ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ

Ψ(t) = max
τ∈[0,t]

‖A1/2um(τ)‖2 +

∫ t

0

‖Aum(τ)‖2dτ

çàäîâiëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

Ψ(t) ≤ 2‖A1/2ϕ(0)‖2 + 2tc0

[
1 + |ϕ|2C

]
+ 2c1

∫ t

0

Ψ(τ)dτ.

Òàêèì ÷èíîì ëåìà Ãðîíóîëà äà¹ àïðiîðíó îöiíêó

‖A1/2um(t)‖2 +

∫ t

0

‖Aum(τ)‖2 dτ ≤ 2eat
[
‖A1/2ϕ(0)‖2 + bt

[
1 + |ϕ|2C

]]
, (3.247)

äëÿ âñiõ t ç iíòåðâàëó iñíóâàííÿ, äå a òà b ¹ äîäàòíi ñòàëi. Öÿ àïðiîðíà îöiíêà

äîçâîëÿ¹ ïðîäîâæèòè íàáëèæåíi ðîçâ'ÿçêè íà äîâiëüíèé iíòåðâàë ÷àñó [0, T ]

òàêèì ÷èíîì, ùî (3.247) çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ].

Çàðàç ìè îòðèìà¹ìî äîäàòêîâó àïðiîðíó îöiíêó. Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.247),

(3.231) òà (3.237) ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ â (3.246) ìè îòðèìó¹ìî

‖u̇m(t) + Aum(t)‖ ≤ ‖F (umt )‖+ ‖G(um(t))‖+ ‖h‖ ≤ C(R, T ), t ∈ [0, T ],
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çà óìîâè ‖A1/2ϕ(0)‖2 + |ϕ|2C ≤ R2. Îòæå ç (3.247) ìè îòðèìó¹ìî îöiíêó

‖A1/2um(t)‖2 +

∫ t

0

[
‖u̇m(τ)‖2 + ‖Aum(τ)‖2

]
dτ ≤ CT (R) (3.248)

äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] òà ‖A1/2ϕ(0)‖2 + |ϕ|2C ≤ R2. Òàêîæ ç (3.246) âèïëèâà¹, ùî

sup
t∈[0,T ]

‖A−1/2u̇m(t)‖2 ≤ CT (R). (3.249)

Òàêèì ÷èíîì

{um}∞m=1 ¹ îáìåæåíà ìíîæèíà â W1 ≡ L∞(0, T ;H1/2) ∩ L2(0, T ;D(A))

òà {u̇m}∞m=1 ¹ îáìåæåíà ìíîæèíà â W2 ≡ L∞(0, T ;H−1/2) ∩ L2(0, T ;H).

Îòæå, iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíiñòü {(uk; u̇k)} òà åëåìåíò (u; u̇) ∈ Z1 ≡ W1 ×W2

òàêi, ùî

{(uk; u̇k)} *-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî (u; u̇) â Z1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Îáåíà-Äóáiíñüêîãî (Aubin-Dubinski theorem) [188,

íàñëiäîê 4] ìè òàêîæ ìà¹ìî uk → u â C(0, T ;H1/2−δ))∩L2(0, T ;H1−δ) êîëè k →
+∞. Òåïåð äîâåäåííÿ òîãî, ùî êîæíà *-ñëàáêà ãðàíèöÿ u(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì

¹ ñòàíäàðòíèì. Äëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ó íåëiíiéíèõ ÷ëåíàõ F òà G ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî çâ'ÿçîê (3.238) òà óìîâó 3.108(Gb).

Âëàñòèâiñòü u(t) ∈ C([0, T ];H1/2)) âèïëèâà¹ ç äîáðå âiäîìîãî íåïåðåðâíîãî

âêëàäàííÿ (äèâ. [123, òåîðåìà 1.3.1] àáî [191, òâåðäæåííÿ 1.2]):

{u ∈ L2(0, T ;H1) : u̇ ∈ L2(0, T ;H)} ⊂ C([0, T ];H1/2).

Íåïåðåðâíiñòü u̇ ó H−1/2 âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ (3.228) òà ç íåïåðåðâíîñòi u â

H1/2. Òàêèì ÷èíîì iñíóâàííÿ ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äîâåäåíî. Ëåãêî áà÷èòè ç

(3.248) òà (3.249), ùî ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäîâiëüíÿ¹ (3.244).

Òåïåð ìè äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Íåõàé u1 òà u2 - äâà ðîçâ'ÿçêà (çàðàç ìè íå

ïîòðåáó¹ìî àáè âîíè ìàëè îäíàêîâó ïî÷àòêîâó ôóíêöiþ). Òîäi ðiçíèöÿ z =

u1 − u2 ∈ C([0, T ];H1/2) ∩ L2(0, T ;H1) ¹ ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äëÿ ëiíiéíîãî

ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ (áåç çàãàþâàííÿ)

ż(t) + Az(t) = f(t), t > 0, ç f(t) ≡ F (u2
t )− F (u1

t ) +G(u2(t))−G(u1(t)).

(3.250)
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Ìà¹ìî çàâäÿêè çàóâàæåííþ 3.110 f ∈ L∞(0, T ;H). Ç (3.231) òà (3.238),

âèêîðèñòîâóþ÷è (3.242) ìè òàêîæ ìà¹ìî

‖G(u2(t))−G(u1(t))‖ ≤ LG(%)‖z(t)‖1/2, t ∈ [0, T ],

òà ‖A−1/2(F (u2
t ) − F (u1

t ))‖ ≤ LF (1 + Lη%)|zt|C , t ∈ [0, T ], äëÿ êîæíîãî % ≥
max[0,T ]

{
|u1
t |CL + |u2

t |CL
}
. Òàêèì ÷èíîì

|〈f(t), z(t)〉| ≤LF (1 + Lη%)|zt|C‖z(t)‖1/2 + LG(%)‖z(t)‖1/2‖z(t)‖

≤1

2
‖z(t)‖2

1/2 + C(%)|zt|C .

Îòæå âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíèé ìíîæíèê z â (3.250) ìè îòðèìó¹ìî

d

dt
‖z(t)‖2 + ‖A1/2z(t)‖2 ≤ C(%)‖zt‖2

C ≤ C(%)

[
|ϕ1 − ϕ2|2C + sup

τ∈[0,t]

‖z(τ)‖2

]
äëÿ êîæíîãî % ≥ max[0,T ]

{
|u1
t |CL + |u2

t |CL
}
. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó Ãðîíóîëà,

îòðèìó¹ìî

sup
τ∈[0,t]

‖u1(τ)−u2(τ)‖2+

∫ t

0

‖A1/2(u1(τ)−u2(τ))‖2dτ ≤ C(%)|ϕ1−ϕ2|2C , ∀ t ∈ [0, T ],

(3.251)

Öå äà¹ ¹äèíiñòü ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. ßê íàñëiäîê ¹äèíîñòi ìà¹ìî, ùî áóäü-ÿêèé

ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäîâiëüíÿ¹ (3.244). Òàêèì ÷èíîì ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè

(3.251) ç äåÿêîþ % = %(R, T ) òà îòðèìàòè (3.245). Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.111

çàâåðøåíå.

Òåîðåìà 3.111 äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St íà ïðîñòîði CL
(äèâ. (3.235)) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

Stϕ ≡ ut, t ≥ 0, (3.252)

äå u(t) ¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.228) òà (3.234). Âiäìiòåìî, ùî (3.245) äà¹,

ùî St ¹ ìàéæå ëîêàëüíî ëèïøèöåâèì íà C, òîáòî,

|Stϕ1 − Stϕ2|C ≤ CR(T )|ϕ1 − ϕ2|C äëÿ âñiõ ϕi ∈ CL, |ϕi|CL ≤ R, t ∈ [0, T ].

Îäíàê, ñõîæå, ùî ïîäiáíà âëàñòèâiñòü íå ìà¹ ìiñöÿ â ïðîñòîði CL. Ìè ëèøå

ìîæåìî ãàðàíòóâàòè, ùî ϕ 7→ Stϕ ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì íà CL äëÿ âñiõ
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t > r. Áiëüø òîãî, íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ 7→ Stϕ ¹

íàâiòü 1
2-ãåëüäåðîâèì íà CL ÿê ôóíêöiÿ âiä ϕ êîëè t > r.

Òâåðäæåííÿ 3.112 (çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ â ïðîñòîði CL)
Íåõàé âèêîíàíi óìîâè òåîðåìè 3.111. Íåõàé u1 òà u2 ¹ äâà ðîçâ'ÿçêè íà

[0, T ] iç ïî÷àòêîâèìè ôóíêöiÿìè ϕ1 òà ϕ2 ç CL. Òîäi ðiçíèöÿ z = u1 − u2

çàäîâiëüíÿ¹ îöiíöi

(t− r)
[
‖A−1/2ż(t)‖2 + ‖A1/2z(t)‖2

]
+

∫ t

r

(τ − r)
[
‖ż(τ)‖2 + ‖Az(τ)‖2

]
dτ ≤ CT (R)|ϕ1 − ϕ2|C (3.253)

äëÿ âñiõ t ∈ [r, T ] òà äëÿ âñiõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ϕi òàêèõ, ùî |ϕi|CL ≤
R. Öå äà¹, ùî äëÿ âñiõ t > r åâîëþöiéíà ïiâãðóïà St ¹ 1

2-ãåëüäåðîâîþ

â íîðìi CL. Ó âèïàäêó êîëè t ∈ (0, r] ìè ìîæåìî ãàðàíòóâàòè òiëüêè

çàìêíåíiñòü åâîëþöiéíîãî îïåðàòîðà St. Öå îçíà÷à¹ (äèâ., íàïðèêëàä, [142])

ùî âëàñòèâîñòi ϕn → ϕ òà Stϕn → ψ â íîðìi ïðîñòîðó CL ïðè n → ∞
äàþòü, ùî Stϕ = ψ.

Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî (3.250) íà Az òà âèêîðèñòîâóþ÷è (3.244) òà (3.231) ìè

îòðèìó¹ìî, ùî

d

dt
‖A1/2z(t)‖2 + ‖Az(t)‖2 ≤ ‖F (u2

t )− F (u1
t )‖2 + CR(T )‖A1/2z(t)‖2, t > 0.

Ç (3.244), (3.229) òà (3.230) ìè òàêîæ ìà¹ìî

‖F (u2
t )− F (u1

t )‖2 ≤ 2L2
F

∣∣∣∣∣
∫ t−η(u2t )

t−η(u1t )

‖u̇2(ξ)‖dξ

∣∣∣∣∣
2

+ |u2
t − u1

t |2C


≤ 2L2

F

[∣∣η(u1
t )− η(u2

t )
∣∣ ∫ t

t−r
‖u̇2(ξ)‖2dξ + |u2

t − u1
t |2C
]
≤ CT (R)|u2

t − u1
t |2C
(3.254)

äëÿ êîæíîãî t ≥ r. Òàêèì ÷èíîì

d

dt
‖A1/2z(t)‖2 + ‖Az(t)‖2 ≤ CT (R)

[
max
[0,t]
‖z(s)‖2 + ‖A1/2z(t)‖2

]1/2

, t ≥ r.
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Iíòåãðóþ÷è íà iíòåðâàëi [τ, t] ç τ ≥ r òà âèêîðèñòîâóþ÷è (3.245), ìè îòðèìó¹ìî,

ùî

‖A1/2z(t)‖2 +

∫ t

τ

‖Az(ξ)‖2dξ ≤ ‖A1/2z(τ)‖2 + CT (R)|ϕ1 − ϕ2|C , t ≥ τ ≥ r.

(3.255)

Çàðàç ìè iíòåãðó¹ìî (3.255) çà çìiííîþ τ íà [r, t], çìiíþ¹ìî ïîðÿäîê

iíòåãðóâàííÿ, òà âèêîðèñòîâó¹ìî (3.245) çíîâó äëÿ îòðèìàííÿ

(t− r)‖A1/2z(t)‖2 +

∫ t

r

(ξ − r)‖Az(ξ)‖2 dξ ≤ CT (R)|ϕ1 − ϕ2|C , t ≥ r.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä äëÿ ż ç (3.250), à òàêîæ îöiíêó â (3.245) òà (3.254) ìè

ìà¹ìî, ùî ‖ż(t) + Az(t)‖2 + ‖A−1/2ż(t)‖2 ≤ CT (R)
[
‖A1/2z(t)‖2 + |ϕ1 − ϕ2|C

]
,

t ≥ r. Öå äà¹ (3.253).

Âëàñòèâiñòü 1
2-ãüîëüäåðîâîñòi åâîëþöiéíîãî îïåðàòîðà St â íîðìi CL

âèïëèâà¹ ç (3.253). Çàìêíåíiñòü îïåðàòîðà St äëÿ t ∈ (0, r] ëåãêî âèïëèâà¹

ç (3.245). Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Çàóâàæåííÿ 3.113 ßê âèïëèâà¹ ç (3.254) ìè ìîæåìî îòðèìàòè âëàñòè-

âiñòü 1
2-ãåëüäåðîâîñòi ïîäiáíî äî (3.253) äëÿ âñiõ t ≥ 0 ÿêùî ìè äîäàòêîâî

ïðèïóñòèìî, ùî îäíå ç ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ϕi ìà¹ âëàñòèâiñòü ϕ̇i ∈
L2(−r, 0;H). Â öüîìó âèïàäêó àðãóìåíòè, ùî íàâåäåíi âèùå, äàþòü

ñïiââiäíîøåííÿ

‖A−1/2ż(t)‖2 + ‖A1/2z(t)‖2 +

∫ t

0

[
‖ż(τ)‖2 + ‖Az(τ)‖2

]
dτ

≤ CT (R)
[
‖A1/2(ϕ1(0)− ϕ2(0))‖+ |ϕ1 − ϕ2|C

]
(3.256)

äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] òà äëÿ âñiõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ϕi òàêèõ, ùî |ϕi|CL +

|ϕ̇i|L2(−r,0;H) ≤ R. Áiëüø òîãî, ìîæíà òàêîæ ïîáà÷èòè, ùî ìíîæèíà

CL0 =
{
ϕ ∈ CL : ϕ̇ ∈ L2(−r, 0;H)

}
(3.257)

¹ äîäàòíüî iíâàðiàíòíîþ äëÿ St. Òàêèì ÷èíîì ϕ 7→ Stϕ ¹ 1
2-ãåëüäåðîâèì

âiäîáðàæåííÿì äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði CL0, ùî

ñïîðÿäæåíèé íîðìîþ |ϕ|CL0
= |ϕ|CL + |ϕ̇|L2(−r,0;H). Òàêèì ÷èíîì, âèíèêà¹
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äèíàìi÷íà ñèñòåìà (â êëàñè÷íîìó ðîçóìiííi, äèâ., íàïðèêëàä, [2, 31, 200])

(CL0, St). Îäíàê ìè ïðîïîíó¹ìî íå ñïèðàòèñü íà âëàñòèâiñòü (óìîâó) ϕ̇ ∈
L2(−r, 0;H) ó âèçíà÷åííi ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Ãîëîâíå ïîÿñíåííÿ ïîëÿãà¹

â òîìó, ùî íàøà ìåòà - àñèìïòîòè÷íà äèíàìiêà i äîáðå âiäîìî (äèâ.,

íàïðèêëàä, [2, 31, 200]), ùî iñíóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ îá'¹êòiâ (ìíîæèí)

ïîòðåáó¹ ïåâíèõ âëàñòèâîñòåé êîìïàêòíîñòi. Íà æàëü, ìè íå ìîæåìî

ãàðàíòóâàòè öi âëàñòèâîñòi ( êîìïàêòíîñòi) â ïðîñòîði CL0 áåç ñóòò¹âèõ

îáìåæåíü âiäíîñíî ÷ëåíà iç çàãàþâàííÿì. Ñàìå òîìó ìè ïðîïîíó¹ìî

ñêîðèñòàòèñü ïiäõîäîì, ùî çàïðîïîíîâàíèé â [142] ùîäî àñèìïòîòè÷íî¨

äèíàìiêè çàìêíåíèõ åâîëþöiéíèõ ïiâãðóï.

Çàóâàæåííÿ 3.114 Ïîäiáíó ïðîáëåìó, ÿê âèùå, ìè ìà¹ìî ç íåïåðåðâíiñòþ

çà ÷àñîì åâîëþöiéíîãî îïåðàòîðà St. Ëåãêî áà÷èòè ç (3.239) òà (3.243),

ùî t 7→ Stϕ ¹ íåïåðåðâíèì äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ CL ïðè t > r. Äëÿ òîãî

àáè ãàðàíòóâàòè íåïåðåðâíiñòü t 7→ Stϕ äëÿ âñiõ t ≥ 0 ìè ïîòðåáó¹ìî

ïîäàëüøi óìîâè, îáìåæåííÿ (ìè âiäñèëà¹ìî äî îáãîâîðåííÿ ó [160, 164] äëÿ

âiäïîâiäíèõ ìîäåëåé ç Ð×Ï) íà ïî÷àòêîâi ôóíêöi¨. Ãîëîâíèì îáìåæåííÿì ¹

óìîâà óçãîäæåíîñòi (compatibility condition) â ìîìåíò ÷àñó t = 0. Äëÿ îïèñó

öi¹¨ óìîâè ìè ââîäèìî íàñòóïíèé (ïîâíèé) ìåòðè÷íèé ïðîñòið

X≡

{
ϕ ∈ C1([−r, 0];H−1/2) ∩ C([−r, 0];H)

∣∣∣∣∣ ϕ(0) ∈ H1/2;

ϕ̇(0)+Aϕ(0)+F (ϕ)+G(ϕ(0)) = h

}
(3.258)

Òóò óìîâó óçãîäæåíîñòi ϕ̇(0) +Aϕ(0) +F (ϕ) +G(ϕ(0)) = h òðåáà ðîçóìiòè

ÿê ðiâíiñòü ó ïðîñòîði H−1/2. Âiäñòàíü â X çàäà¹òüñÿ ÿê

distX(ϕ, ψ) = max
[−r,0]
‖ϕ(θ)−ψ(θ)‖+Lip[−r,0]‖A−1/2(ϕ−ψ)‖+‖A1/2(ϕ(0)−ψ(0))‖.

(3.259)

Ìè áà÷èìî, ùî X ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîði Áàíàõà CL òà

òîïîëîãiÿ, ùî ïîðîäæåíà ìåòðèêîþ distX ñïiâïàäà¹ ç òîïîëîãi¹þ CL, äèâ.
(3.236).

Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ìè çáèðà¹ìî äåêiëüêà äèíàìi÷íèõ âëàñòèâîñòåé
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åâîëþöiéíî¨ ïiâãðóïè St, ÿêi ¹ ïðÿìèìè íàñëiäêàìè òåîðåìè 3.111, òâåðäæåííÿ

3.112 òà çàóâàæåííÿ 3.114.

Òâåðäæåííÿ 3.115 Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 3.111, çàäà÷à (3.228)

ïîðîäæó¹ åâîëþöiéíó ïiâãðóïó St çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü íà CL òàêó, ùî

(a) StCL ⊂ X äëÿ êîæíîãî t ≥ r òà ìíîæèíà StB ¹ îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði

X äëÿ êîæíîãî t ≥ r êîëè B ¹ îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði CL;

(b) ìíîæèíà X ¹ äîäàòíüî iíâàðiàíòíîþ: StX ⊂ X;

(c) âiäîáðàæåííÿ ϕ 7→ Stϕ ¹ 1
2-ãåëüäåðîâèì íà CL (i òàêèì ÷èíîì íà X) äëÿ

âñiõ t > r;

(d) òðà¹êòîði¨ t 7→ Stϕ ¹ íåïåðåðâíèìè äëÿ t > r òà ϕ ∈ CL. ßêùî ϕ ∈ X,

Òîäi öi òðà¹êòîði¨ ¹ íåïåðåðâíèìè äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Öÿ ÷àñòèíà ¹ ïðèíöèïîâî âàæëèâîþ äëÿ íàøèõ äîñëiäæåíü. Òóò ìè âèâ÷à¹ìî

àñèìïòîòè÷íó äèíàìiêó ìîäåëi iç çàãàþâàííÿì, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ (3.228)

òà (3.234). Ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì íèæ÷å ¹ òåîðåìà 3.117, ùî äîñëiäæó¹

ñêií÷åííîâèìiðíi ãëîáàëüíèé òà åêñïîíåíöiéíi àòðàêòîðè. Ìè âiäñèëà¹ìî

äî ïóíêòà B 'Äîäàòêîâi òåîðåòè÷íi ìàòåðiàëè' äëÿ âiäïîâiäíèõ âèçíà÷åíü òà

äîïîìiæíèõ ôàêòiâ, ÿêi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ.

Ñïî÷àòêó ìè âèñóâà¹ìî ñòàíäàðòíi óìîâè (äèâ., íàïðèêëàä, [200]) ùîäî

íåëiíiéíîãî ÷ëåíà (áåç çàãàþâàííÿ) òèïó äæåðåëî/ñòiê G.

Ïðèïóùåííÿ 3.116 Íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ G : H1/2 → H ìà¹ ôîðìó

G(u) = Π′(u). Òóò Π(u) = Π0(u) + Π1(u), äå Π0(u) ≥ 0 ¹ îáìåæåíå íà

îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ ó H1/2 òà Π1(u) çàäîâiëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi

∀ η > 0 ∃Cη > 0 : |Π1(u)| ≤ η
(
‖A1/2u‖2 + Π0(u)

)
+Cη, u ∈ H1/2. (3.260)

Áiëüø òîãî, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(a) iñíóþòü ñòàëi η ∈ [0, 1), c4, c5 > 0 òàêi, ùî

− 〈u,G(u)〉 ≤ η‖A1/2u‖2 − c4Π0(u) + c5, u ∈ H1/2; (3.261)
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(b) äëÿ êîæíîãî η̃ > 0 iñíó¹ Cη̃ > 0 òàêå, ùî

‖u‖2 ≤ Cη̃ + η̃
(
‖A1/2u‖2 + Π0(u)

)
, u ∈ H1/2. (3.262)

Ó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ ìîäåëåé ïîäiáíèõ äî (3.233), ïðèêëàäè ôóíêöié g(u)

òàêèõ, ùî âiäïîâiäíèé îïåðàòîð Íåìèöüêîãî çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì 3.108(G) òà

3.116, ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ó [2] òà [200]. Íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä ¹ g(u) =

u3 + a1u
2 + a2u ç äîâiëüíèìè a1, a2 ∈ R ó âèïàäêó, êîëè Ω ¹ 3D îáëàñòü.

Íàø ãîëîâíèé ðåçóëüòàò ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 3.117 Íåõàé óìîâè 3.108 òà 3.116 âèêîíàíi. Ïðèïóñòèìî, ùî St

¹ åâîëþöiéíîþ ïiâãðóïîþ, ùî ïîðîäæåíà ó CL çàäà÷åþ (3.228) òà (3.234).

Òîäi iñíó¹ `0 > 0 òàêå, ùî öÿ ïiâãðóïà ìà¹ êîìïàêòíèé çâ'ÿçíèé ãëîáàëüíèé

àòðàêòîð A çà óìîâè mFr < `0, äå r ¹ íàéáiëüøå çàãàþâàííÿ òà mF ¹ ñòàëà

ëiíiéíîãî çðîñòàííÿ äëÿ F0 ó H, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì

mF = lim sup
‖u‖→+∞

‖F0(u)‖
‖u‖

. (3.263)

Áiëüø òîãî, äëÿ êîæíèõ 0 < β ≤ 1 òà α < min{β, 1/2} öåé àòðàêòîð

íàëåæèòü ìíîæèíi

DR
α,β =

ϕ ∈ X
∣∣∣∣∣∣∣
|A1−βϕ|C + |A−βϕ̇|C + Holdα(A1−βϕ) + Holdα(A−βϕ̇)

+

[∫ 0

−r

(
‖Aϕ(θ)‖2 + ‖ϕ̇(θ)‖2

)
dθ

]1/2

≤ R


(3.264)

äëÿ äåÿêîãî R = R(α, β), äå ïiâíîðìà Ãüîëüäåðà Holdα(ψ) çàäàíà ÿê

Holdα(ψ) = sup { ‖ψ(t1)− ψ(t2)‖/ |t1 − t2|α : t1 6= t2, t1, t2 ∈ [−r, 0]} .
Íåõàé äîäàòêîâî iñíóþòü γ, δ ∈ (0, 1/2] òàêi, ùî

(a) âiäîáðàæåííÿ F0 ¹ ãëîáàëüíî ëèïøèöåâèì ç H−γ äî H−1/2+δ, òîáòî

‖F0(u)− F0(v)‖−1/2+δ ≤ c‖u− v‖−γ, u, v ∈ H−γ; (3.265)

òà (b) âiäîáðàæåííÿ G ¹ ìàéæå ëîêàëüíî ëèïøèöåâèì (almost locally Lips-

chitz) ç H1/2−γ äî H−1/2+δ ó íàñòóïíîìó ñåíñi

‖G(u)−G(v)‖−1/2+δ ≤ c(R)‖u− v‖1/2−γ, u, v ∈ H1/2, ‖u‖1/2, ‖v‖1/2 ≤ R.

(3.266)
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Òîäi: (A) ãëîáàëüíèé àòðàêòîð A ìà¹ ñêií÷åííó ôðàêòàëüíó âèìiðíiñòü.

(B) Iñíó¹ ôðàêòàëüíèé åêñïîíåíöiéíèé àòðàêòîð Aexp.

Ìè ïðèñâÿ÷ó¹ìî íàñòóïíi äåêiëüêà ïiäïóíêòiâ äîâåäåííþ òåîðåìè 3.117.

3.9.3. Iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà. Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ

ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî åâîëþöiéíèé îïåðàòîð ìà¹

êîìïàêòíó ïîãëèíàþ÷ó ìíîæèíó. Â öüîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî çìîãó

ñêîðèñòàòèñü ñòàíäàðòíèì ðåçóëüòàòîì iñíóâàííÿ ç ðîáîòè [142] äëÿ çàìêíåíèõ

ïiâãðóï (äèâ. â ïóíêòi B 'Äîäàòêîâi òåîðåòè÷íi ìàòåðiàëè' äëÿ äåòàëåé). Ìè

ïî÷èíà¹ìî ç iñíóâàííÿ êîìïàêòíî¨ ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè.

Òâåðäæåííÿ 3.118 (Îáìåæåíà äèñèïàòèâíiñòü) Íåõàé u(t) ðîçâ'ÿçó¹

(3.228) òà (3.234) ç ϕ ∈ CL. Òîäi ìîæíà çíàéòè `0 > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî

çàãàþâàííÿ r òàêîãî, ùî mFr < `0, âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü:

iñíó¹ R∗ òàêå, ùî äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè B ó CL iñíó¹ tB òàêå, ùî

‖A−1/2u̇(t)‖2 + ‖A1/2u(t)‖2 +

∫ t+1

t

[
‖u̇(τ)‖2 + ‖Au(τ)‖2

]
dτ ≤ R2

∗ (3.267)

äëÿ âñiõ t ≥ tB òà äëÿ âñiõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ϕ ∈ B. Öå îçíà÷à¹, ùî

åâîëþöiéíà ïiâãðóïà St ¹ äèñèïàòèâíîþ íà îáîõ ïðîñòîðàõ CL òà X çà óìîâè

mFr < `0.

Äîâåäåííÿ. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä Î.Ì.Ëÿïóíîâà äëÿ îòðèìàííÿ

ðåçóëüòàòó. Äëÿ öüîãî ìè ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë

Ṽ (t) ≡ 1

2

[
‖u(t)‖2 + ‖A1/2u(t)‖2

]
+ Π(u(t)) +

µ

r

∫ r

0

{∫ t

t−s
‖u̇(ξ)‖2d ξ

}
ds,

ùî âèçíà÷åíèé íà ñèëüíèõ ðîçâ'ÿçêàõ u(t) äëÿ t ≥ r. Äîäàòíié ïàðàìåòåð

µ áóäå îáðàíèé ïiçíiøå. Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî ãîëîâíà iäåÿ äëÿ âêëþ÷åííÿ

äîäàòêîâîãî ÷ëåíà iç çàãàþâàííÿì ó Ṽ ¹ çíàéòè êîìïåíñàòîð äëÿ ÷ëåíà

iç çàãàþâàííÿì ó (3.228). Öÿ iäåÿ ¹ öiëêîì ïðèðîäíüîþ äëÿ ðiâíÿíü iç

çàãàþâàííÿì òà áóëà çàñòîñîâàíà, íàïðèêëàä, ó ðîáîòi [64] äî ìîäåëi äðóãîãî

ïîðÿäêó çà ÷àñîì òà iç ÇÇÑ. Äèâèñü òàêîæ [59, ñ.480] òà [61] äëÿ âèïàäêó ìîäåëi
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âçà¹ìîäi¨ ïîòîê-ïëàñòèíà, ùî ìà¹ ëiíiéíèé ÷ëåí ç ïîñòiéíèì çàãàþâàííÿì òà

ç êðèòè÷íîþ ïðîñòîðîâîþ ðåãóëÿðíiñòþ. Âiäïîâiäíèé êîìïåíñàòîð çàëåæèòü

âiä âèãëÿäó ìîäåëi.

Ìîæíà ïîáà÷èòè ç (3.260), ùî iñíóþòü 0 < c0 < 1 òà c, c1 > 0 òàêi, ùî

c0

[
‖A1/2u(t)‖2 + Π0(u(t))

]
− c ≤ Ṽ (t)

≤ c1

[
‖A1/2u(t)‖2 + Π0(u(t))

]
+ µ

∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ + c. (3.268)

Ìè ðîçãëÿíåìî ïîõiäíó çà ÷àñîì âçäîâæ ðîçâ'ÿçêiâ Ṽ . Ìîæíà ëåãêî

ïåðåâiðèòè, ùî

d

dt
Ṽ (t)=〈u(t), u̇(t)〉+〈Au(t), u̇(t)〉+〈G(u(t)), u̇(t)〉+µ

r

∫ r

0

{
‖u̇(t)‖2− ‖u̇(t−s)‖2

}
ds

= 〈u̇(t) + Au(t) +G(u(t)), u̇(t)〉 − 〈u̇(t), u̇(t)〉+ 〈u(t), u̇(t)〉+ µ‖u̇(t)‖2

−µ
r

∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ = −〈F (ut)−h, u̇(t)〉− (1−µ)‖u̇(t)‖2− µ
r

∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ

−‖A1/2u(t)‖2 − 〈F (ut) +G(u(t))− h, u(t)〉.

Îñòàííié ÷ëåí ¹ çàâäÿêè (3.228):

〈u(t), u̇(t)〉 = −〈Au(t), u(t)〉 − 〈F (ut) +G(u(t))− h, u(t)〉.

Çà âèçíà÷åííÿì mF ó (3.263), äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà MF áiëüøîãî íiæ mF , ìè

ìîæåìî çíàéòè C(MF ) òàêå, ùî

‖F (ut)‖ = ‖F0(u(t− η(ut)))‖ ≤MF‖u(t− η(ut))‖+ C(MF ).

Òàêèì ÷èíîì

‖F (ut)‖ ≤MF‖u(t− η(ut))− u(t)‖+MF‖u(t)‖+ C(MF )

=MF

∥∥∥∥∫ t

t−η(ut)

u̇(θ)d θ

∥∥∥∥+MF‖u(t)‖+ C(MF ),

îòæå ìà¹ìî

‖F (ut)‖ ≤MF ·
[
‖u(t)‖+

∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖d ξ
]

+ C(MF ), t ≥ r.
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Îêiëüêè ∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖d ξ ≤ r1/2

(∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ

)1/2

,

ìè ìà¹ìî, ùî

|〈F (ut)− h, u̇(t)〉| ≤1

2
‖u̇(t)‖2 + c0‖h‖2 + c1M

2
F‖u(t)‖2

+ c2M
2
Fr

∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ + C(MF ), t ≥ r.

Òàêèì ñàìèì ÷èíîì ìè îòðèìó¹ìî

|〈F (ut)− h, u(t)〉)| ≤ c1M
2
Fr

∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ + C(MF )(1 + ‖u(t)‖2).

Îòæå

|〈F (ut)− h, u̇(t)〉|+ |〈F (ut)− h, u(t)〉)|

≤ 1

2
‖u̇(t)‖2 + c0M

2
Fr

∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ + c1(MF )(1 + ‖u(t)‖2).

Âëàñòèâîñòi ó (3.261) òà (3.262) ç äîñòàòíüî ìàëèì η̃ > 0 (òà η ∈ [0, 1)) äàþòü

c1(MF )(1 + ‖u‖2)− ‖A1/2u‖2 − 〈u,G(u)〉 ≤ −a0

[
‖A1/2u‖2 + Π0(u)

]
+ a1(MF )

äëÿ äåÿêèõ ai > 0 ç a0, ùî íå çàëåæèòü âiä MF . Îòæå ç öèõ âëàñòèâîñòåé

âèïëèâà¹

d

dt
Ṽ (t) ≤−

(
1

2
− µ

)
‖u̇(t)‖2

− a0

[
‖A1/2u‖2 + Π0(u)

]
+ a1(MF ) +

[
−µ
r

+ a2M
2
Fr
] ∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ

äëÿ äåÿêèõ ai. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâó íåðiâíiñòü ó (3.268) ìè ïðèõîäèìî äî

âëàñòèâîñòi

d

dt
Ṽ (t) + γṼ (t) ≤−

(
1

2
− µ

)
‖u̇(t)‖2 − (a0 − γc1)

[
‖A1/2u‖2 + Π0(u)

]
+
[
−µ
r

+ µγ + a2M
2
Fr
] ∫ r

0

‖u̇(t− ξ)‖2d ξ + a1(MF ). (3.269)

Òàêèì ÷èíîì, îáèðàþ÷è µ = 1/4 òà ôiêñóþ÷è γ ≤ a0c
−1
1 , ìè îòðèìó¹ìî, ùî

d

dt
Ṽ (t) + γṼ (t) +

1

4
‖u̇(t)‖2 ≤ C, t ≥ r, (3.270)
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çà óìîâè γr + 4a2M
2
Fr

2 ≤ 1. Îòæå, çà óìîâè 4a2m
2
Fr

2 < 1 ìè ìîæåìî îáðàòè

γ ∈ (0, a0c
−1
1 ] òà MF > mF òàêi, ùî (3.270) âèêîíó¹òüñÿ. Çîêðåìà ìè ìà¹ìî

d

dt
Ṽ (t) + γṼ (t) ≤ C, t ≥ r,

ùî äà¹

Ṽ (t) ≤ Ṽ (r)e−γ(t−r) +
C

γ
(1− e−γ(t−r)), t ≥ r, (3.271)

ÿêùî mFr < `0. Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.268) òà (3.244) ìè ìîæåìî ïðèéòè äî

âèñíîâêó, ùî |Ṽ (r)| ≤ CB äëÿ âñiõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ç îáìåæåíî¨ ìíîæèíè

B ó CL. Òàêèì ÷èíîì (äèâ. (3.228)) iñíó¹ R òàêå, ùî äëÿ êîæíî¨ ïî÷àòêîâî¨

ôóíêöi¨ ç îáìåæåíî¨ ìíîæèíè B ó CL ìè ìà¹ìî

‖A1/2u(t)‖+ ‖A−1/2u̇(t)‖+ ‖u̇(t) + Au(t)‖ ≤ R äëÿ âñiõ t ≥ tB.

Áiëüø òîãî, ç (3.270) âèïëèâà¹, ùî
∫ t+1

t ‖u̇(τ)‖2dτ ≤ CR äëÿ âñiõ t ≥ tB.

Àáè îòðèìàòè öå, òðåáà äîìíîæèòè (3.270) íà eγt, ïðîiíòåãðóâàòè ïî [t, t +

1] òà äîìíîæèòè íà e−γt. Òîäi ôiíàëüíà îáìåæåíiñòü Ṽ (t) (äèâ. (3.271)) òà

âëàñòèâiñòü 1 ≤ eγ(τ−t) äëÿ τ ≥ t äàþòü îñòàííþ îöiíêó (âèùå). Öi âëàñòèâîñòi

äàþòü (3.267) òà äîçâîëÿþòü íàì çàâåðøèòè äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.118.

Çàóâàæåííÿ 3.119 ßêùî âiäîáðàæåííÿ F0 ìà¹ ïiäëiíiéíå çðîñòàííÿ (sublin-

ear growth) ó H, òîáòî, iñíó¹ β < 1 òàêå, ùî ‖F0(u)‖ ≤ c1 + c2‖u‖β, u ∈ H,
òîäi ïàðàìåòð ëiíiéíîãî çðîñòàííÿ mF , ùî âèçíà÷åíèé ó (3.263) äîðiâíþ¹

íóëþ. Îòæå â öüîìó âèïàäêó ìè ÍÅ ìà¹ìî îáìåæåíü íà ìàêñèìàëüíå

çàãàþâàííÿ r â ôîðìóëþâàííi òâåðäæåííÿ 3.118. Çîêðåìà öå âiðíî ó

âèïàäêó îáìåæåíîãî âiäîáðàæåííÿ F0. Áiëüø òîãî, â îñòàííüîìó âèïàäêó

àðãóìåíòè ñóòò¹âî ñïðîùóþòüñÿ (ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè ôóíêöiþ

Î.Ì.Ëÿïóíîâà áåç ÷ëåíà iç çàãàþâàííÿì). Äëÿ áiëüøå äåòàëåé äèâèñü

ñòàòòi [160, 164] òà ïîïåðåäíi ïóíêòè äèñåðòàöi¨.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òâåðäæåííÿ 3.118 äëÿ îòðèìàííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó,

ÿêèé îçíà÷à¹, ùî åâîëþöiéíà ïiâãðóïà St ¹ (ôiíàëüíî) êîìïàêòíîþ.
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Òâåðäæåííÿ 3.120 (Êîìïàêòíà äèñèïàòèâíiñòü) ßê ó òâåðäæåííi 3.118

ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî mFr < `0. Òîäi åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St ìà¹ êîìïàêòíó

ïîãëèíàþ÷ó ìíîæèíó. Òî÷íiøå, äëÿ êîæíèõ 0 < β ≤ 1 òà α < min{β, 1/2}
ìíîæèíà DR

α,β, ÿêà çàäàíà ó (3.264) ¹ ïîãëèíàþ÷îþ äëÿ äåÿêîãî R. Öÿ

ìíîæèíà DR
α,β ¹ êîìïàêòíîþ ó ïðîñòîði X çà óìîâè 0 < α < β < 1/2.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.120. Ìè ïî-ïåðøå âiäìi÷à¹ìî, ùî êîìïàêòíiñòü

äëÿ DR
α,β ó X ⊂ CL äëÿ 0 < α < β < 1/2 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Àðöåëà-Àñêîëi ó

áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ (äèâ., íàïðèêëàä, [188]).

Çàðàç ìè ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà DR
α,β ¹ ïîãëèíàþ÷îþ. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ñëàáêó ôîðìó çàäà÷i, à òàêîæ îöiíêó (îáìåæåííÿ) ç (3.237) ìîæíà ïîêàçàòè

‖A1−δu(t)‖+ ‖A−δu̇(t)‖ ≤ CR∗(δ) äëÿ âñiõ t ≥ tB, (3.272)

äëÿ êîæíîãî δ > 0, äå u(t) ¹ ðîçâ'ÿçîê, ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü (3.267).

Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ u(t1)−u(t2) ç t1 > t2. À ñàìå, âèêîðèñòîâóþ÷è

ñëàáêó ôîðìó ìè îòðèìó¹ìî

‖A1−β(u(t1)− u(t2))‖ ≤‖A1−β(e−A(t1−t2) − 1)u(t2)‖

+

∫ t1

t2

‖A1−βe−A(t1−τ)‖ · (‖F (uτ)‖+ ‖G(u(τ))− h‖) dτ.

Îñêiëüêè (äèâ. [103, òåîðåìà 1.4.3, ñ.26] äëÿ âiäïîâiäíèõ ôàêòiâ) ‖A−α(1 −
e−At)‖ ≤ tα òà ‖Aαe−At‖ ≤

(
α
t

)α
e−α äëÿ âñiõ t > 0 òà 0 ≤ α ≤ 1, ìè

îòðèìó¹ìî

‖A1−β(u(t1)− u(t2))‖ ≤|t1 − t2|α‖A1−β+αu(t2)‖

+ cβ

∫ t1

t2

1

|t1 − τ |1−β
[
CR∗ + c|uτ |C

]
dτ.

äëÿ t1 > t2 ≥ tB. Îòæå äëÿ êîæíèõ 0 < α < β ≤ 1 ìè ìà¹ìî

‖A1−β(u(t1)− u(t2))‖ ≤ CR∗|t1 − t2|α äëÿ âñiõ ti ≥ tB, |t1 − t2| ≤ 1. (3.273)

Ïîäiáíî äî (3.254) âèêîðèñòîâóþ÷è (3.273) ç β = 1 òà α = 1/2 ìè ìà¹ìî

‖F (ut1)− F (ut2)‖ ≤ LF

∣∣∣∣∣
∫ t2−η(ut2)

t1−η(ut1)

‖u̇(ξ)‖dξ

∣∣∣∣∣
≤ CR∗

[
|t1 − t2|+ |ut1 − ut2|2C

]1/2 ≤ CR∗ |t1 − t2|
1/2
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äëÿ êîæíîãî t1, t2 ≥ tB ≥ r. Îòæå ç (3.228) òà (3.273) ìè îòðèìó¹ìî

‖A−β(u̇(t1)− u̇(t2))‖ ≤ CR∗|t1 − t2|α äëÿ âñiõ ti ≥ tB, |t1 − t2| ≤ 1,

äëÿ êîæíîãî 0 < α < 1/2. Öå, à òàêîæ òâåðäæåííÿ 3.118, äàþòü, ùî ìíîæèíà

DR
α,β, ùî çàäàíà ó (3.264), ¹ ïîãëèíàþ÷îþ äëÿ äåÿêîãî R çà óìîâ 0 < β ≤ 1 òà

α < min{β, 1/2}. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.120 çàâåðøåíî.
Òâåðäæåííÿ 3.120 äîçâîëÿ¹ íàì çàñòîñóâàòè ðåçóëüòàòè ç [142] (äèâ.

òåîðåìó B.2 â íàøîìó ïóíêòi B) àáè ãàðàíòóâàòè iñíóâàííÿ êîìïàêòíîãî

çâ'ÿçíîãî ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà.

3.9.4. Âèìiðíiñòü òà åêñïîíåíöiéíèé àòðàêòîð. Íàøi ïîäàëüøi

äîñëiäæåííÿ áàçóþòüñÿ íà ïîíÿòòi êâàçiñòiéêîñòi ÿêå êàæå, ùî ïiâãðóïà

¹ àñèìïòîòè÷íî ñòèñêàþ÷à ïî ìîäóëþ äîäàâàííÿ êîìïàêòíîãî ÷ëåíà. Äëÿ

çðó÷íîñòi ìè íàãàäà¹ìî âiäïîâiäíèé àáñòðàêòíèé ðåçóëüòàò ó ïóíêòi B.

Ìåòîä êâàçiñòiéêîñòi áóâ ðîçðîáëåíèé ó [56, 57, 58, 59, 60] äëÿ íåïåðåðâíèõ

åâîëþöiéíèõ ìîäåëåé. Çàâäÿêè çàóâàæåííþ ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè öåé ìåòîä

äî ñèñòåìè (St, D
α,β
0 ) ç Dα,β

0 , ÿêå âèçíà÷åíå âèùå.

Òâåðäæåííÿ 3.121 (Êâàçiñòiéêiñòü) Íåõàé âèêîíàíi óìîâè 3.108 òà

3.116. Íåõàé (3.265) òà (3.266) ¹ âiðíèìè äëÿ äåÿêèõ γ, δ ∈ (0, 1/2]. Íåõàé

D0 = Dα,β
0 ç 0 < α < β < γ. Òîäi

|Stϕ1 − Stϕ2|CL ≤CRe−λ1t
[
‖ϕ1(0)− ϕ2(0)‖1/2 + |ϕ1 − ϕ2|C

]
+ CR max

s∈[0,t]
‖A1/2−γ(u1(s)− u2(s))‖, t ≥ r, (3.274)

äëÿ êîæíî¨ ϕi ∈ D0, äå u
i(t) = (Stϕ

i)(θ)
∣∣
θ=0

.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.121. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñëàáêó ôîðìó äëÿ ui(t) òà

(3.266) ìè ìà¹ìî

‖A1/2(u1(t)− u2(t))‖ ≤ e−λ1t‖A1/2(u1(0)− u2(0))‖

+

∫ t

0

‖A1−δe−A(t−τ)‖·
(
C‖A−1/2+δ

[
F (u1

τ)−F (u2
τ)
]
‖+CR‖u1(τ)−u2(τ)‖1/2−γ

)
dτ.
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ßê ó (3.254) ìè òàêîæ ìà¹ìî

‖A−1/2+δ
[
F (u2

t )− F (u1
t )
]
‖ ≤ C

∣∣∣∣∣
∫ t−η(u2t )

t−η(u1t )

‖A−βu̇2(ξ)‖dξ

∣∣∣∣∣+ C|u2
t − u1

t |C

≤ C(R) max
θ∈[−r,0]

‖u2(t+ θ)− u1(t+ θ)‖

äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 ç β ∈ (0, γ]. Òàêèì ÷èíîì

‖A1/2(u1(t)− u2(t))‖ ≤ c1e
−λ1t

[
‖A1/2(ϕ1(0)− ϕ2(0))‖+ |ϕ1 − ϕ2|C

]
+ c2(R) max

s∈[0,t]
‖A1/2−γ(u1(s)− u2(s))‖.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.228), (3.231) òà (3.238) ìè òàêîæ ìà¹ìî, ùî

‖A−1/2(u̇1(t)− u̇2(t))‖ ≤ C(R)
[
‖A1/2(u1(t)− u2(t))‖+ |u2

t − u1
t |C
]
.

Îòæå

‖A−1/2(u̇1(t)− u̇2(t))‖ ≤ c1e
−λ1t

[
‖A1/2(ϕ1(0)− ϕ2(0))‖+ |ϕ1 − ϕ2|C

]
+ c2(R) max

s∈[0,t]
‖A1/2−γ(u1(s)− u2(s))‖, t ≥ r.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.121.

Çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.117. Îñêiëüêè ãëîáàëüíèé àòðàêòîð

íàëåæèòü äî ôðàêòàëüíîãî åêñïîíåíöiéíîãî àòðàêòîðó (äèâ. [81]), äîñòàòíüî

äîâåñòè iñíóâàííÿ òiëüêè ôðàêòàëüíîãî åêñïîíåíöiéíîãî àòðàêòîðó. Äëÿ

öüîãî ìè çàñòîñîâó¹ìî òåîðåìó B.5 íà ìíîæèíi D0 (äèâ. òâåðäæåííÿ 3.121)

ç âiäïîâiäíèì âèáîðîì îïåðàòîðiâ òà ïðîñòîðiâ. Îòæå, íåõàé T > 0

îáðàíî òàê, ùî q ≡ CRe
−λ1T < 1 äå CR ¹ ñòàëîþ ç (3.274). Ìè

âèçíà÷à¹ìî ëèïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ K : D0 7→ Z[0,T ] ≡ C1([0, T ];D(A−1/2)) ∩
C([0, T ];D(A1/2)) çà ïðàâèëîì Kϕ = u(t), t ∈ [0, T ], ç u - ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.228) òà (3.234) òà ç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ ϕ ∈ D0.

Ïiâíîðìà nZ(u) ≡ maxs∈[0,T ] ‖A1/2−γu(s)‖ ¹ êîìïàêòíîþ íà Z[0,T ] çàâäÿêè

êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ Z[0,T ] â C([0, T ];D(Aα)) äëÿ êîæíîãî α < 1/2 -

öå âæå çàâäÿêè òåîðåìi Àðöåëà-Àñêîëi (äèâ., íàïðèêëàä, [188]). ßêùî

ìè âiçüìåìî Y ≡
{
ϕ ∈ C1([−r, 0];H−1/2) ∩ C([−r, 0];H) : ϕ(0) ∈ H1/2

}
,



234

ñïîðÿäæåíå íîðìîþ (3.259) òà ïðèïóñòèìî V = ST , òîäi (äèñêðåòíà)

êâàçiñòàáiëüíà íåðiâíiñòü ó (B.2) ¹ âiðíîþ íà D0. Òàêèì ÷èíîì ìè ìîæåìî

çàñòîñóâàòè òåîðåìó B.5 ç V = ST íà D0 äëÿ òîãî àáè ïîêàçàòè, ùî iñíó¹

ñêií÷åííîâèìiðíà ìíîæèíà Aθ ⊂ D0 òàêà, ùî âèêîíó¹òüñÿ (B.3). Òîäi,

ÿê ñòàíäàðòíà ïîáóäîâà, (äèâ., íàïðèêëàä, [81] àáî [136]) ìè âèçíà÷èìî

Aexp = Closure
(⋃

t∈[0,T ] StAθ

)
. Îñêiëüêè V = ST , ëåãêî áà÷èòè, ùî Aexp ¹

åêñïîíåíöiéíî ïðèòÿãóþ÷îþ, äèâ. (B.1) ó äîäàòêó.

Îñêiëüêè D0 ¹ ïiäìíîæèíîþ DR
α,β, ÿêà çàäàíà (3.264), ìè ìà¹ìî, ùî t 7→ Stϕ

¹ α-ãüîëüäåðîâîþ íà D0: |St1ϕ − St2ϕ|Y ≤ CD0
|t1 − t2|α, t1, t2 ∈ [0, T ], ϕ ∈

D0. Òàêèì ÷èíîì ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì (äèâ., íàïðèêëàä, [81] àáî [136]) ìè

ïðèõîäèìî äî òîãî, ùî Aexp ìà¹ ñêií÷åííó ôðàêòàëüíó âèìiðíiñòü ó Y .

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.117.

3.10. Äèíàìiêà åâîëþöiéíèõ ðiâíÿííü äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì

iç ÇÇÑ

Äîñëiäæåíèé êëàñ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó çà

÷àñîì ç ÇÇÑ. Äîâåäåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði ôóíêöié,

ÿêi ¹ C1 çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Íà âiäìiíó âiä ìîäåëåé ïåðøîãî ïîðÿäêó

ç äèñêðåòíèì ÇÇÑ, öåé ðåçóëüòàò íå ïîòðåáó¹ íiÿêèõ óìîâ óçãîäæåííÿ.

Ïîáóäîâàíi ðîçâ'ÿçêè ôîðìóþòü äèíàìi÷íó ñèñòåìó ó ïðîñòîði C1-òèïó íà

iíòåðâàëi çàãàþâàííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî â ðîáîòi [64] âïåðøå äîâåäåíî, ùî

äèíàìi÷íà ñèñòåìà ìà¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð òà åêñïîíåíöiéíèé

àòðàêòîð (îáèäâà) ñêií÷åííî¨ ôðàêòàëüíî¨ âèìiðíîñòi. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî

ðåçóëüòàòó âèêîðèñòàíèé ìåòîä êâàçiñòiéêèõ îöiíîê, ÿêèé áóâ ðîçðîáëåíèé

I.Ä.×ó¹øîâèì òà I.Ëàøåöüêîþ (ïðî ìåòîä, äèâ. [56, 59]).

3.10.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íàøà ìåòà - äîñëiäèòè êîðåêòíó

ðîçâ'ÿçíiñòü òà àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðiâíÿíü íàñòóïíîãî êëàñó

ü(t) + ku̇(t) + Au(t) + F (u(t)) +M(ut) = 0, t > 0, (3.275)
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ó äåÿêîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H. A ¹ ëiíiéíèì, à F (·) ¹ íåëiíiéíèì

îïåðàòîðàìè, M(ut) ïðåçåíòó¹ (íåëiíiéíèé) çàãàþâàííèé åëåìåíò (åôåêò)

â äèíàìiöi. Äåòàëüíiøå îïèøåìî ¨õ äàëi. Îñíîâíèé ïðèêëàä ñòîñó¹òüñÿ

íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ïëàñòèíè ôîðìè

ü(t, x) + ku̇(t, x) + ∆2u(t, x) + F (u(t, x)) + au(t− τ [u(t)], x) = 0, x ∈ Ω, t > 0,

(3.276)

ó ãëàäêié îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ R2 ç âiäïîâiäíèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

íà ∂Ω. Òóò τ ¹ âiäîáðàæåííÿ, ùî âèçíà÷åíå íà ðîçâ'ÿçêàõ çi çíà÷åííÿìè â

äåÿêîìó iíòåðâàëi [0, h], k òà a ¹ ñòàëèìè. Çà áðàêîì ìiñöÿ, ìè âiäñèëà¹ìî

çà äåòàëÿìè äî ðîáîòè [64]. Ëèøå ïiäêðåñëþ¹ìî, íàñêiëüêè íàì âiäîìî,

ãëîáàëüíà àñèìïòîòè÷íà äèíàìiêà äëÿ Ð×Ï äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì ç ÇÇÑ

äîñëiäæó¹òüñÿ âïåðøå (äèâ. [64]).

Â íàøîìó ïiäõîäi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñïåöiàëüíó ñòðóêòóðó ñèñòåì äðóãîãî

ïîðÿäêó çà ÷àñîì äëÿ òîãî àáè äîâåñòè ãëîáàëüíó êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü

ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ ñëàáêèõ (mild) ðîçâ'ÿçêiâ. Â ÿêîñòi ôàçîâîãî ïðîñòîðó

ìè îáèðà¹ìî ïðîñòið òèïó C1. Ðîçâ'ÿçêè òàêîæ ¹ òèïó C1. Äëÿ ¨õ ïîáóäîâè

ìè ïåðåïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì (äëÿ íåâiäîìî¨ u(t)) ÿê

ñèñòåìó ïåðøîãî ïîðÿäêó (äëÿ íåâiäîìîãî âåêòîðà (u(t), u̇(t))) òà øóêà¹ìî

íåïåðåðâíi (ñëàáêi / mild) ðîçâ'ÿêè ñèñòåìè. Àëå, íà âiäìiíó âiä ïiäõîäiâ,

ùî áàçóþòüñÿ íà çàãàëüíié òåîði¨ (äèâ. [83] à òàêîæ [205, ÷àñòèíà 3] òà [98,

÷àñòèíà 2]) ìè áåðåìî äî ïèëüíî¨ óâàãè ïðèðîäíþ óçãîäæåíiñòü 'ïåðåìiùåííÿ-

øâèäêiñòü' ç ñàìîãî ïî÷àòêó - íà ðiâíi âèáîðó ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Çáóäîâàíi

ðîçâ'ÿçêè ìàþòü áàæàíó âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ (íàâiòü C1) çà ÷àñîì äëÿ

ïåðøî¨ êîîðäèíàòè u(t). Ó ïåâíîìó ñåíñi öå ¹ ïðîìiæíèé âèïàäîê ìiæ äâîìà

ñòàíäàðòíèìè êëàñàìè íåïåðåðâíèõ (ñëàáêèõ) òà C1 (êëàñè÷íèõ) ðîçâ'ÿçêiâ

(u(t), v(t)), t ∈ [−h, T ), T > 0 äëÿ çàãàëüíî¨ ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì

iç çàãàþâàííÿì:

u̇(t) = F(ut, vt), v̇(t) = G(ut, vt).

Ïiäêðåñëåìî, ùî çàâäÿêè ñòðóêòóði íàøî¨ çàäà÷i, ìè íå ïîòðåáó¹ìî íiÿêèõ

íåëiíiéíèõ óìîâ òèïó óçãîäæåííÿ äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿíü, ÿêi çàçâè÷àé
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âèíèêàþòü äëÿ ñèñòåì ïåðøîãî ïîðÿäêó (íàâiòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ), êîëè

âèâ÷àþòüñÿ C1-ðîçâ'ÿçêè (äèâ. [205] òà îãëÿä [98]).

3.10.2. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü òà ïîáóäîâà äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè.

Ãîëîâíà ìåòà öüîãî ïóíêòà - ïîêàçàòè, ùî çàäà÷à (3.275) ãåíåðó¹ äèíàìi÷íó

ñèñòåìó ó âiäïîâiäíîìó ëiíiéíîìó ôàçîâîìó ïðîñòîði C1 ôóíêöié.

Â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè ïðèïóñêà¹ìî:

(A1) Ó (3.275), Îïåðàòîð A çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi (À1) (äèâ. 2.1).

(F1) Íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ (áåç çàãàþâàííÿ) F : D(A
1
2 ) → H ¹ ëîêàëüíî

ëèïøèöåâèì, òîáòî äëÿ êîæíîãî R > 0 iñíó¹ LF,R > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ

u1, u2 ç ||A 1
2ui|| ≤ R, âèêîíó¹òüñÿ ||F (u1)− F (u2)|| ≤ LF,R||A

1
2 (u1 − u2)||.

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíèé âèáið ôàçîâîãî ïðîñòîðó

W ≡ C([−h, 0];D(A
1
2 )) ∩ C1([−h, 0];H), (3.277)

ùî ñïîðÿäæåíèé íîðìîþ |ϕ|W = |ϕ|C1/2
+ |ϕ̇|C0

.

Ìè ïðîïîíó¹ìî íàñòóïíi (îñíîâíi) ãiïîòåçè ùîäî çàãàþâàííîãî åëåìåíòà.

(M1) Íåëiíiéíèé çàãàþâàíèé åëåìåíò M : W 7→ H ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèì ó

ñåíñi, ùî

‖M(ϕ1)−M(ϕ2)‖ ≤ Cρ
[
|ϕ1 − ϕ2|C1/2

+ |ϕ̇1 − ϕ̇2|C0

]
äëÿ âñiõ ϕ1, ϕ2 ∈ W , |ϕj|W ≤ %, j = 1, 2.

Çàóâàæåííÿ 3.122 Îñíîâíèé ïðèêëàä (áiëüø çàãàëüíà ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå

â ãiïîòåçi (M3) òà çàóâàæåííi 3.127 äàëi) ÇÇÑ ¹

M(ϕ) = ϕ(−τ(ϕ)), ϕ ∈ C, (3.278)

äå τ âiäîáðàæà¹ C â iíòåðâàë [0, h]. ßê âæå âiäìi÷àëîñü, åëåìåíò M

íå ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèì íà êëàñè÷íîìó ïðîñòîði C = C([−h, 0];H), íå

çâàæàþ÷è íà ãëàäêiñòü çàãàþâàííÿ τ : C → [0, h].
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Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ðiâíÿííÿ (3.275) ç íàñòóïíèìè ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

u0 = u0(θ) ≡ u(θ) = ϕ(θ), äëÿ θ ∈ [−h, 0], ϕ ∈ W. (3.279)

Ìè ïåðåïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ (3.275) ÿê íàñòóïíó ñèñòåìó ïåðøîãî ïîðÿäêó

d

dt
U(t) +AU(t) = N (Ut), t > 0, (3.280)

ó ïðîñòîði Y = D(A1/2) × H, äå U(t) = (u(t); u̇(t)). Òóò îïåðàòîð A òà

âiäîáðàæåííÿ N âèçíà÷åíi ÿê

AU = (−v;Au+ kv), äëÿ U = (u; v) ∈ D(A) ≡ D(A)×D(A1/2)

N (Φ) = −(0;F (ϕ(0)) +M(ϕ)) äëÿ Φ = (ϕ; ϕ̇), ϕ ∈ W. (3.281)

Ìîæíà ïîêàçàòè (äèâ., íàïðèêëà [31]), ùî îïåðàòîð A ãåíåðó¹ åêñïîíåíöiéíî

ñòiéêó C0-ïiâãðóïó e−At ó Y . Ðåïðåçåíòàöiÿ (3.280) ìîòèâó¹ íàñòóïíå

Âèçíà÷åííÿ 3.123 Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê (mild) äëÿ (3.275) òà (3.279) íà

iíòåðâàëi [0, T ] ¹ âèçíà÷åíèé ÿê ôóíêöiÿ u ∈ C([−h, T ];D(A1/2)) ∩
C1([−h, T ];H), òàêà, ùî u(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0] òà U(t) ≡ (u(t); u̇(t)) (íèæ÷å

U(t) òàêîæ íàçèâà¹ìî ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì) çàäîâiëüíÿ¹

U(t) = e−tAU(0) +

∫ t

0

e−(t−s)AN (Us)ds, t ∈ [0, T ]. (3.282)

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê íà [0, T ).

Ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíèé ëîêàëüíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 3.124 Íåõàé (A1), (F1) òà (M1) âèêîíàíi. Òîäi äëÿ âñiõ

ϕ ∈ W iñíóþòü Tϕ > 0 òà ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê U(t) ≡ (u(t); u̇(t)) äëÿ

(3.275), (3.279) íà ïiâiíòåðâàëi [0, Tϕ). Ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä

ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ W .

Àðãóìåíòè äëÿ ëîêàëüíîãî iñíóâàííÿ, ¹äèíîñòi òà íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi

äëÿ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ñòàíäàðòíèìè (äèâ., íàïð. [202, òâåðäæåííÿ 2.1

òà íàñëiäîê 2.2], [83]). Äëÿ ãëîáàëüíî¨ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íàì ïîòðiáíi

äîäàòêîâi ãiïîòåçè íà F òà M . ßê ó âèïàäêó áåç çàãàþâàííÿ (äèâ. [58] òà [59])

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíi óìîâè äëÿ F .
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(F2) Íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F :D(A
1
2 )→H ìà¹ ôîðìó F (u)=Π′(u) + F ∗(u),

äå Π′(u) ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó Ôðåøå (öå îçà÷à¹, ùî Π′(u) ¹ åëåìåíòîì ó

D(A
1
2 )′ òàêèì, ùî |Π(u + v) − Π(u) − 〈Π′(u), v〉| = o(‖A1/2v‖) äëÿ âñiõ

v ∈ D(A
1
2 )) äëÿ C1-ôóíêöiîíàëó Π(u) : D(A

1
2 ) → R òà âiäîáðàæåííÿ

F ∗ : D(A
1
2 )→ H ¹ ãëîáàëüíî ëèïøèöåâèì, òîáòî

||F ∗(u1)− F ∗(u1)||2 ≤ c0||A
1
2 (u1 − u2)||2, u1, u2 ∈ D(A

1
2 ). (3.283)

Áiëüø òîãî, ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî Π(u) = Π0(u) + Π1(u), ç Π0(u) ≥
0, Π0(u) ¹ îáìåæåíèì íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ ó D(A

1
2 ) òà Π1(u)

çàäîâiëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi

∀ η > 0 ∃Cη > 0 : |Π1(u)| ≤ η
(
||A

1
2u||2 + Π0(u)

)
+ Cη, u ∈ D(A1/2).

(3.284)

ßê ïîêàçàíî ó êíèæêàõ [58, 59] ìîäåëi äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåëiíiéíîñòÿìè, ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü (F2), âèíèêàþòü ó áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ.

Ìè òàêîæ ïðèïóñêà¹ìî

(M2) Íåëiíiéíèé çàãàþâàíèé åëåìåíòM : W → H çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi ëiíiéíîãî

çðîñòàííÿ

||M(ϕ)|| ≤M0 +M1

{
max
θ∈[−h,0]

||A1/2ϕ(θ)||+ max
θ∈[−h,0]

||ϕ̇(θ)||
}
, ∀ϕ ∈ W,

(3.285)

äëÿ äåÿêèõ Mj ≥ 0, j = 0, 1.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ïóíêòà ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 3.125 (Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü) Íåõàé (A1), (F1), (F2), (M1),

òà (M2) âèêîíàíi. Òîäi äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ W iñíó¹ ¹äèíèé ãëîáàëüíèé

ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê U(t) ≡ (u(t); u̇(t)) äëÿ (3.275), (3.279) íà iíòåðâàëi [0,+∞).

Ðîçâ'ÿçêè çàäîâiëüíÿþòü åíåðãåòè÷íié ðiâíîñòi

E(u(t), u̇(t)) + k

∫ t

0

||u̇(s)||2ds
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= E(u(0), u̇(0))−
∫ t

0

(F ∗(u(s)), u̇(s)) ds−
∫ t

0

(M(us), u̇(s)) ds. (3.286)

Òóò ìè ïîçíà÷à¹ìî

E(u, v) ≡ E(u, v) + Π1(u), E(u, v) ≡ 1

2

(
||v||2 + ||A

1
2u||2

)
+ Π0(u). (3.287)

Áiëüø òîãî, äëÿ êîæíèõ % > 0 òà T > 0 iñíó¹ C%,T òàêå, ùî

‖A1/2(u1(t)− u2(t))‖+ ‖u̇1(t)− u̇2(t)‖ ≤ C%,T |ϕ1 − ϕ2|W , t ∈ [0, T ], (3.288)

äëÿ êîæíî¨ ïàðè u1(t) òà u2(t) ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ iç ïî÷àòêîâèìè ôóíêöiÿìè

ϕ1 òà ϕ2 òàêèìè, ùî |ϕj|W ≤ %.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.125. Ëîêàëüíå iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ

äàíà ó òâåðäæåííi 3.124. Íåõàé U = (u; u̇) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì (3.275) òà

(3.279) íà (ìàêñèìàëüíîìó) ïiâ-iíòåðâiëi [−h, Tϕ) òà

fu(t) ≡ F (u(t)) +M(ut) ∈ C([0, Tϕ);H).

Çâiñíî, ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè (u(t); u̇(t)) ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ çàäà÷i

áåç çàãàþâàííÿ

v̈(t) + Av(t) + kv̇(t) + fu(t) = 0, t ∈ [0, Tϕ), (v(0); v̇(0)) = (ϕ(0); ϕ̇(0)) ∈ Y.
(3.289)

Òóò Y = D(A1/2) × H. Îòæå (äèâ., íàïð., [31]) áà÷èìî, ùî u(t) çàäîâiëüíÿ¹

åíåðãåòè÷íié ðiâíîñòi âèãëÿäó

E0(u(t), u̇(t)) + k

∫ t

0

||u̇(s)||2ds = E0(u(0), u̇(0))−
∫ t

0

(fu(s), u̇(s)) ds, t < Tϕ,

(3.290)

äå E0(u, v) = 1
2

(
‖A1/2u‖2 + ‖v‖2

)
. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòðóêòóðó fu, ïiñëÿ

äåÿêèõ ðîçðàõóíêiâ (ñïî÷àòêó íà ãëàäêèõ ôóíêöiÿõ) ìè ïîêàçó¹ìî, ùî∫ t

0

(fu(s), u̇(s)) ds = Π(u(t))− Π(u(0)) +

∫ t

0

(F ∗(u(s)) +M(us), u̇(s)) ds.

Îòæå (3.290) äà¹ (3.286) äëÿ êîæíîãî t < Tϕ.
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Iç (3.283) ìè ìà¹ìî ||F ∗(u)|| ≤ √
c0||A1/2u|| + ||F ∗(0)||. Îòæå,

âèêîðèñòîâóþ÷è (3.286) òà (3.285) ìè îòðèìó¹ìî

E(u(t), u̇(t)) +
k

2

∫ t

0

||u̇(s)||2ds ≤ E(u(0), u̇(0)) + c1

∫ t

0

(1 + ||A
1
2u(s)||2) ds

+ c2

∫ t

0

[
max
θ∈[−h,0]

||A
1
2u(s+ θ)||2 + max

θ∈[−h,0]
||u̇(s+ θ)||2

]
ds. (3.291)

Áà÷èìî, ùî

max
θ∈[−h,0]

||A
1
2u(s+ θ)||2 + max

θ∈[−h,0]
||u̇(s+ θ)||2 ≤ |ϕ|2W + 2 max

σ∈[0,s]
E(u(σ), u̇(σ))

(3.292)

äëÿ êîæíîãî s ∈ [0, Tϕ). Ç (3.284) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñòàëà c > 0 òàêà, ùî

1

2
E(u, v)− c ≤ E(u, v) ≤ 2E(u, v) + c, u ∈ D(A

1
2 ), v ∈ H. (3.293)

Òàêèì ÷èíîì, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (3.293) òà (3.292) àáè ïðîäîâæèòè (äèâ.

(3.291)) íàñòóïíèì ÷èíîì

max
σ∈[0,t]

E(u(σ), u̇(σ)) ≤ c

(
1 + t+ E(u(0), u̇(0)) + t · |ϕ|2W +

∫ t

0

max
σ∈[0,s]

E(u(σ), u̇(σ))ds

)
.

Çàñòîñóâàííÿ ëåìè Ãðîíóîëà (äî ôóíêöi¨ p(t) ≡ maxσ∈[0,t]E(u(σ), u̇(σ)) äà¹

íàñòóïíó (aïðiîðíó) îöiíêó

max
σ∈[0,t]

E(u(σ), u̇(σ)) ≤ C
(
1 + E(u(0), u̇(0)) + |ϕ|2W

)
· eat, a > 0, t < Tϕ,

ÿêà äîçâîëÿ¹ íàì â ñòàíäàðòíèé ñïîñiá ïðîäîâæèòè ðîçâ'ÿçîê íà ïiââiñü R+.

Äëÿ äîâåäåííÿ (3.288) ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òîé ôàêò, ùî ðiçíèöÿ u(t) =

u1(t)−u2(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i ó (3.289) ç fu(t) = F (u1(t))+M(u1
t )−F (u2(t))−

M(u2
t ), âëàñòèâîñòi Ëèïøèöÿ (F1), (M1) òà ñòàíäàðòíi îöiíêè [202, íàñëiäîê

2.2]. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.125.

Ñïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó 3.125, ìè âèçíà÷à¹ìî åâîëþöiéíèé îïåðàòîð St :

W → W äëÿ âñiõ t ≥ 0 çà ôîðìóëîþ Stϕ = ut, äå u(t) ¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê

äëÿ (3.275), (3.279), ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ u0 = ϕ. Öåé îïåðàòîð çàäîâiëüíÿ¹
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ïiâãðóïîâié âëàñòèâîñòi òà ïîðîäæó¹ äèíàìi÷íó ñèñòåìó (St;W ) ó ôàçîâîìó

ïðîñòîði W , ÿêèé âèçíà÷åíèé ó (3.277).

Çàâåðøèìî öåé ïóíêò îáãîâîðåííÿì iñíóâàííÿ ãëàäêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

(3.275) òà (3.279).

Íàñëiäîê 3.126 (Ãëàäêiñòü) Íåõàé ãiïîòåçè òåîðåìè 3.125 âèêîíàíi ç

ïðèïóùåííÿì (M1) ó íàñòóïíîìó (áiëüø ñèëüíîìó) âèãëÿäi

‖M(ϕ1)−M(ϕ2)‖ ≤ C%|ϕ1 − ϕ2|C0
(3.294)

äëÿ âñiõ ϕ1, ϕ2 ∈ W , |ϕj|W ≤ %, j = 1, 2. ßêùî ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ ϕ(θ) ìà¹

âëàñòèâiñòü

ϕ(0) ∈ D(A), ϕ̇(0) ∈ D(A1/2), (3.295)

òîäi ðîçâ'ÿçîê u(t) çàäîâiëüíÿ¹

u(t) ∈ L∞(0, T ;D(A)), u̇(t) ∈ L∞(0, T ;D(A1/2)), ü(t) ∈ L∞(0, T ;H) (3.296)

äëÿ êîæíîãî T > 0. ßêùî äîäàòêîâî F (u) ¹ äèôåðåíöiéîâíà çà Ôðåøå òà

‖F ′(u)v‖ ≤ Cr‖A1/2v‖ äëÿ êîæíîãî u ∈ D(A) ç ‖Au‖ ≤ r, òîäi ìè ìà¹ìî

u(t) ∈ C(R+;D(A)), u̇(t) ∈ C(R+;D(A1/2)), ü(t) ∈ C(R+;H). (3.297)

Äîâåäåííÿ 3.126. Íåõàé u(t) ¹ ðîçâ'ÿçîê. Ç òåîðåìè 3.125 ìè ìà¹ìî

max[−h,T ]

(
‖A1/2u(t)‖2 + ‖u̇(t)‖2

)
≤ RT äëÿ äåÿêîãî RT . Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî çà

óìîâ (3.294), ôóíêöiÿ t 7→ f(t) ≡ M(ut) ¹ ëèïøèöåâà íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó

[0, T ] çi çíà÷åííÿìè ó H. Äiéñíî, ç (3.294) ìè ìà¹ìî

‖M(ut1)−M(ut2)‖ ≤ CRT max
[−h,0]

∥∥∥∫ t1+θ

t2+θ

u̇(ξ)dξ
∥∥∥ ≤ CRTRT |t1 − t2|.

Îòæå ïîõiäíà ḟ(t) (ó ñåíñi ðîçïîäiëåíü) ¹ îáìåæåíà ó H. Öå äîçâîëÿ¹

çàñòîñóâàòè òåîðåìó 2.3.8 [59, ñ.63] (äèâ. òàêîæ [191, ãëàâà 4]) äëÿ òîãî àáè

îòðèìàòè âèñíîâîê ó (3.296). Âëàñòèâiñòü (3.297) âèïëèâà¹ ç [59, òâåðäæåííÿ

2.4.37]. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ 3.126.
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3.10.3. Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi: äèñèïàòèâíiñòü. Ìè äîñëiäæó¹ìî

àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ñèñòåìè (St,W ), ÿêà ïîðîäæåíà ñëàáêèìè (mild)

ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (3.275). Äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíi äîäàòêîâi ãiïîòåçè. Ïîäiáíî

äî [58] òà [59, ðîçäië 8], âiäíîñíî íåëiíiéíîãî åëåìåíòà (áåç çàãàþâàííÿ) F ìè

ïðèïóñêà¹ìî

(F3) Íåëiíiéíèé åëåìåíò F : D(A
1
2 ) → H (äèâ. (F2) âèùå äëÿ ïîçíà÷åíü)

çàäîâiëüíÿ¹

(a) iñíóþòü ñòàëi η ∈ [0, 1), c4, c5 > 0 òàêi, ùî

− (u, F (u)) ≤ η||A
1
2u||2 − c4Π0(u) + c5, u ∈ D(A

1
2 ); (3.298)

(b) äëÿ êîæíîãî η̃ > 0 iñíó¹ Cη̃ > 0 òàêå, ùî

||u||2 ≤ Cη̃ + η̃
(
||A

1
2u||2 + Π0(u)

)
, u ∈ D(A

1
2 ); (3.299)

(c) íåêîíñåðâàòèâíèé åëåìåíò F ∗ çàäîâiëüíÿ¹ ñóáêðèòè÷íié ëiíiéíié

óìîâi çðîñòàííÿ, òîáòî iñíóþòü δ̂ > 0, c6, c7 ≥ 0 òàêi, ùî

||F ∗(u)||2 ≤ c6 + c7||A
1
2−δ̂u||2 äëÿ âñiõ u ∈ D(A

1
2 ). (3.300)

Äëÿ çàãàþâàííÿ, ìè êîíöåíòðó¹ìîñü íà âèïàäêó çîñåðåäæåííîãî ÇÇÑ òà

ïðèïóñêà¹ìî íàñòóïíi ãiïîòåçè.

(M3) Íåëiíiéíèé çàãàþâàíèé åëåìåíò M : W 7→ H ìà¹ ôîðìó M(ut) =

G(u(t − τ(ut))), äå τ âiäîáðàæà¹ W â iíòåðâàë [0, h] òà G ¹ ãëîáàëüíî

ëèïøèöåâèì âiäîáðàæåííÿì ç H â ñåáå.

Çàóâàæåííÿ 3.127 (1) Îñêiëüêè åëåìåíòM(ut), ùî çàäîâiëüíÿ¹ (M3), ìîæå

áóòè çàïèñàíèé ó ôîðìi

M(ut) = G(u(t− τ(ut))) ≡ G

(
u(t)−

∫ t

t−τ(ut)

u̇(s) ds

)
(3.301)

äëÿ ut ∈ W , ìè ìà¹ìî, ùî ||M(ut)|| ≤ ||G(0)|| + LG

[
||u(t)||+

∫ t
t−h ||u̇(s)|| ds

]
,

äå LG ¹ ñòàëà Ëèïøèöÿ äëÿ âiäîáðàæåííÿ G. Öå äà¹

||M(ut)||2 ≤ g0 + g1||u(t)||2 + g2(h)

∫ t

t−h
||u̇(s)||2 ds (3.302)
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ç g0 = 4||G(0)||2, g1 = 4L2
G òà g2(h) = 2L2

Gh. Îòæå (M3) äà¹ (M2). Äëÿ

ãàðàíòóâàííÿ (M1) ïîòðiáíî ïðèïóñòèòè, ùî τ ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâå íà W :

|τ(ϕ1)− τ(ϕ2)| ≤ C%
[
|ϕ1 − ϕ2|C1/2

+ |ϕ̇1 − ϕ̇2|C0

]
äëÿ âñiõ ϕ1, ϕ2 ∈ W , |ϕj|W ≤ %, j = 1, 2. Ñïðàâäi, ç (3.301) ìè ìà¹ìî, ùî

||M(u1
s)−M(u2

s)|| ≤LG||u1(s− τ(u1
s))− u1(s− τ(u2

s))||

+LG||u1(s− τ(u2
s))− u2(s− τ(u2

s))||

≤%LG|τ(u1
s)− τ(u2

s)|+ LG max
θ∈[−h,0]

||u1(s+ θ)− u2(s+ θ)||

≤(1 + %C%)LG|u1
s − u2

s|W

äëÿ âñiõ u1
s, u

2
s ∈ W , |ujs|W ≤ %, j = 1, 2.

(2) Àëüòåðíàòèâíî äî ñòðóêòóðè, ùî ïðåäñòàâëåíà ó (M3), ìè ìîæåìî

îáðàòè çàãàþâàíèé åëåìåíò ó ôîðìiM(ut) =
∑N

k=1Gk(u(t−τk(ut))), àáî íàâiòü
ðîçãëÿíóòè iíòåãðàëüíó âåðñiþ öi¹¨ ñóìè. Áiëüø òîãî, çàìiñòü (M3) ìè ìîæåìî

âèìàãàòè âëàñòèâiñòü ó (3.302) çi ñòàëèìè g0, g1 ÿêi ¹ íåçàëåæíèìè âiä h òà

g2(h) → 0 êîëè h → 0. Çîêðåìà, ìè ìîæåìî âêëþ÷èòè ó ðîçãëÿä åëåìåíò

øâèäêîñòi ç ðîçïîäiëåíèì çàãàþâàííÿì ôîðìè
∫ 0

−h r(θ, ut)u̇(t + θ) dθ, äå r :

[−h, 0]×W 7→ H ¹ âèìiðíîþ çà ïåðøîþ êîîðäèíàòîþ òà ãëîáàëüíî ëèïøèöåâå

çà äðóãîþ êîîðäèíàòîþ òà çàäîâiëüíÿ¹ íåîáõiäíi âëàñòèâîñòi. Îäíàê, äëÿ

ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ, ìè íå âêëþ÷à¹ìî öi óçàãàëüíåííÿ.

Íàø íàñòóïíèé êðîê ó âèâ÷åííi ÿêiñíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåìè (St,W ) ¹

íàñòóïíà âëàñòèâiñòü äèñèïàòèâíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 3.128 Íåõàé óìîâè (A1), (F1), (F2), (F3), (M1) òà (M3)

âèêîíàíi. Òîäi äëÿ êîæíîãî k0 iñíó¹ h0 = h(k0) > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî

(k, h) ∈ [k0,+∞) × (0, h0] ñèñòåìà (St,W ) ¹ äèñèïàòèâíîþ, òîáòî, iñíó¹

R > 0 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî % > 0 ìè ìîæåìî çíàéòè t% > 0 òàêå, ùî

|Stϕ|W ≤ R äëÿ âñiõ ϕ ∈ W, |ϕ|W ≤ %, t ≥ t%.

Áiëüø òîãî, äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî k0 > 0, ðàäióñ äèñèïàòèâíîñòi R íå

çàëåæèòü âiä k ≥ k0 òà çàãàþâàííÿ h ∈ (0, h0]. Òàêèì ÷èíîì, äèíàìi÷íà

ñèñòåìà (St,W ) ¹ äèñèïàòèâíîþ (ðiâíîìiðíî äëÿ k ≥ k0 òà h ≤ h0).
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Çà áðàêîì ìiñöÿ, ìè âiäñèëà¹ìî äî ðîáîòè [64] çà ïîäàëüøèìè äåòàëÿìè òà

ðåçóëüòàòàìè, âêëþ÷íî ç iñíóâàííÿì ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà.

3.11. Ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ ç çîñåðåäæåíèì çàãàþâàííÿì, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó: êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè òà ìíîãîâèä

ðîçâ'ÿçêiâ

Íàøà ìåòà â öüîìó ïiäðîçäiëi ïîëÿãà¹ ó äîñëiäæåííi êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ç ÇÇÑ. Ìè çíàõîäèìî óìîâè äëÿ

êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i òà äîâîäèìî iñíóâàííÿ ìíîãîâèäó ðîçâ'ÿçêiâ. Ìè

äîâîäèìî, ùî åâîëþöiéíi îïåðàòîðè Gt : XF → XF ¹ C1-ãëàäêi äëÿ âñiõ

t ≥ 0. Íàøi äîñëiäæåííÿ ñïèðàþòüñÿ íà ðåçóëüòàòè [205] òà ìè íàìàãà¹ìîñü

âåñòè äîâåäåííÿ ÿê ìîæëèâî áëèæ÷å äî äîâåäåííÿ ó [205] äëÿ ïðîÿñíåííÿ

ÿêi ÷àñòèíè äîâåäåííÿ ïîòðåáóþòü äîäàòêîâî¨ óâàãè ó âèïàäêó ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ. ßê ó [160, 164] ìè ïîêàçó¹ìî, ùî íåëîêàëüíi (ó ïðîñòîðîâèõ

êîîðäèíàòàõ) îïåðàòîðè ¹ êîðèñíèìè ó íàøîìó âèïàäêó. Ìè çàóâàæó¹ìî, ùî

ó ðîáîòàõ [160, 164] íå îáãîâîðþâàëèñü àíi êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè àíi C1-ãëàäêiñòü

åâîëþöiéíèõ îïåðàòîðiâ. Â îñòàííüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïîðîãîâîþ óìîâîþ.

3.11.1. Ïîïåðåäíi ôàêòè òà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü. Íàñ öiêàâèòü

íàñòóïíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç ÇÇÑ

du(t)

dt
+ Au(t) = F (ut) , t > 0 (3.303)

iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u0 = u|[−h,0] = ϕ ∈ C ≡ C([−h, 0];L2(Ω)). (3.304)

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(Hcl1) Îïåðàòîð A ¹ ãåíåðàòîðîì êîìïàêòíî¨ C0-ïiâãðóïè ó L2(Ω).

(Hcl2) Íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F ìà¹ âèãëÿä

F (ϕ) ≡ B(ϕ(−r(ϕ))), F : C → L2(Ω), (3.305)
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äå B : L2(Ω)→ L2(Ω) ¹ îáìåæåíèé òà ëèïøèöåâèé îïåðàòîð. Òóò ÇÇÑ

r : C([−h, 0];L2(Ω))→ [0, h] ¹ ëèïøèöåâèì âiäîáðàæåííÿì.

Â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíå (äèâ. [144,

Âèçíà÷åííÿ 2.3, ñ. 106] òà [144, Âèçíà÷åííÿ 2.1, ñ. 105])

Âèçíà÷åííÿ 3.129 Ôóíêöiÿ u ∈ C([−h, T ];L2(Ω)) íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêèì

ðîçâ'ÿçêîì (mild solution) íà [−h, T ) ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (3.303) , (3.304)

ÿêùî âîíà çàäîâiëüíÿ¹ (3.304) òà

u(t) = e−Atϕ(0) +

∫ t

0

e−A(t−s)F (us) ds, t ∈ [0, T ). (3.306)

Ôóíêöiÿ u ∈ C([−h, T );L2(Ω))
⋂
C1((0, T );L2(Ω)) íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íèì

ðîçâ'ÿçêîì íà [−h, T ) ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (3.303), (3.304) ÿêùî âîíà

çàäîâiëüíÿ¹ (3.304), u(t) ∈ D(A) äëÿ 0 < t < T òà (3.303) âèêîíó¹òüñÿ

íà (0, T ).

Òåîðåìà 3.130 Ïðèïóñòèìî (Hcl1)�(Hcl2) âèêîíàíi. Òîäi äëÿ êîæíîãî ϕ ∈
C iñíó¹ tϕ > 0 òàêå, ùî ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.303), (3.304) ìà¹ ñëàáêèé

ðîçâ'ÿçîê (mild solution) äëÿ t ∈ [0, tϕ).

Äîâåäåííÿ ¹ ñòàíäàðòíèì îñêiëüêè F ¹ íåïåðåðâíèì (äèâ. [83]). Ìè

çàóâàæó¹ìî, ùî F íå ¹ ëèïøèöåâèì âiäîáðàæåííÿì ç ïðîñòîðó C â L2(Ω), îòæå

ìè íå ìîæåìî, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ãàðàíòóâàòè ¹äèíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó

(äëÿ âèïàäêó ÇÄÐ äèâèñü [77] òà ïîÿñíåííÿ òà îáãîâîðåííÿ ó âñòóïi).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé ñëàáêèé (mild) ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (3.303), (3.304) òà

ðîçãëÿíåìî

g(t) ≡ F (ut), t ∈ [0, tφ). (3.307)

Âiäîáðàæåííÿ g ¹ íåïåðåðâíèì (ç [0, tϕ) äî L2(Ω)) îñêiëüêè B, u òà r ¹

íåïåðåðâíèìè. Âèáåðåìî T ∈ (0, tϕ). Ìè ìà¹ìî g ∈ C([0, T ];L2(Ω)) i, ÿê

íàñëiäîê g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Ïî÷àòêîâà çàäà÷à

dv(t)

dt
+ Av(t) = g(t), v(0) = x ∈ L2(Ω) (3.308)

ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé (mild) ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ¹ v = u ÿêùî ìè âèáåðåìî x = u(0).

Çàðàç ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî
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(Hcl3) îïåðàòîð A ïîðîäæó¹ (¹ ãåíåðàòîðîì) àíàëiòè÷íî¨ (êîìïàêòíî¨)

ïiâãðóïè â L2(Ω).

Íèæ÷å ìè çàâæäè ïðèïóñêà¹ìî, ùî (Hcl1)�(Hcl3) âèêîíàíi.

ßê çàçâè÷àé, ìè ïîçíà÷à¹ìî ðîäèíó âñiõ ãüîëüäåðîâèõ ôóíêöié ç

ïàðàìåòðîì α ∈ (0, 1) ó I ⊂ R ÿê Cα(I;L2(Ω)). Çà [144, òåîðåìà 3.1, ñ. 110]

ðîçâ'ÿçîê v (= u) çàäà÷i (3.308) ¹ Ãüîëüäîðîâèé ç åêñïîíåíòîþ 1/2 íà [ε, T ]

äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, T ). ßêùî äîäàòêîâî x ∈ D(A), òî v ∈ C 1
2 ([0, T ];L2(Ω)).

Òåïåð ìè ïîêàæåìî, ùî g ∈ C 1
4 ([0, T ];L2(Ω)) ÿêùî ϕ ∈ C 1

2 ([−h, 0];L2(Ω)) ⊂
C. Îñêiëüêè äëÿ u ∈ C 1

2 ([−h, T ];L2(Ω)) òà t ∈ [0, T ] ìè ìà¹ìî ||ut − us||C ≤
Hu|t− s|

1
2 òà

||g(t)− g(s)|| ≤ LB||u(t− r(ut))− u(s− r(us))|| ≤ LBHu|t− s+ r(ut)− r(us)|
1
2

≤ LBHu (|t− s|+ Lr||ut − us||C)
1
2 . (3.309)

Òóò Hu ¹ Ãüîëüäåðîâîþ ñòàëîþ äëÿ u íà [−h, T ], LB òà Lr ¹ ñòàëèìè Ëèïøèöÿ

äëÿ B òà r âiäïîâiäíî. Ìè îòðèìó¹ìî ç (3.309), ùî

||g(t)− g(s)|| ≤ LBHu

(
(T

1
2 + LrHu)|t− s|

1
2

) 1
2

≤ LBHu

(
T

1
2 + LrHu

) 1
2 |t− s|

1
4 , s, t ∈ [0, T ].

Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî |t−s| ≤ T
1
2 |t−s| 12 . Ìè äîâåëè, ùî g ∈ C 1

4 ([0, T ];L2(Ω)).

Öå äà¹, çà äîïîìîãîþ [144, Íàñëiäîê 3.3, ñ. 113], ùî íàø ñëàáêèé (mild)

ðîçâ'ÿçîê u ¹ êëàñè÷íèì (ïðè óìîâàõ ϕ ∈ C
1
2 ([−h, 0];L2(Ω)) ⊂ C òà u(0) ∈

D(A)). Ïîçíà÷èìî

X ≡
{
ϕ ∈ C1([−h, 0];L2(Ω)), ϕ(0) ∈ D(A)

}
, (3.310)

||ϕ||X ≡ max
θ∈[−h,0]

||ϕ(θ)||+ max
θ∈[−h,0]

||ϕ̇(θ)||+ ||Aϕ(0)||.

Çðîçóìiëî, ùî X ¹ ïðîñòîðîì Áàíàõà îñêiëüêè A ¹ çàìêíåíèì. Ìè ïîêàæåìî,

ùî çàäà÷à (3.303), (3.304) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ X.

ßê âiäìi÷àëîñÿ ðàíiøå, F íå ¹ ëèïøèöåâèì íà C, àëå ÿêùî ϕ ¹ ëèïøèöåâîþ

(çi ñòàëîþ Ëèïøèöÿ Lϕ), òî ëåãêî îòðèìàòè íàñòóïíó îöiíêó (äèâ. (3.305))

||F (ϕ)− F (ψ)|| ≤ LB||ϕ(−r(ϕ))− ψ(−r(ψ))||
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≤ LB(Lϕ|r(ϕ)− r(ψ)|+ ||ϕ− ψ||C) ≤ LB(LϕLr + 1)||ϕ− ψ||C . (3.311)

Òóò LB òà Lr ¹ ñòàëi Ëèïøèöÿ äëÿ âiäîáðàæåíü B òà r.

Çà äîïîìîãîþ [144, òåîðåìà 3.5, ñ. 114] (ïóíêò (ii)), Au òà du/dt ¹

íåïåðåðâíîþ íà [0, T ], îòæå u ¹ ëèïøèöåâèì ç [−h, T ] äî L2(Ω). Öÿ âëàñòèâiñòü

ðàçîì ç (3.311) äàþòü ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äëÿ (3.303), (3.304).

Íàâåäåíå âèùå äîâîäèòü íàñòóïíó

Òåîðåìà 3.131 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ (Hcl1)�(Hcl3). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ϕ ∈
X iñíó¹ tϕ > 0 òàêå, ùî ïî÷àòêîâà çàäà÷à (3.303), (3.304) ìà¹ ¹äèíèé

êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê íà [−h, tφ).

3.11.2. Ìíîãîâèä ðîçâ'ÿçêiâ. Íåõàé U ¹ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó

X. Íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ.

(S) Âiäîáðàæåííÿ F : U → L2(Ω) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíå, òà äëÿ

êîæíîãî ϕ ∈ U ïîõiäíà DF (φ) ∈ Lc(X;L2(Ω)) ìà¹ ïðîäîâæåííÿ

DeF (φ) ÿêå ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

Lc(X0;L
2(Ω)), äå X0 = {ϕ ∈ C([−h, 0];L2(Ω)), ϕ(0) ∈ D(A)} ¹ ïðîñòîðîì

Áàíàõà ç íîðìîþ ||ϕ||X0
= maxθ∈[−h,0] ||ϕ(θ)||+ ||Aϕ(0)||.

Óìîâà (S) ¹ àíàëîãîì óìîâè [98, ñ. 467] (äëÿ çâè÷àéíèõ ÄÐ).

Ðîçãëÿíåìî ïiäìíîæèíó

XF = {ϕ ∈ C1([−h, 0];L2(Ω)), ϕ(0) ∈ D(A), ϕ̇(0) + Aϕ(0) = F (ϕ)} (3.312)

ïðîñòîðó X. XF áóäåìî íàçèâàòè Ìíîãîâèä ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíî äî

òåðìiíîëîãi¨ [205]. Ðiâíÿííÿ â (3.312) ðîçóìi¹ìî ÿê ðiâíÿííÿ ó ïðîñòîði L2(Ω).

Ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé àíàëîã äî [205, Òâåðäæåííÿ 1].

Ëåìà 3.132 ßêùî óìîâà (S) âèêîíàíà òà XF 6= ∅, òî XF ¹ C1-

ïiäìíîãîâèäîì ïðîñòîðó X.

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.132 äèâ. ó [115].

Äëÿ çðó÷íîñòi, ìè íàãàäó¹ìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè {e−At}t≥0.
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Ëåìà 3.133 [103, òåîðåìà 1.4.3, ñ. 26] àáî [144, òåîðåìà 2.6.13, ñ. 74].

Íåõàé A ¹ ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòîði Áàíàõà Y òà Re σ(A) >

δ > 0. Òîäi

(i) äëÿ α ≥ 0 iñíó¹ Cα <∞ òàêå, ùî

||Aαe−At|| ≤ Cαt
−αe−δt äëÿ t > 0; (3.313)

(ii) ÿêùî 0 < α ≤ 1, x ∈ D(Aα),

||(e−At − I)x|| ≤ 1

α
C1−αt

α||Aαx|| äëÿ t > 0. (3.314)

Òàêîæ Cα ¹ îáìåæåíîþ äëÿ α ó áóäü-ÿêîìó êîìïàêòíîìó iíòåðâàëi ç (0,∞)

òà òàêîæ îáìåæåíà êîëè α→ 0+.

Çàóâàæåííÿ 3.134 Âàæëèâî âiäìiòèòè, ùî ìè ìîæåìî ïèñàòè ||(e−At −
I)Aϕ(0)|| ≤ ||e−At − I|| · ||Aϕ(0)||, àëå ||e−At − I|| 6→ 0 êîëè t → 0+ îñêiëüêè

e−At íå ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ íàïiâãðóïîþ (îñêiëüêè A ¹ íåîáìåæåíèé

äèâ. [144, òåîðåìà 1.2, ñ. 2]).

Çàóâàæåííÿ 3.135 Ìè òàêîæ âiäìi÷à¹ìî, ùî (ëiíiéíå) âiäîáðàæåííÿ

D(A) 3 ξ 7−→ (e−At − I)ξ ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) ¹ íåïåðåðâíèì, àëå L2(Ω) 3
ξ 7−→ (e−At − I)ξ ∈ C1((0, T ];L2(Ω)) íå ¹ òàêîâèì.

Íàì ïîòðiáíà íàñòóïíà

Ëåìà 3.136 Íåõàé A ¹ ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì ó ïðîñòîði Áàíàõà Y òà

f : (0, T )→ Y ¹ ëîêàëüíî Ãüîëüäîðîâå ç
∫ ρ

0 ||f(s)|| ds < ∞ äëÿ äåÿêîãî ρ > 0.

Äëÿ 0 ≤ t < T , âèçíà÷èìî

IT (f)(t) = F(t) ≡
∫ t

0

e−A(t−s)f(s) ds. (3.315)

Òîäi

(i) F(·) ¹ íåïåðåðâíèì íà [0, T );
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(ii) F(·) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì íà (0, T ), ç F(t) ∈ D(A) äëÿ 0 < t <

T , òà dF(t)/dt+AF(t) = f(t) íà 0 < t < T , F(t)→ 0 â ïðîñòîði X êîëè

t→ 0+.

(iii) ßêùî äîäàòêîâî f : (0, T )→ Y çàäîâiëüíÿ¹

||f(t)− f(s)|| ≤ K(s)(t− s)γ äëÿ 0 < s < t < T <∞,

äå K : (0, T ) → R ¹ íåïåðåðâíå ç
∫ T

0 K(s) ds < ∞, òîäi äëÿ êîæíîãî

β ∈ [0, γ) ôóíêöiÿ F(t) ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà F : (0, T ) → Y β ≡
D(Aβ) ç ∥∥∥∥dF(t)

dt

∥∥∥∥
β

≤Mt−β||f(t)||+M

∫ t

0

(t− s)γ−β−1K(s) ds (3.316)

äëÿ 0 < t < T . Òóò M ¹ ñòàëîþ, ùî íå çàëåæèòü âiä γ, β, f(·).

Áiëüø òîãî, ÿêùî
∫ h

0 K(s) ds = O(hδ) ïðè h → 0+, äëÿ äåÿêîãî δ > 0,

òî t→ dF(t)/dt ¹ ëîêàëüíî ãüîëüäåðîâèì ç (0, T ) â Y β.

(iv) ßêùî f : [0, T ] → Y ¹ ãüîëüäåðîâèì (íà êîìïàêòíîìó ïðîìiæêó [0, T ]

ëîêàëüíà òà ãëîáàëüíà âëàñòèâîñòi Ãüîëüäåðà ñïiâïàäàþòü), Òîäi F ∈
C1([0, T ];Y ).

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.136. Ïóíêòè (i) òà (ii) äîâåäåíi â [103, ëåìà 3.2.1, ñ. 50].

Ïóíêò (iii) äîâåäåíèé ó [103, ëåìà 3.5.1, ñ. 70]. Äîâåäåííÿ (iv) ¹ ÷àñòèíîþ

äîâåäåííÿ [144, òåîðåìà 3.5, ïóíêò (ii), ñ. 114]. Ìè êîðîòêî íàãàäà¹ìî îñíîâíi

êðîêè. Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâîñòÿìè (ii) (òîáòî dF(t)/dt + AF(t) = f(t) íà

0 < t < T ) òà f ∈ C([0, T ];Y ) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî AF ¹ íåïåðåðâíîþ â

t = 0. Ìè çàïèñó¹ìî F(t) =
∫ t

0 e
−A(t−s)[f(s) − f(t)] ds +

∫ t
0 e
−A(t−s)f(t) ds =

v1(t) + v2(t). Âëàñòèâiñòü Av1 ∈ Cγ([0, T ];Y ) äîâåäåíà â [144, ëåìà 3.4, ñ. 113].

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî Av2 ∈ C([0, T ];Y ) âèêîðèñòîâó¹ìî

Av2(t) =
∫ t

0 Ae
−A(t−s)f(t) ds =

∫ t
0 Ae

−Aτf(t) dτ =
∫ t

0

{
− d
dτ e
−Aτf(t)

}
dτ

= f(0)−e−Atf(t) = f(0)−e−Atf(0)+e−At(f(0)−f(t)).Îòæå ‖Av2(t)‖ ≤ ‖f(0)−
e−Atf(0)‖+‖e−At‖‖f(0)−f(t)‖ ≤ ‖f(0)−e−Atf(0)‖+M‖f(0)−f(t)‖ → 0 êîëè

t→ 0+ çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi e−At òà f(t). Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè 3.136.
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Äëÿ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåíü ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî íàñòóïíà âëàñòèâiñòü

Ëèïøèöÿ âèêîíàíà: ∃α ∈ (0, 1), ∃LB,α ≥ 0 òàêi, ùî

||Aα(B(u)−B(v))|| ≤ LB,α||u−v|| âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ u, v ∈ L2(Ω). (3.317)

Çàóâàæåííÿ 3.137 . Ëåãêî áà÷èòè, ùî (3.317) äà¹ ïîäiáíó âëàñòèâiñòü ç

α = 0, òîáòî, ∃LB,0 ≥ 0 òàêå, ùî

||B(u)−B(v)|| ≤ LB,0||u− v|| âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ u, v ∈ L2(Ω). (3.318)

Ïðèêëàä 3.138 . Ðîçãëÿíåìî B(u) =
∫

Ω f(x − y)b(u(y)) dy ÿêà ¹ çãîðòêîþ

(convolution) ôóíêöi¨ f ∈ H1(Ω) òà êîìïîçèöi¨ b ◦u ç ëèïøèöåâîþ b : R→ R.
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âëàñòèâîñòi çãîðòêè (äèâ. [44, ñ. 104,108]) (f ? g)(x) =∫

Ω f(x− y)g(y) dy, à ñàìå ||f ? g||Lp ≤ ||f ||L1||g||Lp äëÿ âñiõ f ∈ L1 òà g ∈ Lp,
1 ≤ p ≤ ∞ òà òàêîæ Dβ(f ?g) = (Dβf)?g, â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, ∇(f ?g) =

(∇f) ? g (äåòàëüíiøå äèâ. [44, òâåðäæåííÿ 4.20, ñ. 107]).

ßêùî ìè ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð Ëàïëàñà ç óìîâàìè Äèðèõëå íà ìåæi

A ∼ (−∆)D, òî ||A1/2 · || ¹ åêâiâàëåíòíèì äî || · ||H1, îòæå ||A1/2(B(u) −
B(v))|| ≤ C2

1 ||B(u)−B(v)||2 +C2
1 ||∇(B(u)−B(v))||2 ≤ C2

1 ||f ||2L1||b(u)−b(v)||2 +

C2
1 ||∇f ||2L1||b(u)− b(v)||2. Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó Ëèïøèöÿ b, ìè îòðèìó¹ìî

(3.317) ç α = 1/2 òà LB,α = C1Lb(||f ||2L1 + ||∇f ||2L1)1/2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.317) òà (3.305) ëåãêî îòðèìó¹ìî óìîâó Ëèïøèöÿ äëÿ

F . Òî÷íiøå, äëÿ ëèïøèöåâîãî ψ òà ëèïøèöåâî ÇÇÑ r: ||Aα(F (ψ)−F (χ))|| ≤
||Aα(B(ψ(−r(ψ)))−B(χ(−r(χ))))|| ≤ LB,α||ψ(−r(ψ)))− χ(−r(χ)))||

≤ LB,αLψLr||ψ−χ||C+LB,α||ψ−χ||C = LF,α||ψ−χ||C , LF,α = LB,α(LψLr+1).

(3.319)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.318), ïîäiáíî äî (3.319), îòðèìó¹ìî

||F (ψ)− F (χ)|| ≤ LF,0||ψ − χ||C , LF,0 = LB,0(LψLr + 1). (3.320)

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âñi ïîçíà÷åííÿ ç [205], çìiþþ÷è Rn íà L2(Ω), êîëè öå

íåîáõiäíî. Íàïðèêëàä, ìè ïîçíà÷à¹ìî ET (äèâ. [205, ñ. 50])

ET : C1([−h, 0])→ C1([−h, T ]), (ETϕ)(t) ≡

[
ϕ(t), t ∈ [−h, 0),

ϕ(0) + tϕ̇(0), t ∈ [0, T ].

(3.321)
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Íåõàé B ¹ äiéñíèé ïðîñòið Áàíàõà. Âiäêðèòà êóëÿ â B ðàäióñó µ > 0 òà

ç öåíòðîì ó òî÷öi 0 áóäå ïîçíà÷àòèñÿ ÿê Bµ. Äëÿ m ∈ M òà µ > 0 ìè

ïîçíà÷à¹ìî Mm,µ = M ∩ (m+Bµ).

Ç iíøîãî áîêó, äåÿêi ïîçíà÷åííÿ ïîâèííi áóòè çìiíåíi. Íàïðèêëàä, äëÿ

áóäü-ÿêîãî ψ ∈ XF òà µ > 0 ìè ïîçíà÷à¹ìî (íàãàäà¹ìî, ùî || · ||X öå íå

ïðîñòî C1-íîðìà, äèâ. (3.310), (3.11.1), (3.312))

Xψ,µ ≡XF

⋂{
ψ+(C1([−h, 0];L2(Ω)))X,µ

}
={ψ∈XF : ||ϕ− ψ||X<µ} . (3.322)

Äëÿ T > 0 (ÿêå áóäå îáðàíî äàëi), ìè ðîçäiëåìî âiäîáðàæåííÿ x ∈
C1([−h, T ]) ≡ C1([−h, T ];L2(Ω)) ç x0 = ϕ ∈ XF , ùî çàäàíî, ÿê x = y + ϕ̂,

äå äëÿ ñêîðî÷åííÿ ϕ̂(t) = (ETϕ)(t) ¹ âèçíà÷åíèì â (3.321).

Ìè øóêà¹ìî íåðóõîìó òî÷êó íàñòóïíîãî âiäîáðàæåííÿ (ϕ ¹ ïàðàìåòðîì)

RTµ(ϕ, y)≡

[
e−Atϕ(0)− ϕ(0)−tϕ̇(0)+

∫ t
0 e
−A(t−τ)F (yτ+ϕ̂τ) dτ, t∈[0, T ],

0, t∈[−h, 0),
(3.323)

äå RTµ : Xψ,µ × (C1
0([−h, T ];L2(Ω)))ε → C1

0([−h, T ];L2(Ω)), òà Xψ,µ ¹

âèçíà÷åíèì â (3.322). Òóò äëÿ T > 0 ìè ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç C1
0([−h, T ];L2(Ω))

çàìêíåíèé ïiäïðîñòið âiäîáðàæåíü z ∈ C1([−h, T ];L2(Ω)) ÿêi îáåðòàþòüñÿ â

íóëü íà [−h, 0].

Òâåðäæåííÿ 3.139 RTµ : Xψ,µ × (C1
0([−h, T ];L2(Ω)))→ C1

0([−h, T ];L2(Ω)).

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî îáðàç RTµ(ϕ, y) = z íàëåæèòü äî C1
0([−h, T ];L2(Ω)),

ìè çàóâàæó¹ìî, ùî y ∈ C1([−h, T ];L2(Ω)) äà¹ y + ϕ̂ ∈ Lip([−h, T ];L2(Ω)), ùî

ðàçîì ç (3.311) äà¹, ùî F (yτ + ϕ̂τ), τ ∈ [0, T ] ¹ ëèïøèöåâèì, îòæå [103, ëåìà

3.2.1, ñ. 50] ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî iíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà ó RTµ (äèâ. (3.323)).

Öå äà¹ z ∈ C1(0, T ;L2(Ω)).

Âëàñòèâiñòü ||z(t)|| → 0 êîëè t→ 0+ ¹ ïðîñòîþ. Îñòàííié êðîê ¹ ïîêàçàòè,

ùî ||ż(t)|| → 0 êîëè t → 0+. Âèêîðèñòîâó¹ìî [103, ëåìà 3.2.1, ñ. 50] òà

âëàñòèâiñòü ϕ ∈ XF , ìè ìà¹ìî

ż(t) = −Ae−Atϕ(0)− ϕ̇(0)− A
∫ t

0

e−A(t−τ)F (yτ + ϕ̂τ) dτ + F (yt + ϕ̂t)

= −Ae−Atϕ(0) + Aϕ(0)− F (ϕ)− A
∫ t

0

e−A(t−τ)F (yτ + ϕ̂τ) dτ + F (yt + ϕ̂t).



252

ßê íàñëiäîê

||ż(t)|| ≤ ||(e−At−I)Aϕ(0)||+||F (yt+ϕ̂t)−F (ϕ)||+
∥∥∥∥A∫ t

0

e−A(t−τ)F (yτ + ϕ̂τ) dτ

∥∥∥∥ .
(3.324)

Ïåðøi äâà ÷ëåíà ó (3.324) ïðÿìóþòü äî íóëÿ êîëè t→ 0+ îñêiëüêè ϕ(0) ∈
D(A), e−At ¹ ñèëüíî íåïåðåðâíèì, F ¹ íåïåðåðâíèì òà ||yt+ ϕ̂t−ϕ||C → 0 êîëè

t→ 0+. Äëÿ îöiíêè îñòàííüãî ÷ëåíà ó (3.324) ìè áà÷èìî (3.319) äëÿ ψ = 0 òà

âëàñòèâîñòi ||Aαe−At|| ≤ Cαt
−αe−δt, α ≥ 0 (íàãàäà¹ìî, ùî e−At ¹ àíàëiòè÷íîþ

òà äèâ. ëåìó 3.133 òà [103, òåîðåìà 1.4.3, ñ. 26], [144, òåîðåìà 2.6.13, ñ. 74]).

Îòæå∥∥∥∥A∫ t

0

e−A(t−τ)F (yτ + ϕ̂τ) dτ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∫ t

0

A1−αe−A(t−τ)AαF (yτ + ϕ̂τ) dτ

∥∥∥∥
≤
∫ t

0

C1−α(t− τ)α−1e−δ(t−τ)LB,α||yτ + ϕ̂τ ||C dτ

≤ LB,αC1−α · max
s∈[0,T ]

||ys + ϕ̂s||C
∫ t

0

(t− τ)α−1e−δ(t−τ) dτ → 0

êîëè t → 0+ îñêiëüêè îñòàííié iíòåãðàë ¹ çáiæíèé äëÿ α > 0. Öå çàâåðøó¹

äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.139.

Çàóâàæåííÿ 3.140 . Â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 3.139 âàæëèâî ìàòè

âëàñòèâiñòü (3.317) ç α > 0 äëÿ çáiæíîñòi îñòàííüîãî iíòåãðàëó.

ßê ó [205, ñ. 56] ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ëîêàëüíi ìàïè ìíîãîâèäó XF òà

âåðñiþ òåîðåìè Áàíàõà ïðî íåðóõîìó òî÷êó ç ïàðàìåòðàìè (äèâ. íàïðèêëàä,

òâåðäæåííÿ 1.1 äîäàòêó VI ó [76, ñ. 497]).

Äëÿ çðó÷íîñòi íàãàäà¹ìî öå òâåðäæåííÿ âêëþ÷íî ç ïîçíà÷åííÿìè.

Íåõàé X òà P ¹ ïðîñòîðàìè Áàíàõà íàä ïîëåì K (K ìîæå áóòè R àáî C).

Òâåðäæåííÿ 3.141 (òâåðäæåííÿ 1.1 äîäàòêó VI, [76, ñ.497]). (Ãëàäêiñòü

çàëåæíîñòi íåðóõîìî¨ òî÷êè âiä ïàðàìåòðiâ).

Íåõàé U0 òà U ¹ âiäêðèòi ïiäìíîæèíè X, à V ¹ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà

P . Ïðèïóñòèìî, ùî U0 ⊂ U , òà âiäîáðàæåííÿ f : U × V → X çàäàíî òà

çàäîâiëüíÿ¹ f(U0 × V ) ⊂ U0.
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Íåõàé iñíó¹ ñòàëà q ∈ [0, 1) òàêà, ùî äëÿ âñiõ (ϕ, p) òà (ψ, p) ç U0 × V

ìà¹ìî

‖f(ϕ, p)− f(ψ, p)‖ ≤ q‖ϕ− ψ‖.

Íåõàé f ¹ Ck, äå 0 ≤ k <∞. Òîäi âiäîáðàæåííÿ F : V → X, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ

çà ïðàâèëîì

F (p) = x ∈ U0 òà f(x, p) = x,

¹ Ck.

Çàóâàæåííÿ 3.142 Äåòàëüíiøå, ìè øóêà¹ìî íåðóõîìó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ

RTµ(ϕ, y) ÿê ôóíêöi¨ àðãóìåíòó y äå ïàðàìåòðîì ¹ îáðàç ϕ ïðè âiäîáðàæåííi

ëîêàëüíèõ ìàï çàìiñòü ϕ ∈ Xψ,µ. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïàðàìåòð

ïîâèíåí íàëåæàòè âiäêðèòié ïiäìíîæèíi ïðîñòîðó Áàíàõà, â òîé ÷àñ êîëè

Xψ,µ íå ¹ íàâiòü ëiíiéíèì (öå ïiäìíîæèíà ìíîãîâèäó XF ).

Íàãàäà¹ìî, ùî, äëÿ ñêîðî÷åííÿ, ìè ïîçíà÷èëè ÷åðåç ϕ̂ ≡ ETϕ, äå ETϕ

âèçíà÷åíî ó (3.321).

Òâåðäæåííÿ 3.143 (Äèâ. [205, òâåðäæåííÿ 2]. Äëÿ êîæíîãî ε > 0

iñíóþòü T = T (ε) > 0 òà µ = µ(ε) òàêi, ùî äëÿ âñiõ ϕ ∈ ψ +

(C1([−h, 0];L2(Ω)))µ òà âñiõ t ∈ [0, T ],

ϕ̂t ∈ ψ + (C1([−h, 0];L2(Ω)))ε

Äîâåäåííÿ íå çìiíþ¹òüñÿ, ÿê ó [205, òâåðäæåííÿ 2], òîæ ìè íå ïîâòîðþ¹ìî

éîãî òóò.

Ïîçíà÷à¹ìîMT > 0 ñòàëó, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ ||e−As|| ≤MT äëÿ âñiõ s ∈ [0, T ].

Çàðàç ìè äîâåäåìî àíàëîã [205, òâåðäæåííÿ 3].

Òâåðäæåííÿ 3.144 Äëÿ âñiõ ϕ ∈ Xψ,µ òà y, w ∈ (C1
0([−h, T ];L2(Ω)))ε ìà¹ìî

||RTµ(ϕ, y)−RTµ(ϕ,w)||C1([−h,T ];L2(Ω)) ≤ LRTµ||y − w||C1([−h,T ];L2(Ω)), (3.325)

äå ìè ïîçíà÷èëè äëÿ ñêîðî÷åííÿ ñòàëó Ëèïøèöÿ

LRTµ ≡ TLF,0,ε(MT + 1) + T αC1−αMTα
−1LF,α,ε (3.326)
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ç LF,α,ε = LB,α(εLr + 1) òà LF,0,ε = LB,0(εLr + 1) (ïîðiâí. (3.319), (3.320)).

Ñòàëà α âèçíà÷åíà ó (3.317).

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.144 . Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.320), ìè ìà¹ìî äëÿ âñiõ

||ψ||C1 ≤ ε, ùî ||F (ψ) − F (χ)|| ≤ LF,0,ε||ψ − χ||C , LF,0,ε = LB,0(εLr + 1).

Íåõàé z = RTµ(ϕ, y), v = RTµ(ϕ,w) äëÿ y, w ∈ (C1
0([−h, T ];L2(Ω)))ε. Äëÿ âñiõ

t ∈ [0, T ], ìà¹ìî âëàñòèâiñòü

||z(t)− v(t)|| ≤ ||
∫ t

0

e−A(t−τ)(F (yτ + ϕ̂τ)− F (wτ + ϕ̂τ)) dτ ||

≤ TMTLF,0,ε||y − w||C1([−h,T ];(L2(Ω)). (3.327)

Äàëi ‖ż(t)−v̇(t)‖ ≤ ‖F (yt+ϕ̂t)−F (wt+ϕ̂t)‖+‖A
∫ t

0 e
−A(t−τ)(F (yτ+ϕ̂τ)−F (wτ+

ϕ̂τ)) dτ‖ ≤ LF,0,ε‖yt−wt‖C+
∫ t

0 ‖A
1−αe−A(t−τ)‖‖Aα(F (yτ +ϕ̂τ)−F (wτ +ϕ̂τ))‖ dτ .

Äëÿ îöiíêè ïåðøîãî ÷ëåíà ìè ïèøåìî

[cc]||yt − wt||C = max
s∈[−h,0]

||
∫ t+s

0

(ẏ(τ)− ẇ(τ)) dτ || ≤
∫ T

0

||ẏ(τ)− ẇ(τ)|| dτ

≤ T ||y − w||C1([−h,T ];L2(Ω)).

Äëÿ äðóãîãî ÷ëåíà, ÿê ó òâåðäæåííi 3.139, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âëàñòèâiñòü

||Aαe−At|| ≤ Cαt
−αe−δt, α ≥ 0 (äèâ. [103, òåîðåìà 1.4.3, ñ. 26] or [144, òåîðåìà

2.6.13, ñ. 74]), âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ (3.319) òà ðîçðàõóíêè
∫ t

0 (t − τ)α−1 dτ =

tα/α àáè îòðèìàòè∫ t

0

‖A1−αe−A(t−τ)‖‖Aα(F (yτ + ϕ̂τ)− F (wτ + ϕ̂τ))‖ dτ

≤ C1−αT
αα−1MTLF,α,ε‖y − w‖C1([−h,T ];L2(Ω)).

Òàêèì ÷èíîì

||ż(t)− v̇(t)|| ≤
{
TLF,0,ε + T αC1−αMTα

−1LF,α,ε
}
||y − w||C1([−h,T ];L2(Ω)).

Îñòàííÿ îöiíêà òà (3.327) ðàçîì äàþòü (3.325). Ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ àíàëîãîì [205, òâåðäæåííÿ 4 òà íàñëiäîê 1].
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Òâåðäæåííÿ 3.145 Äëÿ çàäàíîãî δ > 0 iñíóþòü T = T (δ) > 0, µ = µ(δ) > 0,

òàêi, ùî äëÿ âñiõ ϕ ∈ Xψ,µ (||ψ − ϕ||X ≤ µ) ìè ìà¹ìî

||RTµ(ϕ, 0)||C1([−h,T ];L2(Ω)) < δ.

Áiëüø òîãî, äëÿ äîäàòíüîãî ε iñíóþòü δ > 0 (òà T = T (δ) > 0,

µ = µ(δ) > 0 ÿê âèùå) òà λ ∈ (0, 1), òàêi, ùî t RTµ (âèçíà÷åíå â

(3.323)) âiäîáðàæà¹ ïiäìíîæèíó Xψ,µ×(C1
0([−h, T ];L2(Ω)))ε ó çàìêíåíó êóëþ

Cl (C1
0([−h, T ];L2(Ω)))λε ⊂ (C1

0([−h, T ];L2(Ω)))ε.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.145 . Ðîçãëÿíåìî z ≡ RTµ(ϕ, 0). Äëÿ t ∈ [0, T ], ìè

ïèøåìî

z(t) = e−Atϕ(0)− ϕ(0)− tϕ̇(0) +

∫ t

0

e−A(t−τ)F (ϕ̂τ) dτ

= (e−At − I)(ϕ(0)− ψ(0)) + (e−At − I)ψ(0)− t · (ϕ̇(0)− ψ̇(0))− tψ̇(0)

+

∫ t

0

e−A(t−τ)
{
F (ϕ̂τ)− F (ψ̂τ)

}
dτ +

∫ t

0

e−A(t−τ)F (ψ̂τ) dτ.(3.328)

Ìè îöiíþ¹ìî ðiçíi ñêëàäîâi (3.328) â íàñòóïíèõ äåñÿòüîõ êðîêàõ.

1. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü ||(e−At − I)x|| ≤ 1
αC1−αt

α||Aαx|| (äèâ. [103,
òåîðåìà 1.4.3]), ìà¹ìî

||(e−At − I)(ϕ(0)− ψ(0))|| ≤ C 1
2
t
1
2 ||A

1
2 (ϕ(0)− ψ(0))||

≤ Ĉt
1
2 ||A(ϕ(0)− ψ(0))|| ≤ Ĉt

1
2 ||ϕ− ψ||X .

2. ||t · (ϕ̇(0)− ψ̇(0))|| ≤ t · ||ϕ− ψ||X .

3. ||
∫ t

0 e
−A(t−τ)

{
F (ϕ̂τ)− F (ψ̂τ)

}
dτ || ≤ MT tLF,0 maxτ∈[0,t] ||ϕ̂τ − ψ̂τ ||C ≤

MT tLF,0(1 + T )||ϕ− ψ||X .

4. ||
∫ t

0 e
−A(t−τ)F (ψ̂τ) dτ || ≤MT tLB,0 maxτ∈[0,t] ||ψ̂τ ||C ≤MT tLB,0(1 + T )||ψ||X .
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Çàðàç ìè îöiíþ¹ìî ïîõiäíó çà ÷àñîì äëÿ z(t)

ż(t) = −Ae−Atϕ(0)− ϕ̇(0) + F (ϕ̂t)− A
∫ t

0

e−A(t−τ)F (ϕ̂τ) dτ

= −Ae−Atϕ(0) + Aϕ(0) + F (ϕ) + F (ϕ̂t)− A
∫ t

0

e−A(t−τ)F (ϕ̂τ) dτ

= (e−At − I)A(ψ(0)− ϕ(0))− (e−At − I)Aψ(0)

+ [F (ϕ̂t)− F (ψ̂t)] + [F (ψ̂t)− F (ψ)] + [F (ψ)− F (ϕ)]

−
∫ t

0

Ae−A(t−τ){F (ϕ̂τ)− F (ψ̂τ)} dτ −
∫ t

0

Ae−A(t−τ)F (ψ̂τ) dτ.(3.329)

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå

5. ||(e−At − I)A(ψ(0)− ϕ(0))|| ≤ (MT + 1)||ϕ− ψ||X .

Íàãàäà¹ìî (3.320) äëÿ êðîêiâ 6 òà 7.

6. ||F (ϕ̂t)− F (ψ̂t)|| ≤ LF,0 maxτ∈[0,t] ||ϕ̂τ − ψ̂τ ||C ≤ LF,0(1 + T )||ϕ− ψ||X .

7. ||F (ϕ)− F (ψ)|| ≤ LF,0||ϕ− ψ||X .

8. ||F (ψ̂t) − F (ψ)|| → 0 ïðè t → 0+ îñêiëüêè ψ̂ ¹ íåïåðåðâíèì ç [−h, T ] äî

L2(Ω).

9. ||
∫ t

0 Ae
−A(t−τ){F (ϕ̂τ) − F (ψ̂τ)} dτ || = ||

∫ t
0 A

1−αe−A(t−τ)Aα{F (ϕ̂τ) −
F (ψ̂τ)} dτ ||

≤
∫ t

0

C1−α(t− τ)α−1e−δ(t−τ)LF,α||ϕ̂τ − ψ̂τ ||C dτ ≤ C1−αLF,αDα,T ||ϕ− ψ||X ,

äå Dα,T ≡
∫ T

0 (T − τ)α−1e−δ(T−τ) dτ , α > 0.

10. Ïîäiáíî äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó (LB,α çàìiñòü LF,α)

||
∫ t

0

Ae−A(t−τ)F (ψ̂τ) dτ || ≤ C1−αLB,αDα,T ||ψ||X .

Çàðàç ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòü îöiíêè 1�10 (îäðàçó) äî (3.328), (3.329). Öå äà¹

ìîæëèâiñòü îáðàòè äîñòàòíüî ìàëi T = T (δ) > 0, r = r(δ) > 0 òàêi, ùî

||z||C1([−h,T ];L2(Ω)) ≡ ||RTµ(ϕ, 0)||C1([−h,T ];L2(Ω)) < δ. (3.330)



257

Çàóâàæåííÿ 3.146 Ìàëiñòü µ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå ó 5�7. Äëÿ âñiõ

iíøèõ ÷ëåíiâ äîñòàòíüî (àáè áóòè ìàëèìè) ìàòè ìàëå T .

Çàðàç ìè äîâåäåìî äðóãó ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ 3.145. Ìà¹ìî

||RTµ(ϕ, y)||C1([−h,T ];L2(Ω)) ≤ ||RTµ(ϕ, y)−RTµ(ϕ, 0)||C1([−h,T ];L2(Ω))

+ ||RTµ(ϕ, 0)||C1([−h,T ];L2(Ω)). (3.331)

Ïåðøèé ÷ëåí ó (3.331) êîíòðîëþ¹òüñÿ òâåðäæåííÿì 3.144 (äèâ. (3.325)), òîäi

êîëè äðóãèé ÷ëåí êîíòðîëþ¹òüñÿ (3.330).

Áiëüø äåòàëüíî, ìè ðóõà¹ìîñü íàñòóïíèì ÷èíîì. Ïî-ïåðøå, ìè îáèðà¹ìî

ε > 0, ïîòiì îáèðà¹ìî ìàëå T (ε) > 0 äëÿ òîãî, àáè ñòàëà Ëèïøèöÿ áóëà

LRTµ < 1 (äèâ. (3.325), (3.326)). Äàëi, ìè îáèðà¹ìî δ ≡ ε
2(1 − LRTµ) > 0

òà âiäïîâiäíî T = T (δ) ∈ (0, T (ε)], µ = µ(δ) > 0 ÿê ó ïåðøié ÷àñòèíi

òâåðäæåííÿ 3.145, äèâ. (3.330). Çàâåðøóþ÷è, ìè êëàäåìî λ ≡ 1
2(1 + LRTµ) ∈

(0, 1). Òåïåð îöiíêè (3.331), (3.325) òà (3.330) ïîêàçóþòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

y ∈ (C1
0([−h, T ];L2(Ω)))ε ìè ìà¹ìî

||RTµ(ϕ, y)||C1([−h,T ];L2(Ω)) ≤ LRTµ||y||C1([−h,T ];L2(Ω)) + δ ≤ LRTµε+ δ

= LRTµε+
ε

2
(1− LRTµ) = ε

1

2
(1 + LRTµ) = ελ < ε.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.145.

Íåõàé

(Hcl4) Íåëiíiéíi îïåðàòîðè B : L2(Ω) → D(Aα) äëÿ äåÿêèõ α > 0 òà r :

C([−h, 0];L2(Ω))→ [0, h] ¹ C1-ãëàäêi.

Çàóâàæåííÿ 3.147 Óìîâà (Hcl4) äà¹ òå, ùî çâóæåííÿ r : C([−h, 0];L2(Ω)) ⊃
C1([−h, 0];L2(Ω)) → [0, h] òàêîæ ¹ C1-ãëàäêèì. Äîäàòêîâî, ëåãêî áà÷èòè,

ùî (Hcl4) äà¹ âëàñòèâiñòü (S).

Òâåðäæåííÿ 3.148 Íåõàé (Hcl1)�(Hcl4) âèêîíàíi. Òîäi RTµ ¹ C
1-ãëàäêèì.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.148 ñëiäó¹ äîâåäåííþ [205, òâåðäæ. 5]. Ãîëîâíà

ñóòò¹âà âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. C1-ãëàäêiñòü âiäîáðàæåííÿ B :
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L2(Ω)→ D(Aα) äà¹ C1-ãëàäêiñòü âiäîáðàæåííÿ F̃ : Xψ,µ×C1([−h, 0];L2(Ω))→
D(Aα), ùî âèçíà÷åíå ÿê F̃ (ϕ, y) ≡ B(ϕ(−r(ϕ+ y)) + y(−r(ϕ+ y))).

Ìè òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ìî çðîçóìiëó äîäàòêîâó âëàñòèâiñòü C1-ãëàäêîñòi

âiäîáðàæåííÿ X 3 ϕ 7→ e−Atϕ(0) ∈ C([0, T ];L2(Ω)) (íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ X

ó (3.310)). Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî IT : C1([0, T ];L2(Ω)) → C1([0, T ];L2(Ω)),

ùî äàíî ÿê IT (y)(t) ≡
∫ t

0 e
−A(t−τ)y(τ) dτ íà âiäìiíó âiä IT , ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

ó [205, ñ. 50]. Ìè ñïèðà¹ìîñü íà [103, ëåìà 3.2.1, ñ. 50] (äèâ. ëåìà 3.136, ïóíêò

(iv) âèùå).

ßê ó [205, ñ. 56] ìè ãîòîâi âèêîðèñòàòè ëîêàëüíi ìàïè ìíîãîâèäó XF òà

âåðñiþ òåîðåìè Áàíàõà ïðî íåðóõîìó òî÷êó ç ïàðàìåòðàìè (äèâ., íàïðèêëàä,

[76, òâåðäæ. 1.1 â äîäàòêó VI]). Äåòàëüíiøå, òâåðäæåííÿ 3.144,3.145,3.148

äîçâîëÿþòü ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ Áàíàõà òà îòðèìàòè äëÿ áóäü-ÿêîãî ϕ ∈
Xψ,µ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó y = yϕ ∈ (C1

0([−h, T ];L2(Ω)))ε âiäîáðàæåííÿ RTµ.

Ìè ïîçíà÷èìî öþ âiäïîâiäíiñòü ÿê YTµ : Xψ,µ → (C1
0([−h, T ];L2(Ω)))ε òà âîíà

¹ C1-ãëàäêà. Öå òàêîæ äà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ

STµ : Xψ,µ → C1([−h, T ];L2(Ω)), (3.332)

ùî âèçíà÷åíå ÿê STµϕ = xϕ ≡ yϕ + ϕ̂ ≡ YTµ(ϕ) + ETϕ ¹ C1-ãëàäêå. Òóò ETϕ

âèçíà÷åíå ó (3.321).

Ëîêàëüíèé íàïiâïîòiê

FTµ : [0, T ]×Xψ,µ → XF ⊂ X

çàäàíèé ÿê

FTµ(t, ϕ) = xϕt = evt(STµ(ϕ)). (3.333)

Òóò ìè ïîçíà÷à¹ìî îöiíî÷íå âiäîáðàæåííÿ (evaluation map)

evt : C1([−h, T ];L2(Ω))→ C1([−h, 0];L2(Ω)), evtx ≡ xt äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ].

(3.334)

Òâåðäæåííÿ 3.149 Íåõàé (Hcl1)�(Hcl4) âèêîíàíi. Òîäi FTµ ¹ íåïåðåðâíèì,

òà êîæíå âiäîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ FTµ(t, ·) : Xψ,µ � φ 7→ x
(φ)
t ∈ XF , t ∈ [0, T ],
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¹ C1-ãëàäêèì. Äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], âñiõ φ ∈ Xψ,µ, òà âñiõ χ ∈ TφXF , ìà¹ìî

TFTµ(t,φ) � D2FTµ(t, φ)χ = v
(φ,χ)
t , äå ôóíêöiÿ v ≡ v(φ,χ) ∈ C1([−h, T ];L2(Ω)) ∩

C([0, T ];D(A)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i

v̇(t) = Av(t) +DF (x
(φ)
t )vt äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ], v0 = χ. (3.335)

Òóò TφXF ¹ äîòè÷íèé ïðîñòið (tangent space) äî ìíîãîâèäó XF â òî÷öi φ ∈
XF .

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 3.149. Ìè ïîçíà÷à¹ìî äëÿ ñêîðî÷åííÿ G ≡ FTµ òà

S ≡ STµ. Òåïåð ìè îáãîâîðþ¹ìî íåïåðåðâíiñòü F (íàãàäà¹ìî âèçíà÷åííÿ X ó

(3.310) òà íîðìó || · ||X ó (3.11.1)).

||G(s, χ)−G(t, ϕ)||X = ||xχs − x
ϕ
t ||C1[−h,0] + ||A(xχ(s)− xϕ(t))||

≤ ||xχs −xϕs ||C1[−h,0] + ||xϕs −x
ϕ
t ||C1[−h,0] + ||A(xχ(s)−xϕ(s))||+ ||A(xϕ(s)−xϕ(t))||

≤ ||S(χ)−S(ϕ)||C1[−h,T ]+||xϕs−x
ϕ
t ||C1[−h,0]+||A(xχ(s)−xϕ(s))||+||A(xϕ(s)−xϕ(t))||.

(3.336)

Ðîçãëÿíåìî òðåòié ÷ëåí ó (3.336).

||A(xχ(s)− xϕ(s))|| ≤ ||e−AsA(χ(0)− ϕ(0))||

+

∫ s

0

||e−A(s−τ)A1−αAα(F (xχτ )− F (xϕτ ))|| dτ

≤ ||χ− ϕ||X + C1−αT
αα−1MTLB,α(LxϕLr + 1)||xχ − xϕ||C[−h,T ]

≤ ||χ− ϕ||X + C1−αT
αα−1MTLB,α(LxϕLr + 1)||S(χ)− S(ϕ)||C[−h,T ].

Ìè áà÷èìî, ùî çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi S ≡ STµ (äèâ. (3.332)), ïåðøèé òà

òðåòié ÷ëåíè ó (3.336) ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè ||χ − ϕ||X → 0. Äðóãèé ÷ëåí

ó (3.336) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè |s − t| → 0 îñêiëüêè x ∈ C1([−h, T ];L2(Ω)).

Îñòàííié ÷ëåí ó (3.336) ïðÿìó¹ äî íóëÿ çàâäÿêè [144, òåîðåìà 3.5, ïóíêò (ii),

ñ. 114] (íàãàäà¹ìî, ùî xϕ(0) ≡ ϕ(0) ∈ D(A)). Ìè äîâåëè íåïåðåðâíiñòü

F . Äëÿ ïåðåâiðêè äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ v (äèâ. (3.335)), ìè
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ñëiäó¹ìî ðîçãëÿäó, ùî íàâåäåíèé íà [205, ñ. 58]. Áiëüø äåòàëüíî, ìè ñïî÷àòêó

ïåðåâiðÿ¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (3.306) òîáòî ïîêàçó¹ìî, ùî v ¹ ñëàáêèé

ðîçâ'ÿçîê (a mild solution) äëÿ (3.335). Â íàøîìó âèïàäêó ¹ ëèøå îäíà

âiäìiííiñòü - ïðèñóòíiñòü îïåðàòîðà A ÿêèé ¹ ëiíiéíèé. Îòæå öå íå äîäà¹

æîäíèõ óñêëàäíåíü äëÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi S ≡ STµ êîëè ìè âèçíà÷à¹ìî äëÿ

ôiêñîâàíèõ φ ∈ Xψ,µ, òà χ ∈ TφXF ôóíêöiþ v ≡ DS(φ)χ ∈ C1([−h, T ];L2(Ω)).

Òóò DS òðåáà ðîçóìiòè ÿê äèôåðåíöiàë âiäîáðàæåííÿ ìiæ ìíîãîâèäàìè (äèâ.

(3.332) äëÿ âèçíà÷åííÿ S òà [37] äëÿ îñíîâ òåîði¨ ìíîãîâèäiâ). Ìîæíà ïîáà÷èòè

[205, ñ. 58], ùî v0 = ev0DS(φ)χ = D(ev0 ◦ S)(φ)χ = χ. Òóò îöiíî÷íå

âiäîáðàæåííÿ (the evaluation map) evt âèçíà÷åíå ó (3.334). Òàêîæ äëÿ t ∈ [0, T ]

òà âñiõ ϕ ∈ Xψ,µ ìà¹ìî evt(S(ϕ)) = evtx
(ϕ) = x

(ϕ)
t = F (t, ϕ), ùî äà¹ (äèâ.

(3.333))

vt = evtDS(φ)χ = D(evt ◦ S)(φ)χ = D2F (t, χ).

Àáè ïîêàçàòè, ùî v çàäîâiëüíÿ¹ iíòåãðàëüíîìó âàðiàíòó ðiâíÿííÿ (3.335) òîáòî,

âîíî ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì (à mild solution) äëÿ (3.335), ìè ñïî÷àòêó íàãàäó¹ìî

(3.332) òà ïîçíà÷åííÿ ϕ̂(t) = (ETϕ)(t) (3.321). Äëÿ t > 0 ìè ìà¹ìî

S(ϕ)(t) = x(ϕ)(t) = y(ϕ) + ETϕ ≡ YTµ(ϕ) + ETϕ

= e−Atϕ(0)− ϕ(0)− tϕ̇(0) +

∫ t

0

e−A(t−τ)F (yτ + ϕ̂τ) dτ + ϕ(0) + tϕ̇(0)

= e−Atϕ(0) +

∫ t

0

e−A(t−τ)F (yτ + ϕ̂τ) dτ.

Îòæå

S(φ)(t) = e−Atφ(0) +

∫ t

0

e−A(t−τ)F (x(φ)
τ ) dτ, t > 0, (3.337)

òà âèçíà÷åííÿ v ≡ DS(φ)χ ∈ C1([−h, T ];L2(Ω)) äà¹ äëÿ t > 0

v(t) = (DS(φ)χ)(t) = χ(0) +

∫ t

0

e−A(t−τ)DF (x(φ)
τ ) vτ dτ.

Äëÿ áiëüøî¨ êiëüêîñòi äåòàëåé äèâ. [205, ñ. 58]. Òàêèì ÷èíîì, v ¹ ñëàáêèì

ðîç'ÿçêîì (3.335).
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Çàóâàæåííÿ 3.150 Äëÿ òîãî àáè äèôåðåíöþþâàòè íåëiíiéíèé ÷ëåí ó

(3.337) ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òîé ñàìèé ðåçóëüòàò ïðî ãëàäêiñòü ñêëàäåíîãî

îïåðàòîðà (substitution operator) ÿê ó [205, ñ. 51]. Áiëüø äåòàëüíî,

ìè ðîçãëÿäà¹ìî âiäêðèòó ìíîæèíó U ⊂ C1([−h, 0];L2(Ω)) òà âiäêðèòó

ìíîæèíó

UT ≡ {η ∈ C([0, T ];C1([−h, 0];L2(Ω))) : η(t) ∈ U äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]}.

Â [76, Appendix IV, p. 490] äîâåäåíî, ùî ñêëàäåíèé îïåðàòîð (substitution op-

erator) FT : UT � η 7→ F ◦ η ∈ C([−h, 0];L2(Ω)) ¹ C1-ãëàäêèé, ç (DFT (η)χ)(t) =

DF (η(t))χ(t) äëÿ âñiõ η ∈ UT , χ ∈ C([0, T ];C1([−h, 0];L2(Ω))), t ∈ [0, T ].

Äëÿ òîãî àáè ïîêàçàòè, ùî v ¹ êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ìè ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî,

ùî óìîâà (Hcl4) äà¹ ëîêàëüíó âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ äëÿ ïîõiäíî¨ Ôðåøå

DF : X ⊃ U → L2(Ω), òóò U ⊂ X ¹ âiäêðèòà ìíîæèíà. Íàãàäà¹ìî (äèâ.

[98, ñ. 466]) âèãëÿä DF , âèêîðèñòîâóþ÷è îáìåæåííÿ îöiíî÷íîãî âiäîáðàæåííÿ

(the restricted evaluation map) (íå ïëóòàòè ç îöiíî÷íèì âiäîáðàæåííÿì evt, ÿêå

âèçíà÷åíå ó (3.334))

Ev : C1([−h, 0];L2(Ω))× [−h, 0] � (φ, s) 7→ φ(s) ∈ L2(Ω)

ÿêå ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì, çD1Ev(φ, s)χ = Ev(χ, s) òàD2Ev(φ, s)1 =

ϕ′(s). Îòæå ìè çàïèñó¹ìî íàø ÷ëåí iç çàãàþâàííÿì F ÿê ñêëàäåíå

âiäîáðàæåííÿ F ≡ B ◦ Ev ◦ (id × (−r)) (äèâ. (3.305)) ÿêå ¹ íåïåðåðâíî

äèôåðåíöiéîâíèì ç U äî L2(Ω), ç

DF (φ)χ = DB(φ(−r(φ)))[D1Ev(φ,−r(φ))χ−D2Ev(φ,−r(φ))Dr(φ)χ]

= DB(φ(−r(φ)))[χ(−r(φ))− φ′(−r(φ))Dr(φ)χ](3.338)

äëÿ φ ∈ U òà χ ∈ C1([−h, 0];L2(Ω)).

Âiäîáðàæåííÿ B òà r çàäîâiëüíÿþòü (Hcl4) òà ìè íàãàäó¹ìî (äèâ.

çàóâàæåííÿ 3.147), ùî íàøå F çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi, ùî ïîäiáíà äî (S) ó [98,

ñ. 467]. Äëÿ ïðèêëàäó ÷ëåíà iç çàãàþâàííÿì äèâèñü íèæ÷å.

Ëîêàëüíà âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ äëÿ ïîõiäíî¨ Ôðåøå DF : X → L2(Ω) òà

äîäàòêîâà ãëàäêiñòü ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ χ ∈ TφXF ⊂ X äàþòü ìîæëèâiñòü
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çàñòîñóâàòè òåîðåìó 3.131 äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî v ¹ êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì

äëÿ (3.335).

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó Υ =
⋃
φ∈X [0, t(φ))×{φ} ⊂ [0,∞)×X òà âiäîáðàæåííÿ

G : Υ→ X, ùî çàäàíå ôîðìóëîþ G(t, φ) = xφt . òâåðäæåííÿ 3.139, 3.143, 3.144,

3.145, 3.148, 3.149 ðàçîì äàþòü íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.151 Íåõàé (Hcl1)�(Hcl4) âèêîíàíi. Òîäi G ¹ íåïåðåðâíîþ, òà äëÿ

êîæíîãî t ≥ 0, òàêîãî ùî Υt 6= ∅ âiäîáðàæåííÿ Gt ¹ C
1-ãëàäêå. Äëÿ êîæíîãî

(t, φ) ∈ Υ òà äëÿ âñiõ χ ∈ TφX, ìà¹ìî DGt(φ)χ = vt ç v : [−h, t(φ))→ L2(Ω)

¹ C1-ãëàäêèì òà çàäîâiëüíÿ¹ v̇(t) = Av(t) + DF (G(t, φ))vt, äëÿ t ∈ [0, t(φ)),

v0 = χ.

3.11.3. Ïðèêëàä çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó: ïîðîãîâà

óìîâà. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðèêëàä çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó,

ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó çàäà÷àõ ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè, äèâ. [118, ñ. 191]. Öå

òàê çâàíà ïîðîãîâà óìîâà.

Çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó r : C([−h, 0];L2(Ω)) → [0, h] çàäà¹òüñÿ

íåÿâíî íàñòóïíèì ðiâíÿííÿì

R(r;ϕ) = 1, (3.339)

äå

R(r;ϕ) ≡
∫ 0

−r

(
C1

C2 +
∫

Ω ϕ
2(s)(x) dx

+ C3

)
ds, Ci > 0. (3.340)

Îñêiëüêè

D1R(r(ϕ);ϕ) ·Dr(ϕ)ψ +D2R(r(ϕ);ϕ)ψ = 0

òà

D1R(r(ϕ);ϕ) · 1 =

(
C1

C2 +
∫

Ω ϕ
2(−r)(x) dx

+ C3

)
· 1 6= 0, Ci > 0,

D2R(r(ϕ);ϕ)ψ = −
∫ 0

−r

{
C1

[C2 +
∫

Ω ϕ
2(s)(x) dx]2

· 2 ·
∫

Ω

ϕ(s)(x) · ψ(s)(x) dx

}
ds,
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ìè ìà¹ìî

Dr(ϕ)ψ =

(
C1

C2 +
∫

Ω ϕ
2(−r)(x) dx

+ C3

)−1

×
∫ 0

−r(ϕ)

{
C1

[C2 +
∫

Ω ϕ
2(s)(x) dx]2

· 2 ·
∫

Ω

ϕ(s)(x) · ψ(s)(x) dx

}
ds. (3.341)

Òàïåð ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî ôîðìó âèùå äëÿ Dr(ϕ)ψ â (3.338) òà ïðèõîäèìî äî

DF (ϕ)ψ = DB(ϕ(−r(ϕ)))
[
ψ(−r(ϕ))− ϕ′(−r(ϕ))×(

C1

C2 +
∫

Ω ϕ
2(−r)(x) dx

+ C3

)−1

×
∫ 0

−r(ϕ)

{
C1

[C2 +
∫

Ω ϕ
2(s)(x) dx]2

· 2 ·
∫

Ω

ϕ(s)(x) · ψ(s)(x) dx

}
ds

]
. (3.342)

Ìè áà÷èìî, ùî âiäîáðàæåííÿ r çàäîâiëüíÿ¹ (Hcl4). Ìè òàêîæ íàãàäó¹ìî (äèâ.

çàóâàæåííÿ 3.147), ùî öåé ïðèêëàä F çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi, ïîäiáíié äî (S) ó [98,

ñ. 467], çà óìîâè, ùî îïåðàòîð B : L2(Ω) → D(Aα) (äëÿ äåÿêîãî α > 0) ¹

C1-ãëàäêèé.

3.12. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ïðè äîñëiäæåííi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä

ñòàíó, ñóòò¹âó îñîáëèâiñòü ìàþòü çàäà÷i â ÿêèõ ïðèñóòí¹ õî÷ îäíå çîñåðåäæåíå

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Ïðèñóòíiñòü òàêîãî çàãàþâàííÿ äà¹ âòðàòó

ëèïøèöåâîñòi (íàâiòü ëîêàëüíî¨) âñüîãî çàãàþâàíîãî åëåìåíòà íà êëàñè÷íîìó

ôàçîâîìó ïðîñòîði - ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. ßê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî

ñèòóàöiþ, â ÿêié íå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi êëàñè÷íi ïiäõîäè äîñëiäæåííÿ

ðiâíÿíü çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì òà çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó.

Iíøîþ ñêëàäíiñòòþ äîñëiäæåíü òàêèõ çàäà÷ ¹ òîé ôàêò, ùî öi çàäà÷i, ïî

ñâî¨é ïðèðîäi çàâæäè íåëiíiéíi, òîáòî ïðèðîäíié ïiäõiä ñïî÷àòêó ðîçãëÿíóòè

íàéáiëüø ïðîñòi ëiíiéíi âèïàäêè, à ïîòiì, íà îñíîâi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ,

ïåðåõîäèòè äî áiëüø ñêëàäíèõ íåëiíiéíèõ - íåìîæëèâèé. Òàêèì ÷èíîì,

âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçðîáêè ïðèíöèïîâî íîâèõ ìåòîäiâ âèâ÷åííÿ òàêèõ

íåëiíiéíèõ çàäà÷. Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä ðåçóëüòàòiâ Ð.Äðàéâåðà (R.Driver) òà
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Ý.Âèíñòîíà (E. Winston), ÿêi ïîêàçàëè íà ïðîñòèõ ñêàëÿðíèõ ïðèêëàäàõ, ùî â

óñüîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ïî÷àòêîâà çàäà÷à íå çàâæäè ¹ êîðåêòíî

ïîñòàâëåíîþ, ìè ïðîâîäåìî äîñëiäæåííÿ â äâîõ íàïðÿìêàõ.

Ïåðøèé íàïðÿìîê, ïîâ'ÿçàíèé ç ïiäõîäàìè, ÿêi ðîçðîáëåíi äëÿ çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÇÇÑ, äèâ. íàïðèêëàä, ðîáîòè Ð.Äðàéâåðà

(R.Driver), Äæ. Ìàëëå-Ïàðå (J.Mallet-Paret), Ç.Íàñáàóì (R.Nussbaum), Õ.-

Î.Âàëüòåð (H.-O. Walther), Ò.Êðèñòèí (T.Krisztin), Ô.Õàðòóíã (F.Hartung) òà

iíøi. Â öüîìó ïiäõîäi ïðîïîíó¹òüñÿ çâóæóâàòè ïðîñòið ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òà

ïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ äî ïiäìíîæèí ëèïøèöåâèõ àáî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ

ôóíêöié. Öi ïiäìíîæèíè ìîæóòü áóòè ëiíiéíèìè àáî íåëiíiéíèìè (ìíîãîâèä

ðîçâ'ÿçêiâ). Äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, âïåðøå âäàëîñÿ çíàéòè

âiäïîâiäíi ìíîæèíè ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òà ðîçâ'ÿçêiâ, äîñëiäèòè ¨õ ÿêiñíi

âëàñòèâîñòi. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi äëÿ Ð×Ï ïåðøîãî ïîðÿäêó çà

÷àñîì. Êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü äîâåäåíà â ðiçíèõ ñèòóàöiÿõ: ìåòðè÷íi ïðîñòîðè

òà ìíîãîâèäè ðîçâ'ÿçêiâ. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî

àòðàêòîðà. Äîñëiäæåíèé òàêîæ êëàñ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî

ïîðÿäêó çà ÷àñîì ç ÇÇÑ. Äîâåäåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü ó âiäïîâiäíîìó

ïðîñòîði ôóíêöié, ÿêi ¹ C1 çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Íà âiäìiíó âiä ìîäåëåé

ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äèñêðåòíèì ÇÇÑ, öåé ðåçóëüòàò íå ïîòðåáó¹ íiÿêèõ óìîâ

óçãîäæåííÿ íà ïî÷àòêîâi ôóíêöi¨. Ïîáóäîâàíi ðîçâ'ÿçêè ôîðìóþòü äèíàìi÷íó

ñèñòåìó ó ïðîñòîði C1-òèïó íà iíòåðâàëi çàãàþâàííÿ.

Äðóãèé íàïðÿìîê ¹ íîâèì ÿê äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

òàê i äëÿ Ð×Ï. Öåé íàïðÿìîê ïîâ'ÿçàíèé ç, òàê çâàíîþ, 'iãíîðóþ÷îþ

óìîâîþ' äëÿ çîñåðåäæåíîãî ÇÇÑ. Öÿ óìîâà âïåðøå çàïðîïîíîâàíà àâòîðîì

â ðîáîòi [159]. Äåêiëüêà óçàãàëüíåíü öi¹¨ óìîâè òàêîæ âèÿâèëèñü êîðèñíèìè

äëÿ ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü. Äëÿ çàäà÷ ç ÇÇÑ, ÿêå çàäîâiëüíÿ¹ öié óìîâi,

ìè îòðèìó¹ìî êîðåêòíó çàäà÷ó íà âñüîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Â çàäà÷àõ, äå âäà¹òüñÿ äîâåñòè êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü, áóäó¹ìî äèíàìi÷íó

ñèñòåìó òà äîñëiäæó¹ìî ¨¨ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó (çíàõîäèìî äîñòàòíi

óìîâè iñíóâàííÿ êîìïàêòíîãî ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà). Òàêîæ äîñëiäæåíi
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àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çà âiäñóòíîñòi ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ. Äî

ñëîâà, iëþñòðàòèâíèé ÿâíèé ïðèêëàä òðüîõ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i ç

íåïåðåðâíîþ ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ áóâ âïåðøå îïðèëþäíåíèé â [28].

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ öüîãî ðîçäiëó âèêëàäåíi ó ïóáëiêàöiÿõ àâòîðà [155, 156,

157, 158, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 64, 65, 115].
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ÐÎÇÄIË 4. ÑÈÑÒÅÌÈ ÐIÂÍßÍÜ IÇ

ÇÀÃÀÞÂÀÍÍßÌ, ÙÎ ÇÀËÅÆÈÒÜ ÂIÄ ÑÒÀÍÓ,

ßÊI ÎÏÈÑÓÞÒÜ ÄÈÍÀÌIÊÓ ÂIÐÓÑÍÈÕ

ÇÀÕÂÎÐÞÂÀÍÜ

4.1. Çàãàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷i.

Âiäïîâiäíî äî iíôîðìàöi¨ ÂÎÇ, áàãàòî âiðóñiâ (ÿê Åáîëà, âiðóñ Çiêà, ÂIË,

âiðóñè ãåïàòèòó Á òà Ñ òà iíøi) ïðîäîâæóþòü áóòè ãëîáàëüíèìè çàãðîçàìè.

Çîêðåìà, ó Ãëîáàëüíîìó âèñíîâêó ùîäî ãåïàòèòiâ [219] (ÂÎÇ, 2017) ìè

çíàõîäèìî �âåëèêà êiëüêiñòü ëþäåé - áëèçüêî 325 ìiëüéîíiâ â óñüîìó ñâiòi ó

2015 - ¹ íîñiÿìè âiðóñíèõ iíôåêöié ãåïàòèòó Á òà Ñ, ÿêi ìîæóòü çàëèøàòèñÿ

àñèìïòîìàòè÷íèìè âïðîäîâæ äåñÿòèëiòü� òà �âiðóñíi ãåïàòèòè ñïðè÷èíèëè

1,34 ìiëüîíà ñìåðòåé ó 2015 - ÷èñëî, ùî ¹ ñïiâìiðíèì êiëüêîñòi ñìåðòåé âiä

òóáåðêóëüîçó òà ¹ áiëüøèì, íiæ âiä ÂIË�. Â òàêié ñèòóàöi¨ áóäü-ÿêi êðîêè íà

øëÿõó äî ðîçóìiííÿ âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü ¹ âàæëèâèìè.

Íàñ öiêàâëÿòü ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ÿêi îïèñóþòü äèíàìiêó âiðóñíèõ

çàõâîðþâàíü. Â îñòàííié ÷àñ áàãàòî àâòîðiâ ôîðìóëþâàëè òà äîñëiäæóâàëè

òàêi ìîäåëi. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî áiîëîãi÷íà ñòîðîíà íàñòiëüêè ñêëàäíà, à

êiëüêiñòü çìiííèõ òà ïàðàìåòðiâ íàñòiëüêè âåëèêà, ùî äîñëiäíèêè âèìóøåíi

çìåíøóâàòè ¨õ êiëüêiñòü äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ñïðîùåíèõ ìîäåëåé, ÿêi ìîæíà

âèâ÷àòè ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè. Ìè íå áóäåìî îïèñóâàòè òóò

iñòîðè÷íèé ðîçâèòîê ìîäåëåé. Âiäìiòåìî ëèøå, ùî ðàíiøíi ìîäåëi [145, 132]

âêëþ÷àëè ëèøå òðè çìiííi: êiëüêiñòü ñïðèéíÿòëèâèõ (çäîðîâèõ) êëiòèí,

êiëüêiñòü iíôiêîâàíèõ êëiòèí òà êiëüêiñòü âiëüíèõ âiðóñíèõ ÷àñòèíîê. Òàêi

ìîäåëi íå âðàõîâóâàëè iììóííi âiäïîâiäi îðãàíiçìà.

Iììóííi âiäïîâiäi ïîäiëÿþòüñÿ íà âðîäæåíó (íå ñïåöiôi÷íó) òà ñïåöiôi÷íó

(àäàïòèâíó). Áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî îñíîâè iììóíîëîãi¨ äèâ., íàïðèêëàä,

â ìîíîãðàôi¨ [218]. Ìè êîíöåíòðó¹ìî óâàãó íà ñïåöiôi÷íèõ (àäàïòèâíèõ)

iììóííèõ âiäïîâiäÿõ. Îñíîâíi ç íèõ - åôåêòîðíi âiäïîâiäi òîáòî òi, ÿêi

áåçïîñåðåäíüî áîðþòüñÿ ç ïàòîãåíîì. Iñíóþòü äâi òàêi âiäïîâiäi - çà äîïîìîãîþ
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àíòèòië òà CTL (öèòîòîêñè÷íi T ëiìôîöèòè àáî Ò-êëiòèíè-âáèâöi). Iñíó¹

ùå òðåòüÿ ãiëêà - â îñíîâíîìó ðåãóëÿòîðíà, ÿêà �äîïîìàãà¹� åôåêòîðíèì

âiäïîâiäÿì çàïóñòèòèñÿ. Îñíîâíà ðîëü òóò âiäâîäèòñÿ äåêiëüêîì ðîäèíàì

êëiòèí-ïîìi÷íèêiâ. Àíòèòiëà àòàêóþòü ïàòîãåí (âiëüíi âiðóñíi ÷àñòèíêè)

ïîçà êëiòèí â òîé ÷àñ ÿê CTL çíàõîäÿòü òà çíèùóþòü iíôiêîâàíi êëiòèíè

îðãàíiçìó. Äèâ. òàêîæ ïîñèëàííÿ â [225]. Âiäìiòåìî òàêîæ, ùî âèÿâëåííÿ

àíòèâiðóñíèõ àíòèòië â êðîâi ¹ îäíèì ç ñàìèõ ðîçïîâñþäæåíèõ ëàáîðàòîðíèõ

ñïîñîáiâ âèÿâëåííÿ çàõâîðþâàííÿ (äiàãíîñòiêà). Âiäíîñíèé áàëàíñ îáîõ òèïiâ

àäàïòèâíèõ iìóííèõ âiäïîâiäåé "ìîæå áóòè âèðiøàëüíèì, ÿêèé âèçíà÷à¹ ÷è

ïàöi¹íò ¹ àñèìïòîìàòè÷íèì ÷è ïàòîëîãiÿ ìà¹ ìiñöå" [217]. Öå ïðèâîäèòü äî

ââåäåííÿ äâîõ äîäàòêîâèõ çìiííèõ äëÿ îáîõ àäàïòèâíèõ iìóííèõ âiäïîâiäåé

[217, 218] (äèâ. òàêîæ [223] òà ïîñèëàííÿ).

Ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi (4.1), ÿêå ìà¹ ï'ÿòü çìiííèõ:

ñïðèéíÿòëèâèõ (íåiíôiêîâàíi) êëiòèíè îðãàíiçìó T , iíôiêîâàíi êëiòèíè T ∗,

âiëüíi âiðóñíi ÷àñòèíêè V , CTL-âiäïîâiäü (êëiòèíè) Y , òà àíòèòiëà A. Ó

âèïàäêó áiëiíiéíî¨ íåëiíiéíîñòi òà îäíîãî ñòàëîãî êîíöåíòðîâàíîãî çàãàþâàííÿ

(äèâ., äëÿ ïðèêëàäà, [222]) öå ìà¹ íàñòóïíó ôîðìó

Ṫ (t) = λ− dT (t)− kT (t)V (t),

Ṫ ∗(t) = e−ωhkT (t− h)V (t− h)− δT ∗(t)− pY (t)T ∗(t),

V̇ (t) = NδT ∗(t)− cV (t)− qA(t)V (t),

Ẏ (t) = βT ∗(t)Y (t)− γY (t)

Ȧ(t) = gA(t)V (t)− bA(t).

(4.1)

Òóò êðàïêà íàä ôóíêöi¹þ ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó çà ÷àñîì Ṫ (t) = dT (t)
dt , âñi ñòàëi

λ, d, k, δ, p,N, c, q, β, γ, g, b, ω ¹ äîäàòíiìè. Ùîäî iìóííèõ âiäïîâiäåé, ÷åòâåðòå

ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ðåãóëÿöiþ CTL-âiäïîâiäi òà pY (t)T ∗(t) (ó äðóãîìó ðiâíÿííi)

âiäîáðàæà¹ çíèùåííÿ iíôiêîâàíèõ êëiòèí ëiòè÷íîþ iìóííîþ âiäïîâiääþ. Ï'ÿòå

ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ðåãóëÿöiþ âiäïîâiäi àíòèòië òà qA(t)V (t) (ó òðåòüîìó ðiâíÿííi)

¹ íåéòðàëiçàöiÿ âiðóñiâ çà äîïîìîãîþ àíòèòië [217, ñ.1744]. Ó (4.1), h ïîçíà÷à¹

çàãàþâàííÿ (ïðîìiæîê ÷àñó) ìiæ êîíòàêòîì âiðóñà i êëiòèíè òà ìîìåíòîì,

êîëè êëiòèíà ñòà¹ àêòèâíî iíôiêîâàíîþ (ïî÷èíà¹ ïðîäóêóâàòè íîâi âiðiîíè).
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Öåé ïðîìiæîê âêëþ÷à¹ çàêðiïëåííÿ âiðóñà íà ïîâåðõíi êëiòèíè, ïðîíèêíåííÿ

âñåðåäåíó êëiòèíè òà âíóòðèøíüîêëiòèííi ñòàäi¨ ðåïëiêàöi¨ âiðóñà.

Â ìîäåëi (4.1), ñòàíäàðòíèé áiëiíiéíèé åëåìåíò çàõâîðþâàíîñòi âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ çà ïðèíöèïîì äi¨ ìàñ. Äëÿ äîäàòêîâèõ äåòàëåé òà ïîñèëàíü íà ìîäåëi

iíôåêöiéíèõ õâîðîá ç áiëüø çàãàëüíèìè íåëiíiéíîñòÿìè f (ïîðiâíÿéòå ïåðøi

äâà ðiâíÿííÿ ó ñèñòåìàõ (4.1) òà (4.2)) äèâ. òàêîæ [111, 89] òà íàøi

ïðèïóùåííÿ òà ïðèêëàäè äàëi. Â ðîáîòi [224], ñëiäóþ÷è [105, 211, 222],

àâòîðè ïðèïóñêàþòü, ùî íåëiíiéíiñòü çàäà¹òüñÿ ÿê ôóíêöiîíàëüíà âiäïîâiäü

òèïó ä'Àíæåëiñà-Áåääiíãòîíà (DeAngelis-Beddington) [39, 68], f(T, V ) =
kTV

1+k1T+k2V
, äå k, k1 ≥ 0, k2 > 0 ¹ ñòàëi. Àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü çà

Î.Ëÿïóíîâèì[18] äëÿ ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê âèâ÷à¹òüñÿ äëÿ íàñòóïíî¨ ìîäåëi çi

ñòàëèì êîíöåíòðîâàíèì çàãàþâàííÿì

Ṫ (t) = λ− dT (t)− f(T (t), V (t)),

Ṫ ∗(t) = e−ωhf(T (t− h), V (t− h))− δT ∗(t)− pY (t)T ∗(t),

V̇ (t) = NδT ∗(t)− cV (t)− qA(t)V (t),

Ẏ (t) = βT ∗(t)Y (t)− γY (t)

Ȧ(t) = gA(t)V (t)− bA(t).

(4.2)

Âî÷åâèäü, ñòàëiñòü çàãàþâàííÿ ¹ äîäàòêîâèì ïðèïóùåííÿì, ùî ïî ñóòi

ñïðîùó¹ àíàëiç, àëå íå ¹ ìîòèâîâàíèì áiîëîãi÷íèì ïiä ðóíòÿì ìîäåëi. Öå

áóëî ïðè÷èíîþ (äèâ. íàïð. [137, 212]) îáãîâîðèòè ìîäåëi ç ðîçïîäiëåíèì

çàãàþâàííÿì ÿê àëüòåðíàòèâó äèñêðåòíèì ïîñòiéíèì çàãàþâàííÿì. Ìîæíà

ðîçãëÿäàòè òàêîæ çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ÷àñó h(t) ÿêùî äåÿêi

áiîëîãi÷íî ìîòèâîâàíi âëàñòèâîñòi h(t) ¹ â íàÿâíîñòi. Ìè ïðîïîíó¹ìî iíøèé

ïiäõiä.

Íàøà ïåðøà ìåòà ïîëÿãà¹ â òîìó, àáè çíÿòè îáìåæåííÿ ñòàëîñòi

çàãàþâàííÿ òà äîñëiäèòè êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü òà ñòiéêiñòü Î.Ëÿïóíîâà äëÿ

íàñòóïíî¨ ìîäåëi âiðóñíî¨ iíôåêöi¨ (4.3) ç çàãàëüíèì ôóíêöiîíàëîì âiäïîâiäi

f òà çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, àíàëiç ïî ñóòi

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âèïàäêà ïîñòiéíîãî çàãàþâàííÿ. Íàñêiëüêè íàì âiäîìî,

òàêi ìîäåëi áóëè ðîçãëÿíóòi âïåðøå â [167]. Òóò ìè ïîçíà÷èìî ïðîñòið
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íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ÷åðåç C ≡ C([−h, 0];R5), ùî ñïîðÿäæåíèé sup-íîðìîþ.

Â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ, u(t) = (T (t), T ∗(t), V (t), Y (t), A(t)) òà ìè ðîçãëÿäà¹ìî

íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë (ÇÇÑ) η : C → [0, h]. Çàãàþâàííÿ η ¹ âî÷åâèäü

îáìåæåíèì îñêiëüêè âîíî íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè òðèâàëiñòü æèòòÿ êëiòèíè-

ãîñïîäàðÿ (ìiøåíi).

Íàâåäåìî ñèñòåìó, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ

Ṫ (t) = λ− dT (t)− f(T (t), V (t)),

Ṫ ∗(t) = e−ωhf(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− δT ∗(t)− pY (t)T ∗(t),

V̇ (t) = NδT ∗(t)− cV (t)− qA(t)V (t),

Ẏ (t) = βT ∗(t)Y (t)− γY (t),

Ȧ(t) = gA(t)V (t)− bA(t)

(4.3)

iç çàãàëüíèì ïîðîäæóþ÷èì ôóíêöiîíàëîì âiäïîâiäi f(T, V ), ùî çàäîâiëüíÿ¹

ïðèðîäíiì óìîâàì, ÿêi íàâåäåíi äàëi. Äèâèñü òàêîæ ïðèêëàäè â ïóíêòi 4.3.3.

Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî ÷ëåí e−ωh ïåðåä f (äèâ. äðóãå ðiâíÿííÿ ó (4.3)), âiäîáðàæà¹

òîé ôàêò, ùî ëèøå ÷àñòèíà ïîïóëÿöi¨ êëiòèí âèæèâà¹ âïðîäîâæ ïåðiîäó

iíêóáàöi¨ âiðóñà. Çðîçóìiëî, ùî âií ïîâèíåí áóòè ìåíøå îäèíèöi. Öÿ óìîâà

íå ¹ äóæå òî÷íîþ äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì. Òðåáà ðîçãëÿäàòè öå ÿê êîåôiöi¹íò,

ùî íàëåæèòü äî (0, 1) òà ìîæå áóòè âêëþ÷åíèé ó âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f . Ìè

çàëèøà¹ìî öåé êîåôiöi¹íò ó ôîðìi e−ωh ëèøå ç îäíi¹¨ ïðè÷èíè - ñïðîñòèòè äëÿ

÷èòà÷à ïîðiâíÿííÿ ðîçðàõóíêiâ ç âèïàäêîì ñòàëîãî çàãàþâàííÿ.

Iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ñòàòòåé, â ÿêèõ äîñëiäæóþòüñÿ âiðóñíi ìîäåëi áåç

çàãàþâàííÿ òà çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì. Öi ðîáîòè çêîíöåíòðîâàíi íà ëîêàëüíié

àáî ãëîáàëüíié ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [217, 218,

111, 89, 223]). Ó âèïàäêó äîâåäåííÿ ãëîáàëüíî¨ ñòiéêîñòi íåòðèâiàëüíîãî

('õâîðîãî') ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî âiðóñ íiêîëè

íå áóäå ïîäîëàíèé, òîáòî õâîðîáà çàëèøà¹òüñÿ ó õðîíi÷íîìó ñòàíi. Òàêi

ðåçóëüòàòè ¹ äóæå âàæëèâèìè äëÿ äiàãíîñòè÷íèõ öiëåé. Ç iíøîãî áîêó, ïiñëÿ

âñòàíîâëåííÿ äiàãíîçó âiðóñíîãî çàõâîðþâàííÿ, íàéâàæëèâiøèì ïèòàííÿì

ïîâñòà¹ ïîøóê øëÿõó ëiêóâàííÿ ïàöi¹íòà. Îñêiëüêè ìåäè÷íi äîñëiäè ¹ äóæå

êîøòîâíi òà ìîæóòü ïðîâîäèòèñü âïðîäîâæ ðîêiâ, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äîâåëè
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ñâîþ êîðèñíiñòü òà åôåêòèâíiñòü. Íàøà äðóãà ìåòà ¹ çàïðîïîíóâàòè ìîäåëü

òà îáðàòè âiäïîâiäíèé ïðîñòið äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi áóëè á àäåêâàòíi äî îïèñó

ëiêóâàííÿ, âêëþ÷íî ç âèêîðèñòàííÿì ôàðìàöåâòè÷íèõ (õiìi÷íèõ) çàñîáiâ.

Îäíà ç ãîëîâíèõ ìîòèâóþ÷èõ ñèòóàöié (äèâ., íàïðèêëàä, [192, 143]) ¹ òàêà, êîëè

åôåêòèâíiñòü ëiêiâ çìåíøó¹òüñÿ ðîçðèâíèì øëÿõîì (êóñêîâî íåïåðåðâíèì).

Â òåðìiíàõ (4.3), ïàðàìåòð N ìîæå çìiíþâàòèñü ðîçðèâíèì øëÿõîì (äèâ.

ðiâíÿííÿ (2) ó [192, ñ.920]). Ìîæíà áà÷èòè, ùî â ìîìåíò ÷àñó, êîëè çìiíþ¹òüñÿ

áóäü-ÿêèé ïàðàìåòð, ðîçâ'ÿçîê ¹ íåïåðåðâíèì, àëå íå äèôåðåíöiéîâíèì (äèâèñü

ìàë. 2-B ó [192, ñ.921] à òàêîæ ìàë.1 ó [143, ñ.23]). Äëÿ òîãî àáè çðîçóìiòè

íàñêiëüêè ÷àñòî òðàïëÿ¹òüñÿ òàêå ïîðóøåííÿ íåïåðåðâíîñòi ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì,

ïîòðiáíî ïîðiâíÿòè ÷àñ ïîðîäæóâàííÿ (ãåíåðàöi¨) âiðóñà (â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ

öå h (4.3)) òà ïëàí ïðèéîìó ñïåöiôi÷íèõ àíòèâiðóñíèõ ïðåïàðàòiâ ïiä ÷àñ

ëiêóâàííÿ. Ðîçãëÿäàþ÷è, ÿê ïðèêëàä ÂI× (HIV), ìè çíàõîäèìî ó [139],

òàêó iíôîðìàöiþ - "ïîâíèé ÷àñ ïîðîäæåííÿ ÂI× �in vitro� ¹ 25 ãîäèí òà ¹

çíà÷íî êîðîòøèì íiæ íàøi îöiíêè ó 52 ãîäèíè äëÿ çàãàþâàííÿ "in vivo". Ç

iíøîãî áîêó, ñòàíäàðíèé ïëàí ëiêóâàííÿ ¹ ïðèéîì ïðåïàðàòiâ äâi÷i íà äåíü

àáî îäíîðàçîâèé ïðèéîì ëiêiâ êîæíîãî äíÿ (once-a-day pills). Öå ïîêàçó¹,

ùî âïðîäîâæ iñòîðè÷íîãî ÷àñîâîãî ñåãìåíòó [t − h, t] ìè ìà¹ìî îäíå àáî

áiëüøå ïîðóøåííÿ íåïåðåðâíîñòi ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì. Ó âèïàäêó HBV, HCV

ìà¹ìî ñõîæó ñèòóàöiþ çi ñõîæèì ïëàíîì ïðèéîìó ïðåïàðàòiâ. Áiëüø òîãî,

çàðàæåííÿ äîäàòêîâèìè iíôåêöiÿìè (co-infections by other pathogens), ÿêi íå

¹ ðiäêiñòòþ, ñïîæèâàþòü ðåñóðñè iìóííî¨ ñèñòåìè, ùî ïðèçâîäèòü äî çìiíè

iíøèõ ïàðàìåòðiâ (â ïîçíà÷åííÿõ ñèñòåìè (4.3) ïàðàìåòðè β òà g òàêîæ ìîæóòü

çìiíþâàòèñü).

Ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíî¨ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó, òàêîæ

âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä ëiíåàðiçîâàíî¨ ñòiéêîñòi. Äëÿ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, öåé ìåòîä ðîçðîáëåíèé ÿê ó ïðîñòîði C, äèâ. [67,

100] òàê i ó ïðîñòîði C1, äèâ. [205, 98]. Çàãàëüíèé ìåòîä ñòiéêîñòi (ôóíêöié

Î.Ì.Ëÿïóíîâà), íà ÿêèé ìè ñïèðà¹ìîñü, ðîçðîáëåíèé ó [18].

Íàø ïëàí òàêèé. Â íàñòóïíîìó ïóíêòi ìè îáãîâîðþ¹ìî òà îáèðà¹ìî
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ïðèðîäíþ ìíîæèíó ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òà äîâîäèìî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ. Äàëi ìè äîâîäèìî, ùî öÿ ìíîæèíà iíâàðiàíòíà. Ïiñëÿ

öüîãî ìè äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó. Îñíîâíó

çàöiêàâëåíiñòü ïðåäñòàâëÿ¹ âíóòðiøíié ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé îïèñó¹

âèïàäîê, êîëè îáèäâi àäàïòèâíi iìóííi âiäïîâiäi (CTL òà àíòèòiëà) àêòèâîâàíi.

Öå íàéáiëüø âàæëèâèé, ç áiîëîãè÷íî¨ òî÷êè çîðó, âèïàäîê ó âèâ÷åííi õâîðîáè.

4.2. Ôóíêöiÿ ðåàêöi¨ òèïó Ä'Àíæåëiñà-Áåääiíãòîíà. Ïîñòàíîâêà

çàäà÷i.

Ìè ïî÷èíà¹ìî äîñëiäæåííÿ çàäà÷i (4.3) ó âèïàäêó ôóíêöiîíàëüíî¨ âiäïîâiäi

íàñòóïíîãî âèãëÿäó

f(T, V ) = kTV (1 + k1T + k2V )−1, k, k1, k2 > 0, T, V ∈ R, (4.4)

Òàêà ôîðìà âiäïîâiäi áóëà çàïðîïîíîâàíà ó ðîáîòàõ Ä'Àíæåëiñà, Áåääiíãòîíà

(DeAngelis et al., Beddington) òà ¨õ ñïiâàâòîðiâ ó 1975 ðîöi [39], [68].

4.2.1. Ïîïåðåäíi äîñëiäæåííÿ. Ìè ñïî÷àòêó äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ

iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (4.3). Îñêiëüêè äâi ôóíêöi¨ T òà V

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó (4.3) â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó (÷àñ t òà ÷àñ, ùî çàãàþ¹òüñÿ

t− η(ut)), ìè ïîâèííi ðîçãëÿäàòè ïî÷àòêîâi ôóíêöi¨ T (θ), V (θ) äëÿ θ ∈ [−h, 0].

ßê çàçâè÷àé äëÿ áiîëîãi÷íèõ çàäà÷, íåîáõiäíî ïåðåâiðèòè íåâiä'¹ìíiñòü òà

îáìåæåíiñòü âñiõ êîîðäèíàòíèõ (íåâiäîìèõ) ôóíêöié çà óìîâè, ùî ïî÷àòêîâi

ôóíêöi¨ ¹ íåâiä'¹ìíi (äèâ., íàïðèêëàä, [118]).

Ìè âèâ÷àòèìåìî ñèñòåìó (4.3) iç ïî÷àòêîâîþ ôóíêöi¹þ

u0 = ϕ ≡ (T0, T
∗
0 , V0, A0, Y0) ∈ C+ ≡ C+[−h, 0], (4.5)

äå R+ ≡ [0,+∞), C+ ≡ C+[−h, 0] ≡ C([−h, 0];R5
+).

Âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíó

ΩC ≡ {ϕ ≡ (T0, T
∗
0 , V0, A0, Y0) ∈ C+[−h, 0],

0 ≤ T0(θ) ≤
λ

d
, 0 ≤ T ∗0 (θ) ≤ kλ

dk2δ
e−ωh, 0 ≤ V0(θ) ≤

Nkλ

cdk2
e−ωh,
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0 ≤ T ∗0 (θ) +
p

β
Y0(θ) ≤

k2λ2e−2ωh

d2ck2 min{δ; γ}
,

0 ≤ V0(θ) +
q

g
A0(θ) ≤

Nkλ e−ωh

dk2 min{c; b}
, θ ∈ [−h, 0]

}
. (4.6)

Ìè ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó óìîâó íà ÇÇÑ

(H1η) ∀ψ ∈ Z2,3 ≡
{
ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4, ψ5) ∈ C+ : ψ2(0) = ψ3(0) = 0

}
=⇒ η(ψ) > 0. (4.7)

Çàóâàæåííÿ 4.1 Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî íàâiòü áiëüø æîðñòêà óìîâà η(ψ) > 0

äëÿ âñiõ ψ ∈ C+ ¹ äîáðå âìîòèâîâàíà áiîëîãi÷íî. Ç iíøîãî áîêó, íàâiòü öÿ

óìîâà, òàê çâàíà óìîâà �íåçíèêàþ÷îãî çàãàþâàííÿ (non-vanishing delay�), íå

ãàðàíòó¹ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ç ëèøå íåïåðåðâíèìè ïî÷àòêîâèìè ôóíêöiÿìè

(äèâ. [77] äëÿ ïðèêëàäiâ).

Ïåðøèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 4.2 Íåõàé η : C → [0, h] ¹ íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë (ÇÇÑ). Òîäi (i)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C iñíóþòü íåïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (4.3), (4.5).

(ii) ßêùî äîäàòêîâî, η çàäîâiëüíÿ¹ (H1η), òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïî÷àòêîâî¨

ôóíêöi¨ ϕ ≡ (T0, T
∗
0 , V0, A0, Y0) ∈ ΩC òàêî¨, ùî T0, V0 ¹ ëèïøèöåâèìè

ôóíêöiÿìè, çàäà÷à (4.3), (4.5) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíî

ëèïøèöåâèì çà ÷àñîì òà çàäîâiëüíÿ¹ ut ≡ (Tt, T
∗
t , Vt, At, Yt) ∈ ΩC , t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2. (i) Iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ãàðàíòó¹òüñÿ

íåïåðåðâíiñòþ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (4.3) òà êëàñè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè ç

òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì [30, 76].

(ii) Îñêiëüêè T0, V0 ¹ ëèïøèöåâèìè ôóíêöiÿìè, ¹äèíiñòü íåïåðåðâíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ âèïëèâà¹ ç çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó (äèâèñü îãëÿä ïðî çâè÷àéíi

äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿíÿ [98] äëÿ ïîäàëüøèõ äåòàëåé òà ïîñèëàíü, à òàêîæ

[159, 160, 162, 164] äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ). Òåïåð ïîêàæåìî, ùî
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ìíîæèíà ΩC ¹ iíâàðiàíòíîþ, òîáòî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ ó

ϕ ∈ ΩC çàëèøà¹òüñÿ ó ΩC äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî ó âèïàäêó ñòàëîãî çàãàþâàííÿ, íåâiä'¹ìíiñòü âñiõ

êîîðäèíàò ðîçâ'ÿçêó âèïëèâà¹ ç óìîâè êâàçi-äîäàòíîñòi (quasi-positivity)

ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.3) (äèâ., íàïðèêëàä, [193, òåîðåìà 2.1, ñ.81]). Ìè

ïiäêðåñëþ¹ìî, ùî ó âèïàäêó çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, ìè íå

ìîæåìî íàïðÿìó çàñòîñóâàòè [193, òåîðåìó 2.1, ñ.81] òîìó, ùî âîíà ñïèðà¹òüñÿ

íà ëèïøèöåâiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè, ÿêî¨ íåìà¹ ó âèïàäêó ñèñòåìè (4.3).

Ìè ìîãëè á çàñòîñóâàòè âiäïîâiäíå óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê çàãàþâàííÿ, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó [163], àëå çàðàç ìè ïðîïîíó¹ìî iíøèé øëÿõ.

Äëÿ òîãî, àáè äîâåñòè íåâiä'¹ìíiñòü âñiõ êîîðäèíàò ðîçâ'ÿçêó u(t) =

(T (t), T ∗(t), V (t), Y (t), A(t)) ìè âèêîðèñòîâó¹ìî áåçïîñåðåäíié àíàëiç êîæíî¨

êîîäèíàòè. Ëåãêî áà÷èòè, ùî T (t) → 0+ äà¹ Ṫ (t) → λ > 0, ùî ðîáèòü

íåìîæëèâèì äëÿ T ñòàòè âiä'¹ìíèì. Iíòåãðóâàííÿ ïîêàçó¹, ùî êîîðäèíàòè

çàäîâiëüíÿþòü

T ∗(t) =T ∗(0)e−
∫ t
0
(δ+pY (s)) ds

+ e−ωh
∫ t

0

f(T (τ − η(uτ)), V (τ − η(uτ)))e
−
∫ t
τ
(δ+pY (s)) ds dτ, (4.8)

V (t) = V (0) e−
∫ t
0
(c+qA(s)) ds +Nδ

∫ t

0

T ∗(τ)e−
∫ t
τ
(c+qA(s)) ds dτ, (4.9)

Y (t) = Y (0) e−
∫ t
0
(βT ∗(τ)−γ)) dτ , A(t) = A(0) e−

∫ t
0
(gV (τ)−b)) dτ . (4.10)

Ðiâíÿííÿ (4.10) ïîêàçóþòü, ùî Y (0) ≥ 0, A(0) ≥ 0 äà¹ Y (t) ≥ 0, A(t) ≥ 0

äëÿ âñiõ t ≥ 0. Äëÿ âèïàäêó ñòàëîãî çàãàþâàííÿ, ðiâíÿííÿ (4.8), (4.9) äàþòü

ïîäiáíèé ðåçóëüòàò äëÿ T ∗(t), V (t), àëå ó âèïàäêó çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü

âiä ñòàíó ìè ïîâèííi áóòè áiëüø îáåðåæíèìè. Ïîïåðøå, (4.8) äà¹ âëàñòèâiñòü

(äëÿ äåÿêîãî t1 ≥ 0)

V (s) ≥ 0, s ∈ [−h, t1] äà¹ T ∗(s) ≥ 0, s ∈ [0, t1]. (4.11)

Òàê ñàìî, (4.9) äà¹

T ∗(s) ≥ 0, s ∈ [0, t1] äà¹ V (s) ≥ 0, s ∈ [0, t1]. (4.12)
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Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî íåâiä'¹ìíiñòü T ∗ àáî V ïîðóøó¹òüñÿ. Âëàñòèâîñòi (4.11),

(4.12) ïîêàçóþòü, ùî T ∗ òà V ïîâèííi çìiíþâàòè çíàê îäíî÷àñíî, òîáòî, iñíó¹

(íàéìåíøèé ìîæëèâèé) ìîìåíò ÷àñó t1 ≥ 0 òà δ1 > 0 òàêi, ùî T ∗(t) ≥ 0, V (t) ≥
0 äëÿ t ∈ (t1 − δ1, t1] òà T ∗(t) < 0, V (t) < 0 äëÿ t ∈ (t1, t1 + δ1). Íåïåðåðâíiñòü

ðîçâ'ÿçêiâ äà¹ T ∗(t1) = V (t1) = 0, i ÿê íàñëiäîê (äèâèñü (H1η)), ìà¹ìî ut1 ∈
Z2,3 òîáòî η(ut1) > 0. Îòæå iñíó¹ δ2 > 0 òàêå, ùî V (τ − η(uτ)) ≥ 0 äëÿ

τ ∈ (t1, t1 + δ2). Öÿ âëàñòèâiñòü òà (4.8) äàþòü T ∗(t) ≥ 0 äëÿ t ∈ (t1, t1 + δ2).

Ìè ïðèéøëè äî ïðîòèði÷÷ÿ ç âèáîðîì t1 òà òèì ñàìèì çàâåðøèëè äîâåäåííÿ

íåâiä'¹ìíîñòi óñiõ êîîðäèíàò.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ìàþòü ìiñöå âåðõíi îáìåæåííÿ äëÿ êîîðäèíàò ó (4.6).

Äëÿ çðó÷íîñòi, ìè ôîðìóëþ¹ìî ïðîñòèé âàðiàíò ëåìè Ãðîíóîëà.

Ëåìà 4.3 . Íåõàé ` ∈ C1[a, b) òà d
dt`(t) ≤ c1 − c2`(t), t ∈ [a, b). Òîäi `(a) ≤

c1c
−1
2 äà¹ `(t) ≤ c1c

−1
2 äëÿ âñiõ t ∈ [a, b). Ó âèïàäêó b = +∞, äëÿ áóäü-ÿêîãî

ε > 0 iñíó¹ tε ≥ a òàêå, ùî `(t) ≤ c1c
−1
2 + ε äëÿ âñiõ t ≥ tε.

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.3. Ìè äîìíîæó¹ìî íåðiâíiñòü d
dt`(t) ≤ c1 − c2`(t), t ∈ [a, b)

íà ec2t òà iíòåãðó¹ìî ïî [a, t]. Öå ïðèâîäèòü äî `(t) ≤
(
`(a)− c1

c2

)
e−c2(t−a) + c1

c2
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ëåìè 4.3.

Oñêiëüêè f ¹ íåâiä'¹ìíà äëÿ íåâiä'¹ìíèõ àðãóìåíòiâ (äèâ. (4.4)), ìè ìà¹ìî

ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ó (4.3) îöiíêó Ṫ (t) ≤ λ− dT (t). Òàêèì ÷èíîì ëåìà 4.3 òà

T (0) ≤ λ
d äàþòü T (t) ≤ λ

d äëÿ t ≥ 0. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî öå äëÿ îöiíêè äðóãî¨

êîîðäèíàòè, äèâ. (4.4), íàñòóïãèì ÷èíîì f(T, V ) ≤ kλV
d(1+k2V ) ≤

kλ
dk2
. Öå äà¹

Ṫ ∗(t) ≤ kλ
dk2
e−ωh−δT ∗(t) òà ëåìà 4.3 äàþòü íåîáõiäíå îáìåæåííÿ äëÿ T ∗ ó (4.6).

Îáìåæåííÿ äëÿ T ∗ òà òðåò¹ ðiâíÿííÿ ó (4.3) äàþòü V̇ (t) ≤ NδT ∗(t)− cV (t) ≤
Nkλ
dk2

e−ωh − cV (t). Ëåìà 4.3 äà¹ îöiíêó äëÿ V ó (4.6). Äàëi, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

äðóãå òà ÷åòâåðòå ðiâíÿííÿ ó (4.3) àáè îòðèìàòè

Ṫ ∗(t) +
p

β
Ẏ (t) = e−ωhf(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− δT ∗(t)−

γp

β
Y (t)

≤ e−ωhkTmaxVmax −min{δ; γ}
(
T ∗(t) +

p

β
Y (t)

)
≤ k

λ

d

Nkλ

cdk2
e−2ωh −min{δ; γ}

(
T ∗(t) +

p

β
Y (t)

)
.
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Ëåìà 4.3 äà¹ îáìåæåííÿ äëÿ T ∗(t) + p
βY (t) ó (4.6). Ïîäiáíèì ÷èíîì,

âèêîðèñòîâóþ÷è òðåò¹ òà ï'ÿòå ðiâíÿííÿ ó (4.3), ìà¹ìî

V̇ (t)+
q

g
Ȧ(t) ≤ NδT ∗(t)−cV (t)−bq

g
A(t) ≤ Nkλ

dk2
e−ωh−min{c; b}

(
V (t) +

q

g
A(t)

)
.

Ëåìà 4.3 äà¹ îñòàííþ îöiíêó ó (4.6). Âñi ðîçâ'ÿçêè ¹ ãëîáàëüíèìè (âèçíà÷åíi

äëÿ âñiõ t ≥ −h). Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2.

Çàóâàæåííÿ 4.4 Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî íàøà iíâàðiàíòíà ìíîæèíà ΩC

âiäìiííà âiä ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè Γ, ùî âèêîðèñòîâóâàëàñü ó [224] äëÿ

âèïàäêó ñòàëîãî çàãàþâàííÿ. Ïîçíà÷èìî Ωε
C ìíîæèíó â ÿêié âñi âåðõíi ìåæi

ó (4.6) çáiëüøåíi íà ε. Òîäi äðóãà ÷àñòèíà ëåìè 4.3 äà¹ âëàñòèâiñòü, ùî

äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 ìíîæèíà Ωε
C ¹ ïîãëèíàþ÷îþ äëÿ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ (ÿêi

íå îáîâ'ÿçêîâî ïî÷èíàþòüñÿ ó ΩC). Iíøà âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

âñi ï'ÿòü êîîðäèíàò ó ϕ ∈ ΩC ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè, ùî êîíòðàñòó¹

ç âèïàäêîì ñòàëîãî çàãàþâàííÿ ó [224], äå äðóãà, ÷åòâåðòà òà ï'ÿòà

êîîðäèíàòè íàëåæàòü äî R+.

ßêùî îáãîâîðþâàòè íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ðîçâ'ÿçêè, òî ìè ìîæåìî

çàñòîñóâàòè ïiäõiä ìíîãîâèäó ðîçâ'ÿçêiâ [205, 98] äî çàäà÷i (4.3), (4.5).

Íàãàäà¹ìî ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ äëÿ ñèñòåìè (4.3) ÿê u̇(t) = F(ut).

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè ΩC (ïîðiâíÿéòå ç (4.6))

ΩF ≡
{
ϕ = (T0, T

∗
0 , V0, A0, Y0) ∈ C1

+[−h, 0]; ϕ ∈ ΩC ; ϕ̇(0) = F(ϕ)
}
. (4.13)

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 4.2.

Òåîðåìà 4.5 . Íåõàé η : C → [0, h] ¹ íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë (ÇÇÑ), ùî

çàäîâiëüíÿ¹ (H1η). Òîäi äëÿ áóäü ÿêî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ ΩF iñíó¹ ¹äèíèé

(íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèé) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.3), (4.5), ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹

ut ≡ (Tt, T
∗
t , Vt, At, Yt) ∈ ΩF , t ≥ 0.

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî áóäü ÿêèé íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê u, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ

ó ϕ ∈ ΩC , çàäîâiëüíÿ¹ ut ∈ ΩF äëÿ t > h.
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4.2.2. Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè. Îñêiëüêè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ

çàäà÷i (4.3) ¹ òàêèìè ñàìèìè ÿê äëÿ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè çi ñòàëèì

çàãàþâàííÿì, ìè çáåðiãà¹ìî ïîçíà÷åííÿ, ùî áëèçüêi äî [224]. Ìè áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíi ðåïðîäóêöiéíi ÷èñëà äëÿ ñèñòåìè (4.3). Îñíîâíå

ðåïðîäóêöiéíå ÷èñëî (the basic reproduction number) R0 ≡ Nλke−ωh

c(d+λk1) .

CTL ðåïðîäóêöiéíå ÷èñëî R1 ≡ Nλkβe−ωh

γδ(Nk+Ndk2−k1ceωh)

(
1− 1

R0

)
.

Ðåïðîäóêöiéíå ÷èñëî àíòèòië R2 ≡ N2λkge−ωh

bc(Nk+Ndk2−k1ceωh)

(
1− 1

R0

)
.

Êîíêóðåíòíå CTL ðåïðîäóêöiéíå ÷èñëî RCTL ≡ λβ2kbe−ωh+k1gδ
2γ2eωh

βγδ(gd+kb+k2bd+λk1g) .

Êîíêóðåíòíå ðåïðîäóêöiéíå ÷èñëî àíòèòië RA ≡ Ngδγ
βbc .

Âñi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ (4.3) çíàéäåíi, íàïðèêëàä, ó [224, òåîðåìà

3.1]. Íàñ öiêàâèòü òðè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ÿêi, íà íàøó äóìêó, ¹ íàéáiëüø

âìîòèâîâàíèìè ç áiîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó. Ìè òàêîæ âèïðàâëÿ¹ìî äåÿêi

(äðóêàðñüêi) ïîìèëêè ó ñòàòòi Çàî òà Õó [224, òåîðåìà 3.1].

Ëåìà 4.6 (a) Iñíó¹ áåçiíôåêöiéíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê E0 = (λd , 0, 0, 0, 0).

(b) ßêùî R0 > 1, òîäi (4.3) ìà¹ ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ç âè÷åðïàíèì

iìóíiòåòîì E1 = (T1, T
∗
1 , V1, 0, 0), äå

T1 =
k2Nλ+ ceωh

Nk +Ndk2 − k1ceωh
, T ∗1 =

Nλke−ωh

δ(Nk +Ndk2 − k1ceωh)

(
1− 1

R0

)
,

V1 =
N 2λke−ωh

c(Nk +Ndk2 − k1ceωh)

(
1− 1

R0

)
.

(c) ßêùî RCTL > 1 òà RA > 1, òîäi (4.3) ìà¹ îñíîâíèé (âíóòðiøíié)

ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê Ê = (T̂ , T̂ ∗, V̂ , Ŷ , Â). Âñi êîîðäèíàòè ¹ äîäàòíiìè, T̂

¹ ¹äèíèì äîäàòíiì ðîçâ'ÿçêîì êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

dgk1T̂
2 + (dk2b+ dg − λgk1 + kb) T̂ − λ(g + k2b) = 0 (4.14)

òà êîîðäèíàòè çàäîâiëüíÿþòü{
T̂ ∗ = γ

β , V̂ = b
g , Â = Nδγg−βcb

βqb , Ŷ = λ−dT̂−eωhδT̂ ∗
eωhpT̂ ∗

,

NδT̂ ∗ = V̂ (c+ qÂ), λ = dT̂ + f(T̂ , V̂ ), (δ − pŶ )T̂ ∗eωh = f(T̂ , V̂ ).

(4.15)
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Öi ðiâíÿííÿ, ùî çâ'ÿçóþòü êîîðäèíàòè ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó, áóäóòü

âèêîðèñòàíi ïiä ÷àñ äîñëiäæåíü âëàñòèâîñòåé ñòiéêîñòi. Ïîðiâíÿéòå ç [224,

òåîðåìà 3.1]. Ìè âiäìiòåìî, ùî R1 òà R2 áóäóòü âïîäàëüøîìó âèêîðèñòàíi â

òåîðåìi 4.12.

4.2.3. Âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi. Ôóíêöiÿ Âîëüòåððà v(x) = x−1−lnx äëÿ

x > 0 âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ïiä ÷àñ ïîáóäîâè ôóíêöié Î.Ì.Ëÿïóíîâà. Ëåãêî

ïåðåâiðèòè, ùî v(x) ≥ 0 òà v(x) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x = 1. Ïîõiäíà ¹

v̇(x) = 1− 1
x , ÿêà âî÷åâèäü âiä'¹ìíà äëÿ x ∈ (0, 1) òà äîäàòíÿ äëÿ x > 1. Ãðàôiê

v ïîÿñíþ¹ âèêîðèñòàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ v
(
x
x0

)
äëÿ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé

ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó x0. Iíøîþ âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ¹ íàñòóïíà

îöiíêà

∀δ ∈ (0, 1), ∀x ∈ (1−δ, 1+δ), ìà¹ìî
(x− 1)2

2(1 + δ)
≤ v(x) ≤ (x− 1)2

2(1− δ)
. (4.16)

Äëÿ ïåðåâiðêè äîñòàòíüî ïîìiòèòè, øî âñi òðè ôóíêöi¨ äîðiâíþþòü íóëþ â

òî÷öi x = 1 òà
∣∣∣ ddx ( (x−1)2

2(1+δ)

)∣∣∣ ≤ | ddxv(x)| ≤
∣∣∣ ddx ( (x−1)2

2(1−δ)

)∣∣∣ ó δ-îêîëi òî÷êè x = 1.

4.2.4. Îñíîâíèé âíóòðiøíié ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê. ×àñòêîâèé

êëàñ çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Ìè ïî÷èíà¹ìî ç âíóòðiøíüîãî

ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó. Öåé âíóòðiøíié ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ (4.3)

îïèñàíèé ó ïóíêòi (c) ëåìè 4.6. ßê ðàíiøå, ìè ïîçíà÷à¹ìî u(t) =

(T (t), T ∗(t), V (t), Y (t), A(t)). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, ϕ5) ∈ C.
Íàñ öiêàâèòü íàñòóïíèé êëàñ (ôîðìà) çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó

η(ϕ) = F (ϕ1(0), ϕ3(0)). (4.17)

Öå îçíà÷à¹, ùî η(ut) = F (T (t), V (t)) i âèãëÿäà¹ ïðèðîäíiì îñêiëüêè

çàãàþâàííÿ âèíèêà¹ â íåëiíiéíîñòi f , ùî çàëåæèòü ëèøå âiä T òà V (äèâèñü

äðóãå ðiâíÿííÿ ó (4.3)).

Òåîðåìà 4.7 Íåõàé RCTL > 1 òà RA > 1. Íåõàé çàãàþâàííÿ (ÇÇÑ) η ìà¹

ôîðìó (4.17) ç íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì F : R2
+ → [0, h], çàäîâiëüíÿ¹
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(H1η) (äèâ. (4.7)) òà

|η(ϕ)−η(ϕ̂)| = |F (ϕ1(0), ϕ3(0))−F (T̂ , V̂ )| ≤ cη

(
(ϕ1(0)− T̂ )2 + (ϕ3(0)− V̂ )2

)
.

(4.18)

Òîäi ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ̂ = (T̂ , T̂ ∗, V̂ , Ŷ , Â) ¹ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêèì. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü cη, ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ¹

ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Â äîâåäåííi òåîðåìè 4.7 ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiþ Î.Ì.Ëÿïóíîâà

U 1(t) ≡

(
T (t)− T̂ −

∫ T (t)

T̂

f(T̂ , V̂ )

f(θ, V̂ )
dθ

)
e−ωh+T̂ ∗·v

(
T ∗(t)

T̂ ∗

)
+
δ + pŶ

Nδ
V̂ ·v

(
V (t)

V̂

)

+
p

β
Ŷ ·v

(
Y (t)

Ŷ

)
+
qÂ

Ng

(
1 +

pŶ

δ

)
·v
(
A(t)

Â

)
+(δ+pŶ )T̂ ∗

∫ t

t−η(ϕ̂)

v

(
f(T (θ), V (θ))

f(T̂ , V̂ )

)
dθ.

(4.19)

Äåòàëüíiøå äèâèñü äîäàòîê D òà [167].

4.2.5. Ãîëîâíà âíóòðiøíÿ òî÷êà ðiâíîâàãè. Çàãàëüíèé âèïàäîê

ÇÇÑ. Çàðàç ìè äîñëiäæó¹ìî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ðîçâ'ÿçêè, iñíóâàííÿ

ÿêèõ ãàðàíòîâàíî òåîðåìîþ 4.5. ßê ìè âiäìi÷àëè âèùå, äëÿ äîâiëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó u, ùî çàäîâiëüíÿ¹ u0 ∈ ΩC , ìè ìà¹ìî ut ∈ ΩF äëÿ t > h.

Òåîðåìà 4.8 . Íåõàé RCTL > 1 òà RA > 1. Íåõàé çàãàþâàííÿ, ùî

çàëåæèòü âiä ñòàíó η : C → [0, h] ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì ó äåÿêîìó

µ-îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó ϕ̂ òà çàäîâiëüíÿ¹ (H1η) (äèâ. (4.7)).

Òîäi ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ̂ = (T̂ , T̂ ∗, V̂ , Ŷ , Â) çàäà÷i (4.3) ¹ ëîêàëüíî

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.8. Ìè ââîäèìî íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë Î.Ì.Ëÿïóíîâà iç

çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó òà ðîçãëÿäà¹ìî öåé ôóíêöiîíàë âçäîâæ

äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.3)

U sdd(t)≡

(
T (t)− T̂ −

∫ T (t)

T̂

f(T̂ , V̂ )

f(θ, V̂ )
dθ

)
e−ωh+T̂ ∗·v

(
T ∗(t)

T̂ ∗

)
+
δ + pŶ

Nδ
V̂ ·v

(
V (t)

V̂

)
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+
pŶ

β
·v
(
Y (t)

Ŷ

)
+
qÂ

Ng

(
1 +

pŶ

δ

)
·v
(
A(t)

Â

)
+(δ+pŶ )T̂ ∗

∫ t

t−η(ut)

v

(
f(T (θ), V (θ))

f(T̂ , V̂ )

)
dθ.

(4.20)

×àñòêîâèé âèïàäîê (çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì) ôóíêöiîíàëó áóâ ðîçãëÿíóòèé ó

[224] (äèâ. (4.19) âèùå). Âiäìiííiñòü ó çàëåæíîñòi âiä ñòàíó íèæíüî¨ ãðàíèöi â

îñòàííüîìó iíòåãðàëi ó (4.20).

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ïîõiäíó çà ÷àñîì îñòàííüîãî iíòåãðàëó âçäîâæ

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó (ïîõiäíó â ñèëó ñèñòåìè)

d

dt

(∫ t

t−η(ut)

v

(
f(T (θ), V (θ))

f(T̂ , V̂ )

)
dθ

)

= v

(
f(T (t), V (t))

f(T̂ , V̂ )

)
− v

(
f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))

f(T̂ , V̂ )

)
·
(

1− d

dt
η(ut)

)
.

Ïîðiâíþþ÷è ç âèðàçîì d
dtU

1(t), ìè áà÷èìî ãîëîâíó âiäìiííiñòü ó ïîÿâi âèðàçà

Ssdd(t) ≡ −v

(
f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))

f(T̂ , V̂ )

)
· d
dt
η(ut). (4.21)

Çàóâàæåííÿ 4.9 . Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ C1([−h, b);R5)

ìà¹ìî äëÿ t ∈ [0, b)
d

dt
η(ut) = [(Dη)(ut)](u̇t),

äå [(Dη)(ut)](·) ¹ ïîõiäíîþ Ôðåøå (Fr�echet derivative) äëÿ ôóíêöiîíàëó η â

òî÷öi ut. Îòæå, (äëÿ ðîçâ'ÿçêó ó µ-îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó ϕ̂) îöiíêà

| ddtη(ut)| ≤ ||(Dη)(ut)||L(C;R)·||u̇t||C ≤ µ ||(Dη)(ut)||L(C;R) ãàðàíòó¹ âëàñòèâiñòü∣∣∣∣ ddtη(ut)

∣∣∣∣ ≤ αµ ç âëàñòèâiñòþ αµ → 0 êîëè µ→ 0 (4.22)

çàâäÿêè îáìåæåíîñòi ||(Dη)(ψ)||L(C;R) ïðè µ→ 0 (òóò ||ψ − ϕ̂||C < µ).

Ïîõiäíà çà ÷àñîì U sdd(t) âçäîâæ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó

u çàäà÷i (4.3) çíàõîäèòüñÿ ïîäiáíèì øëÿõîì äî d
dtU

1(t) ó ïîïåðåäíüîìó

ïiäðîçäiëi. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî (4.15) àáè îòðèìàòè

d

dt
U sdd(t) = −Dsdd(t) + Ssdd(t),
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äå

Dsdd(t) ≡
(
T (t)− T̂

)2

· e−ωhd(1 + k2V̂ )

T (t)(1 + k1T̂ + k2V̂ )

+
(V (t)− V̂ )2 · T̂ ∗(δ + pŶ ) k2(1 + k1T (t))

V̂ (1 + k1T (t) + k2V̂ )(1 + k1T (t) + k2V (t))

+T̂ ∗(δ + pŶ )

[
v

(
f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
+ v

(
T ∗(t) · V̂
T̂ ∗ · V (t)

)
+ v

(
V (t)

V̂
· f(T (t), V̂ )

f(T (t), V (t))

)

+ v

(
T̂ ∗

T ∗(t)
· f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))

f(T̂ , V̂ )

)]
, (4.23)

òà Ssdd(t) ¹ âèçíà÷åíèì ó (4.21).

Ñïî÷àòêó, ìè âiäìiòèìî, ùî Dsdd(t) òà D1(t) ìàþòü ïîäiáíi ôîðìè, â òîé

÷àñ, êîëè Ssdd(t) òà S1(t) ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ. Áiëüø òîãî, â çàãàëüíîìó

âèïàäêó, ìè íå ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè (4.17), (4.18).

Íàøà ìåòà - äîâåñòè, ùî iñíó¹ îêië û ∈ C, â ÿêîìó d
dtU

sdd(t) < 0 (çà

âèíÿòêîì òî÷êè û). Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî Dsdd(t) ≥ 0, àëå çíàê Ssdd(t) ¹

íåâèçíà÷åíèé. Ìè ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ îêië ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè â ÿêîìó

|Ssdd(t)| < Dsdd(t).

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi äîïîìiæíi ôóíêöiîíàëè D(5)(x) òà S(5)(x), ÿêi

âèçíà÷åíi íà R5, äå ìè ñïðîùó¹ìî ïîçíà÷åííÿ x = (x(1), x(2), x(3), x(4), x(5)) ∈ R5

äëÿ x(1) = T, x(2) = T ∗, x(3) = V, x(4) = T (t− η), x(5) = V (t− η)

D(5)(x) ≡

(
f(T̂ , V̂ )

f(x(1), V̂ )
− 1

)2

+

(
x(2) · V̂ )

T̂ ∗ · x(3)
− 1

)2

+

(
x(3) · f(x(1), V̂ )

V̂ · f(x(1), x(3))
− 1

)2

+

(
T̂ ∗ · f(x(4), x(5))

x(2) · f(T̂ , V̂ )
− 1

)2

+ c(1) ·
(
x(1) − T̂

)2

+ c(2) ·
(
x(3) − V̂

)2

, c(1), c(2) > 0.

(4.24)

S(5)(x) ≡ α · v

(
f(x(4), x(5))

f(T̂ , V̂ )

)
, α ≥ 0. (4.25)

Ìîòèâàöiÿ äëÿ ðîçãëÿäó ôóíêöié D(5)(x) òà S(5)(x) ãðóíòó¹òüñÿ íà âëàñòèâîñòi

(4.16) ôóíêöi¨ Âîëüòåððà v. Ìè áà÷èìî, ùî D(5)(x) = 0 òîäi òà òiëüêè òîäi,
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êîëè x = (T̂ , T̂ ∗, V̂ , T̂ , V̂ ). Òåïåð ìè ïåðåéäåìî äî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò ó R5

x(1) = T̂ + r cos ξ4 cos ξ3 cos ξ2 cos ξ1,

x(2) = T̂ ∗ + r cos ξ4 cos ξ3 cos ξ2 sin ξ1,

x(3) = V̂ + r cos ξ4 cos ξ3 sin ξ2,

x(4) = T̂ + r cos ξ4 sin ξ3,

x(5) = V̂ + r sin ξ4, r ≥ 0, ξ1 ∈ [0, 2π), ξi ∈ [−π/2, π/2], i = 2, ..., 5.

(4.26)

Àðèôìåòè÷íi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ôîðìà D(5)(x) (äèâ. (4.24)) äà¹

ìíîæíèê r2 ïåðåä ñóìîþ, òîáòî D(5)(x) = r2 · Φ(r, ξ1, ..., ξ5), äå Φ(r, ξ1, ..., ξ5) ¹

íåïåðåðâíîþ òà Φ(r, ξ1, ..., ξ5) 6= 0 äëÿ r 6= 0. Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü äîâîäèòüñÿ,

íàïðèêëàä, ïðèïóñêàþ÷è ïðîòèëåæíå Φ(r0, ξ0
1 , ..., ξ

0
5) = 0 äëÿ r0 6= 0, ùî

ïðîòèði÷èòü (4.16). Îòæå, êëàñè÷íà òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàñà äëÿ

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ Φ íà çàìêíåíîìó îêîëi û äà¹ iñíóâàííÿ ìiíiìóìó Φmin > 0.

Iç öüîãî âèïëèâà¹ D(5)(x) ≥ r2 · Φmin.

Òåïåð ïîäiáíi àðãóìåíòè äëÿ S(5)(x) äàþòü |S(5)(x)| ≤ αµ·r2, äå ñòàëà αµ → 0

êîëè µ→ 0 (äèâ. (4.22)). Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî îáðàòè äîñèòü ìàëå µ > 0

äëÿ òîãî, àáè çàäîâiëüíèòè αµ < Φmin ÿêà äà¹ d
dtU

sdd(t) ≤ −cr2 ·(Φmin−αµ) < 0.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.8 çàâåðøåíå.

Çàóâàæåííÿ 4.10 . Ìè áà÷èìî, ùî S(5)(x) çàëåæèòü ëèøå âiä çìiííèõ

x(4), x(5) (4.25). Ç iíøîãî áîêó, çìiííi x(4), x(5) ïðèñóòíi ó D(5)(x) ëèøå â

îäíîìó ÷ëåíi
(
T̂ ∗·f(x(4),x(5))

x(2)·f(T̂ ,V̂ )
− 1
)2

. Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî öüîãî îäíîãî

÷ëåíà ó D(5)(x) íåäîñòàòíüî äëÿ îáìåæåííÿ (ìàæîðóâàííÿ) |S(5)(x)|, òîáòî

|S(5)(x)| ≡

∣∣∣∣∣α · v
(
f(x(4), x(5))

f(T̂ , V̂ )

)∣∣∣∣∣ 6≤
(
T̂ ∗ · f(x(4), x(5))

x(2) · f(T̂ , V̂ )
− 1

)2

. (4.27)

Ñóìà âñiõ ñêëàäîâèõ ó (4.24) ïîòðiáíà äëÿ ìàæîðóâàííÿ |S(5)(x)|. Àáè öå

ïîáà÷èòè ìîæíà ðîçãëÿíóòè òà ïîðiâíÿòè ìíîæèíè, íà ÿêèõ êîæíèé ç

ôóíêöiîíàëiâ îáåðòà¹òüñÿ â íóëü. Ïîçíà÷èìî ìíîæèíè êîðåíiâ ZS(5) òà Zrhs

(äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.27)). Òîäi ìè áà÷èìî, ùî ZS(5) íå ¹ ïiäìíîæèíîþ

Zrhs. Áiëüø òîãî, ó áóäü-ÿêîìó îêîëi òî÷êè (x(2), x(4), x(5)) = (T̂ ∗, T̂ , V̂ ) ∈ R3
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iñíóþòü òî÷êè, â ÿêèõ ïðàâà ÷àñòèíà (4.27) îáåðòà¹òüñÿ â íóëü, à ëiâà

÷àñòèíà ¹ äîäàòíüîþ. Çðîçóìiëî, ùî êîîðäèíàòè òàêèõ òî÷îê ïîâèííi

çàäîâiëüíÿòè f(x(4), x(5)) 6= f(T̂ , V̂ ), T̂ ∗ · f(x(4), x(5)) = x(2) · f(T̂ , V̂ ).

4.2.6. Òî÷êà ðiâíîâàãè çà âiäñóòíîñòi âiðóñà. ×àñòêîâèé âèïàäîê

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Âèïàäîê, êîëè ðîçâ'ÿçîê ïðÿìó¹

äî öi¹¨ òî÷êè ðiâíîâàãè, âiäîáðàæà¹ ïîâíå îäóæàííÿ âiä iíôåêöiéíî¨ õâîðîáè.

Öåé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê çîáðàæåíèé â ïóíêòi (a) ëåìè 4.6. Ìè öiêàâèìîñü

÷àñòêîâîþ ôîðìîþ (4.17) ÇÇÑ òà ðîçãëÿäà¹ìî íåïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè, ÿê â

ïóíêòi 4.2.4.

Òåîðåìà 4.11 . Íåõàé R0 ≤ 1. Íåõàé ÇÇÑ η ìà¹ ôîðìó (4.17) ç íåïåðåðâíîþ

ôóíêöi¹þ F : R2
+ → [0, h], ùî çàäîâiëüíÿ¹ (H1η) (äèâ. (4.7)) òà

|η(ϕ)− η(ϕ0)| = |F (ϕ1(0), ϕ3(0))− F (T 0, 0)| ≤ c0
η

(
(ϕ1(0)− T 0)2 + (ϕ3(0))2

)
.

(4.28)

Òîäi ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ0 = E0 = (λd , 0, 0, 0, 0) ¹ ëîêàëüíî

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åíü ñòàëî¨ c0
η,

ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.11. Ìè ðóõà¹ìîñü ÿê â ïóíêòi 4.2.4. Äëÿ çðó÷íîñòi,

ìè ïîçíà÷à¹ìî T 0 ≡ λ
d . Âèçíà÷èìî íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë Î.Ëÿïóíîâà

U 0(t), ÿêèé áóâ çàñòîñîâàíèé ó âèïàäêó ñòàëîãî çàãàþâàííÿ ó [224], àëå ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî çíà÷åííÿ t − η(ϕ0) â ÿêîñòi íèæíüî¨ ãðàíèöi iíòåãðóâàííÿ â

îñòàííüîìó iíòåãðàëi.

U 0(t) ≡ T 0

1 + k1T 0
· v
(
T (t)

T 0

)
+ eωhT ∗(t) +Ne−ωhV (t) +

∫ t

t−η(ϕ0)

f(T (θ), V (θ)) dθ.

(4.29)

Òóò, ÿê ðàíiøå, v(x) = x− 1− lnx. Íå âàæêî ïåðåâiðèòè (ïîðiâíÿéòå ÷àñòèíó

D0(t) ó [224])
d

dt
U 0(t) = −D0(t) + S0(t),

äå

D0(t) =
d(T (t)− T 0)2

T (t)(1 + k1T 0)
− (R0 − 1)

ceωhV (t)(1 + k1T (t))

N(1 + k1T (t) + k2V (t))
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+
ck2e

ωh

N(1 + k1T (t) + k2V (t))
V 2(t) + peωhY (t)T ∗(t) +

qeωh

N
A(t)V (t),

òà

S0(t) ≡ f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− f(T (t− η(ϕ0)), V (t− η(ϕ0))). (4.30)

Äèâèñü òàêîæ (D.8). Ëåãêî áà÷èòè, ùî R0 ≤ 1 äà¹ D0(t) ≥ 0, àëå çíàê S0(t)

ìîæå çìiíþâàòèñü. Çàëèøîê äîâåäåííÿ (òîãî, ùî d
dtU

0(t) ≤ 0) ñëiäó¹, ÿê â

òåîðåìi 4.7 âèùå. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.11.

4.2.7. Ðiâíîâàãà âèñíàæåíîãî iìóíiòåòó. Çàãàëüíèé âèïàäîê. Â

öüîìó ïóíêòi ìè ïîêàæåìî, ÿê òåõíiêà, ùî áóëà ðîçâèíóòà ó ïîïåðåäíiõ

ïóíêòàõ, ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî iíøîãî âàæëèâîãî âèïàäêà - ðiâíîâàãè

âèñíàæåíîãî iìóíiòåòó (4.3). Öÿ ðiâíîâàãà ìîæå òàêîæ îïèñóâàòè âèïàäîê

çðèâó àáî íåàêòèâàöi¨ iìóííî¨ âiäïîâiäi. Öåé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê

çîáðàæåíèé â ïóíêòi (b) ëåìè 4.6.

Òåîðåìà 4.12 . Íåõàé R1 ≤ 1 < R0 òà R2 ≤ 1. Ïðèïóñòèìî, ùî

ÇÇÑ η : C → [0, h] ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì ó µ-îêîëi ñòàöiîíàðíîãî

ðîçâ'ÿçêó âèñíàæåíîãî iìóíiòåòó ϕ1 ≡ E1 = (T1, T
∗
1 , V1, 0, 0) òà çàäîâiëüíÿ¹

(H1η) (äèâ. (4.7)). Òîäi ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ1 ñèñòåìè (4.3) ¹ ëîêàëüíî

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.12. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ôóíêöiþ Î.Ëÿïóíîâà U sdd
ex (t)

(ïîðiâíÿéòå ç (4.20)), äå îñòàííié iíòåãðàë ó U sdd
ex (t) íèæ÷å ¹ çàëåæíèì âiä

ñòàíó.

U sdd
ex (t) ≡

(
T (t)− T1 −

∫ T (t)

T1

f(T1, V1)

f(θ, V1)
dθ

)
e−ωh+T ∗1 ·v

(
T ∗(t)

T ∗1

)
+
V1

N
·v
(
V (t)

V1

)

+
p

β
· Y (t) +

q

Ng
· A(t) + δT ∗1

∫ t

t−η(ut)

v

(
f(T (θ), V (θ))

f(T1, V1)

)
dθ. (4.31)

Òóò, ÿê ðàíiøå, v(x) = x−1−lnx. Çíàéäåìî ïîõiäíó çà ÷àñîì d
dtU

sdd
ex (t) âçäîâæ

ðîçâ'ÿçêó (ìè òàêîæ âèïðàâëÿ¹ìî äåÿêi ïîõèáêè (äðóêàðñüêi ïîìèëêè), ùî
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áóëè â òåêñòi ñòàòòi [224]).

d

dt
U sdd
ex (t) =

(
1− f(T1, V1)

f(T (t), V1)

)
e−ωh (λ− dT (t)− f(T (t), V (t)))

+

(
1− T ∗1

T ∗(t)

)(
e−ωhf(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− δT ∗(t)− pY (t)T ∗(t)

)
+

1

N

(
1− V1

V (t)

)
(NδT ∗(t)− cV (t)− qA(t)V (t))

+
p

β
(βT ∗(t)Y (t)− γY (t)) +

q

Ng
(gA(t)V (t)− bA(t))

+e−ωh [f(T (t), V (t))− f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))]

+δT ∗1 ln
f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))

f(T (t), V (t))
+ Ssddex (t),

äå

Ssddex (t) ≡ −v
(
f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))

f(T1, V1)

)
· d
dt
η(ut). (4.32)

Çàðàç, ìè ïðîäîâæó¹ìî ðóòèííi òåõíi÷íi ðîçðàõóíêè (ðîçêðèòòÿ äóæîê,

ãðóïóâàííÿ ïîäiáíèõ ÷ëåíiâ òà ñêîðî÷åííÿ äåÿêèõ ç íèõ) òà âèêîðèñîâó¹ìî

ðiâíîñòi äëÿ êîîðäèíàò ñòàëîãî ðîçâ'ÿçêó λ = dT1 + f(T1, V1), e−ωh = δT ∗1 ·
[f(T1, V1)]

−1 òà NδT ∗1 = cV1. Ìè òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ìî ðîçðàõóíêè, ùî ¹

ïîäiáíi äî (D.5), (D.1) òà ðîçêëàäà¹ìî ëîãàðèôì íà ñóìó ÷îòèðüîõ ÷ëåíiâ, ùî

ïîäiáíi äî (D.3). Ìè íå ïîâòîðþ¹ìî âñi äåòàëi òóò (áî öå çàéìà¹ çàíàäòî áàãàòî

ìiñöÿ).

Îñòàòî÷íî, ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ïîõiäíó çà ÷àñîì âçäîâæ ðîçâ'ÿçêó

ñèñòåìè (4.3)
d

dt
U sdd
ex (t) = −Dsdd

ex (t) + Ssddex (t),

äå Ssddex (t) ¹ âèçíà÷åíèì ó (4.32) òà

Dsdd
ex (t) ≡ (T (t)− T1)

2 · e−ωhd(1 + k2V1)

T (t)(1 + k1T1 + k2V1)

+
pγ

β
(R1 − 1) · Y (t) +

qb

Ng
(R2 − 1) · A(t)

+δT ∗1

[
v

(
T ∗1
T ∗(t)

· f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))

f(T1, V1)

)
+ v

(
T ∗(t) · V1

T ∗1 · V (t)

)
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+v

(
V (t)

V1
· f(T (t), V1)

f(T (t), V (t))

)
+ v

(
f(T1, V1)

f(T (t), V1)

)
+

(V (t)− V1)
2 · k2(1 + k1T (t))

V1(1 + k1T (t) + k2V1)(1 + k1T (t) + k2V (t))

]
. (4.33)

ìè çàóâàæó¹ìî, ùî äåÿêi ÷ëåíè ó Dsdd
ex (t) òà Dsdd(t) (ïîðiâíÿéòå (4.33),

(4.23)) ïîäiáíi, àëå âèêîðèñòîâóþòü iíøi ðiâíîñòi, ùî ç'¹äíóþòü êîîðäèíàòè

ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (T1, T
∗
1 , V1, 0, 0) òà (T̂ , T̂ ∗, V̂ , Ŷ , Â). Ìè áà÷èìî, ùî

óìîâè R1 ≤ 1 < R0 òà R2 ≤ 1 äàþòü Dsdd
ex (t) ≥ 0. Ìè íàãàäà¹ìî, ùî

ðåïðîäóêöiéíi ÷èñëà R0, R1 òà R2 âèçíà÷åíi ðàíiøå. Îñòàíîê äîâåäåííÿ (òîãî,

ùî d
dtU

sdd
ex (t) ≤ 0) íàñëiäó¹ êðîêè ôiíàëüíî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.8.

Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.12.

Çàóâàæåííÿ 4.13 . Ìè ðîçãëÿíóëè ðiçíi óìîâè íà ÇÇÑ η. Ãîëîâíi óìîâè

¹ ëîêàëüíèìè. Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî óìîâà (H1η) íå ¹ îáìåæåííÿì äëÿ

ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè ó ìàëåíüêîìó îêîëi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ E1 òà Ê.

4.3. Çàãàëüíà ôóíêöiÿ ðåàêöi¨. Íåïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè çà

iãíîðóþ÷î¨ óìîâè. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè.

Ìè äîäà¹ìî äî ñèñòåìè (4.3) ïî÷àòêîâi óìîâè

u0 = ϕ ≡ (T0, T
∗
0 , V0, A0, Y0) ∈ C+ ≡ C+[−h, 0], (4.34)

äå R+ ≡ [0,+∞), C+ ≡ C+[−h, 0] ≡ C([−h, 0];R5
+).

Ââîäèìî ó ðîçãëÿä ìíîæèíó

ΩC ≡
{
ϕ ≡ (T0, T

∗
0 , V0, A0, Y0) ∈ C+[−h, 0], 0 ≤ T0(θ) ≤

λ

d
≡ Tmax,

0 ≤ T ∗0 (θ) ≤ kλ

dk2δ
e−ωh, 0 ≤ V0(θ) ≤

Nkλ

cdk2
e−ωh ≡ Vmax, θ ∈ [−h, 0],

0 ≤ T ∗0 (θ) +
p

β
Y0(θ) ≤

k2λ2e−2ωh

d2ck2 min{δ; γ}
, 0 ≤ V0(θ) +

q

g
A0(θ) ≤

Nkλ e−ωh

dk2 min{c; b}

}
.

(4.35)
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Íåõàé íåëiíiéíà ôóíêöiÿ f : [0, Tmax] × [0, Vmax] → R ¹ íåïåðåðâíîþ òà

çàäîâiëüíÿ¹

(H1f) f(0, V ) = f(T, 0) = 0; f ñòðîãî çðîñòàþ÷à çà îáîìà êîîðäèíàòàìè.

(4.36)

Òóò ñòàëi Tmax, Vmax âèçíà÷åíi ó (4.35). Íàøîþ ãîëîâíîþ óìîâîþ íà ÇÇÑ η ¹

óìîâà (H) (äèâ. ñ.127), ùî çàïðîïîíîâàíà ó [159].

Ïåðøèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 4.14 . Íåõàé η : C → [0, h] (ÇÇÑ) òà f ¹ íåïåðåðâíèìè. Òîäi

(i) äëÿ êîæíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C iñíóþòü íåïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè

çàäà÷i (4.3), (4.34).

(ii) ßêùî äîäàòêîâî, η çàäîâiëüíÿ¹ (H) (äèâ. ñ.127) òà f çàäîâiëüíÿ¹

(H1f), òîäi äëÿ êîæíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ≡ (T0, T
∗
0 , V0, A0, Y0) ∈

ΩC, çàäà÷à (4.3), (4.34) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Öåé ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî

çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ òà çàäîâiëüíÿ¹ ut ≡ (Tt, T
∗
t , Vt, At, Yt) ∈

ΩC , t ≥ 0.

Çàóâàæåííÿ 4.15 Â ðîáîòi [167], áóëà âèêîðèñòàíà óìîâà (H1η) íà ÇÇÑ

(äèâ. (4.7)). Â öüîìó ïóíêòi ìè íå ïîòðåáó¹ìî òàêî¨ óìîâè íà çàãàþâàííÿ

îòæå çàãàþâàííÿ ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ (íà ÿêiéñü ïiäìíîæèíi ΩC).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.14. (i) Iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ íàñëiäêîì

íåïåðåðâíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (4.3) òà êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿì [30, 76].

(ii) Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ øëÿõó [167, òåîðåìè 2]. Ãîëîâíà ñóòò¹âà âiäìiííiñòü

ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè âëàñòèâiñòü êâàçi-äîäàòíîñòi

ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.3) (äëÿ ñòàëîãî çàãàþâàííÿ äèâèñü, íàïðèêëàä, [193,

òåîð. 2.1, ñ.81]). Ìè ïiäêðåñëþ¹ìî, ùî ó âèïàäêó ÇÇÑ, ìè íå ìîæåìî

áåçïîñåðåäíüî çàñòîñóâàòè [193, òåîðåìó 2.1, ñ.81] òîìó, ùî âîíà ñïèðà¹òüñÿ íà

âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè, ÿêî¨ íåìà¹ ó âèïàäêó ñèñòåìè

(4.3). Íàòîìiñòü, ìè çàñòîñîâó¹ìî âiäïîâiäíå óçàãàëüíåííÿ äëÿ ÇÇÑ [163],

ÿêå ñïèðà¹òüñÿ íà óìîâó (H) (äèâ. ñ.127) Öå ñóòò¹âî ñïðîùó¹ äîâåäåííÿ
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(ïîðiâíÿéòå ç [167, òåîðåìà 2]). Âåðõíi ìåæi äëÿ âñiõ ï'ÿòè êîîðäèíàò ó (4.35)

âèïëèâàþòü ç ïðîñòîãî âàðiàíòó ëåìè Ãðîíóîëà 4.3. Öå äà¹ iíâàðiàíòíiñòü

ìíîæèíè ΩC (4.35). Ìè íå ïîâòîðþ¹ìî äåòàëi òóò (ìîæíà ëåãêî ïîðiâíÿòè òà

çíàéòè âiäìiííîñòi ç [167, òåîðåìîþ 2])). Íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâî¨

ôóíêöi¨ âèïëèâà¹ ç óìîâè (H) (äèâ. ñ.127) ÿê ó [159]. Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè, ùî çàäà÷à (4.3), (4.34) ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ

ó ΩC ⊂ C ó ñåíñi Æ.Àäàìàðà (Hadamard).

4.3.1. Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè. Ìè øóêà¹ìî íåòðèâiàëüíi ñòàöiîíàðíi

ðîçâ'ÿçêè (âèïàäêè õâîðîáè) äëÿ (4.3). Ðîçãëÿíåìî íàøó ñèñòåìó ç u(t) =

u(t − η(ut)) = û òà ïîçíà÷èìî êîîðäèíàòè äåÿêîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó

(T̂ , T̂ ∗, V̂ , Ŷ , Â) = û ≡ ϕ̂(θ), θ ∈ [−h, 0].

Îñêiëüêè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4.3) íå çàëåæàòü âiä òèïó

çàãàþâàííÿ (ñòàëå ÷è çàëåæíå âiä ñòàíó) ìè ìà¹ìî (äèâ., íàïðèêëàä, [224, 167]){
0 = λ− dT̂ − f(T̂ , V̂ ), 0 = e−ωhf(T̂ , V̂ )− δT̂ ∗ − pŶ T̂ ∗,
0 = NδT̂ ∗ − cV̂ − qÂV̂ , 0 = βT̂ ∗Ŷ − γŶ , 0 = gÂV̂ − bÂ.

(4.37)

Íàø âèïàäîê âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä [224, 167] áiëüø çàãàëüíèì êëàñîì f .

Îñòàííi äâà ðiâíÿííÿ ó (4.37) äàþòü T̂ ∗ = γ
β , V̂ = b

g . Öå òà òðåò¹ ðiâíÿííÿ

äàþòü Â = Nδγg−βcb
βqb . Äîäàòíiñòü Â âèïëèâà¹ ç óìîâè, ùî ñòàëi ñèñòåìè (4.3)

çàäîâiëüíÿþòü

(Hv2) Nδγg > βcb. (4.38)

Ïiäñòàíîâêà çíà÷åííÿ V̂ = b
g â ïåðøå ðiâíÿííÿ (4.37) äà¹

λ− dT̂ = f

(
T̂ ,

b

g

)
. (4.39)

îñêiëüêè f(·, bg) ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ çà ïåðøîþ çìiííîþ, íåïåðåðâíîþ

f(0, bg) = 0, ëåãêî áà÷èòè, ùî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ (4.39) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

T̂ ∈ (0, bg). Öåé ¹äèíèé äîäàòíié êîðiíü ìè ïîçíà÷èìî ÿê T̂ .

Ïåðøi äâà ðiâíÿííÿ ó (4.37) äàþòü (íàãàäà¹ìî, ùî T̂ ∗ âæå âiäîìå) Ŷ =
λ−dT̂−eωhδT̂ ∗

eωhpT̂ ∗
. Äîäàòíiñòü Ŷ âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ óìîâè

(Hv3) λ > dT̂ + δγβ−1eωh, (4.40)
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äå T̂ ¹ ¹äèíèé äîäàòíié êîðiíü (4.39).

Ìè ïiäêðåñëþ¹ìî, ùî ç áiîëîãi÷íî¨ òî÷êè çîðó, (Hv2) òà (Hv3) ¹

ñòàíäàðòíèìè óìîâàìè íà ðåïðîäóêöiéíi ÷èñëà, ÿêi ìè íàâåëè òóò ó êîðîòêîìó

âèãëÿäi. Ìè ìîæåìî ïiäñóìóâàòè ðîçðàõóíêè, ùî íàâåäåíi âèùå â íàñòóïíié

Òâåðäæåííÿ 4.16 (ïîðiâí. [167, ëåìà 7]). Íåõàé óìîâè (Hv2) òà (Hv3)

çàäîâiëüíÿþòüñÿ (äèâ. (4.38), (4.40)) òà f çàäîâiëüíÿ¹ (H1f). Òîäi ñèñòåìà

(4.37) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (T̂ , T̂ ∗, V̂ , Ŷ , Â) (¹äèíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (4.3)). Âñi êîîðäèíàòè äîäàòíi, T̂ ¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äîäàòíié

êîðiíü ðiâíÿííÿ (4.39) òà êîîðäèíàòè çàäîâiëüíÿþòü{
T̂ ∗ = γ

β , V̂ = b
g , Â = Nδγg−βcb

βqb , Ŷ = λ−dT̂−eωhδT̂ ∗
eωhpT̂ ∗

,

NδT̂ ∗ = V̂ (c+ qÂ), λ = dT̂ + f(T̂ , V̂ ), (δ + pŶ )T̂ ∗eωh = f(T̂ , V̂ ).

(4.41)

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè öi ðiâíÿííÿ, ùî äàþòü çâ'ÿçîê ìiæ êîîðäèíàòàìè

ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó, ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ñòiéêîñòi

(ïîðiâíÿéòå (4.37)).

4.3.2. Âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi ñèñòåìè. Ìè íàãàäó¹ìî, ùî ó äîñëiäæåííi

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåâiä'¹ìíèìè çìiííèìè, ôóíêöiÿ Âîëüòåððà v(x) =

x − 1 − lnx : (0,+∞) → R+ (äèâ. ñ.277) òà ¨¨ âëàñòèâiñòü (4.16)

âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó ïîáóäîâi ôóíêöiîíàëiâ Î.Ì.Ëÿïóíîâà. ßê ðàíiøå,

ìè ïîçíà÷à¹ìî u(t) = (T (t), T ∗(t), V (t), Y (t), A(t)) òà ϕ̂ = (T̂ , T̂ ∗, V̂ , Ŷ , Â)

ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.3).

Íåõàé, â îêîëi (T̂ , V̂ ), f çàäîâiëüíÿ¹

(H2f) 0 <
f(T, V )− f(T, V̂ )

V − V̂
<
f(T, V̂ )

V̂
äëÿ (T, V ) ∈ Uµ(T̂ , V̂ ). (4.42)

Çàóâàæåííÿ 4.17 Ëåãêî ïîáà÷èòè ãåîìåòðè÷íèé çìiñò óìîâè (H2f). Ïî-

ïåðøå, ìè íàãîëîñèìî, ùî ïåðøi êîîðäèíàòè f ó (4.42) ¹ îäíàêîâèìè. Äëÿ

áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ïåðøî¨ êîîðäèíàòè ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè
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fT (V ) ≡ f(T, V ) òà ¨¨ ãðàôiê. Ó âèïàäêó äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨, (H2f)

äà¹ 0 < d
dV f

T (V ) < fT (V̂ )/V̂ . Â íàøîìó äîñëiäæåííi ìè íå âèìàãà¹ìî

äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ f . Áiëüøå îáãîâîðåíü òà ïðèêëàäiâ ó ïóíêòi 4.3.3.

Íàñòóïíà âëàñòèâiñòü ôóíêöiîíàëó η áàçó¹òüñÿ íà âëàñòèâîñòi (H) (äèâ.

ñ.127). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ϕ ∈ C òà ¨¨ äîâiëüíå ïðîäîâæåííÿ ϕext(s), s ∈
[−h, ηign] çi ñòàëîþ ηign > 0, ùî âèçíà÷åíà ó (H). Çàâäÿêè âëàñòèâîñòi (H),

ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè äîïîìiæíó ôóíêöiþ ηϕ(t) ≡ η(ϕextt ) äëÿ t ∈ [0, ηign].

Îñêiëüêè îáèäâi η òà ϕ ¹ íåïåðåðâíèìè, ìè áà÷èìî, ùî ηϕ ∈ C[0, ηign]. Íàñ

öiêàâèòü (ïðàâà) ïîõiäíà ηϕ â íóëi òà ¨¨ âëàñòèâîñòi. Çàðàç ìè ãîòîâi íàäàòè

íàøó íàñòóïíó ëîêàëüíó óìîâó (âëàñòèâiñòü) çàãàþâàííÿ η.

(H2η) Iñíó¹ µ-îêië ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè ϕ̂ òàêèé, ùî (äëÿ áóäü-ÿêî¨ ϕ ∈ C,
ÿêà çàäîâiëüíÿ¹ ||ϕ− ϕ̂||C < µ) âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi äâi âëàñòèâîñòi

a) ∃ η′+(ϕ) ≡ lim
τ→0+

1
τ (η(ϕextτ )− η(ϕ)) = lim

τ→0+

1
τ (ηϕ(τ))− η(ϕ)) ∈ R;

b) η′+(·) ¹ íåïåðåðâíå ó ϕ̂.

Çàóâàæåííÿ 4.18 Ëåãêî áà÷èòè iç âèçíà÷åííÿ η′+, ùî η
′
+(ϕ̂) = 0. Òàêèì

÷èíîì âëàñòèâiñòü b) ó (H2η) ¹ åêâiâàëåíòíîþ

|η′+(ϕ)| ≤ αµ êîëè ||ϕ||C < µ ç αµ → 0. (4.43)

Ìè òàêîæ âiäìi÷à¹ìî, ùî iñíóâàííÿ η′+(ϕ) ∈ R íå âèìàãà¹ äèôåðåíöiéîâíiñòü

ϕ (äèâ. ïóíêò 4.3.3 äëÿ ïðèêëàäiâ).

Íàøèì ðåçóëüòàòîì ¹ íàñòóïíà

Òåîðåìà 4.19 . Íåõàé óìîâè (Hv2) òà (Hv3) âèêîíàíi (äèâ. (4.38), (4.40)).

Íåõàé íåëiíiéíiñòü f çàäîâiëüíÿ¹ (H1f) òà (H2f) à òàêîæ ÇÇÑ η : C →
[0, h] çàäîâiëüíÿ¹ (H) (äèâ. ñ.127) òà (H2η). Òîäi ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê

ϕ̂ = (T̂ , T̂ ∗, V̂ , Ŷ , Â) ñèñòåìè (4.3) ¹ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.19 ¹ äîñòàòíüî òåõíi÷íèì òà ìà¹ âåëèêèé îá'¹ì (äèâ.

[166]) òîæ ìè íå íàâîäèìî éîãî òóò.
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4.3.3. Ïðèêëàäè çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó òà

íåëiíiéíîñòåé f . 1. Ïîïåðøå, ðîçãëÿíåìî çàãàþâàííÿ íàñòóïíî¨ ïðîñòî¨

ôîðìè

η(ϕ) =

∫ −ηign
−h

ξ(ϕ(θ)) dθ, ϕ ∈ C (4.44)

ç ëîêàëüíî ëèïøèöåâîþ ξ òà ηign > 0. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ÇÇÑ (4.44)

¹ íåïåðåðâíèì òà çàäîâiëüíÿ¹ (H). Äëÿ ïåðåâiðêè âëàñòèâîñòi (4.43) (äèâ.

(H2η)) ìè îáðàõîâó¹ìî

d

dt
η(ut) =

d

dt

∫ −ηign
−h

ξ(u(t+θ)) dθ =
d

dt

∫ t−ηign

t−h
ξ(u(s))ds = ξ(u(t−ηign))−ξ(u(t−h)).

Òàêèì ÷èíîì, ó µ-îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó û, ìà¹ìî∣∣∣∣ ddtη(ut)

∣∣∣∣ ≤ |ξ(u(t− ηign))− ξ(u(t− h))| ≤ 2µLξ,µ ≡ αµ → 0 êîëè µ→ 0.

Òóò Lξ,µ ¹ ñòàëîþ Ëèïøèöÿ äëÿ ξ. Îòæå, çàãàþâàííÿ (4.44) çàäîâiëüíÿ¹ âñiì

íåîáõiäíèì óìîâàì.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî áiëüø çàãàëüíi ôîðìè çàãàþâàííÿ ìîæóòü áóòè

âèêîðèñòàíi. Íàïðèêëàä,

η(ϕ) = ρ

(∫ −ηign
−h

ξ(ϕ(θ))κ(θ) dθ

)
, ϕ ∈ C, κ ∈ C([−h,−ηign];R)

ç äèôåðåíöiéîâíîþ ρ : R → [0, h]. Ïðèêëàä (4.44) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì iç

ρ(s) ≡ s òà κ(s) ≡ 1.

2. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî íåëiíiéíiñòü òèïó Ä'Àíæåëiñà-Áåääiíãòîíà (the

DeAngelis-Beddington functional response [39, 68]), ùî ìà¹ ôîðìó f(T, V ) =
kTV

1+k1T+k2V
, çi ñòàëèìè k, k1 ≥ 0, k2 > 0, çàäîâiëüíÿ¹ óìîâi (4.42) ãëîáàëüíî. Ìè

òàêîæ âiäìi÷à¹ìî, ùî êëàñ íåëiíiéíîñòåé Ä'Àíæåëiñà-Áåääiíãòîíà âêëþ÷à¹, ÿê

ïiäêëàñ (k1 = 0) íåëiíiéíîñòi íàñè÷åíîãî ðiâíÿ çàõâîðþâàíîñòi (the saturated

incidence rate) f(T, V ) = kTV
1+k2V

. Â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

âëàñòèâiñòü (4.42) ëèøå ó ìàëîìó îêîëi (T̂ , V̂ ).

3. Iíøèì ïðèêëàäîì íåëiíiéíîñòåé ¹ êëàñ Êðîóëi-Ìàðòiíà (the Crowley-

Martin incidence rate) f(T, V ) = kTV
(1+k1T )(1+k2V ) , ç k ≥ 0, k1, k2 > 0 (äèâ.,

íàïðèêëàä [221]).
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4.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ çàïðîïîíîâàíèé äîñèòü çàãàëüíèé ïiäõiä äî

âèâ÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü iç (âíóòðiøíüîêëi-

òèííèì) çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó ñèñòåìè. Çàïðîïîíîâàíi â ðîáîòi

óìîâè íà çàãàþâàííÿ ãàðàíòóþòü êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü òà ëîêàëüíó ñòiéêiñòü

ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïî÷èíà¹ìî ç âèïàäêó ôóíêöiîíàëüíî¨ ðåàêöi¨

Ä'Àíæåëiñà-Áåääiíãòîíà òà ïðîäîâæó¹ìî ç çàãàëüíîþ íåëiíiéíîþ øâèäêiñòþ

çàðàæåííÿ (ÿêà âêëþ÷à¹ ïîïåðåäíié âèïàäîê Ä'Àíæåëiñà-Áåääiíãòîíà, à

òàêîæ êëàñ íåëiíiéíîñòåé Êðîóëi-Ìàðòiíà). Ìè äîñëiäæó¹ìî âèïàäêè

íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ òà ïðîñòî íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Îñòàííié ¹

àäåêâàòíèé ïðåðèâ÷àñòié çìiíi ïàðàìåòðiâ ÷åðåç, íàïðèêëàä, ââåäåííÿ ëiêiâ.

Ìåòîä ôóíêöiîíàëiâ Î.Ì.Ëÿïóíîâà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ àíàëiçó ñòiéêîñòi

âíóòðiøíüî¨ ðiâíîâàãè iíôåêöi¨, ÿêà îïèñó¹ âèïàäîê àêòèâàöi¨ iìóííèõ ðåàêöié

çà äîïîìîãîþ CTL òà àíòèòië. Iíøi òî÷êè ðiâíîâàãè òàêîæ äîñëiäæåíi. Äëÿ

öüîãî çàïðîïîíîâàíà ìîäèôiêàöiÿ ôóíêöiîíàëó Î.Ì.Ëÿïóíîâà ç ÇÇÑ.

Îñêiëüêè áóäü-ÿêà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ¹ ñïðîùåííÿì ðåàëüíîãî ïðîöåñó,

áàãàòî âàæëèâèõ áiîëîãi÷íèõ ôàêòîðiâ ïîâèííi áóòè âðàõîâàíi â áiëüø

ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ. Æèòò¹âèé öèêë êîíêðåòíèõ êëiòèí îðãàíiçìó òà

¨õ âçà¹ìîäiÿ ç âiðóñíèìè ÷àñòèíêàìè ìîæóòü ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñü ïðè

ðîçãëÿäi ðiçíèõ îðãàíiâ. Ïîäàëüøi óìîâè íà ôóíêöiîíàë çàãàþâàííÿ ìîæóòü

ïðèðîäíüî âèíèêàòè ïðè äîñëiäæåííÿõ êîíêðåòíèõ âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü iç

óðàõóâàííÿìè áiîëîãi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê öiëüîâîãî îðãàíó, éîãî êëiòèí òà

òèïó âiðóñó.

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ öüîãî ðîçäiëó âèêëàäåíi ó ïóáëiêàöiÿõ àâòîðà [166, 167,

168].
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ÐÎÇÄIË 5. ÌÎÄÅËÜ ÂIÐÓÑÍÈÕ ÇÀÕÂÎÐÞÂÀÍÜ,

ÙÎ ÎÏÈÑÓ�ÒÜÑß ÑÈÑÒÅÌÎÞ ÐIÂÍßÍÜ Ó

×ÀÑÒÈÍÍÈÕ ÏÎÕIÄÍÈÕ IÇ ÇÀÃÀÞÂÀÍÍßÌ,

ÙÎ ÇÀËÅÆÈÒÜ ÂIÄ ÑÒÀÍÓ

Â öié ÷àñòèíi ìè ïðîïîíó¹ìî òà äîñëiäæó¹ìî ìîäåëü ðåàêöi¨-äèôóçi¨ äëÿ

äèíàìiêè âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü iç óðàõóâàííÿì çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü

âiä ñòàíó òà øèðîêîãî êëàñó íåëiíiéíîñòåé, ùî ìîäåëþþòü ïåðåäà÷ó âiðóñó.

Íàñ öiêàâëÿòü êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè ç ëèïøèöåâèìè çà ÷àñîì ïî÷àòêîâèìè

ôóíêöiÿìè, ÿêi àäåêâàòíî îïèñóþòü ìîæëèâi ðîçðèâíi çìiíè ïàðàìåòðiâ

ñèñòåìè, íàïðèêëàä, ó âèïàäêàõ ëiêóâàííÿ õâîðîáè. Òåîðiÿ ñòiéêîñòi

Î.Ì.Ëÿïóíîâà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ âíóòðèøíüî¨ iíôåêöiéíî¨

ðiâíîâàãè, ùî âiäïîâiäà¹ õðîíi÷íîìó ïåðåáiãó õâîðîáè.

5.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i.

Ìè ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñïðîùåííÿ ñèñòåìè (4.3), â ÿêié íå áåðåòüñÿ äî

óâàãè iìóííi âiäïîâiäi îðãàíiçìó. Îòæå â ñèñòåìi (4.3) ìà¹ìî A ≡ 0, Y ≡ 0:
Ṫ (t) = λ− dT (t)− f(T (t), V (t)),

Ṫ ∗(t) = e−ωhf(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− δT ∗(t),
V̇ (t) = NδT ∗(t)− cV (t).

(5.1)

Òóò u(t) = (T (t), T ∗(t), V (t)). Ñèñòåìà (5.1) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñèñòåì, ùî

äîñëiäæóâàëèñÿ ó [167, 166]. Öÿ ñèñòåìà ÇÄÐ ôîðìóëþ¹òüñÿ, ïðèïóñêàþ÷è,

ùî êëiòèíè îðãàíó-ìiøåíi íå ðóõàþòüñÿ òà äèôóçiÿ âiëüíèõ âiðóñíèõ ÷àñòèíîê

¹ äóæå øâèäêîþ, òîæ âîíè äîáðå ïåðåìiøàíi àáè ðîçãëÿäàòè ðiâíîìiðíó

(îäíàêîâó) ùiëüíiñòü ïî âñüîìó îðãàíó. Ïîäiáíà ñèòóàöiÿ ó âèïàäêó îäíàêîâî¨

ùiëüíîñòi êëiòèí i âiðóñiâ ðîçãëÿäàëàñÿ ó âèïàäêó ÂIË iíôåêöi¨ òà iíøèõ,

ùî iíôiêóþòü êëiòèíè êðîâi. Äëÿ òîãî àáè ðîçãëÿäàòè áiëüø ðåàëiñòè÷íèé

íåðiâíîìiðíèé âèïàäîê, ìè ââîäèìî ïðîñòîðîâó êîîðäèíàòó x ∈ Ω òà

äîçâîëÿ¹ìî íåâiäîìèì ôóíêöiÿì (êîîðäèíàòàì ðîçâ'ÿçêó) çàëåæàòè âiä x ∈ Ω,

òîáòî T (t, x), T ∗(t, x), V (t, x). Òåïåð T (t, x), T ∗(t, x), V (t, x) ïðåäñòàâëÿþòü
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ùiëüíîñòi çäîðîâèõ êëiòèí, iíôiêîâàíèõ êëiòèí òà âiëüíèõ âiðóñíèõ ÷àñòèíîê

â ïðîñòîðîâié òî÷öi x ∈ Ω â ÷àñ t.

Ðîçãëÿíåìî çâ'ÿçíó îáìåæåíó îáëàñòü Ω ⊂ Rn iç ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω. Ìè

ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó Ð×Ï
Ṫ (t, x) = λ− dT (t, x)− f(T (t, x), V (t, x)) + d1∆T (t, x),

Ṫ ∗(t, x) = e−ωhf(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))− δT ∗(t, x) + d2∆T ∗(t, x),

V̇ (t, x) = NδT ∗(t, x)− cV (t, x) + d3∆V (t, x).

(5.2)

Óìîâè íà ìåæi ¹ òèïó Íåéìàíà äëÿ âiäïîâiäíèõ íåâiäîìèõ ÿêùî di 6= 0, òîáòî
∂T (t,x)
∂n |∂Ω = 0, ÿêùî d1 6= 0 òà ïîäiáíî äëÿ T ∗(t, x) òà V (t, x). Òóò ∂

∂n ¹ ïîõiäíà

â íàïðÿìêó çîâíiøíüî¨ íîðìàëi íà ∂Ω. Ó âèïàäêó di = 0, óìîâè íà ìåæi íå

ïîòðiáíi äëÿ âiäïîâiäíî¨ íåâiäîìî¨.

Iñíó¹ äîñòàòíüî áàãàòî ðîáiò, äå âèâ÷à¹òüñÿ âèïàäîê d1 = d2 = 0, d3 > 0

(äèâèñü, íàïðèêëàä [213, 210, 214] äëÿ ìîäåëåé áåç çàãàþâàííÿ òà [129, 101]

çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì; äèâèñü òàêîæ ïîñèëàííÿ â öèõ ðîáîòàõ, à òàêîæ

[41]). Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè iíôåêöiÿ ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ ó êîíêðåòíîìó

îðãàíi, íàïðèêëàä, ó ïå÷iíöi ó âèïàäêàõ âiðóñíèõ ãåïàòèòiâ Á òà Ñ (HBV,

HCV). Â òàêèõ ñèòóàöiÿõ ïðîñòîðîâà îáëàñòü Ω ⊂ R3 ðåïðåçåíòó¹ îðãàí.

Óìîâè Íåéìàíà íà ìåæi îáëàñòi îçíà÷àþòü, ùî âiëüíi âiðóñíi ÷àñòèíêè

íå çàëèøàþòü îðãàí. Àëå öå çîâñiì íå âiäïîâiäà¹ áiîëîãi÷íié ñèòóàöi¨

îñêiëüêè âiðóñíi ÷àñòèíêè öèðêóëþþòü ðàçîì iç ïîòîêîì êðîâi ç òà äî îðãàíó

(íàïðèêëàä, ïå÷iíöi). Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, àáè âêëþ÷èòè öåé âèïàäîê

ó ðîçãëÿä ïîòðiáíî ïîêëàñòè d3 = 0 òà âiäìîâèòèñü âiä êðàéîâèõ óìîâ äëÿ

ôóíêöi¨ V . Âðàõîâóþ÷è âèñîêó øâèäêiñòü ïîòîêó êðîâi, öå îçíà÷àòèìå,

ùî âiëüíi âiðóñíi ÷àñòèíêè ¹ äîáðå ïåðåìiøàíi. Ùå áiëüø öiêàâèì ¹

âèïàäîê di > 0, i = 1, 2, d3 = 0. Íàñêiëüêè íàì âiäîìî, öåé âèïàäîê

íå äîñëiäæóâàâñÿ ðàíiøå. Âèïàäîê d2 > 0 ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ

âðàõóâàííÿ òèïó ïåðåäà÷i âiðóñó 'êëiòèíà-êëiòèíà' (the cell-to-cell transmission)

ïðè ÿêîìó âiðóñíi ÷àñòèíêè ïåðåòèíàþòü ìåìáðàíè ñóñiäíiõ êëiòèí (äèâèñü

[48] äëÿ ïîäàëüøîãî îáãîâîðåííÿ òà ïîñèëàíü; ïîðiâíÿé ç [214]). Iíôåêöiÿ
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ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ ïîäiáíî äèôóçi¨ äî ñóñiäíiõ êëiòèí â îêîëi iíôiêîâàíî¨

êëiòèíè. Âèïàäîê d1 > 0 ìîæå âiääçåðêàëþâàòè ïðèðîäí¹ äiëåííÿ çäîðîâèõ

êëiòèí äëÿ òîãî, àáè çàéíÿòè ïðîñòið, ùî ðàíiøå áóâ çàéíÿòèé iíôiêîâàíèìè

êëiòèíàìè (ïiñëÿ ñìåðòi îñòàííiõ). Ó âèïàäêàõ d1 > 0, d2 > 0, êëiòèíè

îðãàíiçìó (ÿê çäîðîâi òàê i iíôiêîâàíi) íå ïîëèøàþòü îðãàí, òîæ óìîâè

Íåéìàíà íà ìåæi îáëàñòi ¹ öiëêîì ïðèðîäíiìè.

Íàñ öiêàâëÿòü êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè ç ëèïøèöåâèìè çà ÷àñîì ïî÷àòêîâèìè

ôóíêöiÿìè. Öåé òèï ðîçâ'ÿçêiâ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèì äëÿ ñèòóàöié, êîëè

ïàðàìåòðè ñèñòåìè çìiíþþòüñÿ ðîçðèâíèì ÷èíîì, íàïðèêëàä, çàñòîâóâàííÿ

ëiêiâ (áiëüøå îáãîâîðåíü òà ïîñèëàíü ó [166]). Ãîëîâíîþ ìîòèâàöi¹þ òóò

¹ ñèòóàöiÿ (äèâèñü, íàïðèêëàä, [192, 143]), êîëè åôåêòèâíiòü ëiêiâ ñïàäà¹

ñòðèáêàìè. Äèâ. îáãîâîðåííÿ â ïîïåðåäíié ÷àñòèíi.

Îñêiëüêè çàãàþâàííÿ ¹ öåíòðîì óâàãè íàøèõ äîñëiäæåíü, áóëî á öiêàâî

íàâåñòè ïðèêëàäè ÇÇÑ η òà îáãîâîðèòè ñòðóêòóðó η ç áiîëîãi÷íî¨ òî÷êè

çîðó. Íà æàëü, äî öüîãî ÷àñó, áiîëîãi÷íà ñòîðîíà âiðóñíî¨ äèíàìiêè çðîçóìiëà

íå ïîâíiñòþ. Íàâiòü ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿ in vitro íå íàäàþòü äîñòàòíüî

iíôîðìàöi¨. Äîñëiäæåííÿ In vivo ¹ ñóò'¹âî áiëüø ñêëàäíèìè, òà äîñi íå iñíó¹

òåõíi÷íèõ (áiîëîãi÷íèõ, ìåäè÷íèõ) çàñîáiâ äëÿ ìîíiòîðèíãó â ðåàëüíîìó ÷àñi

íåîáõiäíèõ õàðàêòåðèñòèê âiðóñíî¨ äèíàìiêè. Â òàêié ñèòóàöi¨ ìè ïðîïîíó¹ìî

äîñòàòíüî çàãàëüíèé êëàñ ÇÇÑ (äèâ. (5.25), (5.26) íèæ÷å). Çàãàþâàííÿ

âèãëÿäó (5.25), (5.26) áåðóòü äî óâàãè âñþ ïåðåäiñòîðiþ ut øëÿõîì iíòåãðóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêà íà âñüîìó ñåãìåíòi [t− h, t].

5.2. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìîäåëi

Âèçíà÷èìî íàñòóïíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð −A0 = diag (d1∆, d2∆, d3∆) ó

ïðîñòîði C(Ω;R3) ç D(A0) ≡ D(d1∆) × D(d2∆) × D(d3∆). Òóò, äëÿ di 6= 0

ìè ïîêëàäà¹ìî D(di∆) ≡ {v ∈ C2(Ω) : ∂v(x)
∂n |∂Ω = 0} òà D(dj∆) ≡ C(Ω)

äëÿ dj = 0. Ìè îïóñêà¹ìî ïðîñòîðîâó êîîðäèíàòó x, çàäëÿ êîðîòêîñòi, äëÿ

çìiííî¨ u(t) = (T (t), T ∗(t), V (t)) ∈ X ≡ [C(Ω)]3 ≡ C(Ω;R3). Äîáðå âiäîìî, ùî

çàìêíåííÿ −A (ó X) îïåðàòîðà −A0 ïîðîäæó¹ C0-ïiâãðóïó e−At íà X ÿêà ¹
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àíàëiòè÷íîþ [134, ñ.5]. Ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ÷åðåç C ≡
C([−h, 0];X) òà ðîçãëÿäà¹ìî éîãî ç sup-íîðìîþ ||ψ||C ≡ maxθ∈[−h,0] ||ψ(θ)||X .

Ìè çàïèñó¹ìî ñèñòåìó (5.2) â àáñòðàêòíié ôîðìi

d

dt
u(t) +Au(t) = F (ut), t > 0. (5.3)

Íåëiíiéíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ F : C → X âèçíà÷à¹ìî ÿê

F (ϕ) = F (ϕ)(x) =


λ− dϕ1(t, x)− f(ϕ1(t, x), ϕ3(t, x))

e−ωhf(ϕ1(−η(ϕ), x), ϕ3(−η(ϕ), x))− δϕ2(t, x)

Nδϕ2(t, x)− cϕ3(t, x)

 . (5.4)

Òóò ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ C. Âiäîáðàæåííÿ F íå ¹ ëèïøèöåâèì íà ïðîñòîði C, ùî

¹ òèïîâîþ ñèòóàöi¹þ äëÿ âiäîáðàæåíü, ùî âêëþ÷àþòü çîñåðåäæåíi ÇÇÑ (äèâ.

îãëÿä [98] äëÿ âèïàäêà çâè÷àéíèõ ðiâíÿíü òà ðîáîòè [156, 159, 160, 65] äëÿ

âèïàäêó ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ).

Íàì ïîòðiáíi ïî÷àòêîâi äàíi u(θ, x) = ϕ(θ, x) = (T (θ, x), T ∗(θ, x), V (θ, x)),

θ ∈ [−h, 0] äëÿ çàäà÷i (5.3)

ϕ ∈ Lip([−h, 0];X) ≡
{
ψ ∈ C : sup

s6=t

||ψ(s)− ψ(t)||X
|s− t|

<∞
}
, ϕ(0) ∈ D(A).

(5.5)

Â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíå âèçíà÷åííÿ (äèâ. [144,

âèçí. 2.3, ñ.106] òà [144, âèçí. 2.1, ñ.105])

Âèçíà÷åííÿ 5.1 Ôóíêöiÿ u ∈ C([−h, T ];X) çâåòüñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

(mild solution) íà [−h, T ) äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (5.3), (5.5) ÿêùî âîíà

çàäîâiëüíÿ¹ (5.5) òà

u(t) = e−Atϕ(0) +

∫ t

0

e−A(t−s)F (us) ds, t ∈ [0, T ). (5.6)

Ôóíêöiÿ u ∈ C([−h, T );X)
⋂
C1((0, T );X) íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì

íà [−h, T ) äëÿ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i (5.3), (5.5) ÿêùî âîíà çàäîâiëüíÿ¹ (5.5),

u(t) ∈ D(A) äëÿ 0 < t < T òà (5.3) âèêîíó¹òüñÿ íà (0, T ).
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Ïðèïóñêà¹ìî, ùî íåëiíiéíà ôóíêöiÿ f : R2 → R ¹ ëèïøèöåâîþ òà

çàäîâiëüíÿ¹

(Hf1) iñíó¹ µ > 0 òàêå, ùî |f(T, V )| ≤ µ|T | äëÿ âñiõ T, V ∈ R, (5.7)

Ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò

Òâåðäæåííÿ 5.2 Íåõàé íåëiíiéíà ôóíêöiÿ f ¹ ëèïøèöåâîþ òà çàäîâiëüíÿ¹

(Hf1) (äèâ. (5.7)), ÇÇÑ η : C → [0, h] ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèì. Òîäi ïî÷àòêîâà

çàäà÷à (5.3), (5.5) ìà¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ¹ ãëîáàëüíèì ó ÷àñi,

òîáòî âèçíà÷åíèé äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.2. Ìè ïî÷èíà¹ìî ç äîñëiäæåííÿ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ

(mild solutions). Îñêiëüêè ïiâãðóïà, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ëiíiéíîþ ÷àñòèíîþ −A,
íå îáîâ'ÿçêîâî êîìïàêòíà (ó âèïàäêàõ, êîëè õî÷à á îäíà ñòàëà di 6= 0), äèâ.,

íàïðèêëàä [134], ìè íå ìîæåìî ñêîðèñòàòèñü ðåçóëüòàòàìè [156, 159, 160, 65].

Ç iíøîãî áîêó, ÿê âiäìi÷àëîñü âèùå, íåëiíiéíiñòü F íå ¹ ëèïøèöåâîþ íà

ïðîñòîði C, îòæå ìè íå ìîæåìî íàïðÿìó âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàòè iñíóâàííÿ

ç ðîáîòè [134]. Áiëüø òîãî, óçàãàëüíåííÿ, ùî íàâåäåíî ó [163] òàêîæ íå ìîæå

áóòè çàñòîñîâàíî äî íàøîãî âèïàäêó îñêiëüêè ìè íå âèìàãà¹ìî âèêîíàííÿ

iãíîðóþ÷î¨ óìîâè äëÿ ÇÇÑ (äèâ. áiëüøå äåòàëåé ó [159, 162, 163]). Ðàçîì

ç òèì, çâóæåííÿ êëàñó ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ϕ, ùî íàäà¹òüñÿ ó (5.5), íàäà¹

ìîæëèâiñòü äîâåñòè iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó (mild solution) ïî÷àòêîâî¨

çàäà÷i (5.2), (5.5) çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäó, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà òåîðåìi

Áàíàõà ïðî íåðóõîìó òî÷êó (ó ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði) ïîäiáíî äî

âèïàäêó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ìè íàâåäåìî ëèøå îñíîâíi

êðîêè äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, ìè ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨

ϕ̄(t) = ϕ(t) äëÿ t ∈ [−h, 0] òà ϕ̄(t) = e−Atϕ(0) äëÿ t ≥ 0. Äàëi, ìè ðîáèìî

çàìiíó çìiííî¨ u(t) = ϕ̄(t) + y(t) òà ðîçãëÿäà¹ìî ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið

A(α, β, γ) ≡ {y ∈ C([−h, α];X), y0 ≡ 0,maxt∈[0,α] ||y(t)||X ≤ β, sups6=t ||y(s) −
y(t)||X · |s − t|−1 ≤ γ}, ÿêèé ñïîðÿäæåíèé ìåòðèêîþ ïðîñòîðó íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié. Îïåðàòîð F : A(α, β, γ) → C([−h, α];X) âèçíà÷åíèé íàñòóïíèì

øëÿõîì F(y)(t) ≡ 0 äëÿ t ∈ [−h, 0] òà F(y)(t) ≡
∫ t

0 e
A(t−τ)F (ϕ̄τ +yτ) dτ äëÿ t ∈
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(0, α]. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî íåëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ F, ùî âèçíà÷åíå ó (5.4),

çàäîâiëüíÿ¹ (äèâèñü îöiíêó |f(T, V )| ≤ µ|T | ó (Hf1)) ||F (ψ)||X ≤ n1 + n2||ψ||C
òà ¹ ëîêàëüíî ìàéæå ëèïøèöåâèì íà A(α, β, γ) âiäïîâiäíî äî òåðìiíîëîãi¨

ðîáîòè [126]. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ||F (ψ1) − F (ψ2)||X ≤ LF (γ)||ψ1 − ψ2||C .
Ñòàíäàðòíi ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî îïåðàòîð F âiäîáðàæà¹ A(α, β, γ) â

ñåáå çà óìîâè, ùî α, β, γ çàäîâiëüíÿþòü α(n1 +n2(||ϕ||+β)) ≤ β, n1 +n2β ≤ γ.

Äîäàòêîâà óìîâà αLF (γ) < 1 ãàðàíòó¹ âëàñòèâiñòü ñòèñêàííÿ F . Êëàñè÷íà

òåîðåìà Áàíàõà ïðî íåðóõîìó òî÷êó äà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíî¨ íåðóõîìî¨ òî÷êè ŷ

òà, ÿê íàñëiäîê, ¹äèíîãî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó (mild solution) u = ϕ̄+ ŷ. Ëiíiéíå

îáìåæåííÿ ðîñòó äëÿ F äà¹ ãëîáàëüíå ïðîäîâæåííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó.

Íàøèì íàñòóïíèì êðîêîì ìè ïîêàæåìî, ùî êîæåí ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê (mild

solution) ¹ íàñïðàâäi êëàñè÷íèì. Çàôiêñó¹ìî áóäü ÿêèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u

äëÿ (5.3), (5.5) òà âèçíà÷èìî g(t) ≡ F (ut), t ≥ 0.Äëÿ áóäü ÿêîãî t0 > 0, ôóíêöiÿ

g ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, t0] îñêiëüêè F òà u ¹ íåïåðåðâíèìè. Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî çà

ïîáóäîâîþ, ðîçâ'ÿçîê ¹ ëèïøèöåâèì çà ÷àñîì íà [0, t0] (äèâ. òàêîæ îáìåæåííÿ

ó (5.5)). Òàêèì ÷èíîì, ||g(t)− g(s)|| = ||F (ut)−F (us)|| ≤ LF maxθ∈[−h,0] ||u(t+

θ)− u(s + θ)|| ≤ LFL
[0,t0]
u · |t− s|. Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âëàñòèâiñòü ìàéæå

ëèïøèöåâîñòi äëÿ F . Òåïåð ìè ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïî÷àòêîâó çàäà÷ó (áåç

çàãàþâàííÿ)
dv(t)

dt
+Av(t) = g(t), v(0) = x ∈ X, (5.8)

ÿêà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.8) ¹ v = u ó âèïàäêó x = u(0).

Ìè íàãàäà¹ìî, ùî C0-ïiâãðóïà e−At ¹ àíàëiòè÷íîþ íà X [134, ñ.5]. Òàêèì

÷èíîì òåîðåìà 3.5 [144, ñ.114] äà¹, ùî ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê (mild solution) (äëÿ

(5.8) i, ÿê íàñëiäîê, äëÿ (5.3), (5.5)) ¹ êëàñè÷íèì äëÿ t ≥ 0. Äîâåäåííÿ

òâåðäæåííÿ 5.2 ¹ çàâåðøåíèì.

Ââîäèìî ìíîæèíó (ïîðiâíÿéòå ç (5.5))

ΩLip ≡
{
ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) ∈ Lip([−h, 0];X)) ⊂ C, ϕ(0) ∈ D(A) : 0 ≤ ϕ1(θ) ≤ λ

d
,

0 ≤ ϕ2(θ) ≤ λµ

dδ
e−ωh, 0 ≤ ϕ3(θ) ≤ Nλµ

dc
e−ωh, θ ∈ [−h, 0]

}
, (5.9)
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äå µ ¹ âèçíà÷åíèì ó (Hf1) òà âñi íåðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ ïîòî÷êîâî âiäíîñíî

x ∈ Ω.

Íàì çíàäîáëÿòüñÿ ïîäàëüøi óìîâè (ÿêi âêëþ÷àþòü (Hf1)) íà ëèïøèöåâó

ôóíêöiþ f :

(Hf1+)


f(T, 0) = f(0, V ) = 0, òà f(T, V ) > 0 äëÿ âñiõ T > 0, V > 0;

f¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷à çà îáîìà êîîðäèíàòàìè äëÿ âñiõT > 0, V > 0;

iñíó¹ µ > 0 òàêå, ùî |f(T, V )| ≤ µ|T | äëÿ âñiõ T, V ∈ R.
(5.10)

Ìà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò

Òâåðäæåííÿ 5.3 Íåõàé íåëiíiéíà ôóíêöiÿ f çàäîâiëüíÿ¹ (Hf1+) (äèâ.

(5.10)), ÇÇÑ η : C → [0, h] ¹ ëîêàëüíî ëèïøèöåâèì. Òîäi ìíîæèíà ΩLip ¹

iíâàðiàíòíîþ, òîáòî äëÿ êîæíîãî ϕ ∈ ΩLip, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(5.3), (5.5), ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ ut ∈ ΩLip äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.3. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äîâåäåíi ó

òâåðäæåííi 5.2. Äîâåäåííÿ iíâàðiàíòíîñòi ñëiäó¹ ðåçóëüòàòàì iíâàðiàíòíîñòi ó

[134] ç âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòi ìàéæå ëèïøèâîñòi íåëiíiéíîñòi F . Îöiíêè

äëÿ ñóáòàíãåíöiàëüíî¨ óìîâè (subtangential condition) ¹ òàêèìè, ÿê ó âèïàäêó

ñòàëîãî çàãàþâàííÿ, äèâ, íàïðèêëàä [129, òåîðåìà 2.2]. Ìè íå ïîâòîðþ¹ìî öå

òóò. Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî ðîçâ'ÿçêè ¹ êëàñè÷íèìè äëÿ âñiõ t ≥ 0 (à íå

äëÿ t ≥ h ÿê öå ó âèïàäêó ñóòî íåïåðåðâíèõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié ϕ ∈ C).

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.3 ¹ çàâåðøåíèì.

5.2.1. Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè. Íàñ öiêàâëÿòü ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè

çàäà÷i (5.2). Ïiä òàêèìè ðîçâ'ÿçêàìè ìè ðîçóìi¹ìî ðîçâ'ÿçêè û, ùî íå çàëåæàòü

âiä ÷àñó, àëå, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ìîæóòü çàëåæàòè âiä ïðîñòîðîâèõ

êîîðäèíàò x ∈ Ω. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (5.2) ç u(t) = u(t − η(ut)) = û

òà ïîçíà÷èìî êîîðäèíàòè äåÿêîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿêó (T̂ , T̂ ∗, V̂ ) = û ≡
ϕ̂(θ), θ ∈ [−h, 0]. Îñêiëüêè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5.2) íå çàëåæàòü âiä

òèïó çàãàþâàííÿ (ÇÇÑ àáî ñòàëå) ìè ìà¹ìî (äèâ., íàïðèêëàä [129])

0 = λ− dT̂ − f(T̂ , V̂ ), 0 = e−ωhf(T̂ , V̂ )− δT̂ ∗, 0 = NδT̂ ∗ − cV̂ . (5.11)
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Ðiâíÿííÿ âèêîíóþòüñÿ ïîòî÷êîâî âiäíîñíî x ∈ Ω.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî òðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê (λd−1, 0, 0) çàâæäè

iñíó¹. Íàñ öiêàâëÿòü íåòðèâiàëüíi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ (5.2).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.11), ìè ìà¹ìî T̂ = (λ − δT̂ ∗eωh)d−1 òà V̂ = Nδ
c T̂

∗. Öå äà¹

óìîâó íà êîîðäèíàòó T̂ ∗, ÿêà ïîâèííà íàëåæàòè äî (0, λeωhδ−1]. Ïîçíà÷èìî

(ïîðiâíÿéòå ç [129])

hf(s) ≡ f

(
λ

d
− δ

d
eωh · s, Nδ

c
· s
)
− δeωh · s. (5.12)

Ïðèïóñòèìî, ùî f çàäîâiëüíÿ¹

(Hf2) hf(s) = 0 ìà¹ ïðèíàéìi îäèí àëå íå áiëüøå íiæ ñêií÷åííó

êiëüêiñòü êîðåíiâ (ðîçâ'ÿçêiâ) íà (0, λeωhδ−1].

Ìè ïîçíà÷à¹ìî äîâiëüíèé êîðiíü ðiâíÿííÿ hf(s) = 0 ÷åðåç T̂ ∗ òà âèçíà÷à¹ìî

âiäïîâiäíi T̂ = (λ − δT̂ ∗eωh)d−1 òà V̂ = Nδ
c T̂

∗. Òî÷êà (T̂ , T̂ ∗, V̂ ) çàäîâiëüíÿ¹

(5.11), îòæå öå ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ (5.2).

Çàóâàæåííÿ 5.4 Âiäìiòåìî, ùî óìîâà ñêií÷åííîñòi êîðåíiâ (ÿêi âî÷åâèäü ¹

içîëüîâàíèìè) âèêëþ÷à¹ iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ùî íå ¹ ñòàëèìè

çà ïðîñòîðîâîþ êîîðäèíàòîþ x ∈ Ω. Ìè íàãàäó¹ìî, ùî ìíîæèíà Ω ¹

(ëiíiéíî) çâ'ÿçíîþ - îòæå ôóíêöiÿ v ∈ C(Ω) ìîæå ïðèéìàòè ëèøå îäíå

çíà÷åííÿ àáî êîíòiíóóì çíà÷åíü. Óìîâà (Hf2) äà¹ T̂ ∗(x) ≡ T̂ ∗ ∈ R, îòæå

(T̂ , T̂ ∗, V̂ ) ¹ íåçàëåæíèì âiä x ∈ Ω.

Çàóâàæåííÿ 5.5 Ìè íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìi ïðèêëàäè íåëiíiéíèõ ôóíêöié

f êîëè ìè ìà¹ìî ëèøå îäèí êîðiíü ðiâíÿííÿ hf(s) = 0. Ïåðøèé

ïðèêëàä ¹ ôóíêöiîíàëüíà âiäïîâiäü òèïó ä'Àíæåëiñà-Áåääiíãòîíà (DeAngelis-

Beddington) [39, 68] f(T, V ) = kTV
1+k1T+k2V

, ç k, k1 ≥ 0, k2 > 0. Ìè òàêîæ

âiäìi÷à¹ìî, ùî öåé êëàñ âêëþ÷à¹ â ñåáå (ÿê ñïåöiàëüíèé ïiäêëàñ, k1 =

0) òàê çâàíèé íàñè÷åíèé ðiâåíü çàõâîðþâàíîñòi (saturated incidence rate)

f(T, V ) = kTV
1+k2V

. Iíøèì ïðèêëàäîì íåëiíiéíîñòi ¹ êëàñ Êðîóëi-Ìàðòiíà

(Crowley-Martin incidence rate) f(T, V ) = kTV
(1+k1T )(1+k2V ), ç k ≥ 0, k1, k2 > 0

(äèâèñü, íàïðèêëàä [221]). Äëÿ áiëüø øèðîêèõ êëàñiâ ôóíêöié f äèâèñü,
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íàïðèêëàä [129, 101, 166], äå, çà äîäàòêîâèõ óìîâ, ìà¹ìî òî÷íî îäèí êîðiíü

hf(s) = 0. Ìè ïiäêðåñëþ¹ìî, ùî íà ïðîòèâàãó ðîáîòi [129, 101], ìè íå

âèìàãà¹ìî äèôåðåíöiéîâíîñòi f .

Çàóâàæåííÿ 5.6 Âàæëèâî âiäìiòèòè, ùî çàçâè÷àé, ïðè äîñëiäæåíi

âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ (äëÿ çàäà÷ âiðóñíî¨ äèíàìiêè),

äîñëiäíèêè âèêîðèñòîâóþòü óìîâè íà òàê çâàíi ðåïðîäóöiéíi ÷èñëà (re-

production numbers). Òàêi óìîâè âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âiäîêðåìëåííÿ

âèïàäêó ¹äèíîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó. Òîäi äîñëiäæó¹òüñÿ ãëîáàëüíà

ñòiéêiñòü. Â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ, áåðó÷è äî óâàãè çàëåæíiñòü âiä ñòàíó

ñàìîãî çàãàþâàííÿ, ìè äîñëiäæó¹ìî ëîêàëüíó ñòiéêiñòü. ßê íàñëiäîê,

öå äîçâîëÿ¹ äîñëiäæóâàòè ñïiâiñíóâàííÿ áàãàòüîõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ìè âiðèìî, ùî öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ ìîäåëþâàòè áiëüø ñêëàäíi ñèòóàöi¨ ç

áàãàòîþ äèíàìiêîþ (íà âiäìiíó âiä âèïàäêó ãëîáàëüíî ñòiéêîãî ñòàöiîíàðíîãî

ðîçâ'ÿçêó). Óìîâè íà ðåïðîäóêöiéíi ÷èñëà ÿâíî íå âèíèêàþòü â öèõ

äîñëiäæåííÿõ, àëå ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñü ÿê äîñòàòíi óìîâè äëÿ âèêîíàííÿ

(Hf2).

5.3. Ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó õðîíi÷íîãî ñòàíó

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiþ Âîëüòåðà v(s) = s− 1− ln s : (0,+∞) → R+,

ÿêà âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ïîáóäîâi ôóíêöiîíàëiâ Î.Ëÿïóíîâà [111, 129] (äèâ.

ñ.277 òà ¨¨ âëàñòèâiñòü (4.16)).

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíó ëîêàëüíó óìîâó íà ôóíêöiþ

f ó ìàëîìó îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó (ùî âèïëèâà¹ ç (Hf2)).

(Hf3)

(
V

V̂
− f(T, V )

f(T, V̂ )

)
·

(
f(T, V )

f(T, V̂ )
− 1

)
> 0. (5.13)

Öÿ âëàñòèâiñòü îçíà÷à¹, ùî çíà÷åííÿ f(T,V )

f(T,V̂ )
çàâæäè ñòðîãî ìiæ 1 òà V

V̂
äëÿ âñiõ

T ≥ 0 (ïîðiâíÿéòå íåñòðîãó âëàñòèâiñòü [129, ñ.74]). Ñòðîãà íåðiâíiñòü ó (5.13)

áóäå âèêîðèñòàíà äëÿ äîñëiäæåíü ñàìå âèïàäêó çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä

ñòàíó. Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó ñòàëîãî çàãàþâàííÿ, íåñòðîãà âëàñòèâiñòü ¹

äîñòàòíüîþ. Ìè òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíó óìîâó
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(Hf4) Ôóíêöiÿ f ¹ àáî äèôåðåíöiéîâíîþ çà ïåðøîþ êîîðäèíàòîþ àáî

çàäîâiëüíÿ¹

[f(T, V̂ )]−1 ≥ C1
f + C2

f

1

T
, T > 0, C i

f = C i
f(V̂ ) ≥ 0, i = 1, 2. (5.14)

Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ ðåçóëüòàòiâ ìè ïî÷èíà¹ìî ç àíàëiçó ñòiéêîñòi

äëÿ ãëàäêèõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié, ÿêi íàëåæàòü äî òàê çâàíîãî ìíîãîâèäó

ðîçâ'ÿçêiâ (solution manifold) (äèâ., íàïðèêëàä [205, 98] äëÿ âèïàäêà çâè÷àéíèõ

ðiâíÿíü òà [164] äëÿ âèïàäêó ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ)

MF ≡
{
ϕ ∈ C1([−h, 0];X), ϕ(0) ∈ D(A), ϕ̇(0) +Aϕ(0) = F (ϕ)

}
. (5.15)

Ðiâíÿííÿ ó (5.15), ùî íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ ñóìiñíîñòi (the compatibility con-

dition), ¹ ðiâíÿííÿì ó ïðîñòîði X. Íèæ÷å (äèâ. òåîðåìó 5.11) ìè ïîâåðíåìîñü

äî áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêà ëèïøèöåâèõ ïî÷àòêîâèõ ôóíêöié (ϕ ∈ ΩLip,

íå îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi), ÿêi ¹ âàæëèâèìè äëÿ ïèòàíü

çàñòîñóâàííÿ ëiêàðñêèõ çàñîáiâ, êîëè ïîõiäíà çà ÷àñîì ìîæå áóòè ðîçðèâíîþ,

äèâ. [166] äëÿ áiëüø äåòàëüíîãî îáãîâîðåííÿ.

Òåîðåìà 5.7 Íåõàé íåëiíiéíà ôóíêöiÿ f çàäîâiëüíÿ¹ (Hf1+), (Hf2), (Hf3),

(Hf4) (äèâ. (5.10), (5.14), (5.13)) òà ÇÇÑ η : C → [0, h] ¹ ëîêàëüíî

ëèïøèöåâèì ó ïðîñòîði C òà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèì ó äåÿêîìó îêîëi

ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó ϕ̂ ≡ (T̂ , T̂ ∗, V̂ ). Òîäi ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ̂ ¹

ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì (ó ïðîñòîði MF ).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.7. Ðîçãëÿíåìî (ïîòî÷êîâî) íàñòóïíèé äîïîìiæíèé

ôóíêöiîíàë

U sdd−x(t, x) ≡

(
T (t, x)− T̂ −

∫ T (t,x)

T̂

f(T̂ , V̂ )

f(θ, V̂ )
dθ

)
e−ωh + T̂ ∗ · v

(
T ∗(t, x)

T̂ ∗

)

+
V̂

N
· v
(
V (t, x)

V̂

)
+ δT̂ ∗

∫ t

t−η(ut)

v

(
f(T (θ, x), V (θ, x))

f(T̂ , V̂ )

)
dθ. (5.16)

Òåïåð ìè ââîäèìî íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë Î.Ëÿïóíîâà ç ÇÇÑ âçäîâæ ðîçâ'ÿçêó

(5.2)

U sdd(t) ≡
∫

Ω

U sdd−x(t, x) dx. (5.17)
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Ôîðìà ôóíêöiîíàëà ñòàíäàðòíà çà âèêëþ÷åííÿì íèæíüî¨ ìåæi îñòàííüîãî

iíòåãðàëó ó (5.16), ÿêà ¹ çàëåæíîþ âiä ñòàíó. Öÿ çàëåæíiñòü âiä ñòàíó áóëà

âïåðøå ðîçãëÿíóòà ó ðîáîòàõ [167] (äèâ. òàêîæ [166]). Äëÿ âèïàäêó ñòàëîãî

çàãàþâàííÿ, äèâ., íàïðèêëàä [129].

Çàðàç, äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ, ìè ðîçãëÿíåìî ïîòî÷êîâó (çà çìiííîþ õ)

ïîõiäíó çà ÷àñîì ôóíêöiîíàëà U sdd−x(t, x), ÿêèé áóâ âèçíà÷åíèé ó (5.16). Öÿ

ïîõiäíà çà ÷àñîì ðîçãëÿäà¹òüñÿ âçäîâæ êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5.2).

Öå äà¹ çìîãó ðîçãëÿíóòè ∂T (t,x)
∂t , ∂T̂

∗(t,x)
∂t , ∂V (t,x)

∂t , äëÿ âñiõ t > 0. Ïîäàëüøi

ðîçðàõóíêè â äåÿêîìó ñåíñi áëèçüêi äî ðîçðàõóíêiâ ó [129], àëå ìè ìà¹ìî äâà

äîäàòêîâi äèôóçiéíi ÷ëåíè à òàêîæ çàëåæíiñòü âiä ñòàíó îäíî÷àñíî ó ñèñòåìi

(5.2) òà ó ôóíêöiîíàëi Î.Ëÿïóíîâà. Ïîïåðøå, ìè ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíèé

÷ëåí
∂

∂t

[∫ t

t−η(ut)

v

(
f(T (θ, x), V (θ, x))

f(T̂ , V̂ )

)
dθ

]

= v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ )

)
−v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)(
1− d

dt
η(ut)

)

= v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ )

)
− v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)
+ Ssdd(t, x),

äå ìè ïîçíà÷èëè äëÿ çðó÷íîñòi

Ssdd(t, x) ≡ v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)
· d
dt
η(ut). (5.18)

Çàóâàæåííÿ 5.8 ×ëåí Ssdd ç'ÿâëÿ¹òüñÿ çàâäÿêè ïðèñóòíîñòi ÇÇÑ. Öå

ðîáèòü ðîçðàõóíêè ñêëàäíiøèìè. Çíàê Ssdd ¹ íåâèçíà÷åíèì, îòæå ìè

ïðîïîíó¹ìî (äèâ. òàêîæ [167, 166]) øëÿõ, ÿê êîìïåíñóâàòè /îáìåæèòè

Ssdd çà äîïîìîãîþ iíøèõ äîäàòíüîâèçíà÷åíèõ ÷ëåíiâ ó ∂U sdd−x

∂t çàðàäè òîãî,

àáè ìàòè ïîõiäíó çà ÷àñîì ôóíêöiîíàëà Î.Ëÿïóíîâà (âçäîâæ ðîçâ'ÿçêó), ÿêà

¹ âiä'¹ìíîâèçíà÷åíîþ âiäíîñíî ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè.
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Òåïåð ìè äèôåðåíöþ¹ìî

∂U sdd−x(t, x)

∂t
=

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
e−ωh · ∂T (t, x)

∂t
+

(
1− T̂ ∗

T ∗(t, x)

)
· ∂T̂

∗(t, x)

∂t

+
1

N
·

(
1− V̂

V (t, x)

)
· ∂V (t, x)

∂t
+ δT̂ ∗v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ )

)

−δT̂ ∗v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)
+ δT̂ ∗Ssdd(t, x).

=

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
e−ωh ·

(
λ− dT (t, x)− f(T (t, x), V (t, x)) + d1∆T (t, x)

)
+

(
1− T̂ ∗

T ∗(t, x)

)
·
(
e−ωhf(T (t−η(ut), x), V (t−η(ut), x))−δT ∗(t, x)+d2∆T ∗(t, x)

)
+

1

N
·

(
1− V̂

V (t, x)

)
·
(
NδT ∗(t, x)− cV (t, x) + d3∆V (t, x)

)
+δT̂ ∗v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ )

)
− δT̂ ∗v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)
+δT̂ ∗Ssdd(t, x).

Ðîçðàõóíêè, âèêîðèñòîâóþ÷è (5.11), çîêðåìà, λ = dT̂ + f(T̂ , V̂ ) äàþòü

∂U sdd−x(t, x)

∂t
= d · T̂

(
1− T (t, x)

T̂

)(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
e−ωh

+

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
e−ωh · d1∆T (t, x) +

(
1− T̂ ∗

T ∗(t, x)

)
· d2∆T ∗(t, x)

+
1

N
·

(
1− V̂

V (t, x)

)
·d3∆V (t, x)+f(T̂ , V̂ )e−ωh ·C1 +δT̂ ∗v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ )

)

− δT̂ ∗v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)
+ δT̂ ∗Ssdd(t, x). (5.19)
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äå, äëÿ çðó÷íîñòi, ìè çiáðàëè äåÿêi ÷ëåíè ó C1. À ñàìå

C1 = C1(t, x) ≡

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)(
1− f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ )

)

+

(
1− T̂ ∗

T ∗(t, x)

)(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )
− T ∗(t, x)

T̂ ∗

)

+

(
1− V̂ ∗

V (t, x)

)(
T ∗(t, x)

T̂ ∗
− V (t, x)

V̂

)
.

Ðîçðàõóíêè ïîêàçóþòü, ùî

C1 = 3 +
f(T (t, x), V (t, x))

f(T (t, x), V̂ )
+
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )
− f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ ))
− f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x)) · T̂ ∗

f(T̂ , V̂ ) · T ∗(t, x)

−T
∗(t, x) · V̂

T̂ ∗ · V (t, x)
− V (t, x)

V̂
.

Ó âèðàçi âèùå ìè áà÷èìî äâà äîäàòíiõ òà ï'ÿòü âiä'¹ìíèõ äðîáà. Òîìó ìè

ïèøåìî 3 = −2 + 5 òà äîäà¹ìî íàñòóïíèé íóëüîâèé ÷ëåí (0 = ln 1):

0 = ln

(f(T (t, x), V (t, x))

f(T (t, x), V̂ )
· f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)−1

×

× f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )
· f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ ))
×

×f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x)) · T̂ ∗

f(T̂ , V̂ ) · T ∗(t, x)
· T
∗(t, x) · V̂

T̂ ∗ · V (t, x)
· V (t, x)

V̂

]
,

ÿêèé ìè ðîçêëàäà¹ìî íà ñóìó ñåìè ëîãàðèôìiâ. Äëÿ çðó÷íîñòi ìè ñêîðî÷ó¹ìî

çàïèñ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Âîëüòåðà v

C1 = v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T (t, x), V̂ )

)
+ v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)

−v

(
f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
− v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ ))

)
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−v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x)) · T̂ ∗

f(T̂ , V̂ ) · T ∗(t, x)

)
−v

(
T ∗(t, x) · V̂
T̂ ∗ · V (t, x)

)
−v
(
V (t, x)

V̂

)
.

(5.20)

ßê ðàíiøå, v(s) = s− 1− ln s.

Òåïåð ìè îáãîâîðþ¹ìî äèôóçiéíi ÷ëåíè (òi, ÿêi ìàþòü êî¹ôiöi¹íòè di) ó

(5.19). Òî÷íiøå, íàñ öiêàâèòü çíàê öèõ ÷ëåíiâ ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ

x ó Ω. Ïîçíà÷èìî ¨õ, äëÿ çðó÷íîñòi, ÿê

Ddiff−3(t, x) ≡

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
e−ωh·d1∆T (t, x)+

(
1− T̂ ∗

T ∗(t, x)

)
·d2∆T ∗(t, x)

+
1

N
·

(
1− V̂

V (t, x)

)
· d3∆V (t, x), Ddiff−3(t) ≡

∫
Ω

Ddiff−3(t, x) dx. (5.21)

Ó âèïàäêó äèôåðåíöiéîâíî¨ f (Hf4) (äèâ. (5.14)), íàì ïîòðiáíå íàñòóïíå

ïðîñòå

Òâåðäæåííÿ 5.9 Íåõàé p : R → R ¹ äèôåðåíöiéîâíèì. Òîäi∫
Ω p(u(x))∆u(x) dx = −

∫
Ω p
′(u)||∇u||2 dx äëÿ âñiõ u ∈ C2(Ω), ÿêi

çàäîâiëüíÿþòü ∂u(x)
∂n |∂Ω = 0.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 5.9. Ìè ñïèðà¹ìîñü íà êëàñè÷íó òåîðåìó Ãàóñà-

Îñòðîãðàäñüêîãî. Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíå ïîëå E ≡ p(u)∇u. Òîäi divE =

p′(u)||∇u||2 + p(u)∆u. Ìà¹ìî
∫

Ω divE dx =
∫

Ω p
′(u)||∇u||2 dx+

∫
Ω p(u)∆u dx =∫

∂Ω p(u)(∇u, n) dS = 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ çàâäÿêè óìîâi Íåéìàíà íà ìåæi Ω.

Îòæå,
∫

Ω p(u)∆u dx = −
∫

Ω p
′(u)||∇u||2 dx. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ

5.9.

Òåïåð ìè çàñòîñîâó¹ìî òâåðäæåííÿ 5.9 äëÿ òîãî, àáè ïîêàçàòè, ùî

Ddiff−3(t) ≤ 0. Ïî÷íåìî ç ïåðøîãî ÷ëåíà ó Ddiff−3(t, x), äèâ. (5.21), òà

ïîêàæåìî, ùî
∫

Ω

(
1− f(T̂ ,V̂ )

f(T (t,x),V̂ )

)
∆T (t, x) dx ≤ 0. Äëÿ öüîãî ìè ïîêëàäà¹ìî

p(T ) =
(

1− f(T̂ ,V̂ )

f(T (t,x),V̂ )

)
òà ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî p′(T ) = f ′1(T, V̂ )f(T̂ , V̂ ) ×

[f(T, V̂ )]−2 ≥ 0 çàâäÿêè f ′1(T, ·) ≥ 0 ç óìîâ íà ôóíêöiþ f . Ïîäiáíi ðîçðàõóíêè

äëÿ äðóãîãî òà òðåòüîãî ÷ëåíiâ ó (5.21) ïîêàçóþòü, ùî

Ddiff−3(t) ≡
∫

Ω

Ddiff−3(t, x) dx = −d1 · e−ωhf(T̂ , V̂ )

∫
Ω

f ′1(T (t, x), V̂ )

f(T (t, x), V̂ )2
||∇T (t, x)||2 dx
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− d2 · T̂ ∗
∫

Ω

||∇T ∗(t, x)||2

[T ∗(t, x)]2
dx− d3 V̂

N
·
∫

Ω

||∇V (t, x)||2

[V (t, x)]2
· dx ≤ 0. (5.22)

Çàóâàæåííÿ 5.10 Ó âèïàäêó íåäèôåðåíöiéîâíî¨ f , ìè îòðèìó¹ìî Ddiff−3(t) ≤
0, âèêîðèñòîâóþ÷è àëüòåðíàòèâíi (ãåîìåòðè÷íi) óìîâè íà f , ÿêi íàâåäåíi

ó (Hf4) (äèâ. (5.14)). Òîäi Ddiff−3(t) ≤ 0 âçäîâæ áóäü-ÿêîãî êëàñè÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó.

Òåïåð ìè ïî¹äíó¹ìî ïîïåðåäíi àðãóìåíòè äëÿ ðîçãëÿäó ôóíêöiîíàëó

Î.Ëÿïóíîâà U sdd(t), äèâ. (5.17). Ìè ìà¹ìî íàñòóïíó ðiâíiñòü (ïîðiâíÿéòå ç

(5.19))

d

dt
U sdd(t)=

∫
Ω

∂U (t, x)

∂t
dx = dT̂ · e−ωh

∫
Ω

(
1−T (t, x)

T̂

)(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
dx

+Ddiff−3(t) + f(T̂ , V̂ )e−ωh ·
∫

Ω

C1 dx

+δT̂ ∗
∫

Ω

[
v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T̂ , V̂ )

)
− v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x))

f(T̂ , V̂ )

)
+Ssdd(t, x)

]
dx.

Òóò Ddiff−3(t) ¹ âèçíà÷åíèì ó (5.21) òà òðàíñôîðìîâàíèì ó (5.22), C1

ïðåäñòàâëåíå ÿê ó (5.20) òà Ssdd ¹ âèçíà÷åíèì ó (5.18). Ìè íàãàäà¹ìî, ùî (äèâ.
(5.11)) δT̂ ∗ = e−ωhf(T̂ , V̂ ), ùî ïðèâîäèòü äî ñêîðî÷åííÿ ïåðøîãî òà äðóãîãî
÷ëåíiâ â îñòàííüîìó iíòåãðàëi ç âiäïîâiäíèìè ÷ëåíàìè ó C1 (äèâ. (5.20)). Ìè
ïðîäîâæó¹ìî ðîçðàõóíêè

d

dt
U sdd(t) =

∫
Ω

∂U sdd−x(t, x)

∂t
dx = dT̂ · e−ωh

∫
Ω

(
1− T (t, x)

T̂

)(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
dx

+f(T̂ , V̂ )e−ωh ·
∫

Ω

{
−v

(
f(T̂ , V̂ )

f(T (t, x), V̂ )

)
−v

(
f(T (t− η(ut), x), V (t− η(ut), x)) · T̂ ∗

f(T̂ , V̂ ) · T ∗(t, x)

)
dx

−v

(
T ∗(t, x) · V̂
T̂ ∗ · V (t, x)

)
−

[
v

(
V (t, x)

V̂

)
− v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T (t, x), V̂ )

)]}
dx

+Ddiff−3(t) + δT̂ ∗
∫

Ω

Ssdd(t, x) dx. (5.23)
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Ìè ïîêàæåìî, ùî âñi ÷ëåíè ó (5.23) ¹ íåäîäàòíiìè, çà âèíÿòêîì îñòàííüîãî,

ÿêèé, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ìîæå çìiíþâàòè çíàê. Ïåðøèé ÷ëåí ó (5.23)

¹ íåäîäàòíiì çàâäÿêè ìîíîòîííîñòi f çà ïåðøîþ êîîðäèíàòîþ. Âëàñòèâiñòü

Ddiff−3(t) ≤ 0 íàâåäåíà ó (5.22). Äëÿ òîãî, àáè ïîêàçàòè, ùî∫
Ω

[
v

(
V (t, x)

V̂

)
− v

(
f(T (t, x), V (t, x))

f(T (t, x), V̂ )

)]
dx ≥ 0

ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âëàñòèâiñòü (Hf3) ôóíêöi¨ f (äèâ. (5.13)).

Òåïåð ìè äîâîäèìî, ùî d
dtU

sdd(t) ≤ 0 ó äåÿêîìó ìàëîìó îêîëi ñòàöiîíàðíîãî

ðîçâ'ÿçêó (ç ðiâíiñòþ òiëüêè ó âèïàäêó (T, T ∗, V ) = (T̂ , T̂ ∗, V̂ )). Â ÷àñòêîâîìó

âèïàäêó ñòàëîãî çàãàþâàííÿ, ìà¹ìî Ssdd(t, x) = 0, ùî ìîæå ïðèâåñòè äî

ãëîáàëüíî¨ ñòiéêîñòi (T̂ , T̂ ∗, V̂ ).

Ìè ïåðåïèøåìî, äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó, (5.23) ÿê

d

dt
U sdd(t) = δT̂ ∗

∫
Ω

(
−Dsdd(t, x) + Ssdd(t, x)

)
dx, (5.24)

äå Dsdd(t, x) âêëþ÷à¹ âñi ÷ëåíè çà âèíÿòêîì îñòàííüîãî ó (5.23). ßê äîâåäåíî

âèùå
∫

ΩD
sdd(t, x) dx ≥ 0. Ïî÷íåìî ç àíàëiçó ìíîæèí, íà ÿêèõ îáåðòàþòüñÿ â

íóëü Dsdd(t, x) = 0, Ssdd(t, x) = 0 òà d
dtU

sdd(t) = 0.

Ïî÷íåìî ç Dsdd(t, x) = 0. Áà÷èìî ç (5.23), ùî T = T̂ . Îñêiëüêè v(s) = 0

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè s = 1, ìè áà÷èìî ç (5.13), ùî V = V̂ . Îòæå

T ∗ = T̂ ∗. Òàêîæ áà÷èìî f(T (t − η(ut), x), V (t − η(ut), x)) = f(T̂ , V̂ ). Áiëüø

òîãî, Ddiff−3(t) = 0, îçíà÷à¹ (äèâ. òâåðäæåííÿ 5.9 òà (5.22)), ùî T, T ∗ òà V

¹ íåçàëåæíèìè âiä x. Ìíîæèíà, íà ÿêié îáåðòà¹òüñÿ â íóëü Ssdd(t, x) = 0

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ (äèâ. (5.18) ÿê f(T (t − η(ut), x), V (t − η(ut), x)) = f(T̂ , V̂ )

àáî d
dtη(ut) = 0 âçäîâæ ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ íàñ âàæëèâî, ùî ìíîæèíà, íà ÿêié

îáåðòà¹òüñÿ â íóëü Dsdd(t, x) = 0 ¹ îäíi¹þ òî÷êîþ (T, T ∗, V ) = (T̂ , T̂ ∗, V̂ )

òà ¹ ïiäìíîæèíîþ Ssdd(t, x) = 0. Çàëèøîê äîâåäåííÿ òîãî, ùî ó ìàëîìó

îêîëi (T̂ , T̂ ∗, V̂ ) âèêîíó¹òüñÿ |Ssdd(t, x)| < Dsdd(t, x) ïîâòîðþ¹ êðîêè äîâåäåííÿ

[167, òåîðåìè 12] (äèâ. òàêîæ [166, òåîðåìà 3.3]). Äîâåäåííÿ ñïèðà¹òüñÿ íà

âëàñòèâiñòü (4.22), äîïîìiæíèé êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë çàâäÿêè âëàñòèâîñòi

ôóíêöi¨ Âîëüòåðà v, à òàêîæ íà çàìiíó çìiííèõ íà ïîëÿðíi êîîðäèíàòè (äèâ.
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[167, (33)-(35)]). Ìè íå ïîâòîðþ¹ìî âñi öi ðîçðàõóíêè òóò. Âëàñòèâiñòü
d
dtU

sdd(t) ≤ 0 ó äåÿêîìó (ìàëîìó) îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó ç ðiâíiñòòþ

ëèøå ó âèïàäêó (T, T ∗, V ) = (T̂ , T̂ ∗, V̂ ) çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.7.

Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî ϕ ∈ MF (äèâ. (5.15)) íå ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ

äëÿ íàøîãî ïiäõîäó. Ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè áiëüø øèðîêó ìíîæèíó ΩLip

(äèâ. (5.9)). Îáãîâîðèìî ÷àñòêîâèé ïðîñòèé âèãëÿä çàãàþâàííÿ (ïîðiâíÿéòå

ïðèêëàäè ó [167])

η(ϕ) =

∫ 0

−h
ξ(ϕ(θ)) dθ, ϕ ∈ C (5.25)

ç ëîêàëüíî ëèïøèöåâîþ ξ. Äëÿ ïåðåâiðêè âëàñòèâîñòi (4.22) ìè çíàõîäèìî

d

dt
η(ut) =

d

dt

∫ 0

−h
ξ(u(t+ θ)) dθ =

d

dt

∫ t

t−h
ξ(u(s)) ds = ξ(u(t))− ξ(u(t− h)).

Òàêèì ÷èíîì, ó ε-îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó û, ìè ìà¹ìî∣∣∣∣ ddtη(ut)

∣∣∣∣ ≤ |ξ(u(t))− ξ(u(t− h))| ≤ 2εLξ,ε ≡ αε → 0 as ε→ 0.

Òóò Lξ,ε ¹ ñòàëîþ Ëèïøèöÿ äëÿ ξ. Ìîæíà ðîçãëÿíóòè áiëüø çàãàëüíèé êëàñ

çàãàþâàíü

η(ϕ) = ρ

(∫ 0

−h
ξ(ϕ(θ))κ(θ) dθ

)
, ϕ ∈ C, κ ∈ C([−h, 0];R) (5.26)

ç äèôåðåíöiéîâíîþ ρ : R→ [0, h]. Ïðèêëàä (5.25) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (5.26)

ç ρ(s) ≡ s òà κ(s) ≡ 1.

Îáãîâîðåííÿ âèùå ïîêàçóþòü, ùî âëàñòèâiñòü (4.22) ÇÇÑ (5.26) äîçâîëÿ¹

âèêîðèñòàòè äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.7 àáè îòðèìàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ó ΩLip

Òåîðåìà 5.11 Íåõàé íåëiíiéíà ôóíêöiÿ f çàäîâiëüíÿ¹ (Hf1+), (Hf2), (Hf3),

(Hf4) (äèâ. (5.10), (5.14), (5.13)) òà ÇÇÑ η : C → [0, h] ¹ ç êëàñó (5.26). Òîäi

ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ϕ̂ ¹ ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

5.4. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Çàïðîïîíîâàíà íîâà ïîñòàíîâêà çàäà÷i äëÿ ïðîöåñó ðîçïîâñþäæåííÿ âiðóñà

(âiðóñíîãî çàõâîðþâàííÿ) âñåðåäèíi îðãàíiçìó. Íîâèçíà ìîäåëi ïîëÿãà¹ ó
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îõîïëåííi áiëüø øèðîêîãî êîëà áiîëîãi÷íèõ çàäà÷ (âèïàäêiâ) òà ó âðàõóâàííi

çàëåæíîñòi âåëè÷èíè çàãàþâàííÿ âiä ñòàíó ñèñòåìè. Áiîëîãi÷íà ñòîðîíà

çàëåæíîñòi çàãàþâàííÿ âiä ñòàíó íå âèêëèêà¹ ñóìíiâó i ¹ öiëêîì ïðèðîäíüîþ.

Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó öi äîñëiäæåííÿ âèðiçíÿþòüñÿ ðîçðîáêîþ òà

óçàãàëüíåííÿì äåÿêîãî êëàñó ôóíêöiîíàëiâ Î.Ì.Ëÿïóíîâà òà äåòàëüíèì

âèâ÷åííÿì ¨õ âëàñòèâîñòåé òà çàëåæíîñòi âiä ñòàíó ñèñòåìè. Ðåçóëüòàòè ïî

ëîêàëüíié àñèìïòîòè÷íié ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè îòðèìàíi

â çàãàëüíié ïîñòàíîâöi, ùî äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè ñïiâiñíóâàííÿ äåêiëüêîõ ïîëîæåíü

ðiâíîâàãè. Âiäìiòåìî, ùî ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè (iíøèõ äîñëiäíèêiâ) çàçâè÷àé

çâîäèëèñü äî âèïàäêó îäíîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó â ñèñòåìi òà íå áðàëè äî

óâàãè åôåêòè çàãàþâàííÿ, àáî çàãàþâàííÿ áóëè ñòàëèìè.

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ öüîãî ðîçäiëó âèêëàäåíi ó ïóáëiêàöiÿõ àâòîðà [168, 169].
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ÐÎÇÄIË 6. ÌÅÒÎÄ ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÀÖI� ×ÀÑÓ ÄËß

ÑÈÑÒÅÌ IÇ ÇÀÃÀÞÂÀÍÍßÌ, ÙÎ ÇÀËÅÆÈÒÜ

ÂIÄ ÑÒÀÍÓ

Öåé êîðîòêèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé îäíîìó öiêàâîìó ìåòîäó äîñëiäæåííÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííü ç ÇÇÑ. Çàãàþâàííÿ äèíàìi÷íî çàëåæèòü âiä

ñòàíó, òîáòî ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ äîäàòêîâîìó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ.

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä òðàíñôîðìàöi¨ ÷àñó, ìè ïðèõîäèìî äî ñèñòåì çi

ñòàëèì çàãàþâàííÿì òà ïîðiâíþ¹ìî àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ïî÷àòêîâî¨

òà òðàíñôîðìîâàíî¨ ñèñòåì. Ìè ñïèðà¹ìîñü íà êëàñè÷íèé ïiäõiä [98].

Ñèñòåìà çi ñòàëèì çàãàþâàííÿ áóäó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ /

òðàíñôîðìàöi¨ ÷àñó [46, 47]. Òàêå ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíî äî

äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, âçäîâæ ÿêîãî çàãàþâàíèé àðãóìåíò ¹ ìîíîòîííèì. Àáè

çàáåçïå÷èòè ìîíîòîííiñòü çàãàþâàíîãî àðãóìåíòó âçäîâæ êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó

ìè ïðîïîíó¹ìî äîñòàòíi óìîâè. Òàêèé òèï ñèñòåì âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â

äåÿêèõ ïîïóëÿöiéíèõ ìîäåëÿõ (äèâ. [35] òà ïîñèëàííÿ). Ó [35] òàêîæ

íàâåäåíi ìîòèâàöi¨ äî âèâ÷åííÿ öüîãî òèïó ÇÇÑ òà ïîðiâíÿííÿ ç øèðîêî

âèêîðèñòîâó¹ìèìè âèïàäêàìè ÇÇÑ, ÿêi çàäàíi ÿê ÿâíi àáî íåÿâíi ôóíêöiîíàëè.

Ìè øóêà¹ìî óìîâè, ÿêi ãàðàíòóþòü, ùî òàêi âëàñòèâîñòi ÿê ñòiéêiñòü,

îáìåæåíiñòü òà êîìïàêòíiñòü îðèãiíàëüíî¨ ïðîáëåìè ç ÇÇÑ çáåðåãëèñÿ ïiä ÷àñ

ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó.

6.1. Ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó

Ìè âèâ÷à¹ìî íàñòóïíó íåàâòîíîìíó ñèñòåìó ç ÇÇÑ (äèâ. àâòîíîìíèé

âèïàäîê ó [35])

ẏ(t) = f(t, y(t), y(t− η(t))), t > t0, (6.1)

η̇(t) = −µ(η(t)− η̃) +G(y(t)), t > t0, (6.2)
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iç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

y(t) = g(t), t ∈ [t0 − h, t0], (6.3)

η(t0) = η0. (6.4)

Òóò y ∈ Rm, η ∈ R, η0, µ > 0, η̃ > 0, ôóíêöi¨ f òà G íåïåðåðâíi. Ôóíêöiÿ η ¹

ÇÇÑ îñêiëüêè âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (6.2), äå ¹ çàëåæíiñòü âiä y.

Äàëi ìè ïîçíà÷à¹ìî h ≡ 2η̃ > 0 à òàêîæ X ≡ C1([−h, 0];Rm) × R ç

ïðèðîäíüîþ íîðìîþ.

Ëåìà 6.1 Íåõàé f ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà ¹ ëèïøèöåâîþ çà ñâî¨ìè

äðóãîþ òà òðåòüîþ êîîðäèíàòàìè, G ¹ ëèïøèöåâîþ òà |G(y)| ≤ µη̃ äëÿ âñiõ

y ∈ Rm. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî g ∈ C1([t0−h, t0];Rm), η(t0) = η0 ∈ [0, 2η̃] ñèñòåìà

(6.1)-(6.4) ìà¹ ¹äèíèé ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (y; η) òàêèé, ùî η(t) ∈ [0, 2η̃] äëÿ

âñiõ t ≥ t0. Ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ (g; η0).

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ¹ ïðîñòèì îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü (6.1), (6.2)

¹ íåïåðåðâíèìè. Ðîçâ'ÿçêè ¹ ãëîáàëüíèìè çàâäÿêè âëàñòèâîñòi Ëèïøèöÿ

ôóíêöié f òà G (íå áiëüiøå, íiæ ëiíiéíå çðîñòàííÿ). �äèíiñòü âèïëèâà¹ ç

äîáðå âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ äëÿ ðiâíÿíü ç ÇÇÑ (äèâ., íàïðèêëàä [98]) îñêiëüêè

ìè ðîçãëÿäà¹ìî òóò ëèïøèöåâi ïî÷àòêîâi ôóíêöi¨ g.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü |G(y)| ≤ µη̃, ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî (äëÿ

áóäü-ÿêîãî y) áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê (6.2), (6.4) çàäîâiëüíÿ¹ η(t) ∈ [0, 2η̃] çà óìîâè

η(t0) = η0 ∈ [0, 2η̃].

Òåïåð ìè ïîêàæåìî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Äëÿ

ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ, ìè ïîëîæèìî t0 = 0. Ðîçãëÿíåìî ïàðó (ḡ; η̄0) ∈
C1([−h, 0];Rm) × [0, h] ⊂ X òà äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü (gn; η0,n) òàêó, ùî

||(gn; η0,n)− (ḡ; η̄0)||X → 0 êîëè n→∞.

Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (6.1)-(6.4) â iíòåãðàëüíié ôîðìi

yn(t) = gn(0) +

∫ t

0

f(s, yn(s), yn(s− ηn(s)) ds, (6.5)

ηn(t)− η̃ = e−µt(η0,n − η̃) +

∫ t

0

e−µ(t−s)G(yn(s)) ds. (6.6)
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Ïîäiáíi ðiâíÿííÿ äëÿ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ (ḡ; η̄0). Äëÿ ðiçíèöi ðîçâ'ÿçêiâ,

âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ ôóíöié f òà G (âiäïîâiäíi ñòàëi

Ëèïøèöÿ ïîçíà÷à¹ìî Lf òà LG), ìè ìà¹ìî

|yn(t)− ȳ(t)| ≤ |gn(0)− ḡ(0)|

+Lf

∫ t

0

{
|yn(s− ηn(s))− ȳ(s− ηn(s))|+ |ȳ(s− ηn(s))− ȳ(s− η̄(s))|

+|yn(s)− ȳ(s)|
}
ds,

|ηn(t)− η̄(t)| ≤ e−µt|η0,n − η̄0|+ LG

∫ t

0

|yn(s)− ȳ(s)| ds.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå T > 0. Îñêiëüêè âñi ðîçâ'ÿçêè ¹ C1 çà ÷àñîâîþ

çìiííîþ (äèâ., íàïðèêëàä, [98])) äëÿ t > 0, ìè ìîæåìî ïîçíà÷èòè Lȳ,T ñòàëó

Ëèïøèöÿ ðîçâ'ÿçêó ȳ(t), t ∈ [−h, T ]. Òîäi |ȳ(s − ηn(s)) − ȳ(s − η̄(s))| ≤
Lȳ,T |ηn(s) − η̄(s)| äëÿ âñiõ s ∈ [0, t] ⊂ [0, T ]. Ïîçíà÷àþ÷è äëÿ êîðîòêîñòi

βn(t) ≡ maxτ∈[0,t]{|yn(τ) − ȳ(τ)| + |ηn(τ) − η̄(τ)|} òà CT ≡ 2Lf + LG + LfLȳ,T ,

ìè îòðèìó¹ìî

0 ≤ βn(t) ≤ βn(0) + LfT max
τ∈[−h,0]

|gn(τ)− ḡ(τ)|+ CT

∫ t

0

βn(s) ds.

Ìè çàñòîñîâó¹ìî íåðiâíiñòü (ëåìó) Ãðîíóîëà òà îòðèìó¹ìî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

max
τ∈[0,t]

{|yn(τ)− ȳ(τ)|+ |ηn(τ)− η̄(τ)|}

≤
{

(1 + LfT ) max
τ∈[−h,0]

|gn(τ)− ḡ(τ)|+ |η0,n − η̄0|
}

exp(t · (2Lf + LG + LfLȳ,T )).

Îñòàííÿ îöiíêà òà ðiâíÿííÿ (6.1), (6.2) äàþòü ïîäiáíó îöiíêó äëÿ ïîõiäíèõ çà

÷àñîì, îòæå ìè ïðèõîäèìî äî

|yn − ȳ|C1([0,t];Rm) + |ηn − η̄|C1([0,t];R) → 0 ïðè n→ +∞.

Öå äà¹ íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òà çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

ëåìè 6.1. �

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçâ'ÿçêó (y; η) ñèñòåìè (6.1)-(6.4) ìè íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ

σ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

σ(t) = t− η(t), t ≥ t0 (6.7)
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âiäõèëåíèì àðãóìåíòîì (deviating argument) äëÿ (y; η).

Íàøîþ ìåòîþ ¹ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé, ùî ïîâ'ÿçàíi ïiäõîäîì

ïåðåòâîðåííÿ (òðàíñôîðìàöi¨) ÷àñó, ÿêèé áóâ çàïðîïîíîâàíèé ó [46, 47].

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiþ t = α(s), ùî íàçèâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ

(òðàíñôîðìàöiÿ) ÷àñó [47] äëÿ çâåäåííÿ îáðàíîãî ðîçâ'ÿçêó (y; η) ñèñòåìè

(6.1)-(6.4) äî ðîçâ'ÿçêó (z;χ;α) ñèñòåìè çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì
ż(s) = f(α(s), z(s), z(s− h)) α̇(s), s ≥ s0,

z(s) = ψ(s) ≡ g(ω(s)), s ∈ [s0 − h, s0],

χ̇(s) = −µ(χ(s)− η̃) α̇(s) +G(z(s)) α̇(s),

χ(s0) = η0,

(6.8)

äå α çàäîâiëüíÿ¹ àëãåáðà¨÷íîìó ðiâíÿííþ{
α(s)− χ(s) = α(s− h), s ≥ s0,

α(s) = ω(s), s ∈ [s0 − h, s0],
(6.9)

Òóò ω : [s0 − h, s0]→ R ¹ äîâiëüíà C1-ôóíêöiÿ ç äîäàòíüîþ ïîõiäíîþ òà òàêà,

ùî ω(s0 − h) = ω(s0)− η0 < t0, ω(s0) = t0.

Çàóâàæåííÿ 6.2 Âiäìiòåìî, ùî ðiâíÿííÿ (6.9) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âiäïîâiäíîãî

ïðàâèëà, ùî âèêîðèñòîâóâàëîñü ó [47] òà [46] îñêiëüêè ìè íå ìà¹ìî çàäàíî¨

ôóíêöi¨ çàãàþâàííÿ.

Ôóíêöiÿ ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó α áóäó¹òüñÿ ïîêðîêîâî (äèâ. (6.9), (6.7)) çà

ïðàâèëîì (äèâèñü áiëüøå îáãîâîðåííÿ ó çàóâàæåííi 6.6)

α(s) = σ−1(α(s− h)), s ∈ [s0 + (k − 1)h, s0 + kh], k = 0, 1, 2.... (6.10)

Òóò ìè âèêîðèñòàëè (äèâ. (6.7)) σ(α(s)) = α(s) − η(α(s)) = α(s) − χ(s) =

α(s− h), îñêiëüêè χ(s) = η(α(s)).

Çðîçóìiëî, ùî íàì ïîòðiáíà çâîðîòíiñòü (iñíóâàííÿ çâîðîòíüî¨ ôóíêöi¨) σ

äëÿ âèçíà÷åííÿ α. Ó [47] ïðàâèëî (6.10) áóëî âèêîðèñòàíå çà óìîâè, ùî σ̇(t) > 0

(àáî σ̇(t) < 0). Áiëüø äåòàëüíî, öå ïðàâèëî âèêîðèñòîâóâàëîñü òiëüêè äëÿ òèõ

ðîçâ'ÿçêiâ, âçäîâæ ÿêèõ σ̇(t) > 0 (àáî σ̇(t) < 0). Â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ



314

ìè íàäà¹ìî ïðîñòó óìîâó, ÿêà ãàðàíòó¹, ùî âçäîâæ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ìè ìà¹ìî

σ̇(t) > 0 òà, ÿê íàñëiäîê, σ çàâæäè ìà¹ çâîðîòíþ. Òàêîþ ïðîñòîþ óìîâîþ ¹

2µη̃ < 1. Ëåãêî áà÷èòè, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.2), ùî â öüîìó âèïàäêó |η̇(t)| ≤
µ|η − η̃| + |G(y(t))| ≤ µη̃ + µη̃ < 1. Òóò ìè âèêîðèñòàëè óìîâó |G(y)| ≤ µη̃.

Òåïåð (6.7) äà¹ σ̇(t) = 1− η̇(t) > 0.

Çàóâàæåííÿ 6.3 Âðàõîâóþ÷è, ùî ÇÇÑ η çìiíþ¹ ñâî¨ çíà÷åííÿ ó ïðîìiæêó

[0, 2η̃] = [0, h], ìîæíà ñêàçàòè, ùî óìîâà 2µη̃ < 1 îçíà÷à¹ "ïîâiëüíó çìiíó

çàãàþâàííÿ" â ìíîæèíi [0, 2η̃].

Âàæëèâî, ùî σ̇(t) > 0, äà¹ α̇(s) > 0 îñêiëüêè íà ïî÷àòêîâîìó ïðîìiæêó ÷àñó

α̇(s) = ω̇(s) > 0, s ∈ [s0 − h, s0] òà α̇(s) = dσ−1(α(s−h))
ds = 1

σ̇(α(s−h))α̇(s − h) =
α̇(s−h)

σ̇(σ(α(s))) > 0 êðîê çà êðîêîì (äèâèñü òàêîæ [47, ñ.28]). Òóò ìè âèêîðèñòàëè

σ(α(s)) = α(s− h) (äèâ. (6.9), (6.10)).

Çà ïîáóäîâîþ (äèâ. [47, òâåðäæåííÿ 1,2]), çâ'ÿçîê ìiæ ðîçâ'ÿçêîì (y, η)

ñèñòåìè (6.1)-(6.4) òà âiäïîâiäíèì ðîçâ'ÿçêîì (z, χ, α) ñèñòåìè (6.8)-(6.9)

çàäà¹òüñÿ ÿê

y(t) = z(α−1(t)), t ∈ [t0 − h,+∞),

z(s) = y(α(s)), χ(s) = η(α(s)), s ∈ [s0 − h,+∞), t = α(s), t0 = α(s0). (6.11)

Ëåìà 6.4 Íåõàé f òà G ¹ òàêèìè ÿê ó ëåìi 6.1. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

{(gn; η0,n)} òàêó, ùî ||(gn; η0,n)− (ḡ; η̄0)||C1([t0−h,t0];Rm)×R → 0 òà ïîñëiäîâíiñòü

{ωn} òàêó, ùî ||ωn − ω̄||C1([t0−h,t0];R) → 0, êîëè n → ∞. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî

S > 0 ïîñëiäîâíiñòü ïåðåòâîðåíü ÷àñó αn ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ᾱ, òîáòî

maxs∈[s0,s0+S] |αn(s)− ᾱ(s)| → 0, êîëè n→∞.

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.7), ìè ìà¹ìî ç ëåìè 6.1, ùî

maxt∈[t0,t0+T ] |σn(t) − σ̄(t)| → 0, êîëè n → ∞. Öÿ çáiæíiñòü òà (6.2) äàþòü

||σn − σ̄||C1([t0,t0+T ];R) → 0.

Îñêiëüêè d
dtσ̄(t) > 0 íà [t0, t0 + T ], òî iñíó¹ δ̄ > 0 òàêå, ùî d

dtσ̄(t) ≥ 2δ̄ > 0

äëÿ âñiõ t ∈ [t0, t0 + T ]. Öå òà ||σn − σ̄||C1[t0,t0+T ] → 0 äàþòü

d

dt
σn(t) ≥ δ̄ > 0 äëÿ âñiõ t ∈ [t0, t0 + T ] òà n > n1. (6.12)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ α (äèâ. (6.10)) òà çáiæíiñòü ωn → ω̄ êîëè n→∞
íàì çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ïîêàçàòè âëàñòèâiñòü maxτ∈[0,T ] |(σn)−1(τ)−(σ̄)−1(τ)| →
0 êîëè n → ∞. Ïîçíà÷èìî γn(s) = (σn)−1(s), γ̄(s) = (σ̄)−1(s). Ïðèïóñòèìî

ïðîòèëåæíå, òîáòî γn(s) íå çáiãà¹òüñÿ äî γ̄(s) ðiâíîìiðíî íà äåÿêîìó [s0, s0+S].

Òîäi

∃ε0 > 0 : ∀N ∈ N ∃nN ≥ N ∃ snN ∈ [s0, s0 + S] : |γn(snN )− γ̄(snN )| ≥ ε0.

Ðîçãëÿäàþ÷èN = 1, 2, ... ìè îòðèìó¹ìî äâi ïîñëiäîâíîñòi {nk}∞k=1 òà {snk}∞k=1 ⊂
[s0, s0 + S] òàêi, ùî

|γnk(snk)− γ̄(snk)| ≥ ε0. (6.13)

Îñêiëüêè [s0, s0 +S] ¹ êîìïàêòîì, ìè ìà¹ìî ŝ ∈ [s0, s0 +S] òà ïiäïîñëiäîâíiñòü

(çíîâó ïîçíà÷åíó ÿê) {nk}∞k=1 òàêi, ùî snk → ŝ ∈ [s0, s0 + S]. Ìè ìîæåìî

çàïèñàòè

γnk(snk)− γ̄(snk) = (γnk(snk)− γnk(ŝ)) + (γnk(ŝ)− γ̄(ŝ)) + (γ̄(ŝ)− γ̄(snk)) .

Îñòàííié ÷ëåí ïðÿìó¹ äî íóëÿ çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi γ̄, äðóãèé - çàâäÿêè

ïîòî÷êîâié çáiæíîñòi γn(s) → γ̄(s) äëÿ âñiõ s ∈ [s0, s0 + S]. Òàêèì ÷èíîì ¹

ëèøå îäíà ìîæëèâiñòü äëÿ âèêîíàííÿ (6.13) - êîëè iñíó¹ íàòóðàëüíå k1 òàêå,

ùî äëÿ âñiõ k ≥ k1 ìà¹ìî |γnk(snk)−γnk(ŝ)| > ε0/2. Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü ðàçîì

ç snk → ŝ òà äèôåðåöiéîâíiñòþ âñiõ γnk äà¹, ùî ïîõiäíi d
dsγ

nk ¹ îáìåæåíèìè

ó äåÿêîìó îêîëi ŝ. Öå ñóïåðå÷èòü âëàñòèâîñòi d
dtσ

n(t) ≥ δ̄ > 0 (äèâ. (6.12))

îñêiëüêè d
dsγ

n(s) = 1
d
dtσ

n(t)
. Äîâåäåííÿ ëåìè 6.4 çàâåðøåíî.

Òåïåð, ïî¹äíóþ÷è ëåìè 6.1 òà 6.4 (òà óìîâó µη̃ < 1
2), ìè ìà¹ìî çìîãó

ñôîðìóëþâàòè ïåðøèé ðåçóëüòàò ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ïåðåòâîðåííÿ

÷àñó âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.

Òåîðåìà 6.5 Íåõàé f ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, ëèïøèöåâîþ çà ñâî¨ìè äðóãîþ

òà òðåò¹þ êîîðäèíàòàìè òà G ¹ ëèïøèöåâîþ òà |G(y)| ≤ µη̃ <
1
2 äëÿ âñiõ y ∈ Rm. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {(gn; η0,n)} òàêó, ùî

||(gn; η0,n) − (ḡ; η̄0)||C1([t0−h,t0];Rm)×R → 0 òà ïîñëiäîâíiñòü {ωn} òàêó, ùî

||ωn−ω̄||C1[t0−h,t0] → 0, êîëè n→∞. Òîäi ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó äà¹ ïîñëiäîâíiñòü
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âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ {(zn, χn, αn)} ñèñòåìè çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì (6.8)-

(6.9) (äèâ. (6.11)) òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî S > 0 ìà¹ìî

max
s∈[s0,s0+S]

{||zn(s)− z̄(s)||+ |χn(s)− χ̄(s)|+ |αn(s)− ᾱ(s)|} → 0, êîëè n→∞,

òà α̇n(s) > 0 äëÿ s ∈ [s0, s0 + S].

Çàóâàæåííÿ 6.6 Ìè çâåðòà¹ìî óâàãó, ùî (6.8), (6.9) ¹ ñèñòåìîþ, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç äèôåðåíöiàëüíèõ òà àëãåáðài÷íèõ ðiâíÿíü. Òîæ íåîáõiäíî

ïðîêîìåíòóâàòè ÿê ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàòè. Ìè öå ðîáèìî iíøèì ñïîñîáîì íiæ

ó [47, 46] îñêiëüêè ìè íå ìà¹ìî çàäàíî¨ ôóíêöi¨ çàãàþâàííÿ (âiäõèëåííîãî

àðãóìåíòà) (ïîðiâíÿé ç [47, ðîçäië 2.1]). Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.9), ìè

çàïèñó¹ìî äëÿ s ∈ [0, h] (à ïîòiì ïðîäîâæó¹ìî êðîê çà êðîêîì ç

äîâæèíîþ êðîêà h): α(s) = χ(s) + ω(s − h). Ïîòiì ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî

öå â äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ χ ó (6.8) äëÿ òîãî àáè îòðèìàòè

χ̇(s) = −µ(χ(s) − η̃) (χ̇(s) + ω̇(s − h)) + G(z(s)) (χ̇(s) + ω̇(s − h)). Òàêèì

÷èíîì χ̇(s) [1 + µ(χ(s)− η̃)−G(z(s))] = {−µ(χ(s)− η̃) ) +G(z(s)} ω̇(s − h).

Íàãàäà¹ìî, ùî óìîâà 2µη̃ < 1 äà¹ |µ(χ(s)−η̃)−G(z(s))| < 1. Ç öüîãî âèïëèâà¹

χ̇(s) = {−µ(χ(s)− η̃) ) +G(z(s)} ω̇(s− h) [1 + µ(χ(s)− η̃)−G(z(s))]−1 .

(6.14)

Òåïåð äëÿ òîãî àáè ïåðåïèñàòè ïåðøå ðiâíÿííÿ ó (6.8) ìè çíîâ

âèêîðèñòîâó¹ìî α(s) = χ(s) + ω(s − h) (òà α̇(s) = χ̇(s) + ω̇(s −
h)), ïiäñòàâëÿ¹ìî öå ó (6.8) òà âèêîðèñòîâó¹ìî (6.14). Öå äà¹ ż(s) =

f(α(s), z(s), z(s − h)) α̇(s) = f(χ(s) + ω(s − h), z(s), z(s − h)) (χ̇(s) + ω̇(s −
h)) = f(χ(s) + ω(s − h), z(s), z(s − h))

(
−µ(χ(s)−η̃) )+G(z(s)
1+µ(χ(s)−η̃) )−G(z(s) + 1

)
· ω̇(s − h) =

f(χ(s) + ω(s− h), z(s), z(s− h)) [1 + µ(χ(s)− η̃)−G(z(s))]−1 · ω̇(s− h).

Òàêèì ÷èíîì (6.8), (6.9) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíî äëÿ s ∈ [0, h] (ïåðøèé
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êðîê) ÿê
ż(s) =f(χ(s) + ω(s− h), z(s), z(s− h)) [1 + µ(χ(s)− η̃)−G(z(s))]−1 · ω̇(s− h),

z(s) =g(ω(s)), s ∈ [0, h],

χ̇(s)= {−µ(χ(s)− η̃) ) +G(z(s)} ω̇(s− h) [1 + µ(χ(s)− η̃)−G(z(s))]−1 ,

χ(0)=η0.

(6.15)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îñòàííÿ ñèñòåìà äà¹ ðîçâ'ÿçîê (z(s), χ(s)) äëÿ s ∈ [0, h].

Òîäi ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó α çíàõîäèòüñÿ ÿê α(s) = χ(s)+ω(s−h). Â çàãàëüíîìó

âèïàäêó öå âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì
ż(s) =f(χ(s) + α(s− h), z(s), z(s− h)) [1 + µ(χ(s)− η̃)−G(z(s))]−1 · α̇(s− h),

z(s) =g(ω(s)), s ∈ [s0 − h, s0],

χ̇(s) ={−µ(χ(s)− η̃) ) +G(z(s)} [1 + µ(χ(s)− η̃)−G(z(s))]−1 α̇(s− h), s ≥ s0,

χ(s0)=η0,

(6.16)

òà ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíî êðîê çà êðîêîì. Âiäìiòåìî, ùî ñèñòåìà

(6.8) - (6.9) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî, áåç æîäíèõ ïîñèëàíü íà ñèñòåìó

(6.1)-(6.4) (áåç âèêîðèñòàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ (y, η) ñèñòåìè (6.1)-(6.4) òà áåç

âèêîðèñòàííÿ σ ó (6.7)) îñêiëüêè (6.9) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çàìiñòü (6.7).

Ïðàâèëî (6.9) âêëþ÷à¹ ïðàâèëî (6.7), òà ¹ ñôîðìóëüîâàíèì ó òåðìiíàõ íîâîãî

÷àñó s.

6.2. Çâ'ÿçîê ìiæ àñèìïòîòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ñèñòåì

(6.1)-(6.4) òà (6.8) - (6.9).

Ìè äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ ÿê âèçíà÷èòè ÷è äåÿêi ÿêiñíi âëàñòèâîñòi

ðîçâ'ÿçêiâ îðèãiíàëüíî¨ ñèñòåìè ç ÇÇÑ (6.1)-(6.4) çáåðiãàþòüñÿ ïðè òðàíñôîðìà-

öi¨ ÷àñó, òîáòî çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè äëÿ âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè çi

ñòàëèì çàãàþâàííÿì (6.8)-(6.9). Ìè òàêîæ äîñëiäæó¹ìî ÿê ïîâ'ÿçàòè âiäîìi

âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (6.8)-(6.9) ç ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè (6.1)-(6.4).

Ïî÷íåìî ç äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòi (÷àñòêîâî¨) åêñïîíåíöiéíî¨ ñòiéêîñòi.

Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäåííÿ ðåçóëüòàòiâ ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ
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(ȳ(t) ≡ 0; η̄(t)) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (6.1)-(6.4). Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.11),

(z̄(s) ≡ 0; χ̄(s); ᾱ(s)) áóäå òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (6.8)-(6.9).

Ïðèñòîñîâóþ÷è äî íàøîãî âèïàäêó âèçíà÷åííÿ ÷àñòêîâî¨ ñòiéêîñòi

(ñòiéêîñòi ïî ÷àñòèíi çìiííèõ) ç [5, ñ.251] ìè íàãàäó¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê (ȳ(t) ≡
0; η̄(t)) ñèñòåìè (6.1)-(6.4) íàçèâà¹òüñÿ åêñïîíåíöiéíî y-ñòiéêèì, ÿêùî iñíóþòü

ñòàëi k1, k2 > 0 òà k3 > 0 òàêi, ùî ||y(t)|| ≤ k1e
−k2(t−t0)||yt0||C([−h,0];Rm) äëÿ âñiõ

t ≥ t0 òà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi çàäîâiëüíÿþòü ||yt0|| < k3. Ìè íàãàäà¹ìî, ùî

η-êîîðäèíàòà ¹ îáìåæåíîþ (η(·) ∈ [0, 2η̃]). Òàêèì ñàìèì ÷èíîì ìè âèçíà÷à¹ìî

åêñïîíåíöiéíî z-ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê (z̄(s) ≡ 0; χ̄(s); ᾱ(s)) ñèñòåìè (6.8)-(6.9).

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî

||z(s)|| ≤ D0e
−D1(s−s0)||zs0||C([−h,0];Rm), s ≥ s0, D0, D1 > 0.

ßê íàñëiäîê, âèêîðèñòîâóþ÷è (6.11), ìè ìà¹ìî

||y(t)|| ≤ D0e
−D1(α−1(t)−s0)||zs0||C([−h,0];Rm)

= D0e
−D2(t−t0)||zs0||C([−h,0];Rm)e

D2(t−t0)−D1(α−1(t)−s0).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî (i òiëüêè ÿêùî) eD2t−D1α
−1(t) ¹ îáìåæåíîþ, òîäi ìè

ìà¹ìî

||y(t)|| ≤ D3e
−D2(t−t0)||zs0||C([−h,0];Rm).

Öi ôàêòè ïîêàçóþòü, ùî åêñïîíåíöiéíà îöiíêà äëÿ ðîçâ'ÿçêó z(s) äà¹

åêñïîíåíöiéíó îöiíêó äëÿ ðîçâ'ÿçêó y(t) çà óìîâè, ùî iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi

D1, D2 òàêi, ùîD2t−D1α
−1(t) ≤ D3 äëÿ âñiõ t ≥ t0 òà äåÿêîãîD3 ∈ R. Ïîäiáíi

îöiíêè äà¹ çâîðîòí¹ òâåðäæåííÿ òîáòî, åêñïîíåíöiéíà îöiíêà äëÿ ðîçâ'ÿçêó y(t)

äà¹ åêñïîíåíöiéíó îöiíêó äëÿ ðîçâ'ÿçêó z(s) çà óìîâè, ùî iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi

C1, C2 òàêi, ùî C2s− C1α(s) ≤ C3 äëÿ âñiõ s ≥ s0 òà äåÿêîãî C3 ∈ R.
Îñêiëüêè çà (6.11) t = α(s), ìè ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî

Âèçíà÷åííÿ 6.7 Ìè êàæåìî, ùî "s-÷àñ" òà "t-÷àñ" ¹ åêâiâàëåíòíèìè ÿêùî

iñíóþòü ñòàëi A1 > 0, A2 > 0, B1 ∈ R, B2 ∈ R òàêi, ùî A1t + B1 ≤ s ≤
A2t+B2.
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Çàóâàæåííÿ 6.8 Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó ìè òàêîæ ìà¹ìî 1
A2
s−

B2

A2
≤ t ≤ 1

A1
s− B1

A1
.

Ìè áà÷èëè, ùî ó âèïàäêó åêâiâàëåíòíîñòi "s-÷àñó" òà "t-÷àñó" åêñïîíåíöiéíà

îöiíêà çáåðiãà¹òüñÿ ïðè ïåðåòâîðåííi ÷àñó. Iíøèì íàñëiäêîì åêâiâàëåíòíîñòi

¹ âëàñòèâiñòü, ùî t → +∞ âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè s →
+∞. Öÿ âëàñòèâiñòü ïðèðîäíüî ¹ âàæëèâîþ ïðè äîñëiäæåííi àñèìïòîòè÷íèõ

âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ïðè t→ +∞.

Îñòàííié ðåçóëüòàò âêàçó¹ íà âàæëèâiñòü áiëüø äåòàëüíîãî âèâ÷åííÿ

ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi ÷àñiâ. Ñïðîáó¹ìî ç'ÿñóâàòè ÷è ¹ åêâiâàëåíòíiñòü â

íàøîìó âèïàäêó. Ïðàâèëà (6.10) òà (6.7) âêàçóþòü íà íåîáõiäíiñòü àíàëiçó

ôóíêöi¨ σ−1. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü σ(t) ≥ t−h (îáìåæåíå çàãàþâàííÿ)
òà çâîðîòíiñòü σ, ìè îòðèìó¹ìî σ−1(τ) ≤ τ+h. ßê íàñëiäîê, ç (6.10), ìè ìà¹ìî

α(s) = σ−1(α(s−h)) ≤ α(s−h)+h. Çîêðåìà, α(h) ≤ α(0)+h, α(2h) ≤ α(h)+h ≤
α(0) + 2h, etc. Òîäi âëàñòèâiñòü α(kh) ≤ α(0) + kh òà ñòðîãà ìîíîòîííiñòü α

äàþòü íàñòóïíó îöiíêó

α(s) ≤ (α(0) + h) + s. (6.17)

Îñêiëüêè α(s) = t, îöiíêà (6.17) îçíà÷à¹ íèæíþ îöiíêó (îáìåæåííÿ çíèçó) ó

âèçíà÷åííi 6.7 òà âåðõíþ îöiíêó ó çàóâàæåííi 6.8 (ç A1 = 1, B1 = −(α(0) +h)).

Iíøi, äîïîâíþþ÷i îöiíêè (îáìåæåííÿ) ó âèçíà÷åííi 6.7 òà çàóâàæåííi 6.8 ¹ íå

òàêèìè ïðîñòèìè. Íà öåé ìîìåíò ìè íå ñòâåðäæó¹ìî, ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, àëå íàäà¹ìî äîäàòêîâó óìîâó, ÿêà ãàðàíòó¹ ïîòðiáíi

îöiíêè.

Ïðèïóñòèìî, ùî çíà÷åííÿ çàãàþâàííÿ îáìåæåíi çíèçó äîäàòíüîþ ñòàëîþ,

ñêàæiìî h1 > 0. Áiëüø äåòàëüíî, η(t) ≥ h1 ∈ (0, η̃] äëÿ âñiõ t ≥ 0. Äîñòàòíüîþ

óìîâîþ äëÿ îñòàííüî¨ âëàñòèâîñòi ¹ |G(y)| ≤ µ|η̃ − h1| äëÿ âñiõ y ∈ Rm. Ïðè

âèêëàäåíèõ óìîâàõ ìè ìà¹ìî σ−1(τ) ≥ τ +h1. Ç (6.10) ìà¹ìî α(s) = σ−1(α(s−
h)) ≥ α(s−h) +h1. Çîêðåìà, α(h) ≥ α(0) +h1, α(2h) ≥ α(h) +h1 ≥ α(0) + 2h1,

i ò.i. Îòæå âëàñòèâiñòü α(kh) ≥ α(0) + kh1 òà ñòðîãà ìîíîòîííiñòü α äàþòü

íàñòóïíó îöiíêó

α(s) ≥ (α(0)− h1) +
h1

h
s. (6.18)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è îäíî÷àñíî (6.17) òà (6.18) ìè ïðèõîäèìî äî åêâiâàëåíòíîñòi

"s-÷àñó" òà "t-÷àñó" (çi ñòàëèìè A1 = 1, B1 = −(α(0) + h), A2 = h
h1
, B2 =

− h
h1

(α(0)− h1) ó âèçíà÷åííi 6.7 òà çàóâàæåííi 6.8).

Òàêiæ àðãóìåíòè ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíî¨ ëåìè (äëÿ ïðîñòîòè áåðåìî s0 = 0).

Ëåìà 6.9 1) Ïðèïóñòèìî, ùî âçäîâæ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (6.1)-(6.4) ìà¹ìî

η(t) ≤ h2 ≤ h òîáòî çàãàþâàííÿ ¹ îáìåæåíèì (σ(t) ≥ t−h2). Òîäi âiäïîâiäíå

ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó çàäîâiëüíÿ¹ α(s) ≤ α(0) + h2 + h2
h s, äëÿ âñiõ s ≥ 0.

2) Ïðèïóñòèìî, ùî âçäîâæ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (6.1)-(6.4) ìà¹ìî η(t) ≥
h1 > 0. Òîäi âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó çàäîâiëüíÿ¹ α(s) ≥ α(0)− h1 + h1

h s,

äëÿ âñiõ s ≥ 0.

Çàóâàæåííÿ 6.10 Îáèäâi óìîâè ïîïåðåäíüî¨ ëåìè 6.9 âèêîíóþòüñÿ, íàïðè-

êëàä, çà óìîâè |G(y)| ≤ µ|η̃−h1| äëÿ âñiõ y ∈ Rm òà h1 ∈ (0, η̃]. Öå ¹ âèïàäîê

åêâiâàëåíòíîñòi "s-÷àñó" òà "t-÷àñó".

Äîâiâøè åêâiâàëåíòíiñòü, ìè ìà¹ìî çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè ¨¨ äëÿ ïîðiâíÿííÿ

àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé âiäïîâiäíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (ïðîöåñiâ), ùî

áóäóþòüñÿ çà ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåì äî òà ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó. Ïîïåðåäíi

äîñëiäæåííÿ ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíîãî íàñëiäêó.

Íàñëiäîê 6.11 Íåõàé f ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, ëèïøèöåâîþ çà ñâî¨ìè

äðóãîþ òà òðåòüîþ êîîðäèíàòàìè òà G ¹ ëèïøèöåâà òà |G(y)| ≤ µ|η̃ −
h1| äëÿ âñiõ y ∈ Rm òà äåÿêîãî h1 ∈ (0, η̃]. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé

åêñïîíåíöiéíî y-ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê (y, η) ñèñòåìè (6.1)-(6.4) òîáòî ||y(t)|| ≤
k1e
−k2(t−t0)||yt0||C([−h,0];Rm) äëÿ âñiõ t ≥ t0 òà çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ω ∈ C1([s0 −

h, s0];R) ç äîäàòíüîþ ïîõiäíîþ òà òàêå, ùî ω(s0 − h) = ω(s0) − η0. Òîäi

âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê (z, χ, α) ñèñòåìè (6.8)-(6.9) ¹ åêñïîíåíöiéíî z-ñòiéêèì.

Ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíèé âèïàäîê (6.1), òîáòî ñèñòåìó (ïîðiâíÿé ç (6.1)-(6.4))

ẏ(t) = fa(y(t), y(t− η(t))), t > 0, (6.19)

η̇(t) = −µ(η(t)− η̃) +G(y(t)), t > 0, (6.20)
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iç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

y(t) = g(t), t ∈ [−h, 0], (6.21)

η(0) = η0. (6.22)

Ìè ìîæåìî îáìåæèòè íàøi äîñëiäæåííÿ (âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 6.1) íà

ìíîæèíó ïî÷àòêîâèõ äàíèõ

Xfa =
{

(g, η0) | ġ(0) = fa(g(0), g(−η0))
}
⊂ C1([−h, 0];Rm)× [0, h]. (6.23)

Ìíîæèíà Xfa ¹ àíàëîãîì ìíîãîâèäó ðîçâ'ÿçêiâ (solution manifold), ùî

âèêîðèñòîâóâàëàñü ó [205] (äèâèñü òàêîæ [98]). Íàãàäà¹ìî, ùî ñåíñ öüîãî

îáìåæåííÿ ¹ C1-ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ â òî÷öi íóëü (÷àñ), òîáòî ẏ(0−) = ġ(0−) =

ẏ(0+) = fa(g(0), g(−η0)). Ëåãêî áà÷èòè, ìíîæèíà Xfa ¹ iíâàðiàíòíîþ.

Ìè âèçíà÷à¹ìî åâîëþöiéíèé îïåðàòîð Sa(t) : Xfa → Xfa, ùî âiäïîâiäà¹

çàäà÷i (6.19)-(6.22), çãiäíî ç ôîðìóëîþ Sa(t)(g; η0) = (yt; η(t)), äå (y; η) ¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (6.19)-(6.22). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðè íàøèõ óìîâàõ ïàðà

(Sa, Xfa) ¹ äèíàìi÷íèì íàïiâ-ïîòîêîì (dynamical semi�ow) (iíøèìè ñëîâàèì,

çàäà÷à (6.19)-(6.22) ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ ó ïðîñòîði Xfa). Áiëüøå äåòàëåé

ïðî äèíàìi÷íi ñèñòåìè (íàïiâ-ïîòîêè) äèâèñü, íàïðèêëàä [96, 200, 31].

Äëÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ íåàâòîíîìíî¨ ñèñòåìè (6.8),

(6.9), ìè íàãàäà¹ìî íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ ç [50, ñ. 112-119]. Íåõàé E

¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì. Ðîçãëÿíåìî äâî-ïàðàìåòðîâó ðîäèíó âiäîáðàæåíü

{U(t, τ)}, U(t, τ) : E → E, ïàðàìåòðè τ ∈ R, t ≥ τ .

Âèçíà÷åííÿ 6.12 [50, c.113]. Ðîäèíà âiäîáðàæåíü {U(t, τ)} íàçèâà¹òüñÿ

ïðîöåñîì íà E ÿêùî

(i) U(τ, τ) = I; (ii) U(t, s) ◦ U(s, τ) = U(t, τ) äëÿ âñiõ t ≥ s ≥ τ ∈ R.

Îñêiëüêè (6.8), (6.9) ìà¹ ñòàëå çàãàþâàííÿ h, ó íàñ íåìà¹ ïîòðåáè

îáìåæóâàòèñü äî ìíîãîâèäó ðîçâ'ÿçêiâ. Ìè âèçíà÷à¹ìî

E = C([−h, 0];Rm)× [0, h]×
{
ω ∈ C1[−h, 0] | ω̇(·) > 0, ω(−h) = ω(0)− η0;

ω̇(0)
[
1 + µ(η0 − η̃)−G(ϕ(0))

]
= ω̇(−h)}
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òà âèçíà÷à¹ìî U(s, s0)(ϕ; η0;ω) = (zs;χ(s);αs), äå (z;χ;α) ¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(6.8), (6.9) iç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (ϕ; η0;ω), òóò zs0 = ϕ.

Ìè çàóâàæó¹ìî, ùî äëÿ ïîâåðíåííÿ äî ñèñòåìè (6.19)-(6.22), âèêîðèñòîâóþ÷è

ïåâíèé ðîçâ'ÿçîê (6.8), (6.9), ìè âiäíîâëþ¹ìî (âiäòâîðþ¹ìî) ôóíêöiþ g

íàñòóïíèì ÷èíîì g(t) = zs0(α
−1(t)) äëÿ t ∈ [t0 − h, t0].

Ïðîäîâæèìî îáãîâîðåííÿ ÿêi àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ñèñòåìè (6.1)-

(6.4) çáåðiãàþòüñÿ ïðè òðàíñôîðìàöi¨ ÷àñó, òîáòî çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè äëÿ

âiäïîâiäíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì (6.8)-(6.9).

Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ âëàñòèâîñòåé äèíàìi÷íèõ ñèñòåì òà ïðîöåñiâ ¹

îáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ êîìïàêòíiñòü (àñèìïòîòè÷íà êîìïàêòíiñòü) äèâ.,

íàïðèêëàä [96, 200, 31]. Äàëi ìè çàâæäè ïðèïóñêà¹ìî, ùî t → +∞ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè s→ +∞, ùî ¹ âiðíèì, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó åêâiâàëåíòíîñòi

t-÷àñó òà s-÷àñó. Ëåãêî áà÷èòè ç (6.11), ùî ||y(t)|| ≤ C, t ≥ t1 ¹ åêâiâàëåíòíî

||z(s)|| ≤ C, s ≥ s1. Îòæå iñíóâàííÿ îáìåæåíî¨ ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè äëÿ zs-

êîîðäèíàòè ¹ åêâiâàëåíòíèìè äî iñíóâàííÿ îáìåæåíî¨ ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè

äëÿ yt-êîîðäèíàòè, îáèäâi âëàñòèâîñòi ó ïðîñòîði C([−h, 0];Rm). Àáè ïiòè äàëi,

îáãîâîðèìî íàñòóïíi äîäàòêîâi óìîâè íà ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó α:

(Att1) ∃C1,α > 0,∀s ≥ s1 ⇒ α̇(s) ≤ C1,α.

(Att1
′) ∃C2,α > 0,∀t ≥ t1 ⇒ α̇−1(t) ≤ C2,α.

(Att2) α ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà [s1,+∞).

(Att2
′) α−1 ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà [t1,+∞).

(Att3) α̇ ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà [s1,+∞).

(Att3
′) α̇−1 ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà [t1,+∞).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.11), ìè ìà¹ìî ż(s) = ẏ(α(s)) α̇(s). Îòæå, iñíóâàííÿ

îáìåæåíî¨ ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè äëÿ yt-êîîðäèíàòè ó ïðîñòîði C1([−h, 0];Rm)

äà¹ iñíóâàííÿ îáìåæåíî¨ ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè äëÿ zs-êîîðäèíàòè, çà óìîâè

âèêîíàííÿ (Att1). Çâîðîòíÿ iìïëiêàöiÿ âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâè âèêîíàííÿ

(Att1
′). Äëÿ ñèñòåìè (6.1)-(6.4) iñíóâàííÿ îáìåæåíî¨ ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè

îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà äèñèïàòèâíà (áiëüøå äåòàëåé ïðî öþ âëàñòèâiñòü äèâèñü

ó [96, 200, 31]). Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ t ≥ t1 êîîðäèíàòà yt íàëåæèòü äî
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(ïåðåä-) êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ó ïðîñòîði C([−h, 0];Rm). Çà òåîðåìîþ Àðöåëà-

Àñêîëi, ðîäèíà {yt}t≥t1 ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ òà ðiâíîñòåïåíåâî íåïåðåðâíîþ

(equicontinuous). Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.11), ìè ìà¹ìî |z(s1)−z(s2)| = |y(α(s1))−
y(α(s2))|. Öå òà ïîïåðåäíi îáãîâîðåííÿ ïîêàçóþòü, ùî äëÿ s ≥ s1 êîîðäèíàòà zs

íàëåæèòü äî (ïåðåä-) êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ó ïðîñòîði C([−h, 0];Rm), çà óìîâè,

ùî âèêîíó¹òüñÿ (Att2). Çâîðîòíÿ iìïëiêàöiÿ âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâè âèêîíàííÿ

(Att2
′). Ïîäiáíi àðãóìåíòè ó ïðîñòîði C1([−h, 0];Rm) ïîòðåáóþòü îöiíêó

|ż(s1)− ż(s2)| = |ẏ(α(s1)) α̇(s1)− ẏ(α(s2)) α̇(s2)| ≤ |ẏ(α(s1))− ẏ(α(s2))| |α̇(s1)| +
|ẏ(α(s2))| |α̇(s1) − α̇(s2)|. Ìè áà÷èìî, ùî ÿêùî äëÿ t ≥ t1 êîîðäèíàòà yt

íàëåæèòü äî (ïåðåä-) êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ó ïðîñòîði C1([−h, 0];Rm), òîäi äëÿ

s ≥ s1 êîîðäèíàòà zs íàëåæèòü äî (ïåðåä-) êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ó ïðîñòîði

C1([−h, 0];Rm), çà óìîâè âèêîíàííÿ (Att1) − (Att3). Çâîðîòíÿ iìïëiêàöiÿ

âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâè âèêîíàííÿ (Att1
′) - (Att3

′). Çîêðåìà, ìè ïîêàçó¹ìî, ùî

óìîâè (Att1) − (Att3) òà (Att1
′) - (Att3

′) ç'¹äíóþòü àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi

äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (Sa(t), Xfa) òà ïðîöåñó U(s, τ) : E → E.

Çàóâàæåííÿ 6.13 i). Îáãîâîðþþ÷è óìîâè (Att1) − (Att3), ìîæå çäàòèñÿ,

ùî ðîäèíà {αs}s≥s1 ìîæå íàëåæàòè äî (ïåðåä-) êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ó

ïðîñòîði C([−h, 0];R) àáî íàâiòü C1([−h, 0];R), àëå öå íå âiðíî îñêiëüêè

α(s) = t ¹ ÷àñ, ÿêèé ïðèðîäíüî íåîáìåæåíèé.

ii). Ìè áà÷èìî, ùî (Att1) äà¹ (Att2), àëå (Att2) 6⇒ (Att1), òàê ñàìî

(Att1
′)⇒ (Att2

′), àëå (Att2
′) 6⇒ (Att1

′).

iii). Âiäìiòåìî, ùî (Att1) äà¹ α(s) ≤ C1,αs + k1 òà ïîäiáíî (Att1
′) ⇒

α−1(t) ≤ C2,αt + k2. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ 6.7, ìè áà÷èìî, ùî

(Att1), (Att1
′) äàþòü åêâiâàëåíòíiñòü "s-÷àñó" òà "t-÷àñó".

6.3. Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Äîñëiäæåíèé ìåòîä ïåðåòâîðåííÿ ÷àñó äëÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó. Öåé ìåòîä äîçâîëÿ¹ ïåðåôîðìóëþâàòè

ñèñòåìè ç îäíèì çîñåðåäæåííèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, ó

ñèñòåìè íåàâòîíîìíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì.
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Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, ùî ïî¹äíóþòü âëàñòèâîñòi ñòiéêîñòi öèõ äâîõ òèïiâ

ñèñòåì iç çàãàþâàííÿìè. Âèäiëåíèé âàæëèâèé êëàñ ñèñòåì â ÿêèõ âiäõèëåíèé

àðãóìåíò ¹ ìîíîòîííî çðîçòàþ÷èì çà ÷àñîì, ùî ñóòò¹âî ïîëåãøó¹ äîñëiäæåííÿ.

Çàïðîïîíîâàíå ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi ÷àñiâ ó ìåòîäi òðàíñôîðìàöi¨ ÷àñó.

Îñíîâíi ïîëîæåííÿ öüîãî ðîçäiëó âèêëàäåíi ó ïóáëiêàöi¨ àâòîðà [165].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ ÄÎ ÄÈÑÅÐÒÀÖI�

Â äèñåðòàöi¨ ñèñòåìàòè÷íî ðîçðîáëåíi ÿêiñíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿìè ðiçíî¨ ïðèðîäè. Îñíîâíi çóñèëëÿ çîñåðåäæåíi

íà ìåòîäàõ, ùî äîçâîëÿþòü âèâ÷àòè ÿê ðiâíÿííÿ ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ òàê i

çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. Îñíîâíèìè ¹ íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

1. Çáóäîâàíî Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä iç çàãàþâàííÿì äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ òà

ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì.

2. Çáóäîâàíà íîâà ðîäèíà Íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ (ÍIÌ), ÿêi

ïðîõîäÿòü êðiçü âñi ñòàöiîíàðíi òî÷êè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè, ùî çáóäîâàíà

çà ðîçâ'ÿçêàìè ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì. Ðîçãëÿíóòà

çàëåæíiñòü ÍIÌ âiä âåëè÷èíè çàãàþâàííÿ. Ìè äîâîäèìî áëèçêiñòü

ñòàöiîíàðíîãî ÍIÌ çàäà÷i ç çàãàþâàííÿì òà çàäà÷i áåç çàãàþâàííÿ.

Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿííü áåç çàãàþâàííÿ, íàøi

ñòàöiîíàðíi ÍIÌ ôîðìóþòü ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíèõ iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ

åêñïîíåíöiéíîãî ïîðÿäêó. Öå îçíà÷à¹ íàñòóïíå - îêîëè ïîâåðõîíü (ùî

åêñïîíåíöiéíî ïðèòÿãóþòü âñi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè), ìàþòü òîâùèíó ïîðÿäêà,

ÿêà ñïàäà¹ åêñïîíåíöiéíî çi çðîñòîì âèìiðíîñòi ïîâåðõîíü.

3. Çáóäîâàíi Iíåðöiéíèé ìíîãîâèä iç çàãàþâàííÿì òà ðîäèíà íàáëèæåíèõ

iíåðöiéíèõ ìíîãîâèäiâ, äëÿ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó çà

÷àñîì çi ñòàëèì çàãàþâàííÿì.

4. Çàïðîïîíîâàíà òàê çâàíà "iãíîðóþ÷à óìîâà" íà çîñåðåäæåíå çàãàþâàííÿ,

ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, çà ÿêî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü ¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ íà âñüîìó êëàñè÷íîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié. Öÿ óìîâà ¹ íîâîþ íàâiòü äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

iç çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó (ÇÇÑ). Îñêiëüêè ÷àñîâèé ïðîìiæîê

iãíîðóâàííÿ ìîæå áóòè îáðàíèé äîâiëüíî ìàëèì, öÿ óìîâà ¹ äîñòàòíüî

ïðèðîäíüîþ äëÿ áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, çîêðåìà äëÿ äèíàìi÷íèõ çàäà÷

áiîëîãi¨.

5. Çàïðîïîíîâàíà "óçàãàëüíåíà iãíîðóþ÷à óìîâà" íà çîñåðåäæåíå

çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó, çà ÿêî¨ ïî÷àòêîâî-êðàéîâà çàäà÷à äëÿ
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ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ¹ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíîþ íà âñüîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié.

6. Çàïðîïîíîâàíi òà îáãðóíòîâàíi óìîâè äëÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íà

ïðîñòîði íåïåðåðâíèõ âåêòîð-ôóíêöié ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiøàíèìè

òèïàìè çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

7. Çàïðîïîíîâàíà òà äîñëiäæåíà íåàâòîíîìíà iãíîðóþ÷à óìîâà äëÿ

íåàâòîíîìíèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

8. Çàïðîïîíîâàíi íîâi ïîñòàíîâêè çàäà÷ â ìåòðè÷íèõ íåëiíiéíèõ

ïðîñòîðàõ, â ÿêèõ êîðåêòíî ðîçâ'ÿçíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ çi çîñåðåäæåíèìè

çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

9. Çíàéäåíi óìîâè iñíóâàííÿ ãëîáàëüíèõ êîìïàêòíèõ àòðàêòîðiâ äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç ðiçíèìè òèïàìè çàãàþâàíü (çîñåðåäæåíi, ðîçïîäiëåíi,

çìiøàíi), ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

10. Âïåðøå çíàéäåíi óìîâè ñêií÷åííîâèìiðíîñòi ãëîáàëüíèõ àòðàêòîðiâ äëÿ

ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iç çàãàþâàííÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

11. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïî êîðåêòíié ðîçâ'ÿçíîñòi ñèñòåì, ùî îïèñóþòü

äèíàìiêó âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü ç óðàõóâàííÿì âiäïîâiäåé iìóííî¨ ñèñòåìè.

Ñèñòåìè ìàþòü áiîëîãi÷íî âìîòèâîâàíi çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæàòü âiä ñòàíó.

Äîñëiäæåíà ñòiéêiñòü çà Î.Ì.Ëÿïóíîâèì ñòàöiîíàðíèõ (õðîíi÷íèõ òà çäîðîâèõ)

ñòàíiâ ñèñòåìè.

12. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïî êîðåêòíié ðîçâ'ÿçíîñòi òà ñòiéêîñòi ñèñòåì,

ùî îïèñóþòü äèíàìiêó âiðóñíèõ çàõâîðþâàíü ç óðàõóâàííÿì ïðîñòîðîâèõ

íåîäíîðiäíîñòåé îðãàíiâ, ùî iíôiêîâàíi. Ðiâíÿííÿ ¹ êëàñó ðåàêöi¨-äèôóçi¨ ç

ÇÇÑ.

13. Çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi ÷àñiâ ó ìåòîäi òðàíñôîðìàöi¨

÷àñó äëÿ ñèñòåì iç äèíàìi÷íèì çàãàþâàííÿì, ùî çàëåæèòü âiä ñòàíó.

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä òðàíñôîðìàöi¨ ÷àñó, ìè ïðèõîäèìî äî ñèñòåì çi

ñòàëèì çàãàþâàííÿì òà ïîðiâíþ¹ìî àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ïî÷àòêîâî¨ òà

òðàíñôîðìîâàíî¨ ñèñòåì.

Âàæëèâî, ùî ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ
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iç çàãàþâàííÿì, âiäïîâiäíà äèíàìi÷íà ñèñòåìà ¹ íåñêií÷åííîâèìiðíîþ ÿê

çà ÷àñîâîþ (ÿê ñèñòåìà iç çàãàþâàííÿì), òàê i çà ïðîñòîðîâîþ (ÿê

Ð×Ï) êîîðäèíàòàìè. Âðàõîâóþ÷è öþ ñêëàäíiñòü, îñíîâíà óâàãà ïðèäiëåíà

äåòàëüíîìó äîñëiäæåííþ çàãàþâàíü, ¨õ òèïiâ, âëàñòèâîñòåé. Öå çàëèøà¹

øèðîêèé ïðîñòið äëÿ óçàãàëüíåíü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íà áiëüø ñêëàäíi

ñèñòåìè ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Ïiäõîäè ìàþòü ïåðñïåêòèâè áóòè

ïåðåíåñåíi íà ñèñòåìè ç ëîêàëüíî îáìåæåíèìè çàãàþâàííÿìè.
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B. ÄÎÄÀÒÎÊ. Äîäàòêîâi òåîðåòè÷íi ìàòåðiàëè äëÿ

ïiäðîçäiëó 3.9

Äëÿ çðó÷íîñòi, ìè íàãàäó¹ìî äåÿêi ðåçóëüòàòè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â

íàøèõ äîñëiäæåííÿõ. Äëÿ ïîäàëüøèõ äåòàëåé ìè âiäñèëà¹ìî äî öèòîâàíèõ

äæåðåë. Ïî-ïåðøå ìè çiáðàëè äåÿêi âèçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi, ùî ïîâ'ÿçàíi ç

(çàìêíåíèìè) åâîëþöiéíèìè ïiâãðóïàìè. Ìè ïî÷èíà¹ìî ç íàñòóïíîãî ïîíÿòòÿ,

ÿêå áóëî ââåäåíå ó [142].

Âèçíà÷åííÿ B.1 (Çàìêíåíà ïiâãðóïà) . Íåõàé X ¹ ïîâíèé ìåòðè÷íèé

ïðîñòið. Çàìêíåíà ïiâãðóïà íà X ¹ îäíî-ïàðàìåòðè÷íà ðîäèíà (íåëiíiéíèõ)

îïåðàòîðiâ St : X → X (t ∈ R+) (àáî t ∈ N), ÿêi çàäîâiëüíÿþòü óìîâàì

(S.1) S0 = IdX - îäèíè÷íèé îïåðàòîð;

(S.2) St+τ = StSτ äëÿ âñiõ t, τ ∈ R+;

(S.3) äëÿ âñiõ t ∈ R+ âëàñòèâîñòi xn → x òà Stxn → y äàþòü Stx = y.

Âëàñòèâîñòi (S.1) òà (S.2) ¹ ïiâãðóïîâi âëàñòèâîñòi, à (S.3) êàæå, ùî St ¹

çàìêíåíå (íåëiíiéíå) âiäîáðàæåííÿ. Ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî çàìêíåíiñòü îïåðàòîðà

¹ äîáðå âiäîìå ïîíÿòòÿ ó òåîði¨ ëiíiéíèõ (íåîáìåæåíèõ) îïåðàòîðiâ. Íàñêiëüêè

íàì âiäîìî, â êîíòåêñòi åâîëþöiéíèõ îïåðàòîðiâ, öå ïîíÿòòÿ âïåðøå ç'ÿâèëîñü

ó [2] ÿê (ñëàáêà) çàìêíåíiñòü åâîëþöiéíî¨ (ñèëüíî íåïåðåðâíî¨) ïiâãðóïè (äèâ.

òàêîæ [31]). Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ïåðåôîðìóëþâàííÿì íàñëiäêó 6 [142], ÿêå

òàêîæ âðàõîâó¹ òâåðäæåííÿ [142, òåîðåìà 2]).

Òåîðåìà B.2 (Iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî àòðàêòîðà) Íåõàé St : X → X ¹

çàìêíåíà ïiâãðóïà, ùî ìà¹ êîìïàêòíó çâ'ÿçíó ïîãëèíàþ÷ó ìíîæèíó Kabs ⊂
X . Òîäi iñíó¹ êîìïàêòíèé ãëîáàëüíèé àòðàêòîð A äëÿ St. Öåé àòðàêòîð ¹

çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ òà A = ω(Kabs) =
⋂
t∈R+

⋃
τ≥t SτKabs.

Îäíà ç áàæàíèõ âëàñòèâîñòåé àòðàêòîðó ¹ ñêií÷åííîâèìiðíiñòü. Ìè íàãàäó¹ìî

íàñòóïíå âèçíà÷åííÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [31, 200]).
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Âèçíà÷åííÿ B.3 Íåõàé M ⊂ X ¹ êîìïàêòíà ìíîæèíà. Òîäi ôðàêòàëüíà

(box-counting) âèìiðíiñòü dimfM ìíîæèíè M âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

dimfM = lim sup
ε→0

lnn(M, ε)

ln(1/ε)
,

äå n(M, ε) ¹ ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü çàìêíåíèõ êóëü ðàäióñó ε, ÿêi íàêðèâàþòü

ìíîæèíó M .

Ìè òàêîæ íàãàäó¹ìî (äèâ. [81])

Âèçíà÷åííÿ B.4 Êîìïàêòíà ìíîæèíà Aexp ⊂ CL íàçèâà¹òüñÿ ôðàêòàëüíèì

åêñïîíåíöiéíèì àòðàêòîðîì äëÿ St òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (i) Aexp

¹ äîäàòíüî iíâàðiàíòíîþ ìíîæèíîþ (ii) ôðàêòàëüíà âèìiðíiñòü ÿêî¨ ¹

ñêií÷åííà òà (iii) äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ìíîæèíè D iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi

tD, CD òà γD òàêi, ùî

sup
ϕ∈D

dist CL(Stϕ, Aexp) ≤ CD · e−γD(t−tD), t ≥ tD. (B.1)

Äëÿ äåòàëåé ùîäî ôðàêòàëüíèõ åêñïîíåíöiéíèõ àòðàêòîðiâ ó âèïàäêó

íåïåðåðâíèõ ïiâãðóï ìè âiäñèëà¹ìî äî [81], a òàêîæ äî íåäàâíüîãî îãëÿäó

[136]. Ìè òiëüêè çàóâàæèìî, ùî (i) ãëîáàëüíèé àòðàêòîð ìîæå áóòè

íååêñïîíåíöiéíèì òà (ii) åêñïîíåíöiéíèé àòðàêòîð íå ¹ ¹äèíèì òà âêëþ÷à¹

ãëîáàëüíèé àòðàêòîð.

Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ åêñïîíåíöiéíîãî àòðàêòîðà ìè ïîòðåáó¹ìî

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé íàâåäåíèé ó [56] òà ¹ âàðiàíòîì ðåçóëüòàòó, ùî

äîâåäåíèé ó [58] äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ (äåÿêi ÷àñòêîâi ôîðìè òåîðåìè B.5

¹ âiäîìèìè ç [57, 59]).

Òåîðåìà B.5 Íåõàé M ¹ îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà ó äåÿêîìó ïðîñòîði

Áàíàõà Y òà V : M → M ¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé iñíóþòü

ëèïøèöåâå âiäîáðàæåííÿK çM äî äåÿêîãî ïðîñòîðó Áàíàõà Z òà êîìïàêòíà

ïiâíîðìà nZ(x) íà Z òàêi, ùî

‖V v1 − V v2‖ ≤ q‖v1 − v2‖+ nZ(Kv1 −Kv2) (B.2)
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äëÿ âñiõ v1, v2 ∈ M , äå 0 < q < 1 ¹ ñòàëîþ. Òîäi äëÿ êîæíîãî θ ∈ (q, 1) iñíó¹

äîäàòíüî iíâàðiàíòíà êîìïàêòíà ìíîæèíà Aθ ⊂M ñêií÷åííî¨ ôðàêòàëüíî¨

âèìiðíîñòi, ÿêà çàäîâiëüíÿ¹

sup
{

dist(V ku,Aθ) : u ∈M
}
≤ rθk, k = 1, 2, . . . , (B.3)

äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ r > 0. Áiëüø òîãî,

dimf Aθ ≤ lnmZ

(
2LK
θ − q

)
.

[
ln

1

θ

]−1

,

äå LK > 0 ¹ ñòàëîþ Ëèïøèöÿ äëÿ K:

‖Kv1 −Kv2‖Z ≤ LK‖v1 − v2‖, v1, v2 ∈M,

òà mZ(R) ¹ ìàêñèìàëüíîþ êiëüêiñòòþ åëåìåíòiâ zi ó êóëi {z ∈ Z : ‖zi‖Z ≤
R}, ùî ìàþòü âëàñòèâiñòü nZ(zi − zj) > 1 êîëè i 6= j.
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C. ÄÎÄÀÒÎÊ. Äîäàòêîâèé ìàòåðiàë äëÿ

ïiäðîçäiëó 3.10

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä Î.Ì.Ëÿïóíîâà. Ïðèñóòíiñòü çàãàþâàíîãî

åëåìåíòà M âèìàãà¹ çìií â ñòàíäàðíîìó ôóíêöiîíàëi Î.Ì.Ëÿïóíîâà V , ÿêèé

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó (äèâ, íàïðèêëàä, äîâåäåííÿ

òåîðåìè 3.10 ó [58, ñ.43-46]).

Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë

Ṽ (t) ≡ E(u(t), u̇(t)) + γ(u(t), u̇(t)) +
µ

h

∫ h

0

{∫ t

t−s
||u̇(ξ)||2d ξ

}
ds.

Òóò E âèçíà÷åíà ó (3.287) òà äîäàòíi ïàðàìåòðè γ and µ áóäóòü îáðàíi äàëi.

C.1. Àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi: êâàçiñòiéêiñòü

Ñèñòåìà (St,W ), ùî ïîðîäæåíà ðiâíÿííÿì iç çàãàþâàííÿì (3.275) ìà¹ ïåâíó

âëàñòèâiñòü àñèìïòîòè÷íî¨ êîìïàêòíîñòi, ÿêó ìè íàçèâà¹ìî �êâàçiñòiéêiñòü�

(äèâ. [59] òà [60]) òà îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêi äâi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè ¹ çáiæíèìè

ïî ìîäóëþ êîìïàêòîãî åëåìåíòà.

Êâàçiñòiéêiñòü ïîòðåáó¹ äîäàòêîâèõ ãiïîòåç ùîäî ñèñòåìè. Ìè ïðèïóñêà¹ìî

(M4) Iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî çàãàþâàíèé åëåìåíò M çàäîâiëüíÿ¹ ñóáêðèòè÷íó

âëàñòèâiñòü Ëèïøèöÿ, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî % > 0 iñíó¹ L(%) > 0 òàêå,

ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ϕi, i = 1, 2 òàêèõ, ùî ||ϕi||W ≤ %, ìà¹ìî

‖M(ϕ1)−M(ϕ2)‖ ≤ L(%) max
θ∈[−h,0]

||A1/2−δ(ϕ1(θ)− ϕ2(θ))||. (C.1)

ßê ó çàóâàæåííi 3.127, ìè áà÷èìî, ùî (C.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ M , ÿêå äàíî ó

(3.301) ÿêùî ìè ïðèïóñòèìî, ùî

|τ(ϕ1)− τ(ϕ2)| ≤ Lτ(%) max
θ∈[−h,0]

||A1/2−δ(ϕ1(θ)− ϕ2(θ))||. (C.2)

Äàëi ìè òàêîæ âèðiçíÿ¹ìî âèïàäêè êðèòè÷íî¨ òà ñóáêðèòè÷íî¨ íåëiíiéíîñòi

(áåç çàãàþâàííÿ) F . Ìè ââîäèìî íàñòóïíi ãiïîòåçè
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(F4) Íåõàé íåëiíiíiñòü (áåç çàãàþâàííÿ) F : D(A
1
2 ) → H çàäîâiëüíÿ¹ îäíié ç

íàñòóïíèõ óìîâ:

(a) àáî âîíà ñóáêðèòè÷íà, òîáòî, iñíó¹ äîäàòíå η òàêå, ùî äëÿ

êîæíîãî R > 0 iñíó¹ LF (R) > 0 òàêå, ùî

||F (u1)−F (u2)|| ≤ LF (R)||A
1
2−η(u1−u2)||, ∀u1, u2 ∈ D(A

1
2 ), ||A

1
2ui|| ≤ R;

(C.3)

(b) àáî âîíà êðèòè÷íà, òîáòî, (C.3) âèêîíó¹òüñÿ ç η = 0, òà ïàðàìåòð

ãàñiííÿ k ¹ äîñòàòíüî âåëèêèé.

Òåîðåìà C.1 (Êâàçiñòiéêiñòü) Íåõàé óìîâè (A1), (F1), (F2), (F4),

(M1), (M2) òà (M4) âèêîíàíi. Òîäi iñíó¹ äîäàòíi ñòàëi C1(R), λ̃ òà C2(R)

òàêi, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ ui(t) iç ïî÷àòêîâèì ôóíêöiÿìè ϕi òà

ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü

||u̇i(t)||2 + ||A
1
2ui(t)||2 ≤ R2 äëÿ âñiõ t ≥ −h, i = 1, 2, (C.4)

íàñòóïíà êâàçiñòiéêà îöiíêà ìà¹ ìiñöå:

||u̇1(t)− u̇2(t)||2 + ||A
1
2 (u1(t)− u2(t))||2

≤ C1(R)e−λ̃t|ϕ1 − ϕ2|2W + C2(R) max
ξ∈[0,t]

||A1/2−δ(u1(ξ)− u2(ξ))||2 (C.5)

ç äåÿêèì δ > 0. Ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó k ≥ k0(R) äëÿ äåÿêîãî k0(R) > 0.

Ìè ïiäêðåñëþ¹ìî, ùî òåîðåìà C.1 íå âèìàãà¹ (F3) òà (M3) òà ñòîñó¹òüñÿ

ëèøå ïàðè ðiâíîìiðíî îáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Îäíàê, ÿêùî óìîâè (F3) òà

(M3) âèêîíàíi, òîäi çàâäÿêè òâåðäæåííþ 3.128 (1) iñíó¹ îáìåæåíà ïîçèòèâíî

iíâàðiàíòíà ïîãëèíàþ÷à ìíîæèíà. Îòæå, çà óìîâ òâåðäæåííÿ 3.128, ìè

ìîæåìî çàñòîñóâàòè òåîðåìó C.1 íà öié ìíîæèíi, À ñàìå, ìè ìà¹ìî íàñòóïíèé

Íàñëiäîê C.2 Íåõàé âèêîíàíi óìîâè (A1), (F1)-(F4) òà (M3) ç (C.2). Íåõàé

B0 ¹ äîäàòíüî iíâàðiàíòíà ïîãëèíàþ÷à ìíîæèíà äëÿ (St,W ) òàêà, ùî B0 ⊂
{ϕ ∈ W : |ϕ|W ≤ R}. Òîäi iñíóþòü Ci(R) > 0 òà λ̃ > 0 òàêi, ùî (C.5)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ ïàð ðîçâ'ÿçêiâ u1(t) òà u2(t), ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ó

B0.
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D. ÄÎÄÀÒÎÊ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.7

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà (4.19). Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òi ñàìi

ïîçíà÷åííÿ, ÿê ó [224] äëÿ ñïðîùåííÿ ïîðiâíÿííÿ ðîçðàõóíêiâ. Íå äèâëÿ÷èñü

òà òîé ñàìèé ôóíêöiîíàë Ëÿïóíîâà, ÿê ó [224], ïîõiäíà â ñèëó ñèñòåìè äëÿ

U 1(t) âçäîâæ ðîçâ'ÿçîêó u äëÿ (4.3) ¹ iíøîþ çàâäÿêè çàëåæíîñòi âiä ñòàíó

çàãàþâàííÿ â ñèñòåìi. Ìà¹ìî íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ïîõiäíî¨ â ñèëó ñèñòåìè

d

dt
U 1(t) =

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
e−ωh (λ− dT (t)− f(T (t), V (t)))

+

(
1− T̂ ∗

T ∗(t)

)(
e−ωhf(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− δT ∗(t)− pY (t)T ∗(t)

)
+
δ + PŶ

Nδ

(
1− V̂

V (t)

)
(NδT ∗(t)− cV (t)− qA(t)V (t))

+
p

β

(
1− Ŷ

Y (t)

)
(βT ∗(t)Y (t)− γY (t))

+
q

Ng

(
1 +

pŶ

δ

)(
1− Â

A(t)

)
(gA(t)V (t)− bA(t))

+e−ωh [f(T (t), V (t))− f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))]

+T̂ ∗(δ + pŶ ) ln
f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T (t), V (t))
.

Âiäêðèâàþ÷è äóæêè, ãðóïóþ÷è ïiäiáíi ÷ëåíè òà ñêîðî÷óþ÷è äåÿêi ç íèõ, ìè

ïðèõîäèìî äî

d

dt
U 1(t) =

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
e−ωhd

(
T̂ − T (t)

)

−T̂ ∗(δ+pŶ )

[
f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )
− f(T (t), V (t))

f(T (t), V̂ )
+

e−ωh

δ + pŶ
· f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))

T ∗(t)

+
T ∗(t) · V̂
T̂ ∗ · V (t)

+
V (t)

V̂
− 3− ln

f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T (t), V (t))

]
+e−ωh [f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))] .
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Äëÿ åêîíîìi¨ ìiñöÿ, ìè ïðîïóñêà¹ìî äîâãi àðèôìåòè÷íi îá÷èñëåííÿ äå ìè

äåêiëüêà ðàçiâ âèêîðèñòîâó¹ìî ðiâíÿííÿ (4.15), íàïðèêëàä, e−ωh

δ+pŶ
= T̂ ∗

f(T̂ ,V̂ )
. Äàëi,

ìè äîäà¹ìî ±
(

1− V (t)

V̂
· f(T (t),V̂ )
f(T (t),V (t))

)
ó êâàäðàòíi äóæêè, àáè îòðèìàòè

d

dt
U 1(t) =

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
e−ωhd

(
T̂ − T (t)

)

−T̂ ∗(δ + pŶ )

[
f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )
+
T ∗(t) · V̂
T̂ ∗ · V (t)

+
V (t)

V̂
· f(T (t), V̂ )

f(T (t), V (t))

+
T̂ ∗

T ∗(t)
· f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))

f(T̂ , V̂ )
− 4− ln

f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T (t), V (t))

+

{
V (t)

V̂
− f(T (t), V (t))

f(T (t), V̂ )
+ 1− V (t)

V̂
· f(T (t), V̂ )

f(T (t), V (t))

}]
+e−ωh [f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))] .

Äëÿ ñóìè ó ôiãóðíèõ äóæêàõ, âèãëÿä ôóíêöi¨ f (äèâèñü (4.4)) òà îá÷èñëåííÿ

äàþòü
V (t)

V̂
− f(T (t), V (t))

f(T (t), V̂ )
+ 1− V (t)

V̂
· f(T (t), V̂ )

f(T (t), V (t))

=
(V (t)− V̂ )2 k2(1 + k1T (t))

V̂ (1 + k1T (t) + k2V̂ )(1 + k1T (t) + k2V (t))
. (D.1)

Çàðàç ìè äîäà¹ìî ± T̂ ∗

T ∗(t) ·
f(T (t−η(ϕ̂)),V (t−η(ϕ̂)))

f(T̂ ,V̂ )
ó êâàäðàòíi äóæêè (äèâ. âèùå) òà

ïiäñòàâëÿ¹ìî (D.1) àáè îòðèìàòè

d

dt
U 1(t) =

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
e−ωhd

(
T̂ − T (t)

)

−T̂ ∗(δ + pŶ )

[
f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )
+
T ∗(t) · V̂
T̂ ∗ · V (t)

+
V (t)

V̂
· f(T (t), V̂ )

f(T (t), V (t))

+
T̂ ∗

T ∗(t)
· f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T̂ , V̂ )

−4− ln
f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T (t), V (t))
+

(V (t)− V̂ )2 k2(1 + k1T (t))

V̂ (1 + k1T (t) + k2V̂ )(1 + k1T (t) + k2V (t))

]
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+e−ωh

(
1− T̂ ∗

T ∗(t)

)[
f(T (t−η(ut)), V (t−η(ut)))−f(T (t−η(ϕ̂)), V (t−η(ϕ̂)))

]
.

(D.2)

Ïåðøi ÷îòèðè ÷ëåíà ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ ïiäêàçóþòü ðîçäiëèòè ëîãàðèôì

íàñòóïíèì ÷èíîì

ln
f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T (t), V (t))
= ln

f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )
+ ln

T ∗(t) · V̂
T̂ ∗ · V (t)

+ln

(
V (t)

V̂
· f(T (t), V̂ )

f(T (t), V (t))

)
+ln

(
T̂ ∗

T ∗(t)
· f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T̂ , V̂ )

)
. (D.3)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (D.3) ó (D.2), îòðèìó¹ìî

d

dt
U 1(t) =

(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
e−ωhd

(
T̂ − T (t)

)

− (V (t)− V̂ )2 · T̂ ∗(δ + pŶ ) k2(1 + k1T (t))

V̂ (1 + k1T (t) + k2V̂ )(1 + k1T (t) + k2V (t))

−T̂ ∗(δ + pŶ )

[
v

(
f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
+ v

(
T ∗(t) · V̂
T̂ ∗ · V (t)

)
+ v

(
V (t)

V̂
· f(T (t), V̂ )

f(T (t), V (t))

)

+ v

(
T̂ ∗

T ∗(t)
· f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T̂ , V̂ )

)]

+e−ωh

(
1− T̂ ∗

T ∗(t)

)
[f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))] .

(D.4)

Òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiþ Âîëüòåððà v(x) = x−1− lnx äëÿ ñêîðî÷åííÿ

çàïèñó. Äàëi, ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè ïåðøèé ÷ëåí ó (D.4), âèêîðèñòîâóþ÷è

(4.4),(
1− f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
e−ωhd

(
T̂ − T (t)

)
= −

(
T (t)− T̂

)2 e−ωhd(1 + k2V̂ )

T (t)(1 + k1T̂ + k2V̂ )
.

(D.5)

Ìè ïiäñòàâëÿ¹ìî îñòàííþ ðiâíiñòü ó (D.4) àáè îòðèìàòè

d

dt
U 1(t) = −D1(t) + S1(t), (D.6)
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äå

D1(t) ≡
(
T (t)− T̂

)2

· e−ωhd(1 + k2V̂ )

T (t)(1 + k1T̂ + k2V̂ )

+
(V (t)− V̂ )2 · T̂ ∗(δ + pŶ ) k2(1 + k1T (t))

V̂ (1 + k1T (t) + k2V̂ )(1 + k1T (t) + k2V (t))

+T̂ ∗(δ + pŶ )

[
v

(
f(T̂ , V̂ )

f(T (t), V̂ )

)
+ v

(
T ∗(t) · V̂
T̂ ∗ · V (t)

)
+ v

(
V (t)

V̂
· f(T (t), V̂ )

f(T (t), V (t))

)

+ v

(
T̂ ∗

T ∗(t)
· f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

f(T̂ , V̂ )

)]
, (D.7)

S1(t) ≡ e−ωh

(
1− T̂ ∗

T ∗(t)

)[
f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))

]
. (D.8)

Ëåãêî áà÷èòè, âèêîðèñòîâóþ÷è v(x) ≥ 0, ùî D1(t) ≥ 0.

Çàóâàæåííÿ D.1 . Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî D1(t) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè T (t) = T̂ , V (t) = V̂ , T ∗(t) = T̂ ∗, f(T (t−η(ϕ̂)), V (t−η(ϕ̂))) = f(T̂ , V̂ ). Öå

âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi v(x) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x = 1.

Çíàê S1(t) ¹ íåâèçíà÷åíèì (ìîæå çìiíþâàòèñü). Íàøà ìåòà - ïîêàçàòè, ùî

(−D1(t) + S1(t)) ≤ 0, òîáòî d
dtU

1(t) ≤ 0 (äèâèñü (D.6)) òà d
dtU

1(t) = 0 ëèøå ó

ñòàöiîíàðíié òî÷öi. Äëÿ îöiíêè ÷ëåíà S1(t) ìè âiäìi÷à¹ìî, ùî ôóíêöiîíàëüíà

âiäïîâiäü f(T, V ), ÿêà âèçíà÷åíà ó (4.4), ¹ ëèïøèöåâà

|f(T, V )− f(T̃ , Ṽ )| ≤ Lf1 · |T − T̃ |+ Lf2 · |V − Ṽ |.

Öå äà¹

|f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))|

≤ Lf1 · |T (t− η(ut))− T (t− η(ϕ̂))|+ Lf2 · |V (t− η(ut))− V (t− η(ϕ̂)))| .

Çàóâàæåííÿ D.2 . Îáèäâi êîîðäèíàòè T (t) òà V (t) ðîçâ'ÿçêó u(t) çàäà÷i

(4.3) ¹ ëèïøèöåâèìè çà ÷àñîì. Ìè ïîçíà÷à¹ìî âiäïîâiäíi ñòàëi Ëèïøèöÿ

äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ÿê LTu , L
V
u . Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî δ-îêîëó

ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè ϕ̂ ñòàëi Ëèïøèöÿ äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó |ut − ϕ̂| ≤ δ

(âñåðåäèíi öüîãî îêîëó) ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíèìè, òîáòî LTu ≤ LT,δ, LV ≤
LV,δ. Áiëüø òîãî, LT,δ → 0, LV,δ → 0 êîëè δ → 0.



Ìè ïðîäîâæó¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè íà çàãàþâàííÿ, ùî çàëåæèòü âiä

ñòàíó η (äèâ. (4.17) òà (4.18)),

|f(T (t− η(ut)), V (t− η(ut)))− f(T (t− η(ϕ̂)), V (t− η(ϕ̂)))|

≤
(
Lf1L

T,δ + Lf2L
V,δ
)
· |η(ut)− η(ϕ̂)|

≤
(
Lf1L

T,δ + Lf2L
V,δ
)
· cη
(

(T (t)− T̂ )2 + (V (t)− V̂ )2
)
.

Öå òà (D.8) äàþòü îöiíêó

∣∣S1(t)
∣∣ ≤ e−ωh

∣∣∣∣∣1− T̂ ∗

T ∗(t)

∣∣∣∣∣ ·(Lf1LT,δ + Lf2L
V,δ
)
· cη
(

(T (t)− T̂ )2 + (V (t)− V̂ )2
)
.

(D.9)

Òåïåð ìè ìîæåìî îáðàòè äîñòàòíüî ìàëå δ (äèâ. çàóâàæåííÿ) àáè çðîáèòè

êîåôiöi¹íò e−ωh
∣∣∣1− T̂ ∗

T ∗(t)

∣∣∣ · (Lf1LT,δ + Lf2L
V,δ
)
· cη ó (D.9) äîâiëüíî ìàëèì, ùî

äà¹ (äèâ. ôîðìó D1(t) (D.7)) áàæàíó âëàñòèâiñòü d
dtU

1(t) = −D1(t)+S1(t) < 0.

Çàóâàæåííÿ D.3 Iç ðîçðàõóíêiâ âèùå ëåãêî áà÷èòè, ùî ìàëi çíà÷åííÿ

|T ∗(t) − T̂ ∗| ñàìîñòiéíî äàþòü d
dtU

1(t) < 0. Íåìà¹ ïîòðåáè âèìàãàòè

ìàëîñòi çíà÷åíü |T (t) − T̂ |, |V (t) − V̂ |. Ç iíøîãî áîêó, ìàëi çíà÷åííÿ

|T (t) − T̂ |, |V (t) − V̂ | äàþòü d
dtU

1(t) < 0 áåç ïîòðåáè ó ìàëîñòi |T ∗(t) − T̂ ∗|.
Àëüòåðíàòèâíî, ÷èì ìåíøå çíà÷åííÿ ñòàëî¨ cη (äèâ. (4.18) òà (D.9)) òèì

áiëüøå ìíîæèíà, â ÿêié âèêîíó¹òüñÿ d
dtU

1(t) < 0. Îñòàíí¹ äà¹, ùî ó âèïàäêó

äîñòàòíüî ìàëî¨ cη, ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ãëîáàëüíî ñòiéêèì. Òóò

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðèíöèï iíâàðiàíòíîñòi ËàÑàëëÿ (LaSalle invariance prin-

ciple). Â óñiõ âèïàäêàõ çíà÷åííÿ A(t) òà Y (t) íå ìàþòü âïëèâó íà âèðàç
d
dtU

1(t).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.7 çàâåðøåíå.
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