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АНОТАЦIЯ

Iгнатович С. Ю. Ìåòîä ðÿäiâ òà âiëüíèõ àëãåáð â àíàëiçi íåëiíiéíèõ

êåðîâàíèõ ñèñòåì. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ äîêòîðà ôiçèêî-ìàòåìà-

òè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.01 � ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç (Ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íi íàóêè). � Õàðêiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi

Â. Í. Êàðàçiíà Ìiíiñòåðñòâà îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè; Ôiçèêî-òåõíi÷íèé ií-

ñòèòóò íèçüêèõ òåìïåðàòóð iì. Á. I. Â¹ðêiíà Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨ íàóê

Óêðà¨íè, Õàðêiâ, 2017 ð.

Ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî i ðîçâèíóòî ìåòîäè àíàëiçó íåëiíiéíèõ êå-

ðîâàíèõ ñèñòåì, îñíîâàíi íà çîáðàæåííi ñèñòåìè ó âèãëÿäi ðÿäó åëåìåíòiâ

âiëüíî¨ àëãåáðè i äîñëiäæåííi ñòðóêòóð ó öié âiëüíié àëãåáði, ÿêi ïîðîäæó¹

ñèñòåìà.

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ íåëiíiéíi êåðîâàíi äiéñíî-àíàëiòè÷íi ñèñòåìè,

ëiíiéíi àáî àôiííi çà êåðóâàííÿì. Äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, ðîç-

ãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi ç ôiêñîâàíîþ ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ (äëÿ çðó÷íîñòi �

íóëü) i ðîçâèíåííÿ âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü òðà¹êòîði¨ ó ðÿä iòåðîâàíèõ ií-

òåãðàëiâ. Äëÿ ñèñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì, ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïîòðà-

ïëÿííÿ äî ôiêñîâàíî¨ òî÷êè ñïîêîþ (äëÿ çðó÷íîñòi � íóëü) i ðîçâèíåííÿ

âiäîáðàæåííÿ äî ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ ó ðÿä íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ.

Â îáîõ âèïàäêàõ êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ ¹ ñòàëèìè âåêòîðàìè, ÿêi ìiñòÿòü

ó ñîái âñþ (ëîêàëüíó) iíôîðìàöiþ ùîäî êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè, à ôóíêöiîíà-

ëè � iòåðîâàíi iíòåãðàëè àáî íåëiíiéíi ñòåïåíåâi ìîìåíòè � íå çàëåæàòü

âiä ñèñòåìè i óòâîðþþòü âiëüíó ãðàäóéîâàíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó (ìè ïî-

çíà÷à¹ìî ¨¨ ℱ ó âèïàäêó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i 𝒜 ó âèïàäêó íåëiíiéíèõ

ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ). Îäíà ç îñíîâíèõ iäåé íàïðÿìêó, ùî ðîçâèâà¹òüñÿ, ïî-

ëÿãà¹ â òîìó, ùîá ðîçãëÿäàòè öi ðÿäè çàìiñòü ñèñòåì, àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê

ðÿä Òåéëîðà ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàìiñòü äiéñíî-àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨. Çîêðåìà,

çàìiíè çìiííèõ ó ñèñòåìi çâîäÿòüñÿ äî ïåðåòâîðåííÿ ðÿäiâ, ó ÿêèõ çàñòîñî-

âó¹òüñÿ îïåðàöiÿ òàñóþ÷îãî äîáóòêó ó âiäïîâiäíié àëãåáði, à ãðàäóþâàííÿ

âèçíà÷à¹òüñÿ îáìåæåííÿìè íà êåðóâàííÿ. Ùîäî àôiííèõ çà êåðóâàííÿì



3

ñèñòåì, ó ðîáîòi ïåðåâàæíî ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè ç îäíîâèìiðíèì êåðó-

âàííÿì, àëå íàâåäåíi óçàãàëüíåííÿ íà âèïàäîê áàãàòîâèìiðíîãî êåðóâàííÿ

i ðiçíèõ îáìåæåíü íà êåðóâàííÿ.

Êîåôiöi¹íòè ðÿäó ïîðîäæóþòü ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ç àëãåáðè äî R𝑛,

ÿêå, ó ñâîþ ÷åðãó, iíäóêó¹ ïåâíi ñòðóêòóðè â àëãåáði. Çîêðåìà, åëåìåíòàì

âiëüíî¨ àëãåáðè Ëi ℒ (â ℱ àáî 𝒜) âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ äóæîê Ëi âå-

êòîðíèõ ïîëiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü ñèñòåìó, â ïî÷àòêîâié àáî êiíöåâié òî÷öi.

Öåíòðàëüíèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ ââåäåíà â äèñåðòàöi¨ ÿäåðíà ïiä-

àëãåáðà Ëi i îäíîñòîðîííié iäåàë, ÿêèé âîíà ïîðîäæó¹. ßäåðíà ïiäàëãåáðà

Ëi âèçíà÷à¹òüñÿ ëiíiéíèìè çàëåæíîñòÿìè ìiæ äóæêàìè Ëi âåêòîðíèõ ïî-

ëiâ ó òî÷öi (ïî÷àòêîâié àáî êiíöåâié), à îòæå, ¹ êîîðäèíàòíî íåçàëåæíèì

îá'¹êòîì. Äëÿ ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíî¨ ñèñòåìè â R𝑛 ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ¹

ãðàäóéîâàíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi â ℒ êîâèìiðíîñòi 𝑛, ïðè÷îìó áóäü-ÿêà ãðàäó-

éîâàíà ïiäàëãåáðà Ëi êîâèìiðíîñòi 𝑛 ¹ ÿäåðíîþ ïiäàëãåáðîþ ÿêî¨ñü ñèñòåìè.

Ó äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî àáñòðàêòíó çàäà÷ó, äî ÿêî¨ çâîäÿòüñÿ îáèäâà

âêàçàíèõ âèùå âèïàäêè. À ñàìå, ó âiëüíié ãðàäóéîâàíié àñîöiàòèâíié àëãå-

áði ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíèé ðÿä ç êîåôiöi¹íòàìè ç R𝑛, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹

ïåâíi âèìîãè (ùî âiäïîâiäàþòü ðåàëiçîâíîñòi i ïîâíié íåãîëîíîìíîñòi ñè-

ñòåìè); çàìiíàì çìiííèõ ó ñèñòåìàõ âiäïîâiäàþòü ïåðåòâîðåííÿ òàêèõ ðÿ-

äiâ. Äëÿ öèõ ðÿäiâ òàêîæ âèíèêàþòü ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi i îäíîñòîðîííié

iäåàë. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîáóäóâàòè îäíîðiäíèé ðÿä, ÿêèé òåæ

çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíèì óìîâàì i (ç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåííÿ) ¹ ãîëîâíîþ

÷àñòèíîþ âèõiäíîãî ðÿäó. Öåé ðÿä ìîæíà ââàæàòè àáñòðàêòíèì àíàëîãîì

îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ êåðîâàíèõ ñèñòåì.

Ó äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî, ùî ñàìå ÿäåðíi ïiäàëãåáðè Ëi âiäïîâiäàþòü çà

îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ: äâà ðÿäè ìàþòü îäíó é òó ñàìó îäíîðiäíó àïðî-

êñèìàöiþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ÿäåðíi ïiäàëãåáðè Ëi çáiãàþòüñÿ. Ó

ðîáîòi çàïðîïîíîâàíå áåçêîîðäèíàòíå îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨

i îòðèìàíà ïîâíà êëàñèôiêàöiÿ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié. Ïåðåëi÷åíi ðå-

çóëüòàòè ñïèðàþòüñÿ íà óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ð. Ði ïðî õàðàêòåðèçàöiþ

åëåìåíòiâ àëãåáðè Ëi. À ñàìå, äîâåäåíî, ùî áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâ-
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íåííÿ îäíîñòîðîííüîãî iäåàëó, ÿêèé ïîðîäæåíèé ÿäåðíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi,

óòâîðþþòü ìîíîìè âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó âiä îðòîïðîåêöié íà öå îð-

òîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ 𝑛 äîâiëüíèõ îäíîðiäíèõ åëåìåíòiâ ç àëãåáðè Ëi,

ëiíiéíà îáîëîíêà ÿêèõ äîïîâíþ¹ ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi.

Öi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî îïèñó i ïîáóäîâè îäíîðiäíèõ àïðîêñèìà-

öié íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ëiíiéíèõ àáî àôiííèõ çà êåðóâàííÿì. Çàïðîïîíîâàíi

ìåòîäè ïîáóäîâè îäíîðiäíèõ àïðîêñèìóþ÷èõ ñèñòåì i ïðèâiëåéîâàíèõ êîîð-

äèíàò (òîáòî êîîðäèíàò, ó ÿêèõ îäíîðiäíà àïðîêñèìóþ÷à ñèñòåìà íàáëèæà¹

âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü àáî äî ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ âèõiäíî¨ ñèñòåìè).

Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî çîáðàæåííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ó âèãëÿäi

ðÿäó ìîæíà îòðèìàòè áåç çíàõîäæåííÿ ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò, âèõîäÿ-

÷è ëèøå ç âèãëÿäó ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi, çà äîïîìîãîþ îðòîïðîåêòóâàííÿ:

òðåáà âçÿòè 𝑛 äîâiëüíèõ îäíîðiäíèõ åëåìåíòiâ ç àëãåáðè Ëi, ëiíiéíà îáî-

ëîíêà ÿêèõ äîïîâíþ¹ ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi, i çíàéòè ¨õ îðòîïðîåêöi¨ íà îð-

òîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî îäíîñòîðîííüîãî iäåàëó, ÿêèé ïîðîäæåíèé öi¹þ

ÿäåðíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi. Áiëüø òîãî, çîáðàæåííÿ âñiõ ìîæëèâèõ îäíîði-

äíèõ àïðîêñèìàöié ¹ îäíîðiäíèìè ïîëiíîìàìè âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó

âiä öèõ îðòîïðîåêöié. Öå îçíà÷à¹, ùî îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ ¹ ¹äèíîþ ç

òî÷íiñòþ äî ïîëiíîìiàëüíî¨ îäíîðiäíî¨ çàìiíè çìiííèõ. Ðîçâèíóòèé ïiäõiä

äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçàòè íèçêó áëèçüêèõ çàäà÷: îòðèìàòè ïîâíèé îïèñ ïðèâi-

ëåéîâàíèõ êîîðäèíàò, ðîçðîáèòè ìåòîäè ïîáóäîâè àïðîêñèìóþ÷èõ ñèñòåì,

äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi îäíîðiäíèõ ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì òîùî. Òàê, îòðèìàíi

êðèòåði¨ ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ ó âèãëÿäi àâòî-

íîìíî¨ àáî íåàâòîíîìíî¨ ñèñòåìè, àôiííî¨ çà êåðóâàííÿì, i çàïðîïîíîâàíèé

ìåòîä âiäíîâëåííÿ òàêî¨ ñèñòåìè çà äàíèì ðåàëiçîâíèì ðÿäîì.

Ó äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåíi âëàñòèâîñòi ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi äëÿ ðåãó-

ëÿðíèõ i îäíîðiäíèõ ñèñòåì. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨

ñèñòåìè (òàêî¨, ùî ¨¨ âåêòîð çðîñòó ¹ ñòàëèì â îêîëi) ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi

¹ iäåàëîì Ëi, àëå ìîæå çàëåæàòè âiä òî÷êè. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ îäíîðiäíèõ

ñèñòåì ðåãóëÿðíiñòü åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ¹ iäåàëîì

Ëi. Êðiì òîãî, äëÿ ðåãóëÿðíèõ îäíîðiäíèõ ñèñòåì ïîêàçàíî, ÿê çíàõîäèòè
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êîåôiöi¹íòè ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ â îêîëi çà äîïîìîãîþ ïåðåðîçêëà-

äàííÿ ðÿäó â íóëi.

Çàìiíè êåðóâàííÿ â ñèñòåìi, íà âiäìiíó âiä çàìiíè êîîðäèíàò, çìiíþþòü

ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi, àëå íå çìiíþþòü âåêòîð çðîñòó ñèñòåìè. Ó äèñåðòàöi¨

äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, îòðèìàíî îïèñ óñiõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð

Ëi (àáî, ùî òå æ ñàìå, îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié) iç çàäàíèì âåêòîðîì çðî-

ñòó. Ïîïóòíî îòðèìàíî îïèñ óñiõ ìîæëèâèõ âåêòîðiâ çðîñòó. Öi ðåçóëüòàòè

ñïèðàþòüñÿ íà îïèñ ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi ÿê âiëüíî¨ àëãåáðè, òîáòî íà îïèñ

¨¨ âiëüíîãî ïîðîäæóâàëüíîãî áàçèñó. Ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíi îçíà÷åí-

íÿ À-íîðìàëüíîñòi i À-ïðîñòîòè âåêòîðó çðîñòó. À ñàìå, âåêòîð çðîñòó ¹

À-íîðìàëüíèì, ÿêùî ìíîæèíà âñiõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi ç öèì âåêòîðîì

çðîñòó ðîçáèâà¹òüñÿ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi: ÿäåðíi

ïiäàëãåáðè Ëi ç îäíîãî êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi çâîäÿòüñÿ îäíà äî îäíî¨ çà-

ìiíîþ êåðóâàííÿ; âåêòîð çðîñòó ¹ À-ïðîñòèì, ÿêùî ìíîæèíà âñiõ ÿäåðíèõ

ïiäàëãåáð Ëi ñèñòåì, áëèçüêèõ äî òèõ, ùî ìàþòü äàíèé âåêòîð çðîñòó, ðîç-

áèâà¹òüñÿ íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi. Ó ðîáîòi äàíèé

îïèñ óñiõ À-íîðìàëüíèõ i À-ïðîñòèõ âåêòîðiâ çðîñòó äëÿ ñèñòåì ç äâîìà

êåðóâàííÿìè i îïèñàíèé ìåòîä ïîáóäîâè íîðìàëüíèõ ôîðì ñèñòåì.

Îäíîþ ç âèõiäíèõ iäåé ðîçâèòêó ìåòîäó ðÿäiâ áóëî äîñëiäæåííÿ çàäà-

÷i øâèäêîäi¨ â òî÷êó ñïîêîþ äëÿ ñèñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì. Ïåðøèì

êðîêîì ¹ çâåäåííÿ òàêî¨ çàäà÷i øâèäêîäi¨ äî íåëiíiéíî¨ min-ïðîáëåìè ìî-

ìåíòiâ Ìàðêîâà: äî âiäïîâiäíîãî ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ äî-

äàþòüñÿ îáìåæåííÿ íà êåðóâàííÿ i óìîâà îïòèìàëüíîñòi. Äâi ñèñòåìè ¹

ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè ó ñåíñi øâèäêîäi¨, ÿêùî (ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ â

îäíié ç íèõ) ¨õ ðîçâ'ÿçêè, òîáòî îïòèìàëüíèé ÷àñ i îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ,

ñòàþòü àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåíòíèìè ÿê ôóíêöi¨ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè â îêîëi

òî÷êè ñïîêîþ. Ó äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i

àïðîêñèìàöi¨ â ñåíñi øâèäêîäi¨. À ñàìå, íàâåäåíî óìîâè, çà ÿêèõ îäíîðiäíà

àïðîêñèìàöiÿ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíà âèõiäíèé ñèñòåìi â ñåíñi øâèäêîäi¨.

Öå äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îïòèìàëüíi àáî ìàéæå îïòèìàëüíi êåðóâàííÿ äëÿ

íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè, ðîçâ'ÿçóþ÷è çíà÷íî ïðîñòiøó çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ ¨¨
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îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨. Òàêîæ äîñëiäæåíî i çâîðîòíèé çâ'ÿçîê: íàâåäåíî

óìîâè, çà ÿêèõ ñèñòåìè, ùî ¹ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè â ñåíñi øâèäêîäi¨,

ìàþòü îäíó é òó ñàìó îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ. Çâ'ÿçîê àïðîêñèìàöi¨ â ñåí-

ñi øâèäêîäi¨ i îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ äîñëiäæåíèé i äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ

çà êåðóâàííÿì.

Êðiì òîãî, â äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî äåÿêi çàäà÷i âiäîáðàæóâàíîñòi â êëà-

ñi 𝐶1. À ñàìå, äëÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì iç êëàñó 𝐶1 ç áàãàòîâèìið-

íèì êåðóâàííÿì îòðèìàíî êðèòåðié ëiíåàðèçîâíîñòi çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì,

à òàêîæ äëÿ ñèñòåì ç îäíîâèìiðíèì êåðóâàííÿì îòðèìàíî êðèòåði¨ âiäîáðà-

æóâàíîñòi íà ñèñòåìè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó � ñèñòåìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì.

Òàêîæ äëÿ ñèñòåì îäíîãî êëàñó (ñïðÿæåíèõ äî ëiíiéíèõ) îòðèìàíî ïîâ-

íèé îïèñ óñiõ ìîæëèâèõ îïòèìàëüíèõ çà øâèäêîäi¹þ êåðóâàíü. Îäíîðiäíi

ñèñòåìè ç ðîçãëÿíóòîãî êëàñó ¹ îäíîðiäíèìè àïðîêñèìàöiÿìè, îòæå, âîíè

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ àáî ìàéæå îïòèìàëü-

íèõ êåðóâàíü äëÿ âñiõ ñèñòåì ç òàêîþ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ. Äëÿ îäíî¨

òðèâèìiðíî¨ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè îòðèìàíèé ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øâèä-

êîäi¨.

Çàãàëîì, ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíèé i ñèñòåìàòè÷íî ðîçâèíóòèé ïiä-

õiä, ÿêèé çàëó÷à¹ ìåòîä ðÿäiâ i âiëüíèõ àëãåáð äî àíàëiçó òàêèõ çàäà÷ íå-

ëiíiéíî¨ òåîði¨ êåðóâàííÿ ÿê çàäà÷à øâèäêîäi¨, îïèñ i êëàñèôiêàöiÿ îäíî-

ðiäíèõ àïðîêñèìàöié, ðåàëiçîâíiñòü i âiäíîâëåííÿ ñèñòåì, íîðìàëiçàöiÿ ñè-

ñòåì òîùî.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Îòðèìàíi ðå-

çóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Çàïðîïîíîâàíi ìåòîäè ìîæóòü áóòè

çàñòîñîâàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ i ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷ îïòèìiçàöi¨

i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíi êåðîâàíi ñèñòåìè, çàäà÷à øâèäêîäi¨, min-

ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ìàðêîâà, îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ, ðÿäè iòåðîâàíèõ ií-

òåãðàëiâ, ðÿäè íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ, âiëüíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà,

âiëüíà àëãåáðà Ëi, ñïðÿæåíèé áàçèñ, çàäà÷à ðåàëiçîâíîñòi, âåêòîð çðîñòó,

âiäîáðàæóâàíiñòü ó êëàñi 𝐶1.
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ABSTRACT

Svitlana Yu. Ignatovych. Method of series and free algebras in the analysis

of nonlinear control systems. � Quali�cation scienti�c paper, manuscript.
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01.01.01 �Mathematical Analysis (Physics and Mathematics). � V. N. Karazin

Kharkiv National University, the Ministry of Education and Science of Ukraine;

B. I. Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering, National

Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv, 2017.

In the thesis, methods of analysis of nonlinear control systems are proposed

and developed based on the representation of a system in the form of a series of

elements of a free algebra and studying of structures in this free algebra which

are generated by the system.

In the work nonlinear real-analytic control-linear and control-a�ne systems

are considered. For control-linear systems, the initial value problem with a

�xed starting point (for convenience, it is zero) and an expansion of the end-

point map into the series of iterated integrals are considered. For control-a�ne

systems, the steering problem to a �xed equilibrium (for convenience, it is zero)

and an expansion of the initial-point map into the series of nonlinear power

moments are considered.

In both cases, coe�cients of series are constant vectors which contain all the

(local) information on a concrete system while functionals � iterated integrals

or nonlinear power moments � do not depend on a system and form a free

graded associative algebra (we denote it ℱ in the case of iterated integrals and

𝒜 in the case of nonlinear power moments). One of the main ideas in the directi-

on under development is to consider these series instead of systems, analogously

to considering of a Taylor series instead of a real-analytic function. In parti-

cular, changes of variables in a system are reduced to transformations over a

series in which the shu�e product operation in a corresponding algebra is appli-

ed while graduation is de�ned by control constraints. Concerning control-a�ne

systems, in the work mainly systems with one-dimensional control are consi-

dered, but generalizations to the multi-dimensional control case and di�erent
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control constraints are given.

Coe�cients of the series generate a linear map from the algebra to R𝑛 which,

in turn, induces certain structures in the algebra. In particular, values of Lie

brackets in the initial or end point of vector �elds de�ning a system correspond

to elements of the free Lie algebra ℒ (in ℱ or 𝒜). The central objects of the
study are a core Lie subalgebra and a one-side ideal generated by the core Lie

subalgebra, which are introduced in the work. The core Lie subalgebra is de�ned

by linear dependences of Lie brackets of vector �elds in the point (initial or end),

hence, it is a coordinate-free object. For a completely nonholonomic system in

R𝑛, the core Lie subalgebra is a graded Lie subalgebra in ℒ of codimension 𝑛,

and any graded Lie subalgebra of codimension 𝑛 is a core Lie subalgebra of

some system.

In the thesis an abstract problem is considered, to which both mentioned

cases are reduced. Namely, in a free graded associative algebra we consider a

formal series with coe�cients from R𝑛 which satis�es certain properties (they

correspond to the realizability and the complete non-holonomy of a system);

transformations of such series correspond to changes of variables in systems. For

such series, a core Lie subalgebra and one-sided ideal arise as well. The problem

is to build a homogeneous series which also satis�es mentioned conditions and

(up to a transformation) is a principal part of the initial series. This series

can be regarded as an abstract analogue of a homogeneous approximation of a

control system.

It is proved in the thesis that core Lie subalgebras are responsible for the

homogeneous approximation: two series have the same homogeneous approxi-

mation if and only if their core Lie subalgebras coincide. In the work a

coordinate-free de�nition of a homogeneous approximation is given and a

complete classi�cation of homogeneous approximations is obtained. The above

results are based on a generalization of R. Ree's theorem on a characteri-

zation of Lie elements. Namely, it is proved that a basis of the orthogonal

complement of the one-sided ideal generated by the core Lie subalgebra is

formed by monomials with respect to the shu�e product of orthoprojections
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of 𝑛 arbitrary homogeneous elements from the Lie algebra whose linear span

complements the core Lie subalgebra.

These results are applied to a description and construction of homogeneous

approximations of nonlinear systems which are linear or a�ne on control.

Methods are proposed for constructing of homogeneous approximating systems

and privileged coordinates (that is, coordinates in which a homogeneous

approximation approximates the end-point map or the initial-point map of the

initial system).

In particular, it is shown that the series representation of a homogeneous

approximation can be found without �nding privileged coordinates, by the

form of the core Lie subalgebra only, using an orthoprojection: one should

take 𝑛 arbitrary homogeneous elements from the Lie algebra whose linear

span complements the core Lie subalgebra and �nd their orthoprojections onto

the orthogonal complement to the one-sided ideal generated by the core Lie

subalgebra. Moreover, representations of all possible homogeneous approxi-

mations are homogeneous polynomials with respect to shu�e product of these

orthoprojections. This means that the homogeneous approximation is unique up

to polynomial homogeneous change of variables. The developed approach allows

solving several close problems: to �nd complete description of all privileged

coordinates, to develop methods of construction of approximating systems, to

study properties of homogeneous regular systems etc. So, criteria of realizability

of a series of nonlinear power moments as an autonomous or non-autonomous

control-a�ne system are obtained and a method of reconstruction of such a

system by a given realizable series is proposed.

In the thesis, properties of core Lie subalgebras for regular and homogeneous

systems are studied. In particular, it is shown that in the case of regular

system (such that its growth vector is constant in a neighborhood) the core

Lie subalgebra is a Lie ideal, but it can depend on a point. It is shown that

for homogeneous systems, regularity is equivalent to the fact that the core Lie

subalgebra is a Lie ideal. Besides, for regular systems it is shown how to �-

nd coe�cients of the series of iterated integrals in a neighborhood by use of



10

re-expansion of the series at the origin.

Changes of a control in the system, unlike changes of coordinates, change

the core Lie subalgebra but keep a growth vector of the system. In the thesis, for

linear-control systems a description of all core Lie subalgebras (or, what is the

same, homogeneous approximations) with a given growth vector is obtained.

Besides, a description of all possible growth vectors is obtained. These results

are based on a description of the core Lie subalgebra as a free algebra, that

is, on a description of its free generating basis. In the thesis, de�nitions of A-

normality and A-simplicity of a growth vector are proposed. Namely, a growth

vector is A-normal if the set of all core Lie subalgebras with this growth vector

is broken into �nite number of equivalence classes: core Lie subalgebras from the

same equivalence class are reduced to one another by a change of a control; a

growth vector is A-simple if the set of all core Lie subalgebras of systems close

to those with this growth vector is broken into �nite number of equivalence

classes. In the work a description of all A-normal and A-simple growth vectors

for systems with two controls are given and a method of constructing normal

forms of systems is described.

One of the original ideas of a development of the series method was the

study of the time-optimal control problem to the equilibrium for a�ne-control

systems. The �rst step is reducing such a problem to a nonlinear Markov

moment min-problem: constraints on control and the optimality condition are

added to a corresponding series of nonlinear power moments. Two systems are

locally equivalent in the sense of time optimality if (after a change of vari-

ables in one of them) their solutions, that is, the optimal time and the optimal

control, become asymptotically equivalent as functions of an initial point in a

neighborhood of the equilibrium. In the thesis, a connection of a homogeneous

approximation and an approximation in the sense of time optimality is studi-

ed. Namely, conditions are given under which a homogeneous approximation

is locally equivalent to the initial system in the sense of time optimality. This

allows obtaining optimal or almost optimal controls for a nonlinear system by

solving much more simple time-optimal control problem for its homogeneous
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approximation. A converse connection also is studied: conditions are given under

which systems which are locally equivalent in the sense of time optimality have

the same homogeneous approximation. The connection between approximation

in the sense of time optimality and homogeneous approximation is studied also

for linear-control systems.

Besides, in the thesis some problems of mappability in the class 𝐶1 are

considered. Namely, for nonlinear control systems from the class 𝐶1 with multi-

dimensional control a criterion of feedback linearizability is obtained, and for

systems with one-dimensional control criteria of mappability onto systems of

a special form � feedforward systems are obtained. Also for systems of one

special class (dual to linear systems) the set of all possible time optimal controls

is completely described. Homogeneous systems from this class are homogeneous

approximations; hence, they can be used for construction of optimal or almost

optimal controls for all systems with such a homogeneous approximation. For

one three-dimensional nonlinear system, a complete solution of the time optimal

control problem is obtained.

In general, in the thesis an approach is developed which attracts a method

of series and free algebras for analysis of such problems of a nonlinear control

theory as the time optimal control problem, description and classi�cation

of homogeneous approximations, realizability and reconstruction of systems,

normalization etc.

All basic results are given with complete proofs. Obtained results are of

theoretical character. Proposed methods can be used for studying and solving

various problems of optimization and optimal control.

Key words: nonlinear control systems, time-optimal control problem,

Markov moment min-problem, homogeneous approximation, series of iterated

integrals, series of nonlinear power moments, free associative algebra, free Lie

algebra, dual basis, realizability problem, growth vector, linearizability in the

class 𝐶1.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Ó ìàòåìàòè÷íié òå-

îði¨ êåðóâàííÿ, ç ñàìîãî ¨¨ âèíèêíåííÿ â ñåðåäèíi XX ñòîëiòòÿ, àêòèâíî çà-

ëó÷àëèñÿ iäå¨ i ìåòîäè ç íàéðiçíîìàíiòíiøèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè: àíàëiçó,

ãåîìåòði¨, àëãåáðè, òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ, êîìái-

íàòîðèêè òîùî. Àëå ÿêùî äëÿ ëiíiéíèõ çàäà÷ ñòàíäàðòíèìè ñòàëè ìåòîäè

ëiíiéíî¨ àëãåáðè i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òî ó íåëiíiéíié òåîði¨ çàãàëü-

íîâæèâàíèìè âèÿâèëèñÿ ãåîìåòðè÷íi ìåòîäè [4, 57, 87, 93, 117, 149]. Éìî-

âiðíî, öå ïîâ'ÿçàíî ç âåëèêîþ ðîëëþ ìåõàíi÷íèõ çàäà÷ ó òåîði¨ êåðóâàííÿ

i, ÿê íàñëiäîê, çi âïëèâîì ãåîìåòðè÷íèõ ìåòîäiâ ìåõàíiêè. Ïðîòå âèÿâëÿ-

¹òüñÿ, ùî àíàëiòè÷íi i àëãåáðà¨÷íi ïiäõîäè ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ¹ íå ìåíø

åôåêòèâíèìè i íàâiòü äîçâîëÿþòü îòðèìàòè òî÷íiøi ðåçóëüòàòè. Çâè÷àéíî,

ìàþòüñÿ íà óâàçi ìåòîäè íå ëiíiéíî¨, à çàãàëüíî¨ àëãåáðè, ÿêi äîçâîëÿþòü

äî ëiíiéíèõ îïåðàöié äîäàòè ñóòò¹âî íåëiíiéíi.

Ó 1987 ð. Â. I. Êîðîáîâ i Ã. Ì. Ñêëÿð çàïðîïîíóâàëè íîâó ïîñòà-

íîâêó � ïðîáëåìó ìîìåíòiâ Ìàðêîâà íà ìiíiìàëüíî ìîæëèâîìó âiäðiçêó

(min-ïðîáëåìó ìîìåíòiâ Ìàðêîâà), ÿêà åêâiâàëåíòíà ëiíiéíié çàäà÷i øâèä-

êîäi¨ [23, 25, 26, 27]. Âîíè îòðèìàëè àíàëiòè÷íå ðîçâ'ÿçàííÿ ñòåïåíåâî¨

min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ Ìàðêîâà i äîâåëè, ùî çà äåÿêèõ óìîâ ñòåïåíåâà

min-ïðîáëåìà íàáëèæà¹ çàãàëüíó min-ïðîáëåìó ìîìåíòiâ Ìàðêîâà. Ó ðî-

áîòàõ Ã. Ì. Ñêëÿðà i Ñ. Þ. Iãíàòîâè÷ áóâ îïèñàíèé êëàñ íåëiíiéíèõ ñè-

ñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì, ÿêi íàáëèæàþòüñÿ ëiíiéíèìè ñòåïåíåâèìè

min-ïðîáëåìàìè ìîìåíòiâ â îêîëi òî÷êè ñïîêîþ [34, 126]. Âèÿâèëîñÿ, ùî

äëÿ îïèñó òàêèõ ñèñòåì ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ðÿäè нелiнiйних степене-

вих моментiв, ïðè÷îìó ñàìi íåëiíiéíi ñòåïåíåâi ìîìåíòè óòâîðþþòü âiëüíó

àñîöiàòèâíó àëãåáðó. Âèíèêëà ãiïîòåçà, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèñòåì,

àôiííèõ çà êåðóâàííÿì, íàáëèæåííÿ (íåëiíiéíi) ìîæíà äîñëiäæóâàòè â òåð-

ìiíàõ öi¹¨ àëãåáðè. Îêðåìèì ïèòàííÿì áóëî âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêó îòðèìà-

íèõ ðåçóëüòàòiâ ç âiäîìèìè ðåçóëüòàòàìè ùîäî îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ äëÿ
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ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì [5, 45, 50, 53, 62, 79].

Âèêîðèñòàííÿ âiëüíèõ àëãåáð äëÿ äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ

ñèñòåì âåäå ïî÷àòîê ç 1970-80-õ ðîêiâ, êîëè Ì. Ôëiñ çàñòîñóâàâ [67, 68, 70]

ðÿäè Ê. Ò. ×åíà [59] äëÿ îïèñó òðà¹êòîðié íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ëiíiéíèõ i

àôiííèõ çà êåðóâàííÿì. Êîðîòêî îïèøåìî îñíîâíó iäåþ. ßêùî ðîçâèíóòè

âiäîáðàæåííÿ ¾âõiä-âèõiä¿ äëÿ íåëiíiéíî¨ êåðîâàíî¨ ñèñòåìè, ëiíiéíî¨ çà

êåðóâàííÿì, ó ðÿä iтерованих iнтегралiв, îòðèìó¹ìî ìîæëèâiñòü âèâ÷àòè

ïåðåòâîðåííÿ òàêèõ ðÿäiâ çàìiñòü ïåðåòâîðåííÿ ñèñòåì. Ì. Ôëiñ ïîêàçàâ,

ùî iòåðîâàíi iíòåãðàëè ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ôóíêöiîíàëàìè i ¨õ ìîæíà

ðîçãëÿäàòè ÿê åëåìåíòè âiëüíî¨ àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè. Òîäi ìíîæåííÿ iíòå-

ãðàëiâ âiäïîâiäà¹ òàñóþ÷îìó äîáóòêó â öié àëãåáði, i öå ìîæíà âèêîðèñòî-

âóâàòè äëÿ ïîáóäîâè âiäîáðàæåíü ðÿäiâ. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ äîëó÷èòè

äî àíàëiçó òàêèõ ñèñòåì äîáðå ðîçâèíóòó àëãåáðà¨÷íó òåõíiêó, ïåðø çà âñå,

ìåòîäè âiëüíèõ àëãåáð [110, 120]. Àëãåáðè iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ àêòèâíî çà-

ñòîñîâóâàëè Ï. Êðîó÷ i Ô. Ëàìíàái-Ëàãàððiê [63], À. Î. Àãðà÷îâ i Ð. Â. Ãàì-

êðåëiäçå [44], Ì. Êàâñêi i Ã. Ñóñìàí [100], Ì. Êàâñêi [18, 96, 97]; îñòàííiì

÷àñîì ç'ÿâèëèñÿ iíòåðïðåòàöi¨ â òåðìiíàõ àëãåáðè Õîïôà [73, 75, 78, 98]. Íà

öüîìó øëÿõó áóëè, çîêðåìà, îòðèìàíi óìîâè ðåàëiçîâíîñòi ðÿäiâ ó âèãëÿ-

äi ñèñòåì [69, 71], äîñëiäæåíi çàäà÷i êåðîâàíîñòi i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

[99] òà iíøi, àëå ìîæëèâîñòi òàêîãî ïiäõîäó íå áóëè âèêîðèñòàíi ïîâíîþ

ìiðîþ.

Îòæå, âàæëèâîþ i öiêàâîþ áóëà çàäà÷à ñèñòåìàòè÷íî ðîçâèíóòè iäå¨ i

ìåòîäè ðÿäiâ i âiëüíèõ àëãåáð äî âèâ÷åííÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì,

ëiíiéíèõ àáî àôiííèõ çà êåðóâàííÿì. Âèÿâèëîñÿ, ùî òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹

îòðèìàòè âè÷åðïíi âiäïîâiäi íà íèçêó âàæëèâèõ ïèòàíü òåîði¨ êåðóâàííÿ.

Çîêðåìà, âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ïîâíó êëàñèôiêàöiþ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié

i äîñëiäèòè çâ'ÿçîê îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié ñèñòåì i àïðîêñèìàöié ó ñåíñi

øâèäêîäi¨.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà íà êàôåäði äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà êå-

ðóâàííÿ ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó i íà êàôåäði ïðèêëàäíî¨ ìà-
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òåìàòèêè ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè i iíôîðìàòèêè Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëü-

íîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Â. Í. Êàðàçiíà â ðàìêàõ äåðæáþäæåòíèõ íàóêîâî-

äîñëiäíèõ ðîáiò ¾Àíàëiòè÷íi ìåòîäè â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà

òåîði¨ êåðóâàííÿ¿ (0100U003350), ¾Àíàëiòè÷íi òà àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè â òå-

îði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êåðóâàííÿ¿ (0103U004226), ¾Àñèì-

ïòîòè÷íi òà àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè â òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨

êåðóâàííÿ¿ (0106U001561), ¾Àíàëiòè÷íi ìåòîäè â ÿêiñíié òåîði¨ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü òà òåîði¨ êåðóâàííÿ¿ (0109U001456), ¾Àíàëiòè÷íi ìåòî-

äè ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêiñíèõ ïðîáëåì òåîði¨ êåðóâàííÿ i òåîði¨ ôóíêöiîíàëüíî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü¿ (0111U010364), ¾Äîñëiäæåííÿ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè

äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ðiçíî¨ ïðèðîäè¿ (0116U000823).

Мета i завдання дослiдження.Îñíîâíîþ ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹ ñòâî-

ðåííÿ ¹äèíîãî ïiäõîäó äî âèâ÷åííÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì, ÿêèé ¹

ðîçâèòêîì ìîìåíòíîãî ïiäõîäó äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì. Öåé ïiäõiä ñïèðà¹òüñÿ

íà ìåòîä ðÿäiâ i çàëó÷à¹ ìåòîäè âiëüíèõ àëãåáð äî àíàëiçó íåëiíiéíèõ êåðî-

âàíèõ ñèñòåì, çîêðåìà, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ ÿê ïîáóäîâà i êëàñèôi-

êàöiÿ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié ëiíiéíèõ i àôiííèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì,

âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi øâèä-

êîäi¨ òîùî.

Îñíîâíèìè çàâäàííÿìè äîñëiäæåííÿ ¹: ââåäåííÿ i âèâ÷åííÿ ïiäêëàñó

ðÿäiâ â àáñòðàêòíié àñîöiàòèâíié àëãåáði çi ñòàëèìè âåêòîðíèìè êîåôiöi-

¹íòàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðÿäàì iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i íåëiíiéíèõ ñòåïå-

íåâèõ ìîìåíòiâ, âèâ÷åííÿ ïåðåòâîðåíü i îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié òàêèõ

ðÿäiâ, îòðèìàííÿ âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ ùîäî îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié

íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì, äîñëiäæåííÿ çâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìà-

öi¨ i àïðîêñèìàöi¨ â ñåíñi øâèäêîäi¨, à òàêîæ äîñëiäæåííÿ ñóìiæíèõ çàäà÷

ðåàëiçîâíîñòi, êëàñèôiêàöi¨ âåêòîðiâ çðîñòó, âiäîáðàæóâàíîñòi, øâèäêîäi¨.

Об’єктом дослiдження ¹ íåëiíiéíi êåðîâàíi ñèñòåìè, ðÿäè iòåðîâàíèõ

iíòåãðàëiâ i íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ, âiëüíi ãðàäóéîâàíi àëãåáðè,

ùî ¨ì âiäïîâiäàþòü, îäíîðiäíi àïðîêñèìàöi¨, çàäà÷à øâèäêîäi¨.

Предметом дослiдження ¹ ñòðóêòóðè, ùî iíäóêó¹ â àëãåáðàõ iòåðîâà-
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íèõ iíòåãðàëiâ àáî íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ êåðîâàíà ñèñòåìà, êëà-

ñèôiêàöiÿ, ìåòîäè ïîáóäîâè i âëàñòèâîñòi îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié, çâ'ÿçîê

îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi øâèäêîäi¨, óìîâè âiäîáðàæó-

âàíîñòi ñèñòåì, îïèñ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü.

Методи дослiдження. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ìàòåìàòè-

÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîði¨ êåðóâàííÿ, àëãåáðè.

Наукова новизна отриманих результатiв. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

îòðèìàíî òàêi íîâi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

� çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä äî àíàëiçó ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè íåëiíiéíèõ ñè-

ñòåì, ëiíiéíèõ i àôiííèõ çà êåðóâàííÿì, îñíîâàíèé íà âèâ÷åííi iíäó-

êîâàíèõ íèìè ñòðóêòóð â àáñòðàêòíié âiëüíié àñîöiàòèâíié àëãåáði;

� óïåðøå îòðèìàíî ïîâíó êëàñèôiêàöiþ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié ñè-

ñòåì, ëiíiéíèõ i àôiííèõ çà êåðóâàííÿì, íà îñíîâi ââåäåíèõ ïîíÿòü

ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi i îäíîñòîðîííüîãî iäåàëó, ùî ïîðîäæåíi ñèñòå-

ìîþ; çàïðîïîíîâàíî ìåòîäè ïîáóäîâè îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié;

� óïåðøå îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò, çàïðîïîíî-

âàíî ìåòîäè ¨õ ïîáóäîâè;

� âèâ÷åíèé çâ'ÿçîê ìiæ àëãåáðîþ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i àëãåáðîþ íå-

ëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ; îòðèìàíî óìîâè ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó íå-

ëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ ó âèãëÿäi êåðîâàíî¨ ñèñòåìè i çàïðîïî-

íîâàíî ìåòîäè ïîáóäîâè âiäïîâiäíèõ ñèñòåì;

� óïåðøå âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i àïðîêñèìàöi¨ ó

ñåíñi øâèäêîäi¨;

� çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïåðåðîçêëàäàííÿ ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ â

îêîëi äëÿ îäíîðiäíèõ i ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì;

� óïåðøå îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ âåêòîðiâ çðîñòó ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà

êåðóâàííÿì; îòðèìàíî îïèñ ïåðåòâîðåííÿ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi ïðè

çàìiíi êåðóâàííÿ; ââåäåíi ïîíÿòòÿ À-íîðìàëüíîñòi i À-ïðîñòîòè âå-

êòîðó çðîñòó i îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ À-íîðìàëüíèõ i À-ïðîñòèõ âå-

êòîðiâ çðîñòó äëÿ ñèñòåì ç äâîâèìiðíèì êåðóâàííÿì;

� óçàãàëüíåíî êðèòåðié ëiíåàðèçîâíîñòi çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì ó êëàñi
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𝐶1 íà âèïàäîê áàãàòîâèìiðíîãî êåðóâàííÿ; óïåðøå îòðèìàíî óìîâè

âiäîáðàæóâàíîñòi íà ñèñòåìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì ó êëàñi 𝐶1;

� óïåðøå îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ îïòèìàëüíèõ çà øâèäêîäi¹þ êåðóâàíü

äëÿ êëàñó ñèñòåì, ñïðÿæåíèõ äî ëiíiéíèõ.

Практичне значення отриманих результатiв. Ðîáîòà ìà¹ òåîðå-

òè÷íèé õàðàêòåð. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äëÿ îïèñó

ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè êåðîâàíèõ ñèñòåì, çîêðåìà, äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëü-

íèõ àáî áëèçüêèõ äî îïòèìàëüíèõ çà øâèäêîäi¹þ êåðóâàíü äëÿ íåëiíiéíèõ

ñèñòåì.

Особистий внесок здобувача. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çà-

õèñò, îäåðæàíî àâòîðîì îñîáèñòî. Ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöü, âèêîíàíèõ ó ñïiâ-

àâòîðñòâi, íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ ëèøå ïîëîæåííÿ, îäåðæàíi àâòîðîì äèñåð-

òàöi¨ ñàìîñòiéíî.

Iäå¨ îñíîâíèõ ïiäõîäiâ i ðîçðîáëåíèõ êîíñòðóêöié, ÿêi îïóáëiêîâàíi â ñó-

ìiñíèõ ç íàóêîâèì êîíñóëüòàíòîì ñòàòòÿõ, íàëåæàòü ñïiâàâòîðàì ó ðiâíié

ìiði. Äèñåðòàíòó íàëåæèòü ñóòò¹âèé âíåñîê ó äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëü-

òàòiâ.

Âíåñîê ó ñòàòòi, îïóáëiêîâàíi ç iíøèìè ñïiâàâòîðàìè: â ðîáîòi [17] äè-

ñåðòàíòó íàëåæàòü òåîðåìè 1 i 3, ó ðîáîòi [37] � òåîðåìà 2, ó ðîáîòi [140]

� ïóíêò 2 (êðiì òåîðåìè 2.1) i ïóíêòè 3.1, 3.4, 3.5, 3.8. Ó ðîáîòi [143] äè-

ñåðòàíòó íàëåæèòü ñóòò¹âèé âíåñîê ó äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Ó ðîáîòi [144]

äèñåðòàíòó íàëåæèòü ñóòò¹âèé âíåñîê ó äîâåäåííÿ òåîðåì 1 i 2; äîâåäåííÿ

âiäïîâiäíèõ ðåçóëüòàòiâ, ñôîðìóëüîâàíèõ ó ïóíêòi 7.1.1 äèñåðòàöi¨, âèíåñå-

íå â äîäàòîê Â. Ó ðîáîòi [142] äèñåðòàíòó íàëåæèòü iäåÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè

2.2 i ëåì 2.6, 2.8.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äî-

ïîâiäàëèñÿ i îáãîâîðþâàëèñÿ íà òàêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ i ñåìiíàðàõ:

ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾Theory of functions and Mathematical Physi-

cs¿, ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ Í. I. Àõi¹çåðà, Õàðêiâ, Óêðà-

¨íà, 13-17 ñåðïíÿ 2001 ð.;
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ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾Îáðàòíûå çàäà÷è è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ¿,

Õàðêiâ, Óêðà¨íà, 12-16 ñåðïíÿ 2002 ð.;

íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ ¾First Karazin Scienti�c Readings dedicated to the

bicentenary of the Karazin Karkiv National University. Mathematical Symposi-

um¿, Õàðêiâ, Óêðà¨íà, 14-16 ÷åðâíÿ 2004 ð.;

ñåìiíàð âiääiëó ¾Functional Analysis and Applications¿ (êåðiâíèê À. Î.

Àãðà÷îâ), SISSA, Òði¹ñò, Iòàëiÿ, 2005 ð. i 2009 ð.;

ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾Óñòîé÷èâîñòü, óïðàâëåíèå è äèíàìèêà òâåð-

äîãî òåëà¿, Äîíåöüê, Óêðà¨íà, 2005 ð.;

ìiæíàðîäíèé ñåìiíàð ¾Geometry of vector distributions, di�erential

equations, and variational problems¿, SISSA, Òði¹ñò, Iòàëiÿ, 2006 ð.;

ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾Ñîâðåìåííûé àíàëèç è ïðèëîæåíèÿ¿, ïðè-

ñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ Ì. Ã. Êðåéíà, Îäåñà, Óêðà¨íà, 2007 ð.;

ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è òîïîëî-

ãèÿ¿, ïðèñâÿ÷åíà 100-ði÷÷þ ç äíÿ íàðîäæåííÿ Ë. Ñ. Ïîíòðÿãiíà, Ìîñêâà,

Ðîñiÿ, 2008 ð.;

ìiæíàðîäíèé ñåìiíàð ¾Analysis and Applications¿, University of Szczecin,

Ùåöèí, Ïîëüùà, 2009 ð.;

ñåìiíàð ìiæíàðîäíî¨ ïðîãðàìè ¾Research-in-Teams program of the Tri-

mester Control and Combinatorics¿, Ìàäðèä, Iñïàíiÿ, 2010 ð.;

ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾50th IEEE Conference on Decision and Control

and European Control Conference (CDC-ECC)¿, Îðëàíäî, ÑØÀ, 2011 ð.;

ìiæíàðîäíèé ñåìiíàð ¾Analysis, Operator Theory, and Mathematical

Physics¿, Iêñòàïà, Ìåêñèêà, 2012 ð.;

ñåìiíàð âiääiëó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Ìàòåìàòè÷íîãî iíñòèòóòó iìå-

íi Â. À. Ñòåêëîâà (êåðiâíèê Iëëÿøåíêî Þ. Ñ.), Ìîñêâà, Ðîñiÿ, 2014 ð.;

øêîëà-êîíôåðåíöiÿ ¾Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è àíàëèç íà

ìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ¿, Ðåñïóáëiêà Àëòàé, Ðîñiÿ, 2014 ð.;

ìiæíàðîäíèé ñåìiíàð ¾Equivalence, Invariants, and Symmetries of Vector

Distributions and Related Structures: from Cartan to Tanaka and beyond¿,

Henri Poincar�e Institute, Ïàðèæ, Ôðàíöiÿ, 2014 ð.;
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ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾Di�erential Equations and Control Theory¿,

ïðèñâÿ÷åíà 75-ði÷÷þ ïðîôåñîðà Â. I. Êîðîáîâà, Õàðêiâ, Óêðà¨íà, 2016 ð.;

ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾25th Mediterranean Conference on Control and

Automation (MED)¿, Âàëëåòòà, Ìàëüòà, 2017 ð.;

ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ¾Di�erential Equations and Control Theory¿,

University of Szczecin, Ùåöèí, Ïîëüùà, 2017 ð.;

ñåìiíàð êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà êåðóâàííÿ i êàôåäðè ïðè-

êëàäíî¨ ìàòåìàòèêè, Õàðêiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Â. Í. Êà-

ðàçiíà (êåðiâíèê Â. I. Êîðîáîâ), 2000-2017 ð.ð.

Публiкацiї. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨, âèíåñåíi íà çàõèñò, îïóáëiêîâàíî ó

21 íàóêîâié ñòàòòi [13, 14, 15, 17, 35, 37, 82, 83, 84, 85, 128, 129, 130, 131, 132,

134, 137, 140, 142, 143, 144] i 11 òåçàõ äîïîâiäåé íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ

[16, 36, 86, 127, 133, 135, 136, 138, 139, 141, 145].

Структура та обсяг дисертацiї. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó,

ñåìè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë i òðüîõ äîäàòêiâ.

Îáñÿã çàãàëüíîãî òåêñòó äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 356 ñòîðiíîê, ç íèõ îñíîâíîãî

òåêñòó 298 ñòîðiíîê. Ðîáîòà iëþñòðîâàíà 5 ðèñóíêàìè. Ñïèñîê âèêîðèñòà-

íèõ äæåðåë ìiñòèòü 162 íàéìåíóâàííÿ.

Подяка. Àâòîð ùèðî âäÿ÷íà íàóêîâîìó êîíñóëüòàíòó ïðîôåñîðó

Ãðèãîðiþ Ìèõàéëîâè÷ó Ñêëÿðó çà óâàãó äî ðîáîòè, ïëiäíi îáãîâîðåííÿ i

ïîñòiéíó ïiäòðèìêó.



РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ I ПОПЕРЕДНI РЕЗУЛЬТАТИ

Ó öüîìó ðîçäiëi íàâîäèòüñÿ êîðîòêèé îãëÿä ïîñòàíîâîê çàäà÷, ÿêi ìî-

òèâóþòü äîñëiäæåííÿ äàíî¨ äèñåðòàöi¨. Êðiì òîãî, íàâîäÿòüñÿ îçíà÷åííÿ

i ôîðìóëþâàííÿ âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ïîäàëüøèõ

ðîçäiëàõ.

1.1 Задача швидкодiї i min-проблема моментiв Маркова

1.1.1 Ëiíiéíà çàäà÷à øâèäêîäi¨ i min-ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ìàðêîâà

Íàãàäà¹ìî äåÿêi âiäîìi ôàêòè i íàâåäåìî ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ íà ïðè-

êëàäi ëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîòðàïëÿííÿ ëiíiéíî¨

àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè ç îäíîâèìiðíèì êåðóâàííÿì

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, (1.1)

ç äîâiëüíî¨ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè 𝑥(0) = 𝑥0 äî ôiêñîâàíî¨ êiíöåâî¨ òî÷êè

𝑥(𝜃) = 0 (òóò 𝐴 � ñòàëà 𝑛 × 𝑛-ìàòðèöÿ, 𝑏 � ñòàëèé 𝑛-âèìiðíèé âåêòîð).

Öÿ çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè êåðóâàííÿ 𝑢 = 𝑢(𝑡) : [0, 𝜃] → R, ïðè
ÿêîìó ðîçâ'ÿçîê 𝑥(𝑡) çàäà÷i Êîøi

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0 (1.2)

ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó ìîìåíò ÷àñó 𝑡 = 𝜃, òîáòî 𝑥(𝜃) = 0.

Äàëi ââàæàòèìåìî, ùî ñèñòåìà (1.1) ¹ ïîâíiñòþ êåðîâàíîþ (òîáòî ç áóäü-

ÿêî¨ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè ìîæíà ïîòðàïèòè äî áóäü-ÿêî¨ êiíöåâî¨); ÿê äîáðå

âiäîìî [94], öå ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìàòðèöi Êàëìàíà

𝐾 = (𝑏, 𝐴𝑏,𝐴2𝑏, . . . , 𝐴𝑛−1𝑏) äîðiâíþ¹ 𝑛.

Âèìîãè ùîäî êåðóâàííÿ ÿê ôóíêöi¨ âiä 𝑡 ìîæóòü áóòè ðiçíèìè; ó äàíié

äèñåðòàöi¨, ÿê ïðàâèëî, ââàæàòèìåìî, ùî êåðóâàííÿ íàëåæèòü ïðîñòîðó

29
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𝐿∞[0, 𝜃]. Óìîâè ïîòðàïëÿííÿ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî

âèïèñàòè ôîðìóëó Êîøi äëÿ òðà¹êòîði¨:

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 + 𝑒𝐴𝑡
∫ 𝑡
0

𝑒−𝐴𝜏𝑢(𝜏)𝑑𝜏,

çâiäêè, âðàõîâóþ÷è óìîâó 𝑥(𝜃) = 0, îòðèìó¹ìî

𝑥0 = −
∫ 𝜃
0

𝑒−𝐴𝜏𝑏𝑢(𝜏)𝑑𝜏. (1.3)

Ïîçíà÷èìî 𝑔(𝜏) = −𝑒−𝐴𝜏𝑏, òîäi óìîâè ïîòðàïëÿííÿ çàïèñóþòüñÿ ÿê про-

блема моментiв:

𝑥0𝑗 =

∫ 𝜃
0

𝑔𝑗(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (1.4)

Äîäàþ÷è äî ìîìåíòíèõ ðiâíîñòåé (1.4) îáìåæåííÿ íà êåðóâàííÿ |𝑢(𝜏)| ≤ 1,

𝜏 ∈ [0, 𝜃], îòðèìà¹ìî (−1, 1)-проблему моментiв Маркова [113, 7, 31]:

𝑥0𝑗 =

∫ 𝜃
0

𝑔𝑗(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, |𝑢(𝜏)| ≤ 1, 𝜏 ∈ [0, 𝜃].

Îòæå, çàäà÷à ïîòðàïëÿííÿ äî íóëÿ ç îáìåæåíèì êåðóâàííÿì çâîäèòüñÿ äî

ïðîáëåìè ìîìåíòiâ Ìàðêîâà.

Äîäàìî ùå óìîâó îïòèìàëüíîñòi, à ñàìå, ðîçãëÿíåìî задачу швидкодiї

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0, |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min . (1.5)

Â. I. Êîðîáîâ i Ã. Ì. Ñêëÿð [23, 26, 27] çàïðîïîíóâàëè çâåäåííÿ çàäà÷i

øâèäêîäi¨ äî íîâî¨ çàäà÷i ç òåîði¨ ìîìåíòiâ � проблеми моментiв Маркова

на мiнiмально можливому вiдрiзку (àáî, êîðîòøå, min-проблеми момен-

тiв Маркова)

𝑥0𝑗 =

∫ 𝜃
0

𝑔𝑗(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (1.6)

|𝑢(𝜏)| ≤ 1, 𝜏 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min . (1.7)

Äåòàëüíiøå, min-ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ìàðêîâà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äëÿ çà-

äàíîãî âåêòîðà 𝑥0 çíàéòè найменше можливе çíà÷åííÿ 𝜃 = 𝜃𝑥0 > 0, äëÿ

ÿêîãî iñíó¹ ôóíêöiÿ 𝑢(𝑡) = 𝑢𝑥0(𝑡), ùî çàäîâîëüíÿ¹ îáìåæåííÿ |𝑢𝑥0(𝑡)| ≤ 1,
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𝑡 ∈ [0, 𝜃𝑥0], i ìîìåíòíi ðiâíîñòi (1.6). Ðîçâ'ÿçîê min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ �

ïàðà (𝜃𝑥0, 𝑢𝑥0) � öå îïòèìàëüíèé ÷àñ òà îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó âiäïîâiä-

íié çàäà÷i øâèäêîäi¨.

Ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà [9, 32] âèïëèâà¹, ùî îïòèìàëüíå çà

øâèäêîäi¹þ êåðóâàííÿ ó çàäà÷i (1.5) ¹ êóñêîâî-ñòàëèì i íàáóâà¹ çíà÷åíü

±1; áiëüø òîãî, âîíî âèçíà÷åíå îäíîçíà÷íî. Çàçíà÷èìî, ùî òîãî ñàìîãî

âèñíîâêó ìîæíà äiéòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ [31].

Ó âèïàäêó канонiчної системи

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥1, . . . , 𝑥̇𝑛 = 𝑥𝑛−1, (1.8)

îòðèìó¹ìî степеневу min-ïðîáëåìó ìîìåíòiâ Ìàðêîâà

𝑥0𝑗 =
(−1)𝑗

(𝑗−1)!

∫ 𝜃
0

𝜏 𝑗−1𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, |𝑢(𝜏)| ≤ 1, 𝜏 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min . (1.9)

Äëÿ ÿâíîãî çíàõîäæåííÿ ÷àñó øâèäêîäi¨ 𝜃 i ìîìåíòiâ ïåðåìèêàííÿ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ 0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑝 < 𝜃 (äå 𝑝 � êiëüêiñòü ïåðåìèêàíü,

0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛− 1) îòðèìó¹ìî íèçêó ñèñòåì ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü

(−1)𝑝+12𝑡
𝑗
1

𝑗
+ (−1)𝑝

2𝑡𝑗2
𝑗

+ · · ·+
2𝑡𝑗𝑝
𝑗

− 𝜃𝑗

𝑗
= ±(−1)𝑗(𝑗 − 1)!𝑥0𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

(1.10)

äå âåðõíÿ (íèæíÿ) ïîçíà÷êà ó ïðàâié ÷àñòèíi âiäïîâiäà¹ êåðóâàííþ, ùî

äîðiâíþ¹ −1 (+1) íà îñòàííié äiëÿíöi. Äîáðå âiäîìî, ùî ïðè 𝑛 = 2 òàêà

ñèñòåìà ïðèïóñêà¹ ÿâíèé ðîçâ'ÿçîê [32], àëå âæå äëÿ 𝑛 ≥ 3 çàäà÷à âèÿâëÿ-

¹òüñÿ äóæå ñêëàäíîþ.

Âïåðøå àíàëiòè÷íå ðîçâ'ÿçàííÿ ñòåïåíåâî¨ min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ Ìàð-

êîâà äîâiëüíîãî ïîðÿäêó áóëî çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòàõ Â. I. Êîðîáîâà i

Ã. Ì. Ñêëÿðà [23, 24], à äàëi ðîçâèíóòî ó êiëüêîõ íàïðÿìêàõ: äëÿ òðèãî-

íîìåòðè÷íî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ [25], äëÿ ñòåïåíåâî¨ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ç

ïðîïóñêàìè [101], [28], ç ïàðíèìè ïðîïóñêàìè [102] òà ií.; äèâ. òàêîæ [103].

Çàçíà÷èìî, ùî ïåðøå çàñòîñóâàííÿ ïðîáëåìè ìîìåíòiâ äî çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ íàëåæèòü Í. Í. Êðàñîâñüêîìó [29, 30], ÿêèé çàïðî-

ïîíóâàâ çâåäåííÿ îäíî¨ ëiíiéíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äî àá-



32

ñòðàêòíî¨ 𝐿-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ [7]. Íà ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ïðîáëå-

ìè ìîìåíòiâ Ìàðêîâà ó çàäà÷àõ êåðóâàííÿ âêàçàíî ó êíèçi Ì. Ã. Êðåéíà i

À. À. Íóäåëüìàíà [31]. Ñòåïåíåâà ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ìàðêîâà ìîæå áóòè

çàñòîñîâàíà äëÿ äîñëiäæåííÿ êåðîâàíîñòi íåñêií÷åííîâèìiðíèõ êîëèâàëü-

íèõ ñèñòåì [124].

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.3) ðîçâèíóòè

ìàòðèöþ 𝑒−𝐴𝜏 â ðÿä, îòðèìó¹ìî

𝑥0 =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘+1

𝑘! 𝐴𝑘𝑏

∫ 𝜃
0

𝜏 𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑣𝑘

∫ 𝜃
0

𝜏 𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏, (1.11)

äå 𝑣𝑘 = (−1)𝑘+1

𝑘! 𝐴𝑘𝑏 � ñòàëi âåêòîðíi êîåôiöi¹íòè. Öi êîåôiöi¹íòè íå ¹ äî-

âiëüíèìè: âîíè çâ'ÿçàíi î÷åâèäíèìè ëiíiéíèìè çàëåæíîñòÿìè. Çà çàäàíèìè

êîåôiöi¹íòàìè 𝑣𝑘 ïàðà 𝐴, 𝑏 âiäíîâëþ¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Î÷åâèäíî, çà óìîâè

ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi ïåðøi 𝑛 âåêòîðiâ 𝑣0, . . . , 𝑣𝑛−1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

Çàóâàæèìî, ùî∫ 𝜃
0

𝜏 𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏 = 𝜃𝑘+1

∫ 1
0

𝑡𝑘̂︀𝑢(𝑡)𝑑𝑡, äå ̂︀𝑢(𝑡) = 𝑢(𝜃𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1],

ïðè÷îìó ̂︀𝑢(𝑡) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó 𝐵1 = {𝑢 ∈ 𝐿∞[0, 1] : ‖𝑢‖ ≤ 1} òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè 𝑢(𝜏) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó 𝐵𝜃 = {𝑢 ∈ 𝐿∞[0, 𝜃] : ‖𝑢‖ ≤ 1}.
Îòæå, ñòåïåíåâi ìîìåíòè ìàþòü ïðèðîäíèé ïîðÿäîê ìàëèçíè ïðè ìàëèõ

𝜃 > 0, ÿêùî ðîçãëÿäàòè ¨õ ÿê ôóíêöiîíàëè íà îäèíè÷íié êóëi 𝐵𝜃 ïðîñòîðó

𝐿∞[0, 𝜃]. À ñàìå, ìîæíà ââàæàòè, ùî
∫𝜃
0 𝜏

𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏 ∼ 𝜃𝑘+1 ïðè 𝜃 → 0.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñòåïåíåâi ìîìåíòè
∫𝜃
0 𝜏

𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏 як лiнiйнi функцiо-

нали âiä 𝑢(𝜏) ∈ 𝐵𝜃 (ïðè ôiêñîâàíîìó 𝜃 > 0) ëiíiéíî íåçàëåæíi, à ðÿä (1.11)

¹ ðîçâèíåííÿì çà áàçèñîì ç öèõ ôóíêöiîíàëiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé

ïåðåâîäèòü êåðóâàííÿ 𝑢(𝜏) äî ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè 𝑥0.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ëiíiéíi çàìiíè çìiííèõ ó ñèñòåìi (1.1) i çàóâàæèìî,

ùî âîíè âiäïîâiäàþòü ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì ðÿäiâ. Òàê, çàìiíà 𝑦 = 𝑄𝑥

çâîäèòü ñèñòåìó (1.1) äî âèãëÿäó

𝑦̇ = 𝑄𝐴𝑄−1𝑦 +𝑄𝑏𝑢 = ̃︀𝐴𝑦 +̃︀𝑏𝑢,
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à ðÿä (1.11) äî âèãëÿäó

𝑦0 = 𝑄𝑥0 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑄𝑣𝑘

∫ 𝜃
0

𝜏 𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏 =
∞∑︁
𝑘=0

̃︀𝑣𝑘 ∫ 𝜃
0

𝜏 𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ ïîáóäóâàííÿ системи ó íîâèõ êîîðäèíàòàõ òðåáà øó-

êàòè îáåðíåíó ìàòðèöþ 𝑄−1, à äëÿ çíàõîäæåííÿ ряду � íå òðåáà: êîåôiöi-

¹íòè ̃︀𝑣𝑘 ïiñëÿ çàìiíè 𝑦 = 𝑄𝑥 çíàõîäÿòüñÿ çà ôîðìóëîþ ̃︀𝑣𝑘 = 𝑄𝑣𝑘.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ïîâíiñòþ êåðîâàíî¨ ñèñòåìè iñíó¹ òàêà çàìiíà çìií-

íèõ, ÿêà çâîäèòü ðÿä (1.11) äî âèãëÿäó

𝑦0𝑗 = (𝑄𝑥0)𝑗 =

∫ 𝜃
0

𝜏 𝑗−1𝑢(𝜏)𝑑𝜏 + 𝜌𝑗(𝜃, 𝑢), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (1.12)

äå 𝜌𝑗(𝜃, 𝑢) âêëþ÷à¹ òiëüêè ìîìåíòè ïîðÿäêó ìàëèçíè âèùå, íiæ 𝑗, òîáòî∫𝜃
0 𝜏

𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏 ïðè 𝑘 ≥ 𝑗. ßê ïðèêëàä, äëÿ òàêî¨ çàìiíè ìîæíà âçÿòè çâîðîòíó

äî ìàòðèöi Êàëìàíà, 𝑄 = 𝐾−1. Òîáòî âiäîáðàæåííÿ

𝑦0𝑗 =

∫ 𝜃
0

𝜏 𝑗−1𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

(ÿêå ïåðåâîäèòü êåðóâàííÿ 𝑢(𝜏) äî òî÷êè 𝑦0) наближає âiäîáðàæåííÿ (1.12)

ïðè ìàëèõ 𝜃 i ïðè 𝑢 ∈ 𝐵𝜃. Óðàõîâóþ÷è (1.9), ìîæåìî iíòåðïðåòóâàòè öå òà-

êèì ÷èíîì: êîæíà ïîâíiñòþ êåðîâàíà ñèñòåìà âèãëÿäó (1.1) íàáëèæà¹òüñÿ

êàíîíi÷íîþ ñèñòåìîþ (1.8) (ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè çìiííèõ).

ßêùî âèõiäíà ñèñòåìà íåàâòîíîìíà,

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑡)𝑢, (1.13)

äå 𝐴(𝑡) i 𝑏(𝑡) ðîçêëàäàþòüñÿ â ðÿäè Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè 𝑡 = 0, òî, ìið-

êóþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðèìó¹ìî

𝑥0 =
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
Δ𝑘𝑏(0)

∫ 𝜃
0

𝜏 𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑣𝑘

∫ 𝜃
0

𝜏 𝑘𝑢(𝜏)𝑑𝜏, (1.14)

äå Δ = −𝐴(𝑡)+𝑑/𝑑𝑡. Ó öüîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íòè 𝑣𝑘 ìîæóòü áóòè äîâiëü-

íèìè; òðåáà ëèøå, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà çáiæíîñòi ‖𝑣𝑘‖ ≤ 𝑐𝑘 äëÿ äåÿêî¨

êîíñòàíòè 𝑐 > 0. Àëå òåïåð ñèñòåìà íå âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî êîåôiöi-

¹íòàìè ðÿäó: íàïðèêëàä, çàâæäè ìîæíà âçÿòè 𝐴(𝑡) ≡ 0, à âæå òîäi 𝑏(𝑡)
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âiäíîâëþ¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ñèñòåìà (1.13) ¹ ïîâíiñòþ

êåðîâàíîþ â îêîëi íóëÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè rank{𝑣𝑘}∞𝑘=0 = 𝑛. Íåõàé

𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 � íîìåðè ïåðøèõ 𝑛 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ iç ïîñëiäîâíî-

ñòi {𝑣𝑘}∞𝑘=0; òîäi çàìiíà 𝑦 = 𝑄𝑥, äå 𝑄 = (𝑣𝑚1
, . . . , 𝑣𝑚𝑛

)−1, çâîäèòü ðÿä (1.14)

äî âèãëÿäó

𝑦0𝑗 = (𝑄𝑥0)𝑗 =

∫ 𝜃
0

𝜏𝑚𝑗𝑢(𝜏)𝑑𝜏 + 𝜌𝑗(𝜃, 𝑢), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (1.15)

äå 𝜌𝑗(𝜃, 𝑢) âêëþ÷à¹ òiëüêè ìîìåíòè ïîðÿäêó ìàëèçíè âèùå, íiæ 𝑚𝑗 + 1.

Öi ìiðêóâàííÿ ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíî¨ iäå¨: àïðîêñèìàöiþ ëiíiéíî¨ êå-

ðîâàíî¨ ñèñòåìè (1.1) àáî (1.13) íà ìàëîìó ïðîìiæêó ÷àñó ìîæíà îïèñàòè

â òåðìiíàõ ðÿäó ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ, àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå çàçâè÷àé ðî-

áèòüñÿ â àíàëiçi, êîëè äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ñêií÷åííîâèìiðíèõ âiäîáðàæåíü

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðîçâèíåííÿ ó ðÿä Òåéëîðà.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî òàêà àïðîêñèìàöiÿ ó òåðìiíàõ ðÿäiâ ìîìåíòiâ âiäïî-

âiäà¹ àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi øâèäêîäi¨, àáî, ùî òå æ ñàìå, àïðîêñèìàöi¨

min-ïðîáëåì ìîìåíòiâ. Äåòàëüíiøå, ðîçãëÿíåìî äâi min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ

(åêâiâàëåíòíî, ìîæíà ðîçãëÿäàòè âiäïîâiäíi çàäà÷i øâèäêîäi¨)

𝑠𝑗 =

∫ 𝜃
0

𝑔𝑗(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, |𝑢(𝜏)| ≤ 1, 𝜏 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min, (1.16)

𝑠𝑗 =

∫ 𝜃
0

̃︀𝑔𝑗(𝜏)𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, |𝑢(𝜏)| ≤ 1, 𝜏 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min . (1.17)

Íåõàé (𝜃𝑠, 𝑢𝑠) i (̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠) � ðîçâ'ÿçêè öèõ çàäà÷ âiäïîâiäíî. Min-ïðîáëåìè

ìîìåíòiâ (1.16) i (1.17) íàçèâàþòüñÿ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè â îêîëi íóëÿ

(à âiäïîâiäíi ñèñòåìè � ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè ó ñåíñi øâèäêîäi¨), ÿêùî

iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ 𝑄 (äëÿ çàäà÷i øâèäêîäi¨ öå � çàìiíà çìií-

íèõ ó ïåðøié ñèñòåìi), äëÿ ÿêî¨

𝜃𝑄𝑠̃︀𝜃𝑠 → 1,
1

𝜃

∫ 𝜃
0

|𝑢𝑄𝑠(𝑡)− ̃︀𝑢𝑠(𝑡)| 𝑑𝑡→ 0 ïðè 𝑠→ 0, äå 𝜃 = min{𝜃𝑄𝑠, ̃︀𝜃𝑠}.
Iíøèìè ñëîâàìè, min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ¹ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè â îêî-

ëi íóëÿ, ÿêùî ïiñëÿ íåâèðîäæåíîãî ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ îäíî¨ ç íèõ ¨õ
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ðîçâ'ÿçêè ÿê ôóíêöi¨ âiä 𝑠 ñòàþòü åêâiâàëåíòíèìè ïðè 𝑠 → 0. Àíàëîãi÷íî,

êåðîâàíi ñèñòåìè ¹ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè ó ñåíñi øâèäêîäi¨, ÿêùî ïi-

ñëÿ íåâèðîäæåíî¨ çàìiíè çìiííèõ â îäíié ç íèõ ¨õ ðîçâ'ÿçêè ÿê ôóíêöi¨ âiä

ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè 𝑥0 ñòàþòü åêâiâàëåíòíèìè ïðè 𝑥0 → 0.

Ó ðîáîòi [27] ðîçâèíåííÿ (1.15) ó âèïàäêó 𝑚𝑗 = 𝑗 − 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåìè (1.13) ìå-

òîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, íà êîæíîìó êðîöi ÿêîãî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ñòå-

ïåíåâà min-ïðîáëåìà ìîìåíòiâ âèãëÿäó (1.9). Ó êàíäèäàòñüêié äèñåðòàöi¨

Ñ. Þ. Iãíàòîâè÷ [12] i ðîáîòi [125] ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à øâèäêîäi¨ äëÿ ñè-

ñòåìè (1.13) (ç äiéñíî-àíàëiòè÷íèìè â îêîëi íóëÿ 𝐴(𝑡) i 𝑏(𝑡)) ¹ ëîêàëüíî

åêâiâàëåíòíîþ çàäà÷i øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåìè

𝑥̇𝑗 = 𝑡𝑚𝑗𝑢, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

ÿêà, ó ñâîþ ÷åðãó, çâîäèòüñÿ äî ñòåïåíåâî¨ min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ç ïðî-

ïóñêàìè

𝑠𝑗 =

∫ 𝜃
0

𝜏𝑚𝑗𝑢(𝜏)𝑑𝜏, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

äå 𝑚1, . . . ,𝑚𝑛 � íîìåðè ïåðøèõ 𝑛 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ iç ïîñëi-

äîâíîñòi {(−𝐴(𝑡) + 𝑑/𝑑𝑡)𝑘𝑏(𝑡)|𝑡=0}∞𝑘=0, à òàêîæ íàâåäåíi óìîâè, çà ÿêèõ

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øâèäêîäi¨ ìîæå áóòè çíàéäåíèé ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íà-

áëèæåíü.

Îòæå, îñíîâíà iäåÿ ëîêàëüíîãî àíàëiçó ëiíiéíèõ ñèñòåì, âèêëàäåíà â

öüîìó ïóíêòi, ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó: çàìiíèòè êåðîâàíó ñèñòåìó ðÿäîì ñòå-

ïåíåâèõ ìîìåíòiâ i øóêàòè íàáëèæåííÿ öüîãî ðÿäó, âðàõîâóþ÷è ïîðÿäîê

ìàëèçíè ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ. Ó äàíié äèñåðòàöi¨ çàçíà÷åíèé ïiäõiä ðîçâè-

âà¹òüñÿ äëÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì.
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1.1.2 Ðÿäè íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ, min-ïðîáëåìà ìîìåíòiâ

Ìàðêîâà i çàäà÷à øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó êëàñó íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì, ÿêi ¹ íàé-

áëèæ÷èìè äî ëiíiéíèõ, � êëàñó àôiííèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì

𝑥̇ = 𝑎(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝑥 ∈ 𝑈(0) ⊂ R𝑛, 𝑢 ∈ R, (1.18)

äå âåêòîð-ôóíêöi¨ 1 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡, 𝑥) ¹ äiéñíî-àíàëiòè÷íèìè â äåÿêîìó îêîëi

íóëÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè, òîáòî

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0. ßê i ðàíiøå, ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîòðàïëÿííÿ

äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò

𝑥̇ = 𝑎(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0. (1.19)

Ïåðøèì êðîêîì â óçàãàëüíåííi iäåé, ùî âêàçàíi â ïóíêòi 1.1.1, ¹ îïèñ

çîáðàæåííÿ, ÿêå óçàãàëüíþ¹ ôîðìóëó (1.3). Ïîäiáíi çîáðàæåííÿ äîáðå âi-

äîìi. Íàïðèêëàä, ¨õ ìîæíà îòðèìàòè ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè À. Î. Àãðà÷îâà i

Ð. Â. Ãàìêðåëiäçå [2]; ñõîæi çîáðàæåííÿ áóëè âèêîðèñòàíi äëÿ àïðîêñèìàöi¨

âçäîâæ òðà¹êòîði¨ â ðîáîòi Ð. Ì. Áiàíõiíi i Æ. Ñòåôàíi [53], äëÿ îòðèìà-

ííÿ óìîâ øâèäêîäi¨ � â ðîáîòi Î. I. Òðåòüÿêà [39], äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i

ñòàáiëiçàöi¨ � â ðîáîòi Î. Ë. Çó¹âà [162] òà ií. Çîáðàæåííÿ ó ôîðìi, ÿêà

âèêîðèñòîâóâàòèìåòüñÿ â äàíié äèñåðòàöi¨, áóëî îòðèìàíå i âèâ÷åíå ó êàí-

äèäàòñüêié äèñåðòàöi¨ Ñ. Þ. Iãíàòîâè÷ [12]; çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî ðÿäó

îáãîâîðþâàëàñÿ òàêîæ ó äèñåðòàöi¨ Ï. Þ. Áàðõà¹âà [8] òà ñòàòòi [140].

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè 𝑅𝑎 òà 𝑅𝑏, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè

𝑅𝑎𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑡(𝑡, 𝑥) + 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑅𝑏𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏(𝑡, 𝑥) (1.20)

äëÿ äîâiëüíî¨ àíàëiòè÷íî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ 𝜑(𝑡, 𝑥), ùî çàäàíà â äåÿêîìó îêî-

ëi íóëÿ (òàêi îïåðàòîðè áóëè ââåäåíi â ðîáîòi [70]). Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

ïîçíà÷åííÿ ad𝑘𝑅𝑎
𝑅𝑏 äëÿ îïåðàòîðíèõ äóæîê

𝑎𝑑0𝑅𝑎
𝑅𝑏 = 𝑅𝑏, ad𝑘+1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 = [𝑅𝑎, ad

𝑘
𝑅𝑎
𝑅𝑏], 𝑘 ≥ 0, (1.21)

1У дисертацiї термiни «вектор-функцiя» i «векторне поле» вживаються як синонiми.
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äå [·, ·] îçíà÷à¹ îïåðàòîðíèé êîìóòàòîð, [𝑅1, 𝑅2] = 𝑅1𝑅2 −𝑅2𝑅1.

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, 𝐵𝜃 = {𝑢 ∈ 𝐿∞[0, 𝜃] : ‖𝑢‖ ≤ 1}.

Теорема 1.1. ([12]) Розглянемо задачу (1.19), де 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡, 𝑥) є

дiйсно-аналiтичними в деякому околi нуля (−𝑇0, 𝑇0) × 𝑈(0) ⊂ R𝑛+1. Тодi

iснує таке 𝑇 ∈ (0, 𝑇0), що для будь-якого 𝜃 ∈ (0, 𝑇 ) i будь-якого 𝑢 ∈ 𝐵𝜃

𝑥0 =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣𝑚1...𝑚𝑘

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝜏𝑚1
1 · · · 𝜏𝑚𝑘

𝑘 𝑢(𝜏1) · · ·𝑢(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1,

(1.22)

причому ряд у правiй частинi збiгається абсолютно i рiвномiрно вiдносно

𝑢(𝑡) ∈ 𝐵𝜃, де

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
=

(−1)𝑘

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑡=0,𝑥=0

(1.23)

є сталими векторними коефiцiєнтами.

Iíòåãðàëè

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝜏𝑚1
1 𝜏𝑚2

2 · · · 𝜏𝑚𝑘

𝑘 𝑢(𝜏1)𝑢(𝜏2) · · ·𝑢(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1

ìè íàçèâà¹ìî нелiнiйними степеневими моментами ôóíêöi¨ 𝑢 = 𝑢(𝑡).

Àíàëîãi÷íå çîáðàæåííÿ ìà¹ ìiñöå i äëÿ ñèñòåì ç áàãàòîâèìiðíèì êåðó-

âàííÿì [8]

𝑥̇ = 𝑎(𝑡, 𝑥) +
𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑡, 𝑥)𝑢𝑖, 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑥 ∈ 𝑈(0) ⊂ R𝑛, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑟 ∈ R,

(1.24)

äå 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏1(𝑡, 𝑥), . . . , 𝑏𝑟(𝑡, 𝑥) äiéñíî-àíàëiòè÷íi â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ. À

ñàìå, iñíó¹ òàêå 𝑇 ∈ (0, 𝑇0), ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜃 ∈ (0, 𝑇 ) i áóäü-ÿêîãî

𝑢 ∈ 𝐵𝜃

𝑥0 =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑟

𝑣𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢), (1.25)

äå 𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) ¹ íåëiíiéíèìè ñòåïåíåâèìè ìîìåíòàìè ôóíêöié 𝑢1, . . . , 𝑢𝑟,

𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝜏𝑚1
1 · · · 𝜏𝑚𝑘

𝑘 𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1, (1.26)
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à 𝑣𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
∈ R𝑛 ¹ ñòàëèìè âåêòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè,

𝑣𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
=

(−1)𝑘

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝑖1

· · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝑖𝑘

𝐸(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑡=0,𝑥=0

, (1.27)

ïðè÷îìó ðÿä ó ïðàâié ÷àñòèíi (1.25) çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî i ðiâíîìiðíî âiä-

íîñíî 𝑢(𝑡) ∈ 𝐵𝜃.

Ïîâåðíåìîñü äî òåîðåìè 1.1 i çàçíà÷èìî, ùî ðiâíiñòü (1.22) ìîæíà iíòåð-

ïðåòóâàòè ÿê íåëiíiéíó ïðîáëåìó ìîìåíòiâ. Àíàëîãi÷íî ëiíiéíîìó âèïàäêó,

ìîæíà ðîçãëÿíóòè íåëiíiéíó min-ïðîáëåìó ìîìåíòiâ Ìàðêîâà: äî ìîìåí-

òíèõ ðiâíîñòåé (1.22) äîäàòè óìîâè |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], i 𝜃 → min. Òàêèì

÷èíîì, íåëiíiéíó çàäà÷ó øâèäêîäi¨

𝑥̇ = 𝑎(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0,

|𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min,
(1.28)

ìîæíà çâåñòè äî íåëiíiéíî¨ min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ. Äàìî òî÷íå îçíà÷åííÿ.

Означення 1.1. ([12, 34, 126]) Нехай {𝑣𝑚1...𝑚𝑘
: 𝑘 ≥ 1, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0}

— задана множина векторiв з R𝑛. Нелiнiйна min-проблема моментiв

Маркова полягає в тому, щоб для заданого вектора 𝑠 ∈ R𝑛 знайти най-

менше можливе значення 𝜃𝑠 > 0, для якого iснує функцiя 𝑢𝑠(𝑡), що за-

довольняє обмеження |𝑢𝑠(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃𝑠], така, що при 𝜃 = 𝜃𝑠 i

𝑢(𝑡) = 𝑢𝑠(𝑡) справджується рiвнiсть

𝑠 =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢).

Розв’язком min-проблеми моментiв називається пара (𝜃𝑠, 𝑢𝑠).

Ñêîðî÷åíî min-ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ìàðêîâà çàïèñó¹òüñÿ òàê:

𝑠 =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢), |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min .

(1.29)

Ïiäêðåñëèìî, ùî â öüîìó îçíà÷åííi âåêòîðè 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
ìîæóòü áóòè äî-

âiëüíèìè, àëå ðÿä ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (1.29) ìà¹ çáiãàòèñÿ.
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Çàçíà÷èìî, ùî 𝜃𝑠 (ÿêùî iñíó¹) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, à ôóíêöiÿ 𝑢𝑠(𝑡)

ìîæå áóòè íå¹äèíîþ.

ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ôiëiïîâà [40], çàäà÷à øâèäêîäi¨ (1.28) ìà¹

ðîçâ'ÿçîê äëÿ âñiõ 𝑥0 ç äåÿêîãî îêîëó íóëÿ, ÿêùî ñèñòåìà (1.18) ¹ ëîêàëüíî

êåðîâàíîþ, òîáòî ç áóäü-ÿêî¨ òî÷êè îêîëó íóëÿ ìîæíà ïîòðàïèòè äî íó-

ëÿ [40]. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî (àëå íå íåîáõiäíî), ùîá лiнiйне наближення

ñèñòåìè (1.18)

𝑥̇ = 𝑎𝑥(𝑡, 0)𝑥+ 𝑏(𝑡, 0)𝑢

áóëî ïîâíiñòþ êåðîâàíå.

Ó äèñåðòàöi¨ [12] i ðîáîòàõ [34, 126] ðîçãëÿíóòå ïèòàííÿ ïðî ëîêàëüíó

åêâiâàëåíòíiñòü íåëiíiéíî¨ min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ ëiíiéíié min-ïðîáëåìi

(àáî, ùî òå æ ñàìå, íåëiíiéíî¨ çàäà÷i øâèäêîäi¨ ëiíiéíié çàäà÷i). Íàñòóïíå

îçíà÷åííÿ âðàõîâó¹, ùî äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ìîæå

áóòè íå¹äèíèì.

Означення 1.2. ([12, 34, 126]) Розглянемо лiнiйну задачу швидкодiї

𝑥̇ = 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝑏(𝑡)𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0, |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min;

(1.30)

нехай 𝜃𝐿𝑖𝑛𝑥0 позначає оптимальний час, а 𝑢𝐿𝑖𝑛𝑥0 (𝑡) — оптимальне керування

для (1.30). Розглянемо також нелiнiйну задачу швидкодiї (1.28); нехай 𝜃𝑥0

позначає оптимальний час, а 𝑈𝑥0 — множину оптимальних керувань для

(1.28). Припустимо, що обидвi задачi мають розв’язок у деякому околi

нуля.

Ми кажемо, що нелiнiйна задача швидкодiї (1.28) локально еквiвален-

тна лiнiйнiй задачi (1.30), якщо iснує таке невироджене перетворення

околу нуля 𝑄(𝑥) (𝑄(0) = 0, det𝑄𝑥(0) ̸= 0), для якого

𝜃𝑄(𝑥0)̃︀𝜃𝐿𝑖𝑛𝑥0

→ 1, sup̃︀𝑢(𝑡)∈𝑈𝑄(𝑥0)

1

𝜃

∫ 𝜃
0

⃒⃒
𝑢𝐿𝑖𝑛𝑥0 (𝑡)− ̃︀𝑢(𝑡)⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0 при 𝑥0 → 0,

де 𝜃 = min{𝜃𝑄(𝑠), 𝜃
𝐿𝑖𝑛
𝑥0 }.
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Àíàëîãi÷íî ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ëîêàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi íåëiíiéíî¨

min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ Ìàðêîâà ëiíiéíié min-ïðîáëåìi.

Ó äèñåðòàöi¨ [12] i ðîáîòàõ [34, 126] îïèñàíèé êëàñ íåëiíiéíèõ ñèñòåì, äëÿ

ÿêèõ çàäà÷à øâèäêîäi¨ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíà ëiíiéíié çàäà÷i øâèäêîäi¨.

Теорема 1.2. ([12, 34, 126]) Задача швидкодiї (1.28) локально еквiва-

лентна деякiй лiнiйнiй задачi швидкодiї тодi i тiльки тодi, коли:

1) rank{ad𝑘𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥)|𝑡=0,𝑥=0}∞𝑘=0 = 𝑛;

2) [ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏, · · · [ad

𝑚𝑗−1

𝑅𝑎
𝑅𝑏, ad

𝑚𝑗

𝑅𝑎
𝑅𝑏]]𝐸(𝑥)|𝑡=0,𝑥=0 ∈Lin{ad𝑘𝑅𝑎

𝑅𝑏𝐸(𝑥)|𝑡=0,𝑥=0}𝑚−2
𝑘=0 ,

де 𝑚1 + · · ·+𝑚𝑗 + 𝑗 = 𝑚, для будь-яких 𝑚 ≥ 1, 𝑗 ≥ 2, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑗 ≥ 0.

Çàóâàæèìî, ùî ç óìîâè 1) âèïëèâà¹, ùî â óìîâi 2) äîñòàòíüî ïåðåâiðÿòè

ëèøå ñêií÷åíó êiëüêiñòü ñïiââiäíîøåíü.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà óìîâ òåîðåìè 1.2 çàäà÷à øâèäêîäi¨ (1.28) ëî-

êàëüíî åêâiâàëåíòíà çàäà÷i øâèäêîäi¨ äëÿ ñâîãî ëiíiéíîãî íàáëèæåííÿ.

Îòæå, òåîðåìà 1.2 îïèñó¹ êëàñ íåëiíiéíèõ çàäà÷ øâèäêîäi¨, ÿêi íàáëè-

æàþòüñÿ áiëüø ïðîñòèìè � ëiíiéíèìè � çàäà÷àìè øâèäêîäi¨. Î÷åâèäíî,

ùî óìîâè 1), 2) ¹ äîñèòü îáìåæóâàëüíèìè: íàïðèêëàä, âîíè íàïåâíå íå

âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî ëiíiéíå íàáëèæåííÿ ñèñòåìè íå ¹ ïîâíiñòþ êåðîâàíèì.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ ïðî ïîâíó êëàñèôiêàöiþ ñè-

ñòåì ó ñåíñi øâèäêîäi¨; çîêðåìà, ïèòàííÿ ïðî âèãëÿä òàêèõ ¾ïðîñòiøèõ¿

íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ÿêi íàáëèæàþòü äîâiëüíi íåëiíiéíi ñèñòåìè.

Ó äàíié äèñåðòàöi¨ ðîçâèâàþòüñÿ ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ áóäó¹òüñÿ

ïîâíà àëãåáðà¨÷íà êëàñèôiêàöiÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì i äîñëiäæó¹-

òüñÿ ¨¨ çâ'ÿçîê ç åêâiâàëåíòíiñòþ ó ñåíñi øâèäêîäi¨.

1.2 Задача однорiдної апроксимацiї

Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, êîëè 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0, ñèñòåìè âèãëÿäó (1.24) ¹ ëiíié-

íèìè çà êåðóâàííÿì. Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè àâòîíîìíi ñèñòåìè, ÿêi çàïè-
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ñóâàòèìåìî ó òàêîìó âèãëÿäi:

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑋𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈(0) ⊂ R𝑛, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚 ∈ R, (1.31)

äå 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) � äiéñíî-àíàëiòè÷íi âåêòîðíi ïîëÿ ó äåÿêîìó îêîëi

íóëÿ 𝑈(0) ⊂ R𝑛. (Òî÷êó íóëü îáðàíî ëèøå äëÿ çðó÷íîñòi.) Òàêi ñèñòåìè

ìàþòü äîáðå çðîçóìiëèé ãåîìåòðè÷íèé çìiñò: âåêòîðíi ïîëÿ âèçíà÷àþòü

äiéñíî-àíàëiòè÷íèé ðîçïîäië𝐷(𝑥) = Lin{𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥)}, ÿêèé äîòèêà¹-
òüñÿ äîâiëüíî¨ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè. Öÿ iíòåðïðåòàöiÿ äîçâîëÿ¹ êîðèñòóâàòè-

ñÿ ãåîìåòðè÷íèìè ìåòîäàìè: òàê, âëàñòèâiñòü ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi ïîâ'ÿçàíà

ç âëàñòèâiñòþ iíòåãðîâíîñòi [148, 116], çàäà÷à øâèäêîäi¨ ïîâ'ÿçàíà ç ñóáði-

ìàíîâîþ ìåòðèêîþ [1]. Çàçíà÷èìî, ùî ó êëàñè÷íié ãåîìåòðè÷íié ïîñòàíîâöi

çàçâè÷àé ââàæà¹òüñÿ, ùî âèìiðíiñòü ðîçïîäiëó 𝐷(𝑥) ¹ ñòàëîþ, ïðîòå äëÿ

òåîði¨ êåðóâàííÿ õàðàêòåðíèì ¹ ñàìå âèïàäîê, êîëè öÿ âèìiðíiñòü çàëåæèòü

âiä 𝑥.

1.2.1 Ðÿäè iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ

Ïåðø çà âñå, îáãîâîðèìî îòðèìàííÿ ÿâíî¨ ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêó íåëi-

íiéíî¨ çàäà÷i Êîøi

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 0, (1.32)

àáî, ùî òå æ ñàìå, äëÿ ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

𝑥(𝑡) =

∫ 𝑡
0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝜏)𝑋𝑖(𝑥(𝜏))𝑑𝜏.

ßê äîáðå âiäîìî, äëÿ çàïèñó ðîçâ'ÿçêó iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Â. Âîëü-

òåððà [154] çàïðîïîíóâàâ âèêîðèñòîâóâàòè ðÿäè áàãàòîâèìiðíèõ iíòåãðàëiâ;

ó ïîäàëüøîìó Í. Âiíåð [157] çàñòîñîâóâàâ òàêi ðÿäè äëÿ ÿâíîãî îïèñó âiä-

ãóêó íåëiíiéíèõ ñèñòåì (çàëåæíîñòi âèõîäó âiä âõîäó).

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ

𝑥̇ = 𝑉 (𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 0,



42

ðîçâ'ÿçîê 𝑥(𝑡) ìîæå áóòè ïîäàíèé ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi [2, 4]. Äëÿ çðó-

÷íîñòi âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ 𝑉 𝑡(𝑥) = 𝑉 (𝑡, 𝑥) äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ,

ÿêå áóäåìî çàïèñóâàòè ÿê äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïåðøîãî ïîðÿäêó:

𝑉 𝑡(𝑥)𝜙(𝑥) = 𝜙𝑥(𝑥)𝑉
𝑡(𝑥). Íåõàé 𝑃 𝑡 : 𝑈(0) → R𝑛 ïîçíà÷à¹ ïîòiê ïîëÿ 𝑉 𝑡(𝑥).

Âií ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi (ôîðìàëüíîãî) îïåðàòîðíîãî ðÿäó, ùî

íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ åêñïîíåíòîþ ïîëÿ 𝑉 𝑡(𝑥):

𝑃 𝑡 = −→exp
∫ 𝑡
0

𝑉 𝜏𝑑𝜏 = Id +
∞∑︁
𝑘=1

∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑉 𝜏𝑘 · · ·𝑉 𝜏1𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1. (1.33)

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ðÿäó äëÿ òðà¹êòîði¨ 𝑥(𝑡) =

𝑃 𝑡(0). Ìîæíà äîâåñòè, ùî öåé ðÿä àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ ïðè ìàëèõ 𝑡, ÿêùî

âåêòîðíå ïîëå äiéñíî-àíàëiòè÷íå â îêîëi íóëÿ.

Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi (1.32) îïåðàòîðíèé ðÿä (1.33) ìîæå

áóòè çàïèñàíèé òàêèì ÷èíîì:

𝑃 𝑡 = Id +
∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1

∫ 𝑡
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1,

(1.34)

çâiäêè âèïëèâà¹ ÿâíà ôîðìóëà äëÿ òðà¹êòîði¨ 𝑥(𝑡) = 𝑃 𝑡(0). Âiäçíà÷èìî, ùî

ðÿä (1.34) ¹ îïåðàòîðíèì, i çàñòîñóâàííÿ éîãî äî áóäü-ÿêîãî ïåðåòâîðåííÿ

𝑄(𝑥) äà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè â êîîðäèíàòàõ 𝑦 = 𝑄(𝑥). ßêùî

çàñòîñóâàòè öåé ðÿä äî ôóíêöi¨ ℎ(𝑥), îòðèìà¹ìî ÿâíå çîáðàæåííÿ äëÿ ви-

ходу 𝑦 = ℎ(𝑥). Îáãîâîðåííÿ ðiçíèõ ïiäõîäiâ äî òàêèõ çîáðàæåíü ìîæóòü

áóòè çíàéäåíi â ðîáîòàõ [56, 67, 72, 76, 107, 2, 3, 146, 63, 65, 155, 151, 100, 75]

òà iíøèõ.

Îïåðàòîðíà åêñïîíåíòà (1.34) ïðèïóñêà¹ iíøó iíòåðïðåòàöiþ: öåé ðÿä

íàãàäó¹ ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä âiä𝑚 íåêîìóòóþ÷èõ çìiííèõ âiäíîñíî

äîáóòêó � îïåðàöi¨ iíòåãðóâàííÿ [59]. Íà öüîìó øëÿõó äëÿ äîñëiäæåííÿ

ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè àëãåáðà¨÷íi

ìåòîäè, ùî é áóëî çðîáëåíî Ê. ×åíîì [59]. Ì. Ôëiñ [67, 70, 72] çàïðîïîíóâàâ

çàñòîñóâàòè ðÿäè Ê. ×åíà äëÿ àíàëiçó ñèñòåì âèãëÿäó (1.31).
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Теорема 1.3. (Ì. Ôëiñ, [70]) Розглянемо задачу Кошi вигляду (1.32),

де 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 — дiйсно-аналiтичнi векторнi поля в деякому околi нуля

𝑈(0) ⊂ R𝑛. Тодi iснує таке 𝑇 > 0, що розв’язок задачi Кошi можна

подати у виглядi ряду

𝑥(𝜃) =
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1)𝑢𝑖2(𝜏2) · · ·𝑢𝑖𝑘, (𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1,

(1.35)

який для будь-якого 𝜃 ∈ (0, 𝑇 ) збiгається абсолютно i рiвномiрно вiдносно

𝑢 ∈ 𝐵𝜃 = {𝑢 ∈ 𝐿∞([0, 𝜃];R𝑚) : ‖𝑢‖ ≤ 1}, де 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1
· · ·𝑋𝑖1𝐸(0) є

сталими векторними коефiцiєнтами (𝐸(𝑥) = 𝑥 позначає тотожне вiд-

ображення).

Âàæëèâà îñîáëèâiñòü òàêîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â çàïèñó ðÿäó

iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ âiäîêðåìëþþòüñÿ iòåðîâàíi iíòåãðàëè i ñòàëi âåêòîðíi

êîåôiöi¹íòè. Iòåðîâàíi iíòåãðàëè ïîðîäæóþòü âiëüíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó.

Çîêðåìà, öå äîçâîëÿ¹ àëãåáðà¨÷íèì øëÿõîì îòðèìàòè óìîâè ðåàëiçîâíîñòi

ðÿäó ó âèãëÿäi ñèñòåìè [69].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð áiëüø äåòàëüíî êîåôiöi¹íòè 𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1 îïåðàòîðíîãî

ðÿäó (1.34). Ìíîæèíà 𝑚 äiéñíî-àíàëiòè÷íèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚

ïîðîäæó¹ àñîöiàòèâíó àëãåáðó äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ 𝐹 =
∞∑︀
𝑘=1

𝐹 𝑘,

äå ïiäïðîñòið 𝐹 𝑘 ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ (íàä R) äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòî-
ðiâ ïîðÿäêó 𝑘 âèãëÿäó 𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1

· · ·𝑋𝑖1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚, à àëãåáðà¨÷íîþ

îïåðàöi¹þ ¹ êîìïîçèöiÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôiëüòðàöiÿ â àëãåáði 𝐹 îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâ-

íiñòü ¨¨ ïiäïðîñòîðiâ {𝑆𝑞}∞𝑞=1, ùî 𝐹 =
∞⋃︀
𝑞=1

𝑆𝑞, ïðè÷îìó 𝑆𝑞1𝑆𝑞2 ⊂ 𝑆𝑞1+𝑞2 äëÿ

áóäü-ÿêèõ 𝑞1, 𝑞2 ≥ 1. Â àëãåáði 𝐹 äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïðèðîäíà

ôiëüòðàöiÿ çàäà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ïiäïðîñòîðiâ 𝑆𝑞 =
𝑞∑︀

𝑘=1

𝐹 𝑘, 𝑞 ≥ 1. Çàçâè-

÷àé ââàæà¹òüñÿ, ùî öi îïåðàòîðè äiþòü íà ìíîæèíi (ãëàäêèõ àáî, ó íàøî-

ìó âèïàäêó, äiéñíî-àíàëiòè÷íèõ) ôóíêöié, òîáòî âiäîáðàæåíü ç 𝑈(0) ⊂ R𝑛

äî R. Ïðîòå íàì çðó÷íî âèçíà÷èòè ¨õ ÿê îïåðàòîðè, ùî äiþòü íà âåêòîð-

ôóíêöiÿõ, òîáòî íà âiäîáðàæåííÿõ ç 𝑈(0) ⊂ R𝑛 äî R𝑛, ââàæàþ÷è, ùî òàêà
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äiÿ ¹ ïîêîìïîíåíòíîþ. Çîêðåìà, êîåôiöi¹íò ðÿäó (1.35) äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ

(ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò) îáðàçó òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ 𝐸(𝑥) = 𝑥 âiäïî-

âiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà ç 𝐹 . Çàçíà÷èìî, ùî çà òåðìiíîëîãi¹þ

[50] äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1
· · ·𝑋𝑖1 íàçèâàþòüñÿ неголономними

похiдними 𝑘-го порядку.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ôiëüòðîâàíó àëãåáðó Ëi 𝐿 âåêòîðíèõ ïîëiâ, ÿêà ïî-

ðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚. Öÿ àëãåáðà ìîæå áóòè îçíà÷åíà ÿê

𝐿 =
∞∑︀
𝑘=1

𝐿𝑘, äå

𝐿1 = Lin{𝑋1, . . . , 𝑋𝑚}

(ëiíiéíà îáîëîíêà íàä R), à ïiäïðîñòîðè 𝐿𝑘 çàäàþòüñÿ ðåêóðåíòíî ÿê

𝐿𝑘+1 = [𝐿1, 𝐿𝑘], 𝑘 ≥ 1,

äå [·, ·] ïîçíà÷à¹ äóæêè Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ, [𝑋𝑖, 𝑋𝑗] = 𝑋𝑖𝑋𝑗 −𝑋𝑗𝑋𝑖.

ßê áóëî äîâåäåíî Ò. Íàãàíî [116], äëÿ äiéñíî-àíàëiòè÷íèõ âåêòîðíèõ

ïîëiâ îðáiòè ðîçïîäiëó 𝐷(𝑥) = Lin{𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥)} (òîáòî òî÷êè, ó ÿêi

ìîæíà ïîòðàïèòè ç äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè, ÿêùî ðóõàòèñÿ âçäîâæ íà-

ïðÿìêiâ ç ðîçïîäiëó àáî, ùî òå æ ñàìå, âçäîâæ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (1.31))

¹ iíòåãðàëüíèìè ïiäìíîãîâèäàìè ðîçïîäiëó {𝑋(𝑥) : 𝑋 ∈ 𝐿}. Çàçíà÷èìî, ùî
öÿ âëàñòèâiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ ó êëàñi 𝐶∞; óçàãàëüíåííÿ äëÿ 𝐶∞ îòðèìàíî

Ã. Ñóñìàíîì [148], ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi Ê. Ëîáði [109] òà ií.

(ßêùî âèìiðíiñòü 𝐷(𝑥) íå çàëåæèòü âiä 𝑥, öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç òåîðåìè

Ôðîáåíióñà [42].)

Àëå ÷àñòêîâèé âèïàäîê, êîëè îðáiòà çáiãà¹òüñÿ ç îêîëîì ïî÷àòêîâî¨ òî-

÷êè, áóâ âiäîìèé íàáàãàòî ðàíiøå, ïî÷èíàþ÷è ç ðîáiò Ï. Ê. Ðàøåâñüêî-

ãî [33] i Â. ×æîó [61] (ðåçóëüòàò çáåðiãà¹òüñÿ i â êëàñi 𝐶∞). Äåòàëüíiøå,

ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið {𝑌 (0) : 𝑌 ∈ 𝐿} ⊂ R𝑛 � ¾çíà÷åííÿ¿ àëãåáðè Ëi

âåêòîðíèõ ïîëiâ ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò (ïî÷àòîê êîîðäèíàò îáðàíèé ëèøå

äëÿ çðó÷íîñòi). Îðáiòà ïî÷àòêó êîîðäèíàò ¹ îêîëîì íóëÿ òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè âèêîíàíà умова Рашевського-Чжоу

{𝑌 (0) : 𝑌 ∈ 𝐿} = R𝑛. (1.36)
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Òîé ôàêò, ùî îðáiòà ïî÷àòêó êîîðäèíàò ¹ îêîëîì íóëÿ, îçíà÷à¹, ùî ñèñòå-

ìà (1.31) локально керована: ç áóäü-ÿêî¨ òî÷êè äåÿêîãî îêîëó íóëÿ ìîæíà

ïîòðàïèòè äî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ òî÷êè öüîãî îêîëó.

Ñèñòåìà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ðàøåâñüêîãî-×æîó, íàçèâà¹òüñÿ пов-

нiстю неголономною àáî системою повного рангу (ùå îäèí àíãëiéñüêèé

åêâiâàëåíòíèé òåðìií: bracket generating system). Ó äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäà-

þòüñÿ ëèøå ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíi ñèñòåìè. Çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹,

ùî ÿêùî ñèñòåìà (1.31) íå ¹ ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíîþ, ¨¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè

ÿê ñèñòåìó íà îðáiòi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç íóëü; ñèñòåìà, ÿêó ðîçãëÿäàþòü

ëèøå íà öié îðáiòi, âæå ¹ ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíîþ.

Çàçíà÷èìî, ùî ïîñòàíîâêè çàäà÷, ðîçãëÿíóòi â ðîçäiëàõ 2�6 äèñåðòàöi¨,

ìîæíà ïåðåíåñòè íà äiéñíî-àíàëiòè÷íi ìíîãîâèäè, àëå îñêiëüêè ïðàêòè÷íî

âñi íàøi ðåçóëüòàòè ìàþòü ëîêàëüíèé õàðàêòåð, ìè äëÿ çðó÷íîñòi ââàæà¹-

ìî, ùî êåðîâàíi ñèñòåìè çàäàíi â äåÿêèõ îêîëàõ ç R𝑛.

Зауваження 1.1. Поряд iз задачею Кошi (1.32) можна розглядати

задачу Кошi для нестацiонарної системи

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 0. (1.37)

Теорема 1.3 узагальнюється на такi системи [70]: має мiсце таке саме

зображення, але коефiцiєнти 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 визначаються за формулами 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 =

𝑅𝑖𝑘𝑅𝑖𝑘−1
· · ·𝑅𝑖1𝐸(0)

⃒⃒
𝑡=0

, де оператор 𝑅𝑖 дiє на довiльну вектор-функцiю

𝜑(𝑡, 𝑥) за правилом 𝑅𝑖𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑡(𝑡, 𝑥) + 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑋𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Зауваження 1.2. Зображення (1.22) i аналогiчне зображення для си-

стеми (1.24) можна отримати з зображення, що вказане в зауважен-

нi 1.1; для цього в системi (1.18) або (1.24) треба ввести ще одне керува-

ння 𝑢𝑚+1(𝑡) ≡ 1 i «обернути» час, щоб перейти вiд задачi потрапляння в

точку до задачi Кошi.
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1.2.2 Îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì

Ïîíÿòòÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ñó÷àñíié

òåîði¨ êåðóâàííÿ, âîíî àêòèâíî âèâ÷àëîñÿ ïðîòÿãîì îñòàííiõ äåñÿòèëiòü

[5, 45, 79, 62, 53, 50]. Áóëè çàïðîïîíîâàíi äåêiëüêà ïiäõîäiâ, ÿêi íàäàâà-

ëè ÿê êîíêðåòíi àëãîðèòìè ïîáóäîâè, â òîìó ÷èñëi äëÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷

[80, 50, 51, 60], òàê i çàãàëüíi îïèñè [46]. Âiäîìi çàñòîñóâàííÿ îäíîðiäíî¨

àïðîêñèìàöi¨ â ðiçíèõ çàäà÷àõ òåîði¨ êåðóâàííÿ: ñïîñòåðåæóâàíîñòi [115],

ñòiéêîñòi ãiáðèäíèõ ñèñòåì [77], êîâçíîãî êåðóâàííÿ [52].

Íàâåäåìî äåÿêi îçíà÷åííÿ ç ðîáîòè À. Áåëà¨øà [50].

Çàôiêñó¹ìî ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíó ñèñòåìó (1.31). Íåõàé çàäàíà äiéñíî-

àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ 𝑓 = 𝑓(𝑥) : 𝑈(0) → R. ×èñëî 𝑠 íàçèâà¹òüñÿ порядком

ôóíêöi¨ 𝑓 = 𝑓(𝑥) ó òî÷öi 𝑥 = 0, ÿêùî

(à) 𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1
· · ·𝑋𝑖1𝑓(0) = 0 äëÿ âñiõ 𝑘 ≤ 𝑠− 1 i âñiõ 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚,

(á) 𝑋𝑗𝑠𝑋𝑗𝑠−1
· · ·𝑋𝑗1𝑓(0) ̸= 0 äëÿ äåÿêî¨ ìíîæèíè 1 ≤ 𝑗1, . . . , 𝑗𝑠 ≤ 𝑚.

Ïðèïóñòèìî, ùî ó âèõiäíèõ êîîðäèíàòàõ çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ óìîâà {𝑌 (0) :

𝑌 ∈ 𝐿𝑘} = Lin{𝑒𝑣𝑖−1+1, . . . , 𝑒𝑣𝑖}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝. Öüîãî ìîæíà äîìîãòèñÿ øëÿ-

õîì ïåâíî¨ ëiíiéíî¨ íåâèðîäæåíî¨ çàìiíè çìiííèõ ó âèõiäíié ñèñòåìi; òàêi

êîîðäèíàòè íàçèâàþòüñÿ лiнiйно адаптованими. Ìiíiìàëüíå ÷èñëî 𝑤𝑖, ÿêå

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 𝑒𝑖 ∈ {𝑌 (0) : 𝑌 ∈ 𝐿1 + · · · + 𝐿𝑤𝑖}, íàçèâà¹òüñÿ вагою

êîîðäèíàòè 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Íåõàé 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 � ëiíiéíî àäàïòîâàíi êîîðäèíàòè. Âîíè íàçèâàþòüñÿ

привiлейованими, ÿêùî âàãà êîæíî¨ êîîðäèíàòè 𝑥𝑖 äîðiâíþ¹ ïîðÿäêó âiä-

ïîâiäíî¨ êîîðäèíàòíî¨ ôóíêöi¨ 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. ßê äîâåäåíî â [50],

ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðèâiëåéîâàíi êîîðäèíàòè çà äîïîìîãîþ ïåâíî¨ ïîëiíî-

ìiàëüíî¨ çàìiíè çìiííèõ.

Ïîíÿòòÿ ïîðÿäêó ìîæíà ïîøèðèòè íà âåêòîðíi ïîëÿ. ×èñëî 𝜎 íàçèâà-

¹òüñÿ порядком âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋(𝑥) ó òî÷öi 𝑥 = 0, ÿêùî

(à) ôóíêöiÿ 𝑋𝑓 ìà¹ ïîðÿäîê íå ìåíøå 𝜎+ 𝑠 äëÿ âñiõ ôóíêöié 𝑓 ïîðÿäêó

𝑠 äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑠 ≥ 0,
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(á) ôóíêöiÿ 𝑋𝑓0 ìà¹ ïîðÿäîê 𝜎 + 𝑠0 äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ 𝑓0 ïîðÿäêó 𝑠0

äëÿ äåÿêîãî 𝑠0 ≥ 0.

ßê ïîêàçàíî â [50], âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋𝑖(𝑥) ìîæíà ïîäàòè ÿê ñóìó 𝑋𝑖(𝑥) =∑︀
𝑘≥−1

𝑋𝑘
𝑖 (𝑥), äå 𝑋

𝑘
𝑖 (𝑥) ìà¹ ïîðÿäîê 𝑘. Ïîçíà÷èìî ̂︀𝑋𝑖(𝑥) = 𝑋

(−1)
𝑖 (𝑥), 𝑖 =

1, . . . ,𝑚. Ñèñòåìà

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖 ̂︀𝑋𝑖(𝑥)

íàçèâà¹òüñÿ однорiдною апроксимацiєю ñèñòåìè (1.31). Öÿ àïðîêñèìàöiÿ ¹

нiльпотентною â òîìó ñåíñi, ùî àëãåáðà Ëi, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ âåêòîðíè-

ìè ïîëÿìè ̂︀𝑋1(𝑥), . . . , ̂︀𝑋𝑚(𝑥), ¹ íiëüïîòåíòíîþ. Ó ðîáîòi [152] âèâ÷àþòüñÿ

íiëüïîòåíòíi íåîäíîðiäíi àïðîêñèìàöi¨.

Ó äàíié äèñåðòàöi¨ ðîçâèâà¹òüñÿ òåõíiêà, ÿêà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè àë-

ãåáðà¨÷íèé îïèñ i ïîâíó êëàñèôiêàöiþ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié, à òàêîæ

îïèñàòè ÿâíèé ìåòîä ïîáóäîâè òàêî¨ àïðîêñèìàöi¨.

ßê ïîêàçàíî â [50], îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ íàáëèæà¹ âèõiäíó ñèñòåìó â

ñåíñi ñóáðiìàíîâî¨ ìåòðèêè, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ òî÷îê

𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑈(0)

𝜌(𝑠1, 𝑠2) = inf ℓ(𝑢), äå ℓ(𝑢) =

∫ 1
0

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

𝑑𝑡,

à iíôiìóì áåðåòüñÿ çà óñiìà êåðóâàííÿìè 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2([0, 1],R𝑚), ÿêi ïåðåâî-

äÿòü òî÷êó 𝑠1 â òî÷êó 𝑠2 çà ÷àñ 𝜃 = 1:

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 𝑠1, 𝑥(1) = 𝑠2.

Çàäà÷à îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ äîñèòü äîáðå äîñëiäæåíà â ëiòåðàòóði i,

âîäíî÷àñ, âîíà çäà¹òüñÿ ñõîæîþ íà çàäà÷ó àïðîêñèìàöi¨ â ñåíñi øâèäêîäi¨

äëÿ àôiííèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì. Âèíèêà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ ïðî çâ'ÿçîê

ìiæ öèìè çàäà÷àìè. Çîêðåìà, ìîæíà ïîñòàâèòè òàêå êîíêðåòíå ïèòàííÿ:

ÿêùî ðîçâèíóòè ïiäõiä, ïîâ'ÿçàíèé ç íåëiíiéíîþ min-ïðîáëåìîþ ìîìåíòiâ,

äî ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, ÷è îòðèìà¹ìî òå ñàìå ïîíÿòòÿ îäíî-

ðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨? Ó äàíié äèñåðòàöi¨ äà¹òüñÿ âè÷åðïíà âiäïîâiäü íà öå
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ïèòàííÿ íà îñíîâi ðîçâèíåíîãî ïiäõîäó âiëüíèõ àëãåáð. Êðiì òîãî, óòî÷íþ-

¹òüñÿ õàðàêòåð íàáëèæåííÿ, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ.

1.3 Вiльнi асоцiативнi алгебри i вiльнi алгебри Лi

Ââåäåìî îçíà÷åííÿ i ñôîðìóëþ¹ìî âiäîìi ðåçóëüòàòè ùîäî âiëüíèõ àë-

ãåáð [20, 110, 120], ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â äèñåðòàöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó {𝜁𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} àáñòðàêòíèõ åëåìåíòiâ, ÿêi íàçèâàþ-

òüñÿ лiтерами, äå 𝐼 � ìíîæèíà iíäåêñiâ. Öÿ ìíîæèíà ìîæå áóòè ñêií÷åí-

íîþ àáî íåñêií÷åííîþ; â äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ äâà âèïàäêè: êîëè ìíî-

æèíà ñêií÷åííà, 𝐼 = {1, . . . ,𝑚} (àëãåáðà iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ), i êîëè âî-
íà ¹ çëi÷åííîþ, 𝐼 = {0, 1, 2, . . .} (àëãåáðà íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ).
Ðÿäêè ëiòåð íàçèâàþòüñÿ словами; ¨õ çðó÷íî ïîçíà÷àòè 𝜁𝑖1...𝑖𝑘 = 𝜁𝑖1 · · · 𝜁𝑖𝑘 .
Íà ìíîæèíi ñëiâ ââåäåìî îïåðàöiþ êîíêàòåíàöi¨

𝜁𝑖1...𝑖𝑘 · 𝜁𝑗1...𝑗𝑠 = 𝜁𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑠 (1.38)

(äàëi ìè íå ïèøåìî ïîçíà÷êó äëÿ êîíêàòåíàöi¨). Çàóâàæèìî, ùî öÿ îïåðà-

öiÿ ¹ àñîöiàòèâíîþ, àëå íåêîìóòàòèâíîþ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A ôîðìàëü-

íèõ ñêií÷åííèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñëiâ íàä R i ðîçøèðèìî íà íå¨ îïåðàöiþ

êîíêàòåíàöi¨ çà ëiíiéíiñòþ. Òîäi ìíîæèíà A ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà àñîöiàòèâíó

àëãåáðó. Iíøèìè ñëîâàìè, A ¹ ìíîæèíîþ ôîðìàëüíèõ ïîëiíîìiâ âiä íåçà-

ëåæíèõ çìiííèõ 𝜁𝑖, ÿêi íå êîìóòóþòü. Öÿ àëãåáðà ¹ âiëüíîþ; çà ïîáóäîâîþ,

ìíîæèíà ñëiâ ¹ áàçèñîì A ÿê ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íàä R.
Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíié ëiòåði ïðèïèñàíèé äåÿêèé ïîðÿäîê � íàòó-

ðàëüíå ÷èñëî ord(𝜁𝑖). Öåé ïîðÿäîê ìîæíà ïîøèðèòè íà ñëîâà, ââàæàþ÷è

ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑘) = ord(𝜁𝑖1)+ · · ·+ord(𝜁𝑖𝑘), òîäi âií ïîðîäæó¹ ãðàäóþâàííÿ â àëãå-

áði A. Íàãàäà¹ìî, ùî ãðàäóþâàííÿ â àëãåáði îçíà÷à¹, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið

A ïðèïóñêà¹ ðîçêëàä ó пряму ñóìó

A =
∞∑︁
𝑚=1

A𝑚, (1.39)
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äå ïiäïðîñòîðè A𝑚 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

A𝑚1A𝑚2 ⊂ A𝑚1+𝑚2 äëÿ áóäü-ÿêèõ 𝑚1,𝑚2 ∈ 𝐼.

Äëÿ àëãåáðè A ïiäïðîñòîðè A𝑚 ¹ òàêèìè:

A𝑚 = Lin{𝜁𝑖1...𝑖𝑘 : ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑘) = ord(𝜁𝑖1) + · · ·+ ord(𝜁𝑖𝑘) = 𝑚}. (1.40)

Äëÿ àëãåáðè iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ ïðèðîäíèì ¹ ïîðÿäîê ord(𝜁𝑖) = 1, à äëÿ

àëãåáðè íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ � ïîðÿäîê ord(𝜁𝑖) = 𝑖+ 1.

Îçíà÷åííÿ ãðàäóþâàííÿ óçàãàëüíþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì: íåõàé 𝑆 � êîìó-

òàòèâíà íàïiâãðóïà ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ. Àëãåáðà A íàçèâà¹òüñÿ ãðàäó-

éîâàíîþ çà äîïîìîãîþ íàïiâãðóïè 𝑆, ÿêùî ëiíiéíèé ïðîñòið A ïðèïóñêà¹

ðîçêëàä ó ïðÿìó ñóìó A =
∑︀
𝛼∈𝑆

A𝛼, äå ïiäïðîñòîðè A𝛼 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

A𝛼1A𝛼2 ⊂ A𝛼1+𝛼2 äëÿ áóäü-ÿêèõ 𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑆; òîäi ãðàäóþâàííÿì íàçèâà¹òüñÿ

ïàðà 𝜇 = (𝑆, {A𝛼}𝛼∈𝑆). Øèðîêèé êëàñ ãðàäóþâàíü, ÿêi ïðèðîäíî âèíèêà-

þòü ó çàäà÷àõ òåîði¨ êåðóâàííÿ, âèâ÷à¹òüñÿ â äèñåðòàöi¨ Ï. Þ. Áàðõà¹âà [8].

Çíîâ ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ëiòåð {𝜁𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} i ïîáóäó¹ìî àëãåáðó Ëi, ÿêó
âîíà ïîðîäæó¹. À ñàìå, ïîêëàäåìî

L1 = Lin{𝜁𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼}

i âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíî ïiäïðîñòîðè L𝑘 ⊂ A çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

L𝑘 = Lin{[ℓ1, ℓ2] : ℓ1 ∈ L𝑘1, ℓ2 ∈ L𝑘2, 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑘}, 𝑘 ≥ 2,

äå îïåðàöiÿ äóæîê Ëi [·, ·] âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êîìóòàòîð çà äîïîìîãîþ êîíêà-

òåíàöi¨:

[𝑎1, 𝑎2] = 𝑎1𝑎2 − 𝑎2𝑎1. (1.41)

Ïðÿìà ñóìà ïiäïðîñòîðiâ

L =
∞∑︁
𝑘=1

L𝑘 (1.42)

¹ âiëüíîþ àëãåáðîþ Ëi [19] (íàä R).
Àñîöiàòèâíà àëãåáðà A ¹ óíiâåðñàëüíîþ îãîðòóþ÷îþ äëÿ àëãåáðè Ëi L

[19, 120]. Ó ïîäàëüøîìó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò ùîäî

çâ'ÿçêó öèõ äâîõ àëãåáð.
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Теорема 1.4. (À. Ïóàíêàðå, Ã. Áiðêãîô, Å. Âiòò, [19, 120]). Нехай

{ℓ𝑞 : 𝑞 ∈ 𝑄} — повнiстю впорядкований базис пiдпростору L (тобто

на множинi iндексiв 𝑄 заданий повний порядок). Тодi множина

{ℓ𝑞1 · · · ℓ𝑞𝑟 : 𝑞1 ≤ · · · ≤ 𝑞𝑟, 𝑟 ≥ 1} (1.43)

утворює базис простору A.

Зауваження 1.3. За умов теореми 1.4, очевидно, множина

{ℓ𝑞1 · · · ℓ𝑞𝑟 : 𝑞1 ≥ · · · ≥ 𝑞𝑟, 𝑟 ≥ 1} (1.44)

теж утворює базис A.

Çâ'ÿçîê ìiæ áàçèñàìè àëãåáð A òà L ìîæíà óòî÷íèòè, ÿêùî ââåñòè

îïåðàöiþ тасуючого добутку [66, 118, 59, 44].

Означення 1.3. Послiдовнiсть (𝑗1, . . . , 𝑗𝑘+𝑟) називається тасуючою

перестановкою послiдовностей (1, . . . , 𝑘) i (𝑘 + 1, . . . , 𝑘 + 𝑟), якщо вона є

перестановкою послiдовностi (1, . . . , 𝑘 + 𝑟) i має таку властивiсть:

якщо 1 ≤ 𝑗𝑝 < 𝑗𝑞 ≤ 𝑘 або 𝑘 + 1 ≤ 𝑗𝑝 < 𝑗𝑞 ≤ 𝑘 + 𝑟, то 𝑝 < 𝑞.

Символом 𝑆𝑘,𝑟 ми позначаємо множину всiх таких перестановок.

Означення 1.4. Тасуючий добуток ш в алгебрi A задається на бази-

сних елементах формулою

𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑖𝑘+1...𝑖𝑘+𝑟
=

∑︁
(𝑗1,...,𝑗𝑘+𝑟)∈𝑆𝑘,𝑟

𝜁𝑖𝑗1 ...𝑖𝑗𝑘+𝑟

i продовжується на всю алгебру A за лiнiйнiстю.

Íàçâà ¾òàñóþ÷èé äîáóòîê¿ ïîâ'ÿçàíà ç êîìáiíàòîðíèì çìiñòîì öi¹¨ îïå-

ðàöi¨: äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi âiäïîâiäàþòü óñiì ìîæëèâèì ñïîñîáàì ïåðå-

ñòàíîâîê, ùî îòðèìóþòüñÿ ïðè ïåðåòàñóâàííi äâîõ êîëîä êàðò, ÿêi ñêëàäåíî

ç êàðò 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 òà 𝑖𝑘+1, . . . , 𝑖𝑘+𝑟, ïðè÷îìó ïîðÿäîê êàðò ç îäíi¹¨ é òî¨ ñàìî¨

êîëîäè çáåðiãà¹òüñÿ. Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî òàñóþ÷èé äîáóòîê ¹ êîìó-

òàòèâíèì i àñîöiàòèâíèì. Íàãàäà¹ìî iíøèé ñïîñiá ââåäåííÿ öi¹¨ îïåðàöi¨.
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Означення 1.5. Операцiя тасуючого добутку вводиться рекурентно

на множинi слiв за формулами

𝜁𝑖ш 𝜁𝑗 = 𝜁𝑖𝜁𝑗 + 𝜁𝑗𝜁𝑖,

𝜁𝑖ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑘 = 𝜁𝑗1...𝑗𝑘 ш 𝜁𝑖 = 𝜁𝑖𝑗1...𝑗𝑘 + 𝜁𝑗1(𝜁𝑖ш 𝜁𝑗2...𝑗𝑘), 𝑘 ≥ 2,

𝜁𝑖1...𝑖𝑝 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑘 = 𝜁𝑖1(𝜁𝑖2...𝑖𝑝 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑘) + 𝜁𝑗1(𝜁𝑖1...𝑖𝑝 ш 𝜁𝑗2...𝑗𝑘), 𝑘, 𝑝 ≥ 2,

i продовжується на всю алгебру A за лiнiйнiстю.

Ââåäåìî ùå ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨·, ·⟩ â àëãåáði A, ââàæàþ÷è ñëîâà îðòî-
íîðìàëüíèìè:

⟨𝜁𝑖1...𝑖𝑘, 𝜁𝑗1...𝑗𝑠⟩ =

{︃
1, ÿêùî 𝑘 = 𝑠, 𝑖𝑞 = 𝑗𝑞, 𝑞 = 1, . . . , 𝑘,

0 ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó.
(1.45)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìiæ îïåðàöiÿìè òàñóþ÷îãî äîáóòêó i äóæîê Ëi iñíó¹

òàêèé çâ'ÿçîê.

Теорема 1.5. (Ð. Ði [118]) Елемент ℓ ∈ A належить алгебрi Лi L тодi

i тiльки тодi, коли вiн є ортогональним тасуючому добутку будь-яких

двох елементiв з A, тобто ⟨ℓ, 𝑎1ш 𝑎2⟩ = 0 для будь-яких 𝑎1, 𝑎2 ∈ A.

Çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ òàñóþ÷îãî äîáóòêó ìîæíà îòðèìàòè ÿâíèé îïèñ

áàçèñó, ñïðÿæåíîãî äî áàçèñó (1.43) (ÿêùî âií iñíó¹). Äëÿ öüîãî çðó÷íî

ïåðåïèñàòè áàçèñ (1.43) ó òàêèé ñïîñiá:

{ℓ𝑝1𝑞1 · · · ℓ
𝑝𝑠
𝑞𝑠
: 𝑠 ≥ 1, 𝑞1 < · · · < 𝑞𝑠, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 ≥ 1},

äå ℓ𝑝 ïîçíà÷à¹ äîáóòîê ℓ𝑝 = ℓ · · · ℓ (𝑝 ðàçiâ), i âèçíà÷èòè ñïðÿæåíèé áàçèñ

ÿê òàêèé, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi

⟨ℓ𝑝1𝑞1 · · · ℓ
𝑝𝑠
𝑞𝑠
, 𝑑𝑘1...𝑘𝑟𝑖1...𝑖𝑟

⟩ =

{︃
1, ÿêùî 𝑠 = 𝑟 i 𝑞𝑡 = 𝑖𝑡, 𝑝𝑡 = 𝑘𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑠,

0 ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó.

Îáãîâîðåííÿ óìîâ iñíóâàííÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâíåííÿ L íàâåäåíi â [64].

Ó çàäà÷àõ, ùî äîñëiäæóþòüñÿ äàëi â äèñåðòàöi¨, ñïðÿæåíèé áàçèñ iñíó¹.
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Теорема 1.6. (Ã. Ìåëåíñîí, Ê. Ðåéòåíàóåð [114]) Елементи спряже-

ного базису можна знайти за формулами

𝑑𝑘1...𝑘𝑟𝑖1...𝑖𝑟
=

1

𝑘1! · · · 𝑘𝑟!
𝑑ш𝑘1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑘𝑟𝑖𝑟
,

де використано позначення 𝑑𝑖 = 𝑑1𝑖 , 𝑖 ≥ 1, а 𝑑ш𝑘 позначає тасуючий добу-

ток 𝑑ш𝑘 = 𝑑ш · · ·ш 𝑑 (𝑘 разiв).

Ó äèñåðòàöi¨ ìè òàêîæ âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó ïðî âèêëþ-

÷åííÿ [43, 106, 120]. Äàëi Lie{𝒬} ïîçíà÷à¹ âiëüíó àëãåáðó Ëi, ÿêà âiëüíî

ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ 𝒬.

Теорема 1.7. (À. I. Øèðøîâ [43], Ì. Ëàçàðä [43, 106]) Розглянемо

вiльну алгебру Лi L = Lie{ℓℎ : ℎ ∈ 𝑀}, де 𝑀 — множина iндексiв. Тодi

для будь-якого ℎ0 ∈𝑀 має мiсце наступний прямий розклад:

L = Lin{ℓℎ0}+ Lie{ad𝑖ℓℎ0ℓℎ : 𝑖 ≥ 0, ℎ ∈𝑀∖{ℎ0}}.

Ó çâ'ÿçêó ç çîáðàæåííÿì (1.35) âèíèêà¹ íàñòóïíà задача реалiзовно-

стi [69, 71, 88, 89, 90, 87, 147]. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíèé íàáið âåêòîðíèõ

êîåôiöi¹íòiâ {𝑐𝑖1...𝑖𝑘 : 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíó¹ òàêà ñèñòåìà, äëÿ ÿêî¨ öi âåêòîðè ¹ êîåôiöi¹í-

òàìè âiäïîâiäíîãî ðÿäó. Iíøèìè ñëîâàìè: ÷è iñíóþòü òàêi âåêòîðíi ïîëÿ

𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1
· · ·𝑋𝑖1𝐸(0), 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚. (1.46)

Ìè ñôîðìóëþ¹ìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê âiäîìèõ óìîâ ðåàëiçîâíîñòi, äîñòàòíié

äëÿ äàíî¨ äèñåðòàöi¨.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ðîçãëÿíåìî âiëüíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó A i âiëüíó

àëãåáðó Ëi L, ÿêi ïîðîäæåíi 𝑚 åëåìåíòàìè (òîáòî 𝐼 = {1, . . . ,𝑚}). Âèçíà-
÷èìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝑐 : A → R𝑛 çà ïðàâèëîì

𝑐(𝜁𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑐𝑖𝑘...𝑖1, 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚.
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Теорема 1.8. (Ì. Ôëiñ ([69], Á. ßêóá÷èê [88]) Нехай лiнiйне вiдобра-

ження 𝑐 задовольняє умову 𝑐(L) = R𝑛. Задача реалiзовностi розв’язна

(тобто iснують дiйсно-аналiтичнi в околi нуля векторнi поля, яка задо-

вольняють рiвностi (1.46)) тодi i тiльки тодi, коли

(a) iснують додатнi константи 𝐶1 i 𝐶2, для яких

‖𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘)‖ ≤ 𝑘!𝐶1𝐶
𝑘
2 (1.47)

для всiх 𝑘 ≥ 1 i всiх 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚;

(b) для будь-якого ℓ ∈ L, що задовольняє рiвнiсть 𝑐(ℓ) = 0, виконується

𝑐(𝑦ℓ) = 0 для всiх 𝑦 ∈ A.

Бiльш того, в цьому випадку така система є повнiстю неголономною i

визначається однозначно.

Îòæå, óìîâè ðåàëiçîâíîñòi ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí: ç óìîâè îáìåæå-

íîñòi çðîñòó (a), ùî ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü ðÿäó i äiéñíó àíàëiòè÷íiñòü øóêà-

íèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ, i ç àëãåáðà¨÷íî¨ ¾ðàíãîâî¨ óìîâè¿ (b), ÿêà îçíà÷à¹, ùî

ðàçîì ç áóäü-ÿêèì åëåìåíòîì ℓ ∈ L, ÿêèé âõîäèòü äî ÿäðà âiäîáðàæåííÿ 𝑐,

äî öüîãî ÿäðà âõîäèòü ëiâèé iäåàë, ïîðîäæåíèé öèì åëåìåíòîì.

Ó äàíié äèñåðòàöi¨ ïîñëiäîâíî ðîçâèâà¹òüñÿ ïiäõiä äî íåëiíiéíèõ êåðî-

âàíèõ ñèñòåì, ùî âèêîðèñòîâó¹ âëàñòèâîñòi âiëüíèõ àëãåáð. Âiäçíà÷èìî, ùî

ó ïåâíîìó ñåíñi áëèçüêèìè ¹ äîñëiäæåííÿ Ì. Êàâñêi [75, 96, 97, 98].

1.4 Лiнеаризовнi системи

Çàäà÷i ëiíåàðèçîâíîñòi â êëàñi 𝐶∞ äîáðå äîñëiäæåíà [104, 91, 81, 119,

123], óìîâè ëiíåàðèçîâíîñòi ôîðìóëþþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì äóæîê Ëi.

Äëÿ ñèñòåì êëàñó 𝐶1 ç îäíîâèìiðíèì êåðóâàííÿì òàêi çàäà÷i âèâ÷àëèñü

ó äèñåðòàöi¨ Ê. Â. Ñêëÿð [38]. Çàçíà÷èìî, ùî äæåðåëîì iäåé ùîäî ëiíåàðè-

çîâíîñòi â êëàñi 𝐶1 ¹ ðîáîòà Â. I. Êîðîáîâà [22] ïðî òðèêóòíi ñèñòåìè.
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1.4.1 Çàäà÷à ëiíåàðèçîâíîñòi

Ñèñòåìà

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑓(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄× R), (1.48)

íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ëiíåàðèçîâíîþ â îáëàñòi 𝑄 [38], ÿêùî iñíó¹ çàìiíà

çìiííèõ

𝑧 = 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), det𝐹𝑥(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, (1.49)

ÿêà çâîäèòü öþ ñèñòåìó äî ëiíiéíî¨ ïîâíiñòþ êåðîâàíî¨ ñèñòåìè

𝑧̇ = ̃︀𝐴𝑥+̃︀𝑏𝑢+ ̃︀𝑐.
Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ÿêùî ñèñòåìà ëiíåàðèçîâíà, òî âîíà àôiííà çà

êåðóâàííÿì, 𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢, äå 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄).

Íàñòóïíà ëåìà ïîÿñíþ¹, ÿê ìîæíà ïðàöþâàòè ç äóæêàìè Ëi âåêòîðíèõ

ïîëiâ êëàñó 𝐶1.

Лема 1.1. [38] Нехай 𝜁(𝑥), 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄) — вектор-функцiї, 𝐹 (𝑥) :

𝑄 → 𝐹 (𝑄) — вiдображення класу 𝐶2(𝑄) i 𝜁(𝑧), 𝜓(𝑧) ∈ 𝐶1(𝐹 (𝑄)) — та-

кi вектор-функцiї, що 𝜁(𝐹 (𝑥)) = 𝐹𝑥(𝑥)𝜁(𝑥) i 𝜓(𝐹 (𝑥)) = 𝐹𝑥(𝑥)𝜓(𝑥). Тодi

𝐹𝑥(𝑥)[𝜁(𝑥), 𝜓(𝑥)] = [𝜁(𝑧), 𝜓(𝑧)]|𝑧=𝐹 (𝑥).

Ç âèêîðèñòàííÿì öi¹¨ ëåìè ìîæíà äîâåñòè êðèòåðié ëiíåàðèçîâíîñòi.

Теорема 1.9. [38] Система (1.48) локально лiнеаризовна в областi 𝑄

тодi i тiльки тодi, коли

(A) 𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢, де 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄);

(B1) векторнi поля ad𝑘𝑎𝑏(𝑥), 𝑘 = 0, . . . , 𝑛, iснують i належать 𝐶1(𝑄);

(B2) rank{𝑏(𝑥), ad𝑎𝑏(𝑥), . . . , ad𝑛−1
𝑎 𝑏(𝑥)} = 𝑛, 𝑥 ∈ 𝑄;

(B3) [ad
𝑘
𝑎𝑏(𝑥), ad

𝑖
𝑎𝑏(𝑥)] = 0, 𝑥 ∈ 𝑄, для всiх 0 ≤ 𝑖, 𝑘 ≤ 𝑛;

(B4) iснує функцiя 𝜙(𝑥) : 𝑄→ R, 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), для якої

𝜙𝑥(𝑥)ad
𝑘
𝑎𝑏(𝑥) = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 2, 𝑥 ∈ 𝑄, (1.50)

𝜙𝑥(𝑥)ad
𝑛−1
𝑎 𝑏(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄. (1.51)
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Òàêèì ÷èíîì, äóæêè Ëi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ ëi-

íåàðèçîâíîñòi ñèñòåì, ïðè÷îìó óìîâè ëiíåàðèçîâíîñòi ñõîæi íà âiäïîâiäíi

óìîâè äëÿ êëàñó 𝐶∞.

1.4.2 Ëiíåàðèçîâíiñòü çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

Ñèñòåìà (1.48) íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ëiíåàðèçîâíîþ çà çâîðîòíèì

çâ'ÿçêîì â îáëàñòi 𝑄, ÿêùî iñíóþòü çàìiíà çìiííèõ (1.49) i çàìiíà êåðó-

âàííÿ

𝑣 = 𝑔(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄×R), 𝑔(𝑥,R) = R, 𝑔𝑢(𝑥, 𝑢) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑢 ∈ R, (1.52)

ÿêi çâîäÿòü öþ ñèñòåìó äî ëiíiéíî¨ ïîâíiñòþ êåðîâàíî¨ ñèñòåìè

𝑧̇ = ̃︀𝐴𝑥+̃︀𝑏𝑣.
Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî â òàêîìó âèïàäêó 𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝜑(𝑥, 𝑢),

äå 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄) i 𝜑(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄× R), 𝜑𝑢(𝑥, 𝑢) ̸= 0.

Íà âiäìiíó âiä ëiíåàðèçîâíèõ ñèñòåì, äëÿ ñèñòåì, ëiíåàðèçîâíèõ çà çâî-

ðîòíèì çâ'ÿçêîì, äóæêè Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) не обов’язково iсну-

ють. Ó äèñåðòàöi¨ [38] äëÿ ñèñòåì ç îäíîâèìiðíèì êåðóâàííÿì çàïðîïîíî-

âàíî çàìiñòü íèõ ââåñòè äîïîìiæíi âåêòîðíi ïîëÿ 𝜒0, . . . 𝜒𝑛−1.

Теорема 1.10. [38] Система (1.48) локально лiнеаризовна за зворо-

тним зв’язком в областi 𝑄 тодi i тiльки тодi, коли

(A) 𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑎(𝑥)+ 𝑏(𝑥)𝜑(𝑥, 𝑢), де 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), 𝜑(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄×R),
причому 𝜑(𝑥,R) = R i 𝜑𝑢(𝑥, 𝑢) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑢 ∈ R;
(B1) iснують такi неперервнi функцiї 𝜇𝑘𝑗(𝑥), що векторнi поля 𝜒𝑘(𝑥),

𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1, визначенi за рекурентною формулою

𝜒0(𝑥) = 𝑏(𝑥), 𝜒𝑘+1(𝑥) = [𝑎(𝑥), 𝜒𝑘(𝑥)] +
𝑘∑︁
𝑗=0

𝜇𝑘𝑗(𝑥)𝜒
𝑗(𝑥), 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 2,

iснують i належать класу 𝐶1(𝑄);

(B2) rank{𝜒0(𝑥), . . . , 𝜒𝑛−1(𝑥)} = 𝑛, 𝑥 ∈ 𝑄;



56

(B3) [𝜒𝑘(𝑥), 𝜒𝑗(𝑥)] =
𝑘∑︀
𝑖=0

𝜂𝑖𝑘𝑗(𝑥)𝜒
𝑖(𝑥) для всiх 0 ≤ 𝑗 < 𝑘 ≤ 𝑛− 2, де 𝜂𝑖𝑘𝑗(𝑥) —

деякi неперервнi функцiї;

(B4) iснує розв’язок 𝜙(𝑥) системи

𝜙𝑥(𝑥)𝜒
𝑘(𝑥) = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 2, 𝑥 ∈ 𝑄, (1.53)

який задовольняє умову

𝜙𝑥(𝑥)𝜒
𝑛−1(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, (1.54)

причому

𝐿𝑖−1
𝑎 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (1.55)

1.4.3 Ëiíiéíi ñèñòåìè ç áàãàòîâèìiðíèì êåðóâàííÿì

Ó äàíié äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè ùîäî ëiíåàðèçîâíîñòi çà çâîðîòíèì

çâ'ÿçêîì óçàãàëüíþþòüñÿ íà âèïàäîê ñèñòåì ç áàãàòîâèìiðíèì êåðóâàí-

íÿì. Íàãàäà¹ìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ ñèñòåì ç áàãàòîâèìiðíèì êåðó-

âàííÿì.

Ðîçãëÿíåìî ïîâíiñòþ êåðîâàíó ëiíiéíó àâòîíîìíó ñèñòåìó

𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢 (1.56)

äå 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑟, 𝑟 ≤ 𝑛, ïðè÷îìó

rank(𝐵,𝐴𝐵, . . . , 𝐴𝑛−1𝐵) = 𝑛, rank(𝐵) = 𝑟. (1.57)

ßê äîáðå âiäîìî [58, 159], äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè iñíó¹ ¹äèíèé íàáið iндексiв

керованостi 𝑛1 ≥ · · · ≥ 𝑛𝑟 ≥ 1, 𝑛1 + · · ·+ 𝑛𝑟 = 𝑛, äëÿ ÿêîãî ñèñòåìà (1.56)

çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íî¨ ôîðìè âèãëÿäó

𝑧̇𝜎𝑖+𝑗 = 𝑧𝜎𝑖+𝑗+1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛𝑖 − 1,

𝑧̇𝜎𝑖+𝑛𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟,
(1.58)

çà äîïîìîãîþ лiнiйної çàìiíè çìiííèõ i êåðóâàíü, äå 𝜎1 = 0, 𝜎𝑖 = 𝑛1+ · · ·+
𝑛𝑖−1, 𝑖 = 2, . . . , 𝑟. Iíäåêñè 𝑛1, . . . , 𝑛𝑟, ùî ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî òàêèõ
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çàìií [159], ìîæíà âèçíà÷èòè òàê: íåõàé

𝑤0 = 0, 𝑤𝑗 = rank(𝐵, . . . , 𝐴𝑗−1𝐵), 𝑗 ≥ 1, (1.59)

òîäi

𝑛𝑖 = max{𝑗 : 𝑤𝑗 − 𝑤𝑗−1 ≥ 𝑖}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. (1.60)

Висновки до роздiлу 1

Ó ðîçäiëi 1 ìiñòèòüñÿ îãëÿä ïîñòàíîâîê çàäà÷, ÿêi ìîòèâóþòü äîñëiäæåí-

íÿ äàíî¨ äèñåðòàöi¨, çîêðåìà, çàäà÷à øâèäêîäi¨ i ¨¨ çâ'ÿçîê ç min-ïðîáëåìîþ

ìîìåíòiâ Ìàðêîâà, çàäà÷à îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨. Íàâåäåíi îçíà÷åííÿ òà

ôîðìóëþâàííÿ âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ïîäàëüøèõ

ðîçäiëàõ, çîêðåìà, çîáðàæåííÿ ñèñòåì, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè àáî àôiííèìè çà êå-

ðóâàííÿì, ó âèãëÿäi ðÿäiâ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ àáî íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ

ìîìåíòiâ, à òàêîæ äåÿêi âiäîìi âëàñòèâîñòi âiëüíèõ ãðàäóéîâàíèõ àëãåáð.



РОЗДIЛ 2

ЗОБРАЖЕННЯ ЛIНIЙНИХ I АФIННИХ ЗА КЕРУВАННЯМ

СИСТЕМ У ВИГЛЯДI РЯДIВ IТЕРОВАНИХ IНТЕГРАЛIВ I

НЕЛIНIЙНИХ СТЕПЕНЕВИХ МОМЕНТIВ

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ äâà êëàñè íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñè-

ñòåì � ñèñòåìè, ëiíiéíi çà êåðóâàííÿì, i ñèñòåìè, àôiííi çà êåðóâàííÿì (â

îêîëi òî÷êè ñïîêîþ). Äëÿ êîæíîãî êëàñó ââîäèòüñÿ i îáãîâîðþ¹òüñÿ çîáðà-

æåííÿ ñèñòåìè ó âèãëÿäi ðÿäó ôóíêöiîíàëiâ çi ñòàëèìè âåêòîðíèìè êîåôi-

öi¹íòàìè. Ââîäÿòüñÿ i îáãîâîðþþòüñÿ âiäïîâiäíi âiëüíi àëãåáðè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó ìiñòÿòüñÿ â ðîáîòàõ [35, 132, 134, 137].

2.1 Системи, лiнiйнi за керуванням, i їх зображення у

виглядi ряду iтерованих iнтегралiв

2.1.1 Âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü òðà¹êòîði¨ i éîãî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi

ðÿäó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî êëàñ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàí-

íÿì, âèãëÿäó

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑋𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈(0) ⊂ R𝑛, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚 ∈ R, (2.1)

äå 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) � äiéñíî-àíàëiòè÷íi âåêòîðíi ïîëÿ â äåÿêîìó îêîëi íó-

ëÿ 𝑈(0) ⊂ R𝑛 (òî÷êà íóëü îáðàíà ëèøå äëÿ çðó÷íîñòi). Äàëi ìè ïåðåâàæíî

öiêàâèìîñü ïîâåäiíêîþ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (2.1), ùî ïî÷èíàþòüñÿ â íóëi,

𝑥(0) = 0. (2.2)

Îïèøåìî ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü. Äëÿ äîâiëüíîãî 𝜃 > 0 áóäåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ 𝐿∞([0, 𝜃];R𝑚) äëÿ ïðîñòîðó âèìiðíèõ, ìàéæå
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âñþäè îáìåæåíèõ âåêòîð-ôóíêöié 𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑚(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝜃] ç íîð-

ìîþ ‖𝑢‖ = ess sup
𝑡∈[0,𝜃]

(︁ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

. Íåõàé 𝐵𝜃 ïîçíà÷à¹ îäèíè÷íó êóëþ â öüîìó

ïðîñòîði:

𝐵𝜃 = {𝑢(𝑡)=(𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑚(𝑡))∈𝐿∞([0, 𝜃];R𝑚) :
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) ≤ 1 ì.â., 𝑡 ∈ [0, 𝜃]}.

Ìè áóäåìî îáèðàòè êåðóâàííÿ, ÿêi íàëåæàòü 𝐵𝜃.

Íåõàé ÷èñëà 𝛼 > 0, 𝑀 > 0 ¹ òàêèìè, ùî {𝑥 : ‖𝑥‖ < 𝛼} ⊂ 𝑈(0) i

‖𝑋𝑖(𝑥)‖ ≤ 𝑀 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, ïðè ‖𝑥‖ < 𝛼. Îáåðåìî 𝜃 ∈ (0, 𝑇0), äå 𝑇0 = 𝛼
𝑚𝑀 .

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi (2.1), (2.2) ç äîâiëüíèì êåðóâàííÿì 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, 𝜃 > 0.

Çà òåîðåìîþ Êàðàòåîäîði [41] iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê 𝑥(𝑡) ∈ 𝑈(0) öi¹¨ çàäà÷i

íà âiäðiçêó 𝑡 ∈ [0, 𝜃].

Означення 2.1. Нехай 𝑥(𝑡;𝑢) позначає розв’язок задачi Кошi (2.1),

(2.2) для будь-якого 𝜃 ∈ (0, 𝑇0) i 𝑢 ∈ 𝐵𝜃. Вiдображення ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
, яке пере-

водить пару (𝜃, 𝑢) до кiнцевої точки траєкторiї, тобто

ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢) = 𝑥(𝜃;𝑢),

ми називаємо вiдображенням у кiнець траєкторiї для системи (2.1) в

нулi.

Ó äèñåðòàöi¨ ìè âèâ÷à¹ìî ëîêàëüíi (ïðè ìàëèõ 𝜃) âëàñòèâîñòi öüîãî

âiäîáðàæåííÿ. Âiäïðàâíîþ òî÷êîþ íàøîãî àíàëiçó ¹ òåîðåìà 1.3 (Ì. Ôëiñ,

[70]), ÿêà äà¹ îïèñ âiäîáðàæåííÿ ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢) áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç 𝜃 i 𝑢,

áåç âèêîðèñòàííÿ òðà¹êòîði¨ 𝑥(𝑡;𝑢). À ñàìå, ç (1.35) âèïëèâà¹ çîáðàæåííÿ

ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢) ó âèãëÿäi ðÿäó

ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢) =

∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢), (2.3)

ÿêèé àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜃 ∈ (0, 𝑇 ) i áóäü-ÿêîãî 𝑢 ∈ 𝐵𝜃

(äëÿ äåÿêîãî 𝑇 ∈ (0, 𝑇0)), äå iòåðîâàíi iíòåãðàëè 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) ìàþòü âèãëÿä

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1)𝑢𝑖2(𝜏2) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1, (2.4)



60

à 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 ¹ ñòàëèìè âåêòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ùî ìîæóòü áóòè çíàéäåíi çà

ôîðìóëàìè

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1
· · ·𝑋𝑖1𝐸(0). (2.5)

Íàãàäà¹ìî, ùî 𝐸(𝑥) = 𝑥 ¹ òîòîæíèì âiäîáðàæåííÿì.

Ïîÿñíèìî äåòàëüíiøå ôîðìóëó (2.5). Âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋𝑖 ó ïðàâié ÷àñòèíi

ìè ðîçóìi¹ìî ÿê äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî äiþòü íà

(äiéñíî-àíàëiòè÷íi) ôóíêöi¨ ÿê 𝑋𝑖𝜑 = 𝜑𝑥𝑋𝑖. Òîäi êîìïîçèöiÿ 𝑘 òàêèõ îïå-

ðàòîðiâ 𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1
· · ·𝑋𝑖1 ¹ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì 𝑘-ãî ïîðÿäêó. Òóò

i äàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äiþ òàêèõ îïåðàòîðiâ íà âåêòîð-ôóíêöi¨, ââàæàþ÷è

öþ äiþ ïîêîìïîíåíòíîþ.

Ðiâíiñòü (2.4) îçíà÷à¹, ùî iòåðîâàíi iíòåãðàëè çàëåæàòü âiä 𝜃 òà 𝑢. Äàëi

ìè ðîçãëÿäà¹ìî ¨õ ÿê ôóíêöiîíàëè âiä 𝑢 äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî 𝜃. Ó

íàñòóïíîìó ïóíêòi ìè äåòàëüíiøå îáãîâîðèìî çìiñò öüîãî ïîíÿòòÿ.

Ìiðêóâàííÿ ùîäî îòðèìàííÿ çîáðàæåííÿ (2.3) íàâåäåíi ó äîäàòêó Á.1.

Êîðîòêî îáãîâîðèìî çîáðàæåííÿ (2.3). Ïðàâà ÷àñòèíà âêëþ÷à¹ îá'¹êòè

äâîõ òèïiâ. Îá'¹êòè ïåðøîãî òèïó � öå ñòàëi êîåôiöi¹íòè, âåêòîðè ç R𝑛

âèãëÿäó (2.5). Âîíè çàäàþòüñÿ âåêòîðíèìè ïîëÿìè 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 (òî÷íiøå,

çíà÷åííÿìè öèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ i ¨õ ïîõiäíèõ â íóëi) i çàëåæàòü âiä ëî-

êàëüíèõ êîîðäèíàò. Îá'¹êòè äðóãîãî òèïó � öå iòåðîâàíi iíòåãðàëè (2.4).

Âîíè íå çàëåæàòü âiä ñèñòåìè i ¹ ñïiëüíèìè äëÿ âñiõ ñèñòåì âèãëÿäó (2.1).

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìíîæèíà iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ óòâîðþ¹ âiëüíó àñîöiàòèâ-

íó àëãåáðó; ìè ââîäèìî ¨¨ ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

2.1.2 Àëãåáðà iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ

Ó öüîìó ïóíêòi ìè îáãîâîðþ¹ìî àëãåáðó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i ¨¨ àá-

ñòðàêòíèé àíàëîã � âiëüíó ãðàäóéîâàíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó; ó íåëiíiéíié

òåîði¨ êåðóâàííÿ òàêi àëãåáðè áóëè ââåäåíi i çàñòîñîâàíi Ì. Ôëiñîì [70].

Ñïî÷àòêó íàâåäåìî òî÷íå îçíà÷åííÿ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ.

Означення 2.2. Нехай заданi додатне число 𝜃 > 0, натуральне число

𝑘 ≥ 1 i натуральнi числа 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚. Iтерованим iнтегралом
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𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, ·) називається функцiонал 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, ·) : 𝐵𝜃 → R, що задається

формулою (2.4).

Ëiíiéíà îáîëîíêà (íàä R) óñiõ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ ç îïåðàöi¹þ конка-

тенацiї

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, ·) ∨ 𝜂𝑗1...𝑗𝑠(𝜃, ·) = 𝜂𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑠(𝜃, ·) (2.6)

óòâîðþ¹ àñîöiàòèâíó àëãåáðó, ïðè÷îìó îäíîêðàòíi iíòåãðàëè 𝜂𝑖(𝜃, ·), 𝑖 =

1, . . . ,𝑚, ¹ ãåíåðàòîðàìè öi¹¨ àëãåáðè:

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, ·) = 𝜂𝑖1(𝜃, ·) ∨ · · · ∨ 𝜂𝑖𝑘(𝜃, ·). (2.7)

Òóò ìè âèêîðèñòàëè ïîçíà÷êó ∨ äëÿ îïåðàöi¨ êîíêàòåíàöi¨, ùîá âiäðiçíÿòè

¨¨ âiä äîáóòêó iíòåãðàëiâ ÿê äiéñíèõ ÷èñåë (êîëè êîíêðåòíà ôóíêöiÿ 𝑢 ∈ 𝐵𝜃

ïiäñòàâëåíà äî iíòåãðàëó).

Äàëi ìè ÷àñòî áóäåìî ìàòè ñïðàâó ç êåðóâàííÿìè, ÿêi çàäàíi íà ðiçíèõ

iíòåðâàëàõ. Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ.

Позначення 2.1. Для будь-якого 𝛼 > 0 i будь-якого 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝛽],

позначимо 𝑢𝛼(𝑡) = 𝑢(𝛼𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝛽𝛼 ].

Çîêðåìà, äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜃 > 0 ìà¹ìî 𝑢(𝑡) = 𝑢𝜃( 𝑡𝜃), 𝑡 ∈ [0, 𝜃]. Áåðó÷è öå

äî óâàãè, ïåðåïèøåìî iòåðîâàíèé iíòåãðàë âèãëÿäó (2.4) íàñòóïíèì ÷èíîì:

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1)𝑢𝑖2(𝜏2) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

=

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝜃𝑖1(
𝜏1
𝜃 )𝑢

𝜃
𝑖2
(𝜏2𝜃 ) · · ·𝑢

𝜃
𝑖𝑘
(𝜏𝑘𝜃 )𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

= 𝜃𝑘
∫ 1
0

∫ 𝑡1
0

· · ·
∫ 𝑡𝑘−1

0

𝑢𝜃𝑖1(𝑡1)𝑢
𝜃
𝑖2
(𝑡2) · · ·𝑢𝜃𝑖𝑘(𝑡𝑘)𝑑𝑡𝑘 · · · 𝑑𝑡2𝑑𝑡1 = 𝜃𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢

𝜃).

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ 𝑢 ∈ 𝐵𝜃 àáî, ùî òå æ ñàìå, äëÿ âñiõ 𝑢𝜃 ∈ 𝐵1.

Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ äîâiëüíèõ 𝜃 > 0 i 𝑢 ∈ 𝐵1 ìà¹ìî

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢
1/𝜃) = 𝜃𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢).

Îòæå, 𝑘 äîðiâíþ¹ àñèìïòîòè÷íîìó ïîðÿäêó iòåðîâàíîãî iíòåãðàëà

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢
1/𝜃) ïî 𝜃 ïðè 𝜃 → 0 äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî êåðóâàííÿ 𝑢 ∈ 𝐵1,

òàêîãî ùî 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) ̸= 0.
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Означення 2.3. Ми називаємо 𝑘 порядком iтерованого iнтеграла

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, ·).

Öå îçíà÷åííÿ âiäïîâiäà¹ ïîðÿäêó, â ÿêîìó äîäàþòüñÿ ÷ëåíè ðÿäó (2.3).

Означення 2.4. Нехай 𝜃 > 0 фiксоване. Розглянемо асоцiативну ал-

гебру ℱ𝜃 функцiоналiв (над R)

ℱ𝜃 = Lin{𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, ·) : 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}

з операцiєю (2.6). Ми називаємо ℱ𝜃 алгеброю Флiса або алгеброю iтерова-

них iнтегралiв.

Îäíîêðàòíi iíòåãðàëè 𝜂𝑖(𝜃, ·), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 ¹ ãåíåðàòîðàìè ℱ𝜃; öå îçíà-

÷à¹, ùî ℱ𝜃 ìîæå áóòè îòðèìàíà ç öèõ iíòåãðàëiâ çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨

äîáóòêó i ëiíiéíèõ îïåðàöié (äèâ. (2.7)).

Êðiì òîãî, àëãåáðà ℱ𝜃 ¹ ôiëüòðîâàíîþ: ïðèðîäíà ôiëüòðàöiÿ çàäà¹òüñÿ

ïîñëiäîâíiñòþ ïiäïðîñòîðiâ 𝑆𝑞 =
𝑞∑︀

𝑘=1

ℱ𝑘
𝜃 , 𝑞 ≥ 1, äå

ℱ𝑘
𝜃 = Lin{𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, ·) : 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}, 𝑘 ≥ 1.

Ç íàñòóïíî¨ ëåìè âèïëèâà¹, ùî àëãåáðà ℱ𝜃 ¹ âiëüíîþ.

Лема 2.1. ([70]) Нехай 𝜃 > 0 фiксоване. Зафiксуємо довiльну скiнчен-

ну пiдмножину 𝑀 ⊂ {(𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) : 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚} i припусти-

мо, що ∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑘)∈𝑀

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) = 0 (2.8)

для всiх 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, де 𝛼𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R. Тодi всi коефiцiєнти 𝛼𝑖1...𝑖𝑘 дорiвнюють

нулю.

Як наслiдок, для будь-якого 𝜃 > 0 алгебра функцiоналiв ℱ𝜃 є вiльною, i

зображення

ℱ𝜃 =
∞∑︁
𝑘=1

ℱ𝑘
𝜃 (2.9)

задає градуювання.



63

Наслiдок 2.1. Нехай 𝜃 > 0 фiксоване. Припустимо, що

∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) = 0 (2.10)

для всiх 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, де коефiцiєнти 𝛼𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R задовольняють оцiнку |𝛼𝑖1...𝑖𝑘| ≤
𝐶1𝐶

𝑘
2𝑘!, 𝐶1, 𝐶2 > 0. Тодi всi коефiцiєнти 𝛼𝑖1...𝑖𝑘 дорiвнюють нулю.

Як наслiдок, зображення ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢) у виглядi ряду iтерованих iн-

тегралiв є єдиним.

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.1 i íàñëiäêó 2.1 íàâåäåíi ó äîäàòêó Á.1.

Òàêèì ÷èíîì, çà ëåìîþ 2.1, àëãåáðà ôóíêöiîíàëiâ ℱ𝜃 ¹ âiëüíîþ (äëÿ

áóäü-ÿêîãî 𝜃 > 0). Öå äà¹ ïiäñòàâè ðîçãëÿäàòè, ðàçîì ç àëãåáðîþ iòåðîâàíèõ

iíòåãðàëiâ, абстрактну âiëüíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ 𝑚

åëåìåíòàìè.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó 𝑚 àáñòðàêòíèõ âiëüíèõ åëåìåíòiâ (ëiòåð) i ïîçíà-

÷èìî ¨õ 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚. Ðÿäêè ëiòåð (ñëîâà) ïîçíà÷èìî 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 = 𝜂𝑖1 · · · 𝜂𝑖𝑘 . Íà
ìíîæèíi ñëiâ ââåäåìî îïåðàöiþ êîíêàòåíàöi¨

𝜂𝑖1...𝑖𝑘 · 𝜂𝑗1...𝑗𝑠 = 𝜂𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑠.

Íèæ÷å ìè, ÿê ïðàâèëî, íå ïèøåìî ïîçíà÷êó äëÿ öi¹¨ îïåðàöi¨.

Óñi ñêií÷åííi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ñëiâ (íàä R) óòâîðþþòü âiëüíó àñîöià-
òèâíó àëãåáðó ç ïðèðîäíèì ãðàäóþâàííÿì ℱ =

∞∑︀
𝑘=1

ℱ𝑘, äå ïiäïðîñòîðè ℱ𝑘

âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ëiíiéíi îáîëîíêè äîáóòêiâ 𝑘 ëiòåð:

ℱ𝑘 = Lin{𝜂𝑖1...𝑖𝑘 = 𝜂𝑖1 · · · 𝜂𝑖𝑘 : 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}, 𝑘 ≥ 1. (2.11)

Çàçíà÷èìî, ùî öå ãðàäóþâàííÿ ïîðîäæó¹òüñÿ òàêèì ïîðÿäêîì ëiòåð:

ord(𝜂1) = · · · = ord(𝜂𝑚) = 1.

Iíøèìè ñëîâàìè, ℱ ¹ àñîöiàòèâíîþ R-àëãåáðîþ ôîðìàëüíèõ ïîëiíîìiâ

âiä 𝑚 íåçàëåæíèõ çìiííèõ, ÿêi íå êîìóòóþòü. Çàóâàæèìî, ùî àëãåáðà ℱ ¹

içîìîðôíîþ äî ℱ𝜃 äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜃 > 0.

Áåðó÷è äî óâàãè ãðàäóéîâàíó ñòðóêòóðó, ââåäåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ.
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Означення 2.5. Ми кажемо, що елемент 𝑎 ∈ ℱ має порядок 𝑘, i

пишемо ord(𝑎) = 𝑘, якщо 𝑎 ∈ ℱ𝑘. Якщо елемент має порядок, ми кажемо,

що вiн є однорiдним.

Пiдпростори (2.11) ми теж називатимемо однорiдними.

Iíîäi áóâà¹ çðó÷íî äîïîâíèòè àëãåáðó ℱ îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1 (ïî-

ðîæíiì ñëîâîì) i ðîçãëÿäàòè àëãåáðó ç îäèíèöåþ

ℱ 𝑒 = ℱ + R,

ââàæàþ÷è, ùî 1 · 𝑎 = 𝑎 · 1 = 𝑎 äëÿ âñiõ 𝑎 ∈ ℱ 𝑒. Äàëi ìè ââàæàòèìåìî, ùî

𝜂𝑖𝑝...𝑖𝑞 = 1, ÿêùî 𝑝 > 𝑞.

Âàæëèâó ðîëü ó ïîäàëüøîìó àíàëiçi âiäiãðà¹ âiëüíà àëãåáðà Ëi ℒ, ÿêà
ïîðîäæó¹òüñÿ òèìè ñàìèìè åëåìåíòàìè 𝜂1, . . . , 𝜂𝑚, ç îïåðàöi¹þ, ùî âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÿê êîìóòàòîð â ℱ , òîáòî [ℓ1, ℓ2] = ℓ1ℓ2 − ℓ2ℓ1 (äóæêè Ëi). Àëãåáðà

Ëi ℒ óñïàäêîâó¹ ãðàäóþâàííÿ ℒ =
∞∑︀
𝑘=1

ℒ𝑘, äå ℒ𝑘 = ℒ ∩ ℱ𝑘, 𝑘 ≥ 1. Äåÿêi

âëàñòèâîñòi àëãåáð ℱ i ℒ âêàçàíi ó ïiäðîçäiëi 1.3.

Зауваження 2.1. Далi ми будемо розглядати формальнi степеневi

ряди елементiв з ℱ над R або R𝑛. А саме, якщо сума у виразi 𝑎 =∑︀
𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘 (де 𝛼𝑚1...𝑚𝑘

∈ R або 𝛼𝑚1...𝑚𝑘
∈ R𝑛) мiстить нескiнченну

кiлькiсть доданкiв, ми вважатимемо, що 𝑎 є формальним степеневим

рядом.

Òàêèì ÷èíîì, ðàçîì iç âiäîáðàæåííÿì ó êiíåöü òðà¹êòîði¨ i éîãî çî-

áðàæåííÿì ó âèãëÿäi ðÿäó (2.3) ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè éîãî àáñòðàêòíèé

àíàëîã � ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä åëåìåíòiâ ℱ (ç êîåôiöi¹íòàìè â R𝑛)

âèãëÿäó

ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘. (2.12)

Ç íàñëiäêó 2.1 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

(2.12), ÿêèé âiäïîâiäà¹ âiäîáðàæåííþ ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢), àáî, ùî òå æ ñàìå, çà-

äà÷i Êîøi (2.1), (2.2). Íèæ÷å áóäå äàíèé îïèñ óñiõ òàêèõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ.
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2.1.3 Çàìiíà çìiííèõ i òàñóþ÷èé äîáóòîê

Ïðèïóñòèìî, ùî â ñèñòåìi (2.1) çðîáëåíî çàìiíó çìiííèõ. Ó öüîìó ïiä-

ðîçäiëi ìè âèâ÷à¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ (2.3), ÿêå

ïîðîäæó¹òüñÿ öi¹þ çàìiíîþ çìiííèõ.

À ñàìå, ïðèïóñòèìî, ùî ìè çíà¹ìî çîáðàæåííÿ äëÿ ðÿäó ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
âè-

ãëÿäó (2.3). Êîåôiöi¹íòè 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 çà íàñëiäêîì 2.1 ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ÷åðåç

âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 çà ôîðìóëîþ (2.5). Àëå ìè òèì÷àñîâî çàáóäåìî

ïðî öå; ó äàíîìó ìiðêóâàííi 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 � äåÿêi ôiêñîâàíi âåêòîðè.

Íåõàé 𝑦 = 𝑄(𝑥) � äiéñíî-àíàëiòè÷íà çàìiíà çìiííèõ, çàäàíà â äåÿêîìó

îêîëi íóëÿ, òàêà, ùî 𝑄(0) = 0. Òîäi â íîâèõ êîîðäèíàòàõ âèõiäíà ñèñòåìà

íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑦̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑌𝑖(𝑦), 𝑦 ∈ ̃︀𝑈(0) ⊂ R𝑛, (2.13)

äå 𝑌𝑖(𝑦) = 𝑄′(𝑥)𝑋𝑖(𝑥)|𝑥=𝑄−1(𝑦), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Äëÿ äîâiëüíîãî äîñèòü ìàëîãî

𝜃 > 0 i äîâiëüíîãî 𝑢 ∈ 𝐵𝜃 îòðèìó¹ìî

ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚(𝜃, 𝑢) = 𝑄(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢)).

Çíàéäåìî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ðÿäó âiäîáðàæåííÿ ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚(𝜃, 𝑢) äëÿ
ñèñòåìè â íîâèõ çìiííèõ (2.13). Ìè çðîáèìî öå, íå êîðèñòóþ÷èñü ÿâíèì

âèãëÿäîì âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝑌𝑖(𝑦). Ðîçêëàäåìî 𝑄 â ðÿä Òåéëîðà, 𝑄(𝑥) =
∞∑︀
𝑞=1

1
𝑞!𝑄

(𝑞)(0)𝑥𝑞, äå äëÿ çðó÷íîñòi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ

𝑄(𝑞)(0)𝑥𝑞 =
∑︁

𝑗1+···+𝑗𝑛=𝑞

𝑞!

𝑗1! · · · 𝑗𝑛!
𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝑄(0)

𝜕𝑥𝑗11 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑛𝑛
𝑥𝑗11 · · ·𝑥𝑗𝑛𝑛 . (2.14)

Îòðèìó¹ìî íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚(𝜃, 𝑢) =
∞∑︁
𝑞=1

1

𝑞!
𝑄(𝑞)(0)(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

(𝜃, 𝑢))𝑞 =

=
∑︁

𝛼𝑗1...𝑗𝑛
𝑖11...𝑖

1
𝑘1
...𝑖𝑛1 ...𝑖

𝑛
𝑘𝑛

(𝜂𝑖11...𝑖1𝑘1
(𝜃, 𝑢))𝑗1 · · · (𝜂𝑖𝑛1 ...𝑖𝑛𝑘𝑛(𝜃, 𝑢))

𝑗𝑛,

(2.15)

äå

𝛼𝑗1...𝑗𝑛
𝑖11...𝑖

1
𝑘1
...𝑖𝑛1 ...𝑖

𝑛
𝑘𝑛

=
1

𝑗1! · · · 𝑗𝑛!
𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝑄(0)

𝜕𝑥𝑗11 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑛𝑛
(𝑐𝑖11...𝑖1𝑘1

)𝑗11 · · · (𝑐𝑖𝑛1 ...𝑖𝑛𝑘𝑛)
𝑗𝑛
𝑛 ,
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(𝑣)𝑖 îçíà÷à¹ 𝑖-òó êîìïîíåíòó âåêòîðà 𝑣 ∈ R𝑛, à ñóìà â îñòàííüîìó âè-

ðàçi (2.15) áåðåòüñÿ ïî âñiõ 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 ≥ 0, óñiõ 𝑘1, . . . , 𝑘𝑛 ≥ 1 òà âñiõ

1 ≤ 𝑖11, . . . , 𝑖
𝑛
𝑘𝑛

≤ 𝑚. (Òóò ìè íå îáãîâîðþ¹ìî çáiæíiñòü ðÿäó, à öiêàâè-

ìîñÿ ëèøå ôîðìàëüíèìè ïåðåòâîðåííÿìè; çáiæíiñòü îñòàòî÷íîãî ðÿäó ãà-

ðàíòó¹òüñÿ àíàëiòè÷íiñòþ âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 i ïåðåòâîðåííÿ 𝑄 i

¹äèíiñòþ ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ.)

Òåïåð ìè çîáðàçèìî ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚(𝜃, 𝑢) ó âèãëÿäi ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ çi
ñòàëèìè âåêòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Äëÿ öüîãî íàì òðåáà âèðàçèòè äîáóòêè

iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ.

ßê ïðèêëàä, ïiäðàõó¹ìî äîáóòîê äâîõ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ (ïiäêðå-

ñëèìî, ùî ìà¹òüñÿ íà óâàçi äîáóòîê ¨õ ÿê äiéñíèõ ÷èñåë, à íå ÿê åëåìåíòiâ

àëãåáðè ℱ𝜃). Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî

𝜂𝑝1...𝑝𝑞(𝜃, 𝑢) =

∫
0≤𝜏𝑞≤···≤𝜏1≤𝜃

𝑞∏︁
𝑗=1

𝑢𝑝𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑞 · · · 𝑑𝜏1.

Îòæå, ìà¹ìî:

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) 𝜂𝑖𝑘+1...𝑖𝑘+𝑟
(𝜃, 𝑢) =

=

∫
0≤𝜏𝑘≤···≤𝜏1≤𝜃

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1
∫

0≤𝜏𝑘+𝑟≤···≤𝜏𝑘+1≤𝜃

𝑟∏︁
𝑗=𝑘+1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘+𝑟 · · · 𝑑𝜏𝑘+1.

(2.16)

Äëÿ òîãî, ùîá ïîìíîæèòè äâà iíòåãðàëè ïî îáëàñòÿõ 0 ≤ 𝜏𝑘 ≤ · · · ≤ 𝜏1𝑘 ≤ 𝜃

i 0 ≤ 𝜏𝑘+𝑟 ≤ · · · ≤ 𝜏𝑘+1 ≤ 𝜃, ìè ìóñèìî ïåðåòàñóâàòè äâi ìíîæèíè çìií-

íèõ {𝜏1, . . . , 𝜏𝑘} i {𝜏𝑘+1, . . . , 𝜏𝑘+𝑟} óñiìà ìîæëèâèìè ñïîñîáàìè, çáåðiãàþ÷è

âíóòðiøíié ïîðÿäîê ó êîæíié ìíîæèíi.

Öÿ îïåðàöiÿ âiäïîâiäà¹ îçíà÷åííþ òàñóþ÷îãî äîáóòêó. Äiéñíî, ç îçíà-

÷åííÿ 1.3 âèïëèâà¹, ùî

=

∫
0≤𝜏𝑘≤···≤𝜏1≤𝜃

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1
∫

0≤𝜏𝑘+𝑟≤···≤𝜏𝑘+1≤𝜃

𝑟∏︁
𝑗=𝑘+1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘+𝑟 · · · 𝑑𝜏𝑘+1 =

=
∑︁

(𝑗1,...,𝑗𝑘+𝑟)∈𝑆𝑘,𝑟

∫
0≤𝜏𝑗𝑘+𝑟

≤···≤𝜏𝑗1≤𝜃

𝑘+𝑟∏︁
𝑞=1

𝑢𝑖𝑗𝑞 (𝜏𝑗𝑞)𝑑𝜏𝑗𝑘+𝑟
· · · 𝑑𝜏𝑗1,
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îòæå, ç (2.16) âèïëèâà¹

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) 𝜂𝑖𝑘+1...𝑖𝑘+𝑟
(𝜃, 𝑢) =

∑︁
(𝑗1,...,𝑗𝑘+𝑟)∈𝑆𝑘,𝑟

𝜂𝑖𝑗1 ...𝑖𝑗𝑘+𝑟
(𝜃, 𝑢), (2.17)

äå 𝑆𝑘,𝑟 � ìíîæèíà òàñóþ÷èõ ïåðåñòàíîâîê (îçíà÷åííÿ 1.3). Çà îçíà÷åí-

íÿì 1.4, òàñóþ÷èé äîáóòîê ш â àëãåáði ℱ çàäà¹òüñÿ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ

ôîðìóëîþ

𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑖𝑘+1...𝑖𝑘+𝑟
=

∑︁
(𝑗1,...,𝑗𝑘+𝑟)∈𝑆𝑘,𝑟

𝜂𝑖𝑗1 ...𝑖𝑗𝑘+𝑟

i ïðîäîâæó¹òüñÿ íà âñþ àëãåáðó ℱ çà ëiíiéíiñòþ.

Òàêèì ÷èíîì, добуток iтерованих iнтегралiв (як чисел) вiдповiдає та-

суючому добутку в абстрактнiй алгебрi:

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) 𝜂𝑠1...𝑠𝑟(𝜃, 𝑢) = (𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜂𝑠1...𝑠𝑟)(𝜃, 𝑢),

äå â ïðàâié ÷àñòèíi ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî ñïî÷àòêó çíàõîäèòüñÿ òàñóþ÷èé

äîáóòîê àáñòðàêòíèõ åëåìåíòiâ 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 i 𝜂𝑠1...𝑠𝑟 â ℱ , à ïîòiì îòðèìàíi àáñòðà-

êòíi åëåìåíòè ℱ çàìiíþþòüñÿ âiäïîâiäíèìè åëåìåíòàìè ℱ𝜃. Çàçíà÷èìî, ùî

äëÿ çíàõîäæåííÿ òàñóþ÷îãî äîáóòêó êîíêðåòíèõ åëåìåíòiâ çðó÷íiøå êîðè-

ñòóâàòèñÿ îçíà÷åííÿì 1.5.

Ïîâåðíåìîñÿ äî âiäîáðàæåííÿ (2.15). Íàãàäà¹ìî, ùî çîáðàæåííÿ

ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚 ó âèãëÿäi ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ ¹ ¹äèíèì çàâäÿêè íàñëiäêó

2.1. Îòæå, ç çàóâàæåííÿ 2.1 i ôîðìóëè (2.15) âèïëèâà¹ íàñòóïíèé îïèñ

ôîðìàëüíîãî ðÿäó ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚:

ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚 = 𝑄(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
) =

∞∑︁
𝑞=1

1

𝑞!
𝑄(𝑞)(0)(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

)ш𝑞 =

=
∞∑︁
𝑞=1

∑︁
𝑗1+···+𝑗𝑛=𝑞

1

𝑗1! · · · 𝑗𝑛!
𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝑄(0)

𝜕𝑥𝑗11 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑛𝑛
(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

)ш𝑗11 ш · · ·ш(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
)ш𝑗𝑛𝑛 ,

(2.18)

äå òàñóþ÷èé äîáóòîê ðÿäiâ ïiäðàõîâó¹òüñÿ ïîåëåìåíòíî i 𝑎ш𝑞 = 𝑎ш · · ·ш 𝑎
(𝑞 ðàçiâ) äëÿ 𝑞 ≥ 1, 𝑎ш0 = 1. Òóò i äàëi ïðè çàñòîñóâàííi äiéñíî-

àíàëiòè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ äî ðÿäiâ åëåìåíòiâ ç ℱ ìè ââàæà¹ìî, ùî âñi

ïîëiíîìè ¹ ïîëiíîìàìè âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó.
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Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ òàñóþ÷îãî äîáóòêó ìîæíà çíàõîäèòè çî-

áðàæåííÿ ñèñòåìè ó âèãëÿäi ðÿäó ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ ïðÿìî ç ðÿäó äëÿ

ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè, áåç çíàõîäæåííÿ âèãëÿäó ñèñòåìè ó íîâèõ çìiííèõ, çà

äîïîìîãîþ ñóòî àëãåáðà¨÷íî¨ ïðîöåäóðè.

Приклад 2.1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ç äâîìà êåðóâàííÿìè

𝑥̇1 = 𝑢1, 𝑥̇2 = 𝑥1𝑢2, 𝑥̇3 =
1
6𝑥

3
1𝑢2, (2.19)

òîáòî 𝑋1(𝑥) = (1, 0, 0)T, 𝑋2(𝑥) = (0, 𝑥1,
1
6𝑥

3
1)

T. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî çîáðà-

æåííÿ ó âèãëÿäi ðÿäó (2.3) äëÿ âiäîáðàæåííÿ ℰ𝑋1,𝑋2
. Êîðèñòóþ÷èñü ñïåöi-

àëüíèì ¾òðèêóòíèì¿ âèãëÿäîì ñèñòåìè, ìè ìîæåìî çíàéòè öå çîáðàæåííÿ

ÿâíî, iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ ïîñëiäîâíî. Îñêiëüêè 𝑥(0) = 0, îòðèìó¹ìî

𝑥1(𝜃) =

∫ 𝜃
0

𝑢1(𝜏)𝑑𝜏,

𝑥2(𝜃)=

∫ 𝜃
0

𝑢2(𝜏1)𝑥1(𝜏1)𝑑𝜏1=

∫ 𝜃
0

𝑢2(𝜏1)

∫ 𝜏1
0

𝑢1(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

𝑢2(𝜏1)𝑢1(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1,

𝑥3(𝜃) =

∫ 𝜃
0

𝑢2(𝜏1)
1
6𝑥

3
1(𝜏1)𝑑𝜏1 =

∫ 𝜃
0

𝑢2(𝜏1)
1
6

(︂∫ 𝜏1
0

𝑢1(𝜏2)𝑑𝜏2

)︂3

𝑑𝜏1 =

=

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

∫ 𝜏2
0

∫ 𝜏3
0

𝑢2(𝜏1)𝑢1(𝜏2)𝑢1(𝜏3)𝑢1(𝜏4)𝑑𝜏4𝑑𝜏3𝑑𝜏2𝑑𝜏1.

Áåðó÷è äî óâàãè îçíà÷åííÿ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ (2.4), ìà¹ìî

ℰ𝑋1,𝑋2
= (𝜂1, 𝜂21, 𝜂2111)

T.

Àáî ìîæíà ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âñi âåêòîðè (2.5) äîðiâíþþòü íóëþ, êðiì

𝑐1 = 𝑒1, 𝑐21 = 𝑒2 i 𝑐2111 = 𝑒3.

Òåïåð ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ÿê öå çîáðàæåííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïðè çàìiíi

çìiííèõ. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî

𝑦 = 𝑄(𝑥) =

⎛⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2 − 𝑥22

𝑥3

⎞⎟⎟⎠ .
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Çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ðÿäó äëÿ ñèñòåìè ó íîâèõ çìiííèõ ìîæå áóòè çíà-

éäåíå ÿâíî, áåç çíàõîäæåííÿ âèãëÿäó ñàìî¨ ñèñòåìè ó íîâèõ çìiííèõ:

ℰ𝑌1,𝑌2 = 𝑄(ℰ𝑋1,𝑋2
) =

⎛⎜⎜⎝
𝜂1

𝜂21 − 𝜂21ш 𝜂21

𝜂2111

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝜂1

𝜂21 − 2𝜂2121 − 4𝜂2211

𝜂2111

⎞⎟⎟⎠ .

Çàïèøåìî ñèñòåìó â íîâèõ çìiííèõ. Î÷åâèäíî, 𝑥1 = 𝑦1 i 𝑥3 = 𝑦3. Çíà-

éäåìî 𝑥2 ç ðiâíÿííÿ 𝑦2 = 𝑥2−𝑥22. Îñêiëüêè çàìiíà çìiííèõ âiäîáðàæà¹ îêië
íóëÿ äî îêîëó íóëÿ, ìà¹ìî 𝑥2 = 1

2(1−
√
1− 4𝑦2). Îòæå,

𝑦̇1 = 𝑢1,

𝑦̇2 = 𝑦1𝑢2 − 2𝑦1𝑢2
(︀
1
2(1−

√
1− 4𝑦2)

)︀
= 𝑦1

√
1− 4𝑦2 𝑢2,

𝑦̇3 =
1
6𝑦

3
1𝑢2,

òîáòî

𝑌1(𝑦) = (1, 0, 0)T, 𝑌2(𝑦) = (0, 𝑦1
√︀
1− 4𝑦2,

1
6𝑦

3
1)

T.

Òåïåð âèãëÿä ℰ𝑌1,𝑌2 ìîæå áóòè çíàéäåíèé i çà äîïîìîãîþ âåêòîðíèõ ïîëiâ

𝑌1(𝑦), 𝑌2(𝑦), ïðîòå öåé øëÿõ íàáàãàòî ñêëàäíiøèé íàâiòü ó òàêîìó ïðîñòîìó

ïðèêëàäi.

Ðîçãëÿíåìî iíøó çàìiíó çìiííèõ:

𝑦 = 𝑄(𝑥) =

⎛⎜⎜⎝
3𝑥51 − 25𝑥31 + 60𝑥1

𝑥1 + 𝑥2

𝑥1𝑥2 − 𝑥3

⎞⎟⎟⎠ .

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ 𝑦1 = 3𝑥51 − 25𝑥31 + 60𝑥1 íå ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè â ðàäèêà-

ëàõ [6], âåêòîðíi ïîëÿ 𝑌1(𝑦), 𝑌2(𝑦) íå ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ÿâíî (â ðàäèêà-

ëàõ). Îòæå, âèíèêàþòü ïåâíi òðóäíîùi ïðè çíàõîäæåííi çîáðàæåííÿ ℰ𝑌1,𝑌2
ó âèãëÿäi ðÿäó çà äîïîìîãîþ 𝑌1, 𝑌2. Ïðîòå, âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíó ôîðìóëó

äëÿ ℰ𝑌1,𝑌2 = 𝑄(ℰ𝑋1,𝑋2
), ìè ëåãêî çíàõîäèìî

ℰ𝑌1,𝑌2=𝑄(ℰ𝑋1,𝑋2
)=

⎛⎜⎜⎝
3𝜂ш5

1 − 25𝜂ш3
1 + 60𝜂1

𝜂1 + 𝜂21

𝜂1ш 𝜂21 − 𝜂2111

⎞⎟⎟⎠=

⎛⎜⎜⎝
360𝜂11111 − 150𝜂111 + 60𝜂1

𝜂1 + 𝜂21

𝜂121 + 2𝜂211 − 𝜂2111

⎞⎟⎟⎠ .
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2.1.4 Çâ'ÿçîê àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç àë-

ãåáðîþ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ

Îïèøåìî çâ'ÿçîê ìiæ àëãåáðîþ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ 𝐹 i àëãå-

áðîþ Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝐿, ââåäåíèìè â ïóíêòi 1.2.1 (ñòîð. 43), i âiëüíèìè

àëãåáðàìè ℱ i ℒ. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð𝐻 : ℱ → 𝐹 , ùî âèçíà÷åíèé

íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ

𝐻(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1, 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚. (2.20)

Î÷åâèäíî,

𝐻(𝑎1𝑎2) = 𝐻(𝑎2)𝐻(𝑎1) äëÿ áóäü-ÿêèõ 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℱ ,

îòæå, 𝐻 ¹ àíòè-ãîìîìîðôiçìîì. Êðiì òîãî, 𝐻 âiäîáðàæà¹ àëãåáðó Ëi ℒ íà

àëãåáðó Ëi 𝐿 i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

𝐻([ℓ1, ℓ2]) = [𝐻(ℓ2), 𝐻(ℓ1)] äëÿ áóäü-ÿêèõ ℓ1, ℓ2 ∈ ℒ,

òîáòî îáìåæåííÿ 𝐻 íà ℒ ¹ àíòè-ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð Ëi 𝐻 : ℒ → 𝐿.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝑐 : ℱ → R𝑛, ùî çàäà¹òüñÿ òàêèì

÷èíîì:

𝑐(𝑎) = 𝐻(𝑎)𝐸(0), 𝑎 ∈ ℱ .

Iíøèìè ñëîâàìè, 𝑐 çàäà¹òüñÿ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ ℱ ôîðìóëîþ

𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1𝐸(0) = 𝑐𝑖1...𝑖𝑘, (2.21)

äå 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 � âåêòîðíi êîåôiöi¹íòè 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ó ðÿäi (2.3), òîáòî

ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢) =

∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘)𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢). (2.22)

Óìîâà Ðàøåâñüêîãî-×æîó (1.36) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑐(ℒ) = R𝑛. (2.23)



71

Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà (2.1), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ðàøåâñüêîãî-×æîó

(2.23), íàçèâà¹òüñÿ ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíîþ. Äàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî òiëü-

êè ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíi ñèñòåìè.

Íàãàäà¹ìî ùå äâà ïîíÿòòÿ [50].

Означення 2.6. Мiнiмальне число 𝑝, для якого має мiсце рiвнiсть

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑐(ℒ𝑘) = R𝑛,

називається степенем неголономностi системи (2.1). Нехай

𝑣𝑘 = dim 𝑐(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑝. (2.24)

Послiдовнiсть 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝) називається вектором зросту системи.

Îáèäâà îá'¹êòè � ñòåïiíü íåãîëîíîìíîñòi i âåêòîð çðîñòó � iíâàðiàí-

òíi âiäíîñíî çàìií çìiííèõ i, ó ïåâíîìó ñåíñi, îïèñóþòü ïîâåäiíêó ñèñòåìè

â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïðîòå òî÷íèé îïèñ öi¹¨ ïîâåäiíêè ¹ ñêëàäíi-

øèì ïèòàííÿì. Äàëi ìè ðîçâèâà¹ìî òåõíiêó, ÿêà äîçâîëÿ¹ ïðîâåñòè òàêèé

ëîêàëüíèé àíàëiç.

Ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝑐, ââåäåíå âèùå, iíäóêó¹ ïåâíi ñòðóêòóðè ó âiëüíié

àëãåáði Ëi ℒ. Íàâåäåìî äâi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi.

Лема 2.2. Ker(𝑐) ∩ ℒ є пiдалгеброю Лi в ℒ.

Доведення. Ðîçãëÿíåìî ℓ1, ℓ2 ∈ Ker(𝑐) ∩ ℒ i ïîçíà÷èìî 𝑌𝑖 = 𝐻(ℓ𝑖), 𝑖 =

1, 2. Òîäi 𝑐(ℓ𝑖) = 𝑌𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, 2, çâiäêè âèïëèâà¹

𝑐([ℓ1, ℓ2]) = [𝐻(ℓ2), 𝐻(ℓ1)]𝐸(0) =

= 𝑌2𝑌1𝐸(0)− 𝑌1𝑌2𝐸(0) = 𝑌 ′
1(𝑥)𝑌2(𝑥)|𝑥=0 − 𝑌 ′

2(𝑥)𝑌1(𝑥)|𝑥=0 = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî [ℓ1, ℓ2] ∈ Ker(𝑐), ùî é äîâîäèòü ëåìó. �

Лема 2.3. Якщо ℓ ∈ Ker(𝑐)∩ℒ, то 𝑦ℓ ∈ Ker(𝑐) для будь-якого 𝑦 ∈ ℱ .
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Доведення. Äîñòàòíüî äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ äëÿ äîâiëüíîãî áàçèñíîãî

åëåìåíòà 𝑦 = 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 , äå 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚. Ïîçíà÷èìî 𝑌 = 𝐻(ℓ),

òîäi 𝑌 (0) = 0, à îòæå,

𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘ℓ) = 𝑌 𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1𝐸(0) = (𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1𝐸(𝑥))
′
𝑥𝑌 (𝑥)|𝑥=0 = 0,

òîáòî 𝜂𝑖1...𝑖𝑘ℓ ∈ Ker(𝑐). Ëåìó äîâåäåíî. �

Çàçíà÷èìî, ùî ëåìà 2.3 âñòàíîâëþ¹ óìîâó ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó ó âèãëÿäi

ñèñòåìè (òåîðåìà 1.8). Âîíà îçíà÷à¹, ùî Ker(𝑐) ìiñòèòü лiвий iдеал, ÿêèé

ïîðîäæó¹òüñÿ Ker(𝑐) ∩ ℒ, òîáòî

Lin(ℱ 𝑒(Ker(𝑐) ∩ ℒ)) ⊂ Ker(𝑐).

Ó ïîäàëüøîìó áóäå ñêîíñòðóéîâàíèé ëiâèé iäåàë, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ñèñòå-

ìîþ i âðàõîâó¹ ãðàäóþâàííÿ.

2.2 Системи, афiннi за керуванням, i їх зображення у

виглядi ряду нелiнiйних степеневих моментiв

2.2.1 Âiäîáðàæåííÿ äî ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ i éîãî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi

ðÿäó

Ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíi ñèñòåìè, àôiííi çà êåðóâàííÿì, âèãëÿäó

𝑥̇ = 𝑎(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, (2.25)

äå 𝑎(𝑡, 𝑥) i 𝑏(𝑡, 𝑥)� àíàëiòè÷íi âåêòîðíi ïîëÿ â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ (−𝑡0, 𝑡0)×
𝑈(0) ⊂ R𝑛+1; óìîâà 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0 îçíà÷à¹, ùî íóëü ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè

(òî÷êà íóëü îáðàíà ëèøå äëÿ çðó÷íîñòi). Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîòðàïëÿííÿ

äî íóëÿ, òîáòî

𝑥̇ = 𝑎(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢, 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0. (2.26)

Áóäåìî ââàæàòè, ùî êåðóâàííÿ îáèðà¹òüñÿ ç ïðîñòîðó 𝐿∞[0, 𝜃] òà çàäî-

âîëüíÿ¹ îáìåæåííÿ |𝑢(𝑡)| ≤ 1 ì.â., òîáòî 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, äå 𝐵𝜃 � îäèíè÷íà êóëÿ

ïðîñòîðó 𝐿∞[0, 𝜃].
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Çàôiêñó¹ìî 𝜃 > 0 i ðîçãëÿíåìî òî÷êè 𝑥0 ç îêîëó 𝑈(0), ÿêi ìîæíà ïåðå-

âåñòè äî íóëÿ çà ÷àñ 𝜃 çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî êåðóâàííÿ 𝑢 ∈ 𝐵𝜃. Ðîçãëÿíåìî

ìíîæèíó âñiõ òàêèõ êåðóâàíü i ââåäåìî íà íié âiäîáðàæåííÿ 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, ·), ÿêå
ïåðåâîäèòü êåðóâàííÿ 𝑢(𝑡) äî âiäïîâiäíî¨ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè 𝑥0:

𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝑢) = 𝑥0. (2.27)

Òàêèì ÷èíîì, 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, ·) ¹ âiäîáðàæåííÿì ¾äî ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨¿.

Äåòàëüíiøå, íåõàé ÷èñëà 𝛼 > 0, 𝑀 > 0 ¹ òàêèìè, ùî {𝑥 : ‖𝑥‖ < 𝛼} ⊂
𝑈(0) i ‖𝑎(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑀 , ‖𝑏(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑀 ïðè |𝑡| < 𝑡0, ‖𝑥‖ < 𝛼. Îáåðåìî 𝜃 ∈
(0, 𝑇0), äå 𝑇0 = min{𝑡0, 𝛼

2𝑀 }. Ïiäñòàâèìî äîâiëüíå êåðóâàííÿ 𝑢(𝑡) ∈ 𝐵𝜃 ó

ñèñòåìó (2.25) i îáåðíåìî ÷àñ, 𝜏 = 𝜃 − 𝑡. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

𝑑
𝑑𝜏 𝑦 = −𝑎(𝜃 − 𝜏, 𝑦)− 𝑏(𝜃 − 𝜏, 𝑦)𝑢(𝜃 − 𝜏), 𝑦(0) = 0. (2.28)

Çà òåîðåìîþ Êàðàòåîäîði [41] iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê 𝑦(𝜏) ∈ 𝑈(0) çàäà÷i

(2.28) íà âiäðiçêó 𝜏 ∈ [0, 𝜃]. Òîäi 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝜃− 𝑡) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi (2.26)

ç 𝑢 = 𝑢(𝑡) i 𝑥0 = 𝑦(𝜃). Öå îçíà÷à¹, ùî êåðóâàííÿ 𝑢(𝑡) ïåðåâîäèòü òî÷êó

𝑥0 = 𝑦(𝜃) äî íóëÿ çà ÷àñ 𝜃 â ñèëó ñèñòåìè (2.25), òîáòî 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝑢) = 𝑦(𝜃).

Òàêèì ÷èíîì, ïðè 𝜃 ∈ (0, 𝑇0) âiäîáðàæåííÿ 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, ·) âèçíà÷åíå íà îäèíè÷íié
êóëi ïðîñòîðó 𝐿∞[0, 𝜃], òîáòî 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, ·) : 𝐵𝜃 → 𝑈(0).

Означення 2.7. Вiдображення 𝑆𝑎,𝑏, яке переводить пару (𝜃, 𝑢) до по-

чаткової точки траєкторiї (2.26), тобто задовольняє рiвнiсть (2.27), ми

називаємо вiдображенням до початку траєкторiї для системи (2.25) в

нулi.

Òåîðåìà 1.1 îïèñó¹ çîáðàæåííÿ 𝑆𝑎,𝑏 ó âèãëÿäi ðÿäó:

𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝑢) =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢), (2.29)

äå 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) ¹ íåëiíiéíèìè ñòåïåíåâèìè ìîìåíòàìè ôóíêöi¨ 𝑢(𝑡)

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝜏𝑚1
1 𝜏𝑚2

2 · · · 𝜏𝑚𝑘

𝑘 𝑢(𝜏1)𝑢(𝜏2) · · ·𝑢(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1,
(2.30)
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à 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
∈ R𝑛 ¹ ñòàëèìè âåêòîðàìè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (1.23),

(1.20), (1.21). Áiëüø òîãî, iñíóþòü êîíñòàíòè 𝐶1, 𝐶2 > 0, äëÿ ÿêèõ

‖𝑣𝑚1...𝑚𝑘
‖ ≤ 𝑘!𝐶1𝐶

𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘
2 (2.31)

äëÿ âñiõ 𝑘 ≥ 1 i âñiõ 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0.

Ìiðêóâàííÿ ùîäî îòðèìàííÿ çîáðàæåííÿ (2.29) íàâåäåíi ó äîäàòêó Á.2.

2.2.2 Àëãåáðà íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ

Ó öüîìó ïóíêòi ìè îáãîâîðþ¹ìî àëãåáðó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåí-

òiâ i ¨¨ àáñòðàêòíèé àíàëîã � âiëüíó ãðàäóéîâàíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó. Öi

àëãåáðè áóëî ââåäåíî ó [12, 34, 126].

Îçíà÷åííÿ i ðåçóëüòàòè ðåøòè öüîãî ïiäðîçäiëó àíàëîãi÷íi âiäïîâiäíèì

îçíà÷åííÿì i ðåçóëüòàòàìè ïiäðîçäiëó 2.1, òîìó ìè âèêëàäà¹ìî ¨õ áiëüø

êîðîòêî.

Ñïî÷àòêó íàâåäåìî òî÷íå îçíà÷åííÿ íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ.

Означення 2.8. Нехай заданi додатне число 𝜃 > 0, натуральне число

𝑘 ≥ 1 i цiлi числа 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0. Нелiнiйним степеневим моментом

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, ·) називається функцiонал 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, ·) : 𝐵𝜃 → R, що задається
формулою (2.30).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè 𝑘 = 1 âiäïîâiäíi ôóíêöiîíàëè íàñïðàâäi ¹ ëiíiéíèìè

âiäíîñíî 𝑢, àëå ìè äëÿ çðó÷íîñòi âêëþ÷à¹ìî ¨õ äî ìíîæèíè íåëiíiéíèõ

ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ.

Çà ïîçíà÷åííÿì 2.1, äëÿ äîâiëüíîãî 𝜃 > 0 ìà¹ìî 𝑢(𝑡) = 𝑢𝜃( 𝑡𝜃). Óðàõîâó-

þ÷è öå, ïåðåïèøåìî iíòåãðàë (2.30) ó òàêîìó âèãëÿäi:

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

= 𝜃𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑘∏︁
𝑗=1

(︀𝜏𝑗
𝜃

)︀𝑚𝑗 𝑢𝜃
(︀𝜏𝑗
𝜃

)︀
𝑑
(︀
𝜏𝑘
𝜃

)︀
· · · 𝑑

(︀
𝜏2
𝜃

)︀
𝑑
(︀
𝜏1
𝜃

)︀
=
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= 𝜃𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘

∫ 1
0

∫ 𝑡1
0

· · ·
∫ 𝑡𝑘−1

0

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑡
𝑚𝑗

𝑗 𝑢𝜃(𝑡𝑗)𝑑𝑡𝑘 · · · 𝑑𝑡2𝑑𝑡1 =

= 𝜃𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(1, 𝑢𝜃).

Öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ 𝑢 ∈ 𝐵𝜃 àáî, ùî òå æ ñàìå, äëÿ âñiõ 𝑢𝜃 ∈ 𝐵1.

Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ äîâiëüíèõ 𝜃 > 0 i 𝑢 ∈ 𝐵1 ìà¹ìî

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢1/𝜃) = 𝜃𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(1, 𝑢).

Îòæå, ÷èñëî 𝑚 = 𝑚1+ · · ·+𝑚𝑘+ 𝑘 äîðiâíþ¹ àñèìïòîòè÷íîìó ïîðÿäêó íå-

ëiíiéíîãî ñòåïåíåâîãî ìîìåíòó 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢1/𝜃) ïî 𝜃 ïðè 𝜃 → 0 äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ 𝑢 ∈ 𝐵1, òàêî¨ ùî 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(1, 𝑢) ̸= 0.

Означення 2.9. Число 𝑚 = 𝑚1 + · · ·+𝑚𝑘 + 𝑘 називається порядком

нелiнiйного степеневого моменту 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, ·).

Öå îçíà÷åííÿ âiäïîâiäà¹ ïîðÿäêó, â ÿêîìó äîäàþòüñÿ ÷ëåíè ðÿäó (2.29).

Означення 2.10. Зафiксуємо довiльне 𝜃 > 0 i розглянемо асоцiатив-

ну алгебру 𝒜𝜃 функцiоналiв (над R)

𝒜𝜃 = Lin{𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, ·) : 𝑘 ≥ 1, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0}

з операцiєю конкатенацiї

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, ·) ∨ 𝜉𝑗1...𝑗𝑠(𝜃, ·) = 𝜉𝑚1...𝑚𝑘𝑗1...𝑗𝑠(𝜃, ·). (2.32)

Ми називаємо 𝒜𝜃 алгеброю нелiнiйних степеневих моментiв.

Çàóâàæèìî, ùî ëiíiéíi ìîìåíòè 𝜉𝑚(𝜃, ·), 𝑚 ≥ 0, ¹ ãåíåðàòîðàìè 𝒜𝜃.

ßê i â ïóíêòi 2.1.2, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷êó ∨ äëÿ àëãåáðà¨÷íî¨

îïåðàöi¨ â 𝒜𝜃, ùîá âiäðiçíÿòè ¨¨ âiä äîáóòêó iíòåãðàëiâ ÿê äiéñíèõ ÷èñåë.

Означення 2.11. Якщо елемент алгебри 𝒜𝜃 є лiнiйною комбiнацiєю

нелiнiйних степеневих моментiв порядку 𝑚, тобто

𝑎 =
∑︁

𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚
𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝛼𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, ·),
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ми будемо казати, що елемент 𝑎 має порядок 𝑚, i писати ord(𝑎) = 𝑚.

Елементи, що мають порядок, ми називатимемо однорiдними. Також

пiдпростори елементiв однакового порядку

𝒜𝑚
𝜃 = Lin{𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, ·) : 𝑚1 + · · ·+𝑚𝑘 + 𝑘 = 𝑚}, 𝑚 ≥ 1,

ми називатимемо однорiдними.

Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ 𝑆𝑞 =
𝑞∑︀

𝑚=1
𝒜𝑚
𝜃 , 𝑞 ≥ 1, çàäà¹ ïðè-

ðîäíó ôiëüòðàöiþ â àëãåáði 𝒜𝜃.

Íàñòóïíà ëåìà îçíà÷à¹, ùî àëãåáðà íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ ¹

вiльною (äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜃 > 0).

Лема 2.4. [12] Зафiксуємо довiльне 𝜃 > 0 i довiльну скiнченну пiдмно-

жину 𝑀 ⊂ {(𝑚1, . . . ,𝑚𝑘) : 𝑘 ≥ 1,𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0} i припустимо, що∑︁
(𝑚1,...,𝑚𝑘)∈𝑀

𝛼𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢) = 0 (2.33)

для всiх 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, де 𝛼𝑚1...𝑚𝑘
∈ R. Тодi всi коефiцiєнти 𝛼𝑚1...𝑚𝑘

дорiвнюють

нулю.

Як наслiдок, для довiльного 𝜃 > 0 алгебра нелiнiйних степеневих мо-

ментiв 𝒜𝜃 є вiльною, i зображення

𝒜𝜃 =
∞∑︁
𝑚=1

𝒜𝑚
𝜃

задає градуювання.

Наслiдок 2.2. Нехай 𝜃 > 0 фiксоване. Припустимо, що
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝛼𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢) = 0 (2.34)

для всiх 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, де коефiцiєнти 𝛼𝑚1...𝑚𝑘
∈ R задовольняють оцiнку

|𝛼𝑚1...𝑚𝑘
| ≤ 𝐶1𝐶

𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘
2 𝑘!, 𝐶1, 𝐶2 > 0. Тодi всi коефiцiєнти 𝛼𝑚1...𝑚𝑘

до-

рiвнюють нулю.

Як наслiдок, зображення 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝑢) у виглядi ряду нелiнiйних степене-

вих моментiв є єдиним.
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Äîâåäåííÿ ëåìè 2.4 i íàñëiäêó 2.2 íàâåäåíi ó äîäàòêó Á.2.

ßê i ó âèïàäêó ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó

абстрактну âiëüíó àñîöiàòèâíó ãðàäóéîâàíó àëãåáðó.

À ñàìå, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó àáñòðàêòíèõ âiëüíèõ åëåìåíòiâ � ëiòåð

{𝜉𝑚}∞𝑚=1. Ñëîâà ç öèõ ëiòåð ïîçíà÷èìî 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
= 𝜉𝑚1

· · · 𝜉𝑚𝑘
i ââåäåìî îïå-

ðàöiþ êîíêàòåíàöi¨ ñëiâ

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑗1...𝑗𝑠 = 𝜉𝑚1...𝑚𝑘𝑗1...𝑗𝑠.

Óñi ñêií÷åííi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ñëiâ (íàä R) óòâîðþþòü âiëüíó àñîöiàòèâíó
ãðàäóéîâàíó àëãåáðó

𝒜 =
∞∑︁
𝑚=1

𝒜𝑚,

äå îäíîðiäíi ïiäïðîñòîðè 𝒜𝑚, 𝑚 ≥ 1, âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì:

𝒜𝑚 = Lin{𝜉𝑚1...𝑚𝑘
: 𝑚1+ · · ·+𝑚𝑘+ 𝑘 = 𝑚, 𝑘 ≥ 1, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0}, (2.35)

Çàóâàæèìî, ùî îäíîðiäíi ïiäïðîñòîðè є скiнченновимiрними.

Ìè êàæåìî, ùî åëåìåíò 𝑎 ∈ 𝒜 має порядок 𝑚, i ïèøåìî ord(𝑎) = 𝑚,

ÿêùî 𝑎 ∈ 𝒜𝑚. ßêùî åëåìåíò ìà¹ ïîðÿäîê, ìè íàçèâà¹ìî éîãî однорiдним.

Îòæå, 𝒜 ¹ àñîöiàòèâíîþ R-àëãåáðîþ ôîðìàëüíèõ ïîëiíîìiâ âiäíîñíî

çëi÷åííî¨ ìíîæèíè íåçàëåæíèõ çìiííèõ, ÿêi íå êîìóòóþòü. Ç ëåìè 2.4 âè-

ïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî 𝜃 > 0 àëãåáðè 𝒜𝜃 i 𝒜 ¹ içîìîðôíèìè. Òàêèì

÷èíîì, àëãåáðó 𝒜 òåæ ìîæíà íàçèâàòè алгеброю нелiнiйних степеневих

моментiв.

Çðó÷íî äîïîâíèòè àëãåáðó 𝒜 îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1 (ïîðîæíiì ñëî-

âîì) i ðîçãëÿäàòè àëãåáðó ç îäèíèöåþ

𝒜𝑒 = 𝒜+ R,

ââàæàþ÷è, ùî 1·𝑎 = 𝑎·1 = 𝑎 äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑎 ∈ 𝒜𝑒. Äàëi ìè ââàæàòèìåìî,

ùî 𝜉𝑖𝑝...𝑖𝑞 = 1, ÿêùî 𝑝 > 𝑞.

Ðîçãëÿíåìî âiëüíó àëãåáðó Ëi ℒ, ùî ïîðîäæåíà òèìè ñàìèìè ãåíåðàòî-
ðàìè {𝜉𝑚}∞𝑚=0, ùî é 𝒜, ç îïåðàöi¹þ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êîìóòàòîð â 𝒜,
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òîáòî [ℓ1, ℓ2] = ℓ1ℓ2 − ℓ2ℓ1 (äóæêè Ëi). Àëãåáðà Ëi ℒ óñïàäêîâó¹ ãðàäóþâà-

ííÿ ℒ =
∞∑︀
𝑚=1

ℒ𝑚, äå ℒ𝑚 = ℒ ∩ 𝒜𝑚, 𝑚 ≥ 1.

Зауваження 2.2. Далi ми будемо розглядати формальнi степеневi

ряди елементiв 𝒜 над R або R𝑛: якщо сума у виразi 𝑎 =
∑︀
𝛼𝑚1...𝑚𝑘

𝜉𝑚1...𝑚𝑘

мiстить нескiнченну кiлькiсть доданкiв, ми вважатимемо, що 𝑎 є фор-

мальним степеневим рядом.

Îòæå, ðàçîì iç âiäîáðàæåííÿì 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, ·) âèãëÿäó (2.29) ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè éîãî àáñòðàêòíèé àíàëîã � ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (ç êîåôiöi¹íòà-

ìè ç R𝑛) åëåìåíòiâ 𝒜 âèãëÿäó

𝑆𝑎,𝑏 =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

. (2.36)

Ó âèïàäêó ôîðìàëüíîãî ðÿäó ìîæíà íå âêàçóâàòè ïîðÿäîê äîäàâàííÿ

÷ëåíiâ; ìè ðîáèìî öå äëÿ çðó÷íîãî ïîðiâíÿííÿ ç ðÿäîì äëÿ 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, ·).
Ç ëåìè 2.4 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä (2.29),

ÿêèé âiäïîâiäà¹ âiäîáðàæåííþ 𝑆𝑎,𝑏(𝜃, ·), àáî, ùî òå æ ñàìå, çàäà÷i ïîòðà-

ïëÿííÿ äî íóëÿ (2.26).

2.2.3 Çàìiíà çìiííèõ i òàñóþ÷èé äîáóòîê

Âèâ÷èìî, ÿê ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ðÿä íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ ïðè

çàìiíi çìiííèõ. Ïðèïóñòèìî, ùî â ñèñòåìi (2.25) çðîáëåíà (àíàëiòè÷íà) çà-

ìiíà çìiííèõ 𝑦 = 𝑄(𝑥), äå 𝑄(0) = 0, i íîâà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

𝑦̇ = 𝑎̄(𝑡, 𝑦) + 𝑏̄(𝑡, 𝑦)𝑢. (2.37)

Çíàéäåìî çîáðàæåííÿ 𝑆𝑎̄,𝑏̄(𝜃, ·) ó âèãëÿäi ðÿäó, íå âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä

ñèñòåìè ó íîâèõ êîîðäèíàòàõ i íå çíàõîäÿ÷è íîâi êîåôiöi¹íòè çà ôîðìóëîþ

(1.23), à òiëüêè âèêîíóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ ðÿäó (2.29). Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî

êîðèñòóâàòèñÿ ïîçíà÷åííÿì (2.14). Òîäi, î÷åâèäíî,

𝑆𝑎̄,𝑏̄(𝜃, 𝑢) = 𝑄(𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝑢)) =
∞∑︁
𝑞=1

1

𝑞!
𝑄(𝑞)(0)(𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝑢))

𝑞. (2.38)
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Äëÿ ïîäàëüøèõ ïåðåòâîðåíü ïîòðiáíî çíàõîäèòè ñòåïåíi ðÿäiâ, à îòæå, äî-

áóòêè íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ. ßê i ó âèïàäêó iòåðîâàíèõ iíòåãðà-

ëiâ, öÿ îïåðàöiÿ âiäïîâiäà¹ òàñóþ÷îìó äîáóòêó â àáñòðàêòíié àëãåáði 𝒜
(îçíà÷åííÿ 1.4 i 1.5). À ñàìå, òàñóþ÷èé äîáóòîê çàäà¹òüñÿ íà áàçèñíèõ åëå-

ìåíòàõ íàñòóïíèì ÷èíîì:

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
ш 𝜉𝑗1...𝑗𝑟 = 𝜉𝑚1

(𝜉𝑚2...𝑚𝑘
ш 𝜉𝑗1...𝑗𝑟) + 𝜉𝑗1(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

ш 𝜉𝑗2...𝑗𝑟)

(çà óìîâè, ùî îäèíè÷íèé åëåìåíò 1 � ïîðîæí¹ ñëîâî � ¹ îäèíèöåþ i äëÿ

öi¹¨ îïåðàöi¨, òîáòî 𝑎ш 1 = 1ш 𝑎 = 𝑎 äëÿ âñiõ 𝑎 ∈ 𝒜𝑒) i ïðîäîâæó¹òüñÿ íà

âñþ àëãåáðó 𝒜𝑒 çà ëiíiéíiñòþ.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ 𝑆𝑎,𝑏 ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ òàê:

𝑆𝑎̄,𝑏̄ = 𝑄(𝑆𝑎,𝑏) =
∞∑︁
𝑞=1

1

𝑞!
𝑄(𝑞)(0)(𝑆𝑎,𝑏)

ш𝑞 =

=
∞∑︁
𝑞=1

∑︁
𝑗1+···+𝑗𝑛=𝑞

𝑗𝑖≥0

1

𝑗1! · · · 𝑗𝑛!
𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝑄(0)

𝜕𝑥𝑗11 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑛𝑛
(𝑆𝑎,𝑏)

ш𝑗1
1 ш · · ·ш(𝑆𝑎,𝑏)ш𝑗𝑛𝑛 ,

äå òàñóþ÷èé äîáóòîê ðÿäiâ ïiäðàõîâó¹òüñÿ ïîåëåìåíòíî i 𝑎ш𝑞 ïîçíà÷à¹ òà-

ñóþ÷èé äîáóòîê 𝑞 åêçåìïëÿðiâ åëåìåíòà 𝑎.

2.2.4 Çâ'ÿçîê àëãåáðè äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç àëãåáðîþ íåëiíié-

íèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ

Íà âiäìiíó âiä ïóíêòó 2.1.4, äå ìè ðîçãëÿäàëè àñîöiàòèâíó àëãåáðó äè-

ôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ i àëãåáðó Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ, ó äàíîìó ïóíêòi

ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç íåñòàöiîíàðíèìè ñèñòåìàìè, à îòæå, ç âåêòîðíèìè ïî-

ëÿìè, ùî çàëåæàòü âiä 𝑡.

Äåòàëüíiøå, äî êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó (2.29) âõîäÿòü îïåðàòîðè ad𝑚𝑅𝑎
𝑅𝑏 ïðè

𝑚 ≥ 0 (äèâ. (1.23), (1.20), (1.21)). Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî õî÷à äiÿ 𝑅𝑎

âêëþ÷à¹ äèôåðåíöiþâàííÿ ïî 𝑡, îïåðàòîð ad𝑚𝑅𝑎
𝑅𝑏 âêëþ÷à¹ äèôåðåíöiþâà-

ííÿ òiëüêè ïî 𝑥 i ¹ äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîáòî
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âiäïîâiäà¹ íåñòàöiîíàðíîìó âåêòîðíîìó ïîëþ:

ad𝑚𝑅𝑎
𝑅𝑏𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)ad

𝑚
𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥), 𝑚 ≥ 0. (2.39)

Äiéñíî, äëÿ 𝑚 = 0 öå âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ: ad0𝑅𝑎
𝑅𝑏𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝑅𝑏𝜑(𝑡, 𝑥) =

𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑅𝑏𝐸(𝑥) = 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)ad
0
𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥). Íåõàé (2.39) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî

𝑚. Ïîçíà÷èìî 𝑐(𝑡, 𝑥) = ad𝑚𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥), 𝑅𝑐𝜑𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑐(𝑡, 𝑥) i áóäåìî

îïóñêàòè àðãóìåíòè 𝑡 i 𝑥 ó ôóíêöié. Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ ìà¹ìî:

ad𝑚+1
𝑅𝑎

𝑅𝑏𝜑 = [𝑅𝑎, 𝑅𝑐]𝜑 = 𝑅𝑎𝑅𝑐𝜑−𝑅𝑐𝑅𝑎𝜑 =

= 𝑅𝑎(𝜑𝑥𝑐)−𝑅𝑐(𝜑𝑡 + 𝜑𝑥𝑎) = (𝜑𝑥𝑐)𝑡 + (𝜑𝑥𝑐)𝑥𝑎− (𝜑𝑡 + 𝜑𝑥𝑎)𝑥𝑐 =

= 𝜑𝑥(𝑐𝑡 + 𝑐𝑥𝑎− 𝑎𝑥𝑐) = 𝜑𝑥(𝑅𝑎𝑅𝑐𝐸 −𝑅𝑐𝑅𝑎𝐸) = 𝜑𝑥[𝑅𝑎, 𝑅𝑐]𝐸 = 𝜑𝑥ad
𝑚+1
𝑅𝑎

𝑅𝑏𝐸,

ùî é äîâîäèòü (2.39) çà iíäóêöi¹þ.

Ââåäåìî àëãåáðó 𝐴 =
∞∑︀
𝑚=1

𝐴𝑚, äå ïiäïðîñòið 𝐴𝑚 ¹ ëiíiéíîþ îáîëîí-

êîþ (íàä R) îïåðàòîðiâ âèãëÿäó ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏ad

𝑚2

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0,

𝑚1 + · · ·+𝑚𝑘 + 𝑘 = 𝑚, à àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ ¹ êîìïîçèöiÿ. Î÷åâèäíî,

ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ
𝑞∑︀

𝑚=1
𝐴𝑚, 𝑞 ≥ 1, çàäà¹ ôiëüòðàöiþ â 𝐴.

Ðîçãëÿíåìî ôiëüòðîâàíó àëãåáðó Ëi 𝐿 âåêòîðíèõ ïîëiâ, ÿêà ïîðîäæó-

¹òüñÿ ìíîæèíîþ 𝑅𝑐𝑚 = ad𝑚𝑅𝑎
𝑅𝑏, 𝑚 ≥ 0 (äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåð-

øîãî ïîðÿäêó àáî, åêâiâàëåíòíî, âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝑐𝑚(𝑡, 𝑥) = ad𝑚𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥));

ôiëüòðàöiÿ çàäà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðàìè
𝑞∑︀

𝑚=1
𝐿𝑚, 𝑞 ≥ 1, äå

𝐿𝑚 = Lin{[ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏, · · · [ad𝑚𝑘−1

𝑅𝑎
𝑅𝑏, ad

𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏] · · · ] : 𝑚1 + · · ·+𝑚𝑘 + 𝑘 = 𝑚}.

Íåõàé 𝐻 : 𝒜 → 𝐴 ïîçíà÷à¹ ëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé íà áàçèñíèõ

åëåìåíòàõ çà ïðàâèëîì

𝐻(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) =

(−1)𝑘

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏, 𝑘 ≥ 1, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0.

(2.40)

Î÷åâèäíî,

𝐻(𝑎1𝑎2) = 𝐻(𝑎1)𝐻(𝑎2) äëÿ áóäü-ÿêèõ 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝒜,
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Êðiì òîãî, 𝐻 âiäîáðàæà¹ àëãåáðó Ëi ℒ íà àëãåáðó Ëi 𝐿 i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-

íiñòü

𝐻([ℓ1, ℓ2]) = [𝐻(ℓ1), 𝐻(ℓ2)] äëÿ áóäü-ÿêèõ ℓ1, ℓ2 ∈ ℒ.

Îòæå,𝐻 ¹ ãîìîìîðôiçìîì, à éîãî îáìåæåííÿ íà ℒ ¹ ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð

Ëi 𝐻 : ℒ → 𝐿.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝑣 : 𝒜 → R𝑛, ùî çàäà¹òüñÿ òàê:

𝑣(𝑎) = 𝐻(𝑎)𝐸(𝑥)
⃒⃒
𝑥=0,𝑡=0

, 𝑎 ∈ 𝒜.

Óðàõîâóþ÷è (1.23), îòðèìó¹ìî, ùî 𝑣 çàäà¹òüñÿ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ ÿê

𝑣(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) =

(−1)𝑘

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥)

⃒⃒
𝑥=0,𝑡=0

= 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
, (2.41)

äå 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
� âåêòîðíi êîåôiöi¹íòè 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

ó ðÿäi (2.29), òîáòî

𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝑢) =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
)𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢). (2.42)

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ 𝑣 òåæ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè óìîâó, àíàëîãi÷íó óìîâi

Ðàøåâñüêîãî-×æîó (1.36):

𝑣(ℒ) = R𝑛. (2.43)

ßê i ó âèïàäêó ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìè,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (2.43), повнiстю неголономними.

Íà âiäìiíó âiä ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, äëÿ ñèñòåìè (2.25) âèêî-

íàííÿ öi¹¨ óìîâè íå îáîâ'ÿçêîâî îçíà÷à¹ локальну керованiсть (òîáòî ìî-

æëèâiñòü ïîòðàïëÿííÿ ç áóäü-ÿêî¨ òî÷êè äåÿêîãî îêîëó íóëÿ äî áóäü-ÿêî¨

iíøî¨ òî÷êè öüîãî îêîëó). Íàïðèêëàä, ñèñòåìà 𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥21 çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (2.43) (â íóëi), àëå î÷åâèäíî, ùî òî÷êè, ç ÿêèõ ìîæíà ïîòðàïèòè äî

íóëÿ, ìàþòü âiä'¹ìíó äðóãó êîîðäèíàòó.

Äëÿ ñèñòåìè (2.25) âèêîíàííÿ óìîâè (2.43) ãàðàíòó¹ локальну дося-

жнiсть, òîáòî çà ¨¨ âèêîíàííÿ ìíîæèíà òî÷îê, ç ÿêèõ ìîæíà ïîòðàïèòè

äî íóëÿ, ìà¹ íåïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü i íóëü ìiñòèòüñÿ ó çàìèêàííi öi¹¨

âíóòðiøíîñòi [148, 4]. Äàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ñèñòåìè, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü óìîâó (2.43).
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Àíàëîãi÷íî ëåìàì 2.2 i 2.3, îòðèìó¹ìî íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Лема 2.5. Ker(𝑣) ∩ ℒ є пiдалгеброю Лi в ℒ.

Лема 2.6. Якщо ℓ ∈ Ker(𝑣)∩ℒ, то ℓ𝑦 ∈ Ker(𝑣) для будь-якого 𝑦 ∈ 𝒜.

Ó ïîäàëüøîìó ìè óòî÷íèìî âêàçàíi âëàñòèâîñòi âiäîáðàæåííÿ 𝑣.

2.3 Однорiдна апроксимацiя i апроксимацiя у сенсi

швидкодiї

2.3.1 Ñèñòåìè, ëiíiéíi çà êåðóâàííÿì

Ïîíÿòòÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ñó÷àñíié òå-

îði¨ êåðóâàííÿ [5, 62, 79, 80, 50, 45, 53, 46]. ßê áóäå ïîêàçàíî äàëi, éîãî

ìîæíà ââåñòè áåçêîîðäèíàòíî, àëå ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî îçíà÷åííÿ, ùî âè-

êîðèñòîâó¹ ñïåöiàëüíi ¾ïðèâiëåéîâàíi¿ êîîðäèíàòè, â ÿêèõ äâi ñèñòåìè �

âèõiäíó i àïðîêñèìóþ÷ó � ìîæíà åôåêòèâíî ïîðiâíÿòè.

Ââåäåìî îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ â òåðìiíàõ âiäîáðàæåííÿ â

êiíåöü òðà¹êòîði¨.

Означення 2.12. Розглянемо повнiстю неголономну систему (2.1).

Повнiстю неголономна система

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖 ̂︀𝑋𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈(0) ⊂ R𝑛, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚 ∈ R, (2.44)

де векторнi поля ̂︀𝑋1(𝑥), . . . , ̂︀𝑋𝑚(𝑥) є дiйсно-аналiтичними в околi 𝑈(0),

називається однорiдною апроксимацiєю системи (2.1), якщо

(à) її вiдображення ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
є однорiдним, тобто iснує 𝜃0 > 0 i цiлi

числа 1 ≤ 𝑤1 ≤ · · · ≤ 𝑤𝑛, для яких

ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢1/𝜃) = 𝐷𝜃(ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚

(1, 𝑢))

для будь-якого 𝜃 ∈ (0, 𝜃0) i будь-якого 𝑢 ∈ 𝐵1, де 𝐷𝜃 — дилатацiя,

яка задається як 𝐷𝜃(𝑥) = (𝜃𝑤1𝑥1, . . . , 𝜃
𝑤𝑛𝑥𝑛)

T;
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(á) iснує така дiйсно-аналiтична замiна змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥) у вихiднiй

системi (для якої 𝑄(0) = 0, det𝑄′(0) ̸= 0), що ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
апроксимує

вiдображення в кiнець траєкторiї для вихiдної системи в нових ко-

ординатах; а саме, для довiльного 𝑢 ∈ 𝐵1

𝐷−1
𝜃

(︃
𝑄(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

(𝜃, 𝑢1/𝜃))− ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢1/𝜃)

)︃
→ 0 при 𝜃 → 0.

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî ñèñòåìà (2.44) çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè ïóíêòó (à) ïðè

𝜃 ∈ (0, 𝜃0), òî öi æ âèìîãè âèêîíóþòüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî 𝜃 > 0.

Òåïåð ïîâåðíåìîñü äî îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó, âàãè i ïðèâiëåéîâàíèõ êîîð-

äèíàò ç ïiäïóíêòó 1.2.2. Çàôiêñó¹ìî ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíó ñèñòåìó (2.1).

Äëÿ êîîðäèíàòíèõ ôóíêöié 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó ìî-

æå áóòè ïåðåôîðìóëüîâàíå çà äîïîìîãîþ ìíîæèíè âåêòîðiâ (2.5). À ñàìå,

ïîðÿäîê ôóíêöi¨ 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 � öå íàéìåíøå ÷èñëî 𝑘, äëÿ ÿêîãî (𝑐𝑗1...𝑗𝑘)𝑖 ̸= 0

äëÿ äåÿêèõ 1 ≤ 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ≤ 𝑚.

Öå ìîæíà òàêîæ âèðàçèòè â òåðìiíàõ çîáðàæåííÿ (2.3). À ñàìå, ïîðÿ-

äîê ôóíêöi¨ 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 � öå ìiíiìàëüíèé ïîðÿäîê iòåðîâàíîãî iíòåãðàëó

(2.4), ÿêèé âõîäèòü äî 𝑖-¨ êîìïîíåíòè ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.3) ç íåíóëüîâèì

êîåôiöi¹íòîì.

Êîîðäèíàòè ¹ ëiíiéíî àäàïòîâàíèìè, ÿêùî 𝑐(ℒ𝑘) = Lin{𝑒𝑣𝑖−1+1, . . . , 𝑒𝑣𝑖},
𝑖 = 1, . . . , 𝑝. Òîäi âàãà êîîðäèíàòè 𝑥𝑖 � öå ìiíiìàëüíèé ïîðÿäîê 𝑤𝑖 îäíî-

ðiäíîãî åëåìåíòà ç àëãåáðè Ëi ℓ ∈ ℒ𝑤𝑖, äëÿ ÿêîãî (𝑐(ℓ))𝑖 ̸= 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {𝑤1, . . . , 𝑤𝑛} îäíà é òà ñàìà äëÿ âñiõ ëiíiéíî
àäàïòîâàíèõ êîîðäèíàò.

Êîîðäèíàòè 𝑦 = 𝑄(𝑥), çãàäàíi â îçíà÷åííi 2.12, ¹ ïðèâiëåéîâàíèìè; ñàìå

ó òàêèõ êîîðäèíàòàõ àïðîêñèìóþ÷à ñèñòåìà íàáëèæà¹ âèõiäíó.

Îòæå, îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ � öå ñèñòåìà, ùî ¹ ïðîñòiøîþ çà âèõiäíó

(îäíîðiäíîþ), àëå äëÿ ÿêî¨ âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü òðà¹êòîði¨ ¹ áëèçüêèì äî

âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü òðà¹êòîði¨ äëÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè ïðè ìàëèõ 𝜃.

Приклад 2.2. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

𝑥̇1 = 𝑢1, 𝑥̇2 = (1 + 𝑥1)𝑢2, 𝑥̇3 = (12𝑥
2
1 + 𝑥2)𝑢2. (2.45)
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Î÷åâèäíî, âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋1 = (1, 0, 0)T i 𝑋2 = (0, 1 + 𝑥1,
1
2𝑥

2
1 + 𝑥2)

T ïîðî-

äæóþòü íiëüïîòåíòíó àëãåáðó Ëi:

[𝑋1, 𝑋2] = (0, 1, 𝑥1)
T, [[𝑋1, [𝑋1, 𝑋2]] = −[[𝑋2, [𝑋1, 𝑋2]] = (0, 0, 1)T,

à ðåøòà äóæîê Ëi äîðiâíþ¹ íóëþ. Î÷åâèäíî, âèõiäíi êîîðäèíàòè ¹ ëiíiéíî

àäàïòîâàíèìè, à ¨õ âàãè äîðiâíþþòü 𝑤1 = 𝑤2 = 1, 𝑤3 = 3. Àëå 𝑓(𝑥) = 𝑥3

ìà¹ ïîðÿäîê 2 çàâäÿêè äîäàíêó 𝑥2 𝜕
𝜕𝑥3

ó 𝑋2, òîáòî êîîðäèíàòè íå ¹ ïðèâi-

ëåéîâàíèìè. Öåé äîäàíîê ìîæíà âèêëþ÷èòè íåëiíiéíîþ çàìiíîþ çìiííèõ

𝑧1 = 𝑥1, 𝑧2 = 𝑥2, 𝑧3 = 𝑥3 − 1
2𝑥

2
2. Êðiì òîãî, äîäàíîê 𝑥1 𝜕

𝜕𝑥2
ó 𝑋2 ìà¹ ïîðÿäîê

0, îòæå, éîãî íå òðåáà âêëþ÷àòè â îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ. Ìîæíà áóëî á

ïðèïóñòèòè, ùî ñèñòåìà áåç óêàçàíèõ äîäàíêiâ

𝑦̇1 = 𝑢1, 𝑦̇2 = 𝑢2, 𝑥̇3 =
1
2𝑦

2
1𝑢2 (2.46)

¹ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ (2.45), àëå öå íå òàê. Äiéñíî, ïiñëÿ âêàçàíî¨

çàìiíè çìiííèõ ó âèõiäíié ñèñòåìi îòðèìó¹ìî ñèñòåìó

𝑦̇1 = 𝑢1, 𝑦̇2 = 𝑢2, 𝑥̇3 = (12𝑦
2
1 − 𝑦1𝑦2)𝑢2 (2.47)

ÿêà i ¹ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ. Íàñòóïíà áiëüø ñèìåòðè÷íà ñèñòåìà òà-

êîæ ¹ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ (2.45) (¨¨ ìîæíà îòðèìàòè çàìiíîþ òðå-

òüî¨ êîîðäèíàòè 𝑦′3 = 𝑦3 +
1
2𝑦1𝑦

2
2):

𝑦̇1 = 𝑢1, 𝑦̇2 = 𝑢2, 𝑥̇3 =
1
2𝑦

2
2𝑢1 +

1
2𝑦

2
1𝑢2 (2.48)

Îäíîþ ç îñíîâíèõ çàäà÷ äèñåðòàöi¨ ¹ âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨

àïðîêñèìàöi¨ i àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi øâèäêîäi¨. Íàâåäåìî òî÷íå îçíà÷åííÿ.

Означення 2.13. Розглянемо двi задачi швидкодiї

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡) ̂︀𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 0, 𝑥(𝜃) = 𝑠,
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) ≤ 1, 𝜃 → min, (2.49)

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 0, 𝑥(𝜃) = 𝑠,
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) ≤ 1, 𝜃 → min, (2.50)
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де векторнi поля ̂︀𝑋1(𝑥), . . . , ̂︀𝑋𝑚(𝑥) i 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) дiйсно-аналiтичнi в

околi нуля. Припустимо, що iснує така вiдкрита область Ω ⊂ R𝑛∖{0},
0 ∈ Ω, що задача (2.49) має єдиний розв’язок (̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) для довiльного 𝑠 ∈ Ω

(тобто ̂︀𝜃*𝑠 є оптимальним часом i ̂︀𝑢*𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑠 ] є оптимальним керу-

ванням для задачi (2.49)). Нехай {(𝜃*𝑠 , 𝑢*𝑠) : 𝑢*𝑠 ∈ 𝑈 *
𝑠 } позначає множину

розв’язкiв (2.50) (тобто 𝑈 *
𝑠 — множина всiх оптимальних керувань для

задачi (2.50)).

Ми кажемо, що задача швидкодiї (2.49) апроксимує задачу швидкодiї

(2.50) (в областi Ω), якщо iснує таке невироджене перетворення 𝑄 околу

нуля в R𝑛, 𝑄(0) = 0, що

𝜃*𝑄(𝑠)̂︀𝜃*𝑠 → 1 при 𝑠→ 0, 𝑠 ∈ Ω, (2.51)

1

𝜃

∫ 𝜃
0

|𝑢*𝑄(𝑠)𝑖(𝑡)− ̂︀𝑢*𝑠𝑖(𝑡)|𝑑𝑡→ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, при 𝑠→ 0, 𝑠 ∈ Ω, (2.52)

для всiх 𝑢*𝑄(𝑠) ∈ 𝑈 *
𝑄(𝑠), де 𝜃 = min{̂︀𝜃*𝑠 , 𝜃*𝑄(𝑠)}.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïiñëÿ ïåâíî¨ çàìiíè çìiííèõ ó ñèñòåìi (2.50) ïðè ìàëèõ

𝑠 ∈ Ω îïòèìàëüíèé ÷àñ i îïòèìàëüíi êåðóâàííÿ â çàäà÷àõ (2.49) i (2.50)

ñòàþòü àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåíòíèìè ÿê ôóíêöi¨ êiíöåâî¨ òî÷êè.

Ó ïóíêòi 4.2.3 áóäå äîâåäåíî, ùî çà ïåâíèõ óìîâ çàäà÷à øâèäêîäi¨ äëÿ

îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ àïðîêñèìó¹ çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ âèõiäíî¨ ñèñòå-

ìè. Öå îçíà÷à¹, ùî çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè ìîæíà çâîäèòè

äî ïðîñòiøî¨ � îäíîðiäíî¨ � çàäà÷i øâèäêîäi¨.

2.3.2 Ñèñòåìè, àôiííi çà êåðóâàííÿì

Äëÿ ñèñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì, ìîæíà ââåñòè îçíà÷åííÿ îäíîði-

äíî¨ àïðîêñèìàöi¨, àíàëîãi÷íå îçíà÷åííþ 2.12.

Означення 2.14. Розглянемо повнiстю неголономну систему (2.25).

Повнiстю неголономна система

𝑥̇ = ̂︀𝑎(𝑡, 𝑥) +̂︀𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢, ̂︀𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, (2.53)
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де векторнi поля ̂︀𝑎(𝑡, 𝑥), ̂︀𝑏(𝑡, 𝑥) є дiйсно-аналiтичними в околi нуля, нази-

вається однорiдною апроксимацiєю системи (2.25), якщо

(à) її вiдображення 𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏 є однорiдним, тобто iснує 𝜃0 > 0 i цiлi числа

1 ≤ 𝑤1 ≤ · · · ≤ 𝑤𝑛, для яких

𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏(𝜃, 𝑢1/𝜃) = 𝐷𝜃(𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏(1, 𝑢))
для будь-якого 𝜃 ∈ (0, 𝜃0) i будь-якого 𝑢 ∈ 𝐵1, де 𝐷𝜃 — дилатацiя,

яка задається як 𝐷𝜃(𝑧) = (𝜃𝑤1𝑧1, . . . , 𝜃
𝑤𝑛𝑧𝑛)

T;

(á) iснує така дiйсно-аналiтична замiна змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥) у вихiднiй

системi (для якої 𝑄(0) = 0, det𝑄′(0) ̸= 0), що 𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏 апроксимує вiд-
ображення до початку траєкторiї для вихiдної системи в нових ко-

ординатах у такому сенсi: для довiльного 𝑢 ∈ 𝐵1

𝐷−1
𝜃

(︃
𝑄(𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝑢

1/𝜃))− 𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏(𝜃, 𝑢1/𝜃)
)︃

→ 0 при 𝜃 → 0.

Òîáòî îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ � öå îäíîðiäíà ñèñòåìà, äëÿ ÿêî¨ âiä-

îáðàæåííÿ äî ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ ¹ áëèçüêèì äî âiäîáðàæåííÿ äî ïî÷àòêó

òðà¹êòîði¨ äëÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè ïðè ìàëèõ 𝜃.

ßê i ó âèïàäêó ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì, âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî

çâ'ÿçîê öi¹¨ àïðîêñèìàöi¨ ç àïðîêñèìàöi¹þ ó ñåíñi øâèäêîäi¨. Öå ïèòàííÿ

áóäå äîñëiäæåíå ó ïiäðîçäiëi 5.2.

Висновки до роздiлу 2

Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòî äâà êëàñè äiéñíî-àíàëiòè÷íèõ íåëiíiéíèõ ñè-

ñòåì � ñèñòåìè, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè àáî àôiííèìè çà êåðóâàííÿì. Äëÿ íèõ

îòðèìàíi òà îáãîâîðåíi çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ ó êiíåöü àáî äî ïî÷àòêó òðà-

¹êòîði¨ ó âèãëÿäi ðÿäó ôóíêöiîíàëiâ çi ñòàëèìè âåêòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òàêèì ÷èíîì, ó ðîçäiëi ïðîâåäåíèé ïîïåðåäíié àíàëiç ñèñòåì ç ðîçãëÿíóòèõ

êëàñiâ, ÿêèé äîçâîëèòü ó ïîäàëüøîìó äîñëiäæåííi çàëó÷èòè àëãåáðà¨÷íi

ìåòîäè.
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Äåòàëüíiøå, ó ïiäðîçäiëi 2.1 ðîçãëÿíóòî ñèñòåìè, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè çà

êåðóâàííÿì. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ¨õ ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè â îêîëi ôiêñîâàíî¨

òî÷êè (ïî÷àòîê êîîðäèíàò) ââåäåíèé îïåðàòîð ó êiíåöü òðà¹êòîði¨ i ðîç-

ãëÿíóòî éîãî ðîçâèíåííÿ â ðÿä iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ çi ñòàëèìè âåêòîðíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ñèñòåìîþ. Âêàçàíî, ùî iòåðîâàíi ií-

òåãðàëè óòâîðþþòü âiëüíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó; âêàçàíi äåÿêi âëàñòèâîñòi

êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 ðîçãëÿíóòî (íåñòàöiîíàðíi) ñèñòåìè, ÿêi ¹ àôiííèìè çà

êåðóâàííÿì. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ¨õ ëîêàëüíî¨ ïîâåäiíêè â îêîëi ôiêñîâàíî¨

òî÷êè ñïîêîþ (ïî÷àòîê êîîðäèíàò) ââåäåíèé îïåðàòîð äî ïî÷àòêó òðà¹-

êòîði¨ i ðîçãëÿíóòî éîãî ðîçâèíåííÿ â ðÿä íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ

çi ñòàëèìè âåêòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ñèñòåìîþ. Âêàçà-

íî, ùî íåëiíiéíi ñòåïåíåâi ìîìåíòè óòâîðþþòü âiëüíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó;

âêàçàíi äåÿêi âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 íàâåäåíî îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨, ÿêà âiäi-

ãðà¹ îñíîâíó ðîëü ó ïîäàëüøîìó, à òàêîæ ââåäåíå ïîíÿòòÿ àïðîêñèìàöi¨ ó

ñåíñi øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó ðîáîòàõ [35, 132, 134, 137].



РОЗДIЛ 3

АЛГЕБРАЇЧНА АПРОКСИМАЦIЯ ФОРМАЛЬНОГО РЯДУ

В АБСТРАКТНIЙ АЛГЕБРI

Ó ðîçäiëi 2 áóëî ïîêàçàíî, ùî ëîêàëüíèé àíàëiç íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ëi-

íiéíèõ àáî àôiííèõ çà êåðóâàííÿì, ìîæíà çâåñòè äî äîñëiäæåííÿ ðÿäiâ

ó âiëüíié àñîöiàòèâíié àëãåáði. Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ àáñòðàêòíi

àíàëîãè òàêèõ ðÿäiâ. Âèâ÷àþòüñÿ áàçèñè âiëüíî¨ àëãåáðè, ÿêi âèêîðèñòîâó-

þòü âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ðÿäó. Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñè-

ìàöi¨ ðÿäó. Îòðèìàíèé îïèñ óñiõ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié i âñiõ âiäïîâiä-

íèõ ïåðåòâîðåíü.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó âèêëàäåíi â ðîáîòàõ [129, 132, 134, 82, 137].

Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ öi ðåçóëüòàòè áóäóòü çàñòîñîâàíi äî ïîáóäîâè

îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié i ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò äëÿ íåëiíiéíèõ ñè-

ñòåì, ëiíiéíèõ àáî àôiííèõ çà êåðóâàííÿì.

3.1 Формальнi ряди, ядерна пiдалгебра Лi i лiвий iдеал

3.1.1 Ðîçêëàä àñîöiàòèâíî¨ àëãåáðè âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó

Ïîâåðíåìîñü äî ïîçíà÷åíü ïiäðîçäiëó 1.3. À ñàìå, ðîçãëÿíåìî ìíîæè-

íó ëiòåð {𝜁𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼}, äå 𝐼 � ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà ìíîæèíà; íåõàé

𝜁𝑖1...𝑖𝑘 = 𝜁𝑖1 · · · 𝜁𝑖𝑘 ïîçíà÷àþòü ñëîâà (ðÿäêè ëiòåð). Ðîçãëÿíåìî âiëüíó àë-

ãåáðó A � ëiíiéíó îáîëîíêó íàä R ìíîæèíè ñëiâ ç îïåðàöi¹þ êîíêàòåíà-

öi¨ (1.38). Íåõàé ãðàäóþâàííÿ (1.39), (1.40) â A çàäà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ëi-

òåð ord(𝜁𝑖), ïðè÷îìó ìè ââàæà¹ìî, ùî порядок кожної лiтери є нату-

ральним числом, ord(𝜁𝑖) ∈ N. Òîäi ïîðÿäîê áóäü-ÿêîãî ñëîâà ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑘) =

ord(𝜁𝑖1) + · · ·+ ord(𝜁𝑖𝑘) òåæ ¹ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì.

Äàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå òàêi ãðàäóþâàííÿ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

íàñòóïíó óìîâó.
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Припущення 3.1. Усi однорiднi пiдпростори

A𝑚 = Lin{𝜁𝑖1...𝑖𝑘 : ord(𝜁𝑖1) + · · ·+ ord(𝜁𝑖𝑘) = 𝑚}, 𝑚 ≥ 1,

є скiнченновимiрними.

Çàóâàæèìî, ùî öÿ óìîâà àâòîìàòè÷íî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ àëãåáð i ãðàäóþ-

âàíü, ÿêi âiäïîâiäàþòü ëiíiéíèì i àôiííèì ñèñòåìàì: ÿêùî 𝐼 = {1, . . . ,𝑚},
ord(𝜁𝑖) = 1 i ÿêùî 𝐼 = N ∪ {0}, ord(𝜁𝑖) = 𝑖+ 1.

Çðó÷íî äîïîâíèòè àëãåáðó A îäèíè÷íèì åëåìåíòîì 1 (ïîðîæíiì ñëî-

âîì) i ðîçãëÿäàòè àëãåáðó ç îäèíèöåþ A𝑒 = A + R, ââàæàþ÷è, ùî 1 · 𝑎 =

𝑎·1 = 𝑎 äëÿ âñiõ 𝑎 ∈ A𝑒. Ïîðÿäîê ïîðîæíüîãî ñëîâà ìè ââàæà¹ìî íóëüîâèì,

ord(1) = 0.

Äàëi äëÿ çðó÷íîñòi äîìîâèìîñü, ùî 𝜁𝑖𝑝...𝑖𝑞 = 1, ÿêùî 𝑝 > 𝑞.

Ââåäåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨·, ·⟩ â A çà îçíà÷åííÿì (1.45). Çàóâàæèìî,

ùî çà öèì îçíà÷åííÿì îäíîðiäíi ïiäïðîñòîðè A𝑘 ¹ îðòîãîíàëüíèìè îäèí

îäíîìó. Äàëi ìè iíîäi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷êó ⊕ äëÿ îðòîãî-

íàëüíèõ ñóì.

Ðîçãëÿíåìî òàñóþ÷èé äîáóòîê â àëãåáði A (îçíà÷åííÿ 1.5). Ïðîäîâæèìî

éîãî íà àëãåáðó A𝑒, ââàæàþ÷è, ùî 1ш 𝑎 = 𝑎ш 1 = 𝑎 äëÿ äîâiëüíîãî 𝑎 ∈ A𝑒.

Òîäi îçíà÷åííÿ 1.5 ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàê.

Означення 3.1. Тасуючий добуток ш в алгебрi A задається на бази-

сних елементах рекурентною формулою

𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑟 = (𝜁𝑖1...𝑖𝑘−1
ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑟) 𝜁𝑖𝑘 + (𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑟−1

) 𝜁𝑗𝑟 , 𝑘, 𝑟 ≥ 1, (3.1)

або, що те ж саме,

𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑟 = 𝜁𝑖1(𝜁𝑖2...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑟) + 𝜁𝑗1(𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗2...𝑗𝑟), 𝑘, 𝑟 ≥ 1, (3.2)

i продовжується на всю алгебру A за лiнiйнiстю.

Öi ôîðìóëè ïðèïóñêàþòü óçàãàëüíåííÿ, ÿêå ìîæíà îòðèìàòè ç îçíà÷å-

ííÿ 1.4.
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Лема 3.1. Для будь-якого 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑘 + 𝑟 виконуються рiвностi

𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑟 =
∑︁

0≤𝑞≤𝑘, 0≤𝑡≤𝑟
𝑞+𝑡=𝑠

(𝜁𝑖1...𝑖𝑞 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑡)(𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟). (3.3)

(Ïðè 𝑠 = 0 àáî 𝑠 = 𝑘+ 𝑟 íåìà¹ ÷îãî äîâîäèòè, à ïðè 𝑠 = 1 àáî 𝑠 = 𝑘+ 𝑟−1

îòðèìó¹ìî îçíà÷åííÿ 3.1.)

Äàëi ìè ñêîðèñòà¹ìîñü iíøèì òâåðäæåííÿì, ÿêå âðàõîâó¹ ãðàäóþâàííÿ

i ÿêå òåæ ìîæíà îòðèìàòè ç îçíà÷åííÿ 1.4.

Лема 3.2. Нехай ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑘) + ord(𝜁𝑗1...𝑗𝑟) = 𝑚. Тодi для будь-якого

1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚− 1 виконуються рiвностi

𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑟 =
∑︁

ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑞
𝜁𝑗1...𝑗𝑡

)=𝑠

0≤𝑞≤𝑘, 0≤𝑡≤𝑟

(𝜁𝑖1...𝑖𝑞 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑡)(𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟) + 𝑧, (3.4)

де ⟨𝑧, 𝑎𝑏⟩ = 0 для будь-яких 𝑎 ∈ A𝑠, 𝑏 ∈ A𝑚−𝑠.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè ord(𝜁𝑖) = 1 îòðèìó¹ìî ëåìó 3.1. (Ó öüîìó âèïàäêó

Lin{𝑎𝑏 : 𝑎 ∈ A𝑠, 𝑏 ∈ A𝑚−𝑠} = A𝑚, òîìó àâòîìàòè÷íî 𝑧 = 0.)

Ðîçãëÿíåìî âiëüíó àëãåáðó Ëi (1.42), ÿêà ïîðîäæåíà òèìè ñàìèìè åëå-

ìåíòàìè {𝜁𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼}, ç îïåðàöi¹þ äóæîê Ëi (1.41). Çàçíà÷èìî, ùî àëãåáðà

Ëi L óñïàäêîâó¹ ãðàäóþâàííÿ âiä àëãåáðè A, îòæå,

L =
∞∑︁
𝑚=1

L𝑚, äå L𝑚 = L ∩ A𝑚, 𝑚 ≥ 1.

Çàçíà÷èìî, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îäíîðiäíi ïiäïðîñòîðè L𝑚 íå çáiãàþ-

òüñÿ ç ïiäïðîñòîðàìè L𝑘 ç îçíà÷åííÿ (1.42) (àëå öå òàê, ÿêùî ord(𝜁𝑖) = 1).

Çà òåîðåìîþ Ð. Ði 1.5, åëåìåíò ℓ ∈ A íàëåæèòü àëãåáði Ëi L òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ îðòîãîíàëüíèì òàñóþ÷îìó äîáóòêó áóäü-ÿêèõ äâîõ

åëåìåíòiâ ç A, òîáòî ⟨ℓ, 𝑎1ш 𝑎2⟩ = 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ 𝑎1, 𝑎2 ∈ A. Iíøèìè

ñëîâàìè,

L = (AшA)⊥,
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äå ïîçíà÷êà ⊥ îçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ. Îñêiëüêè îäíîðiäíi ïiä-

ïðîñòîðè A𝑚 ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè (çà ïðèïóùåííÿì 3.1) i îðòîãîíàëüíèìè

îäèí îäíîìó, äëÿ áóäü-ÿêîãî ïiäïðîñòîðó ìà¹ìî ðîçêëàä

A𝑚 = L𝑚 ⊕ Lin
{︀
A𝑖
шA𝑚−𝑖 : 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1

}︀
, 𝑚 ≥ 1. (3.5)

Îòæå,

A = L⊕ Lin{AшA}. (3.6)

Íåâàæêî äîâåñòè ïî iíäóêöi¨, êîðèñòóþ÷èñü (3.5), ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî𝑚 ≥ 1

A𝑚 = L𝑚 ⊕ Lin
{︀
L𝑖1 ш · · ·шL𝑖𝑞 : 𝑞 ≥ 2, 𝑖1 + · · ·+ 𝑖𝑞 = 𝑚, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑞 ≥ 1

}︀
.

Çðó÷íî çàïèñóâàòè öåé ðîçêëàä ó âèãëÿäi

A𝑚 = L𝑚 ⊕ (L𝑠ℎ ∩ A𝑚), 𝑚 ≥ 1, (3.7)

äå

L𝑠ℎ = Lin{𝑧1ш · · ·ш 𝑧𝑞 : 𝑞 ≥ 2, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑞 ∈ L},

àáî, êîðîòøå,

A = L⊕ L𝑠ℎ. (3.8)

3.1.2 Êëàñ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñèñòåìàìè

Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ôîðìàëüíi ðÿäè â àëãåáði A âèãëÿäó

𝒵𝑔 =
∑︁

𝑘≥1,𝑖1,...,𝑖𝑘∈𝐼

𝑔𝑖1...𝑖𝑘𝜁𝑖1...𝑖𝑘, (3.9)

äå 𝑔𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R𝑛 � ñòàëi âåêòîðè. Äëÿ îïèñó ôîðìàëüíîãî ðÿäó çðó÷íî ââåñòè

ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝑔 : A → R𝑛, ÿêå çàäà¹òüñÿ íà ñëîâàõ ôîðìóëîþ

𝑔(𝜁𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑔𝑖1...𝑖𝑘, 𝑘 ≥ 1, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ 𝐼. (3.10)

(Ìîæíà ïîøèðèòè öå âiäîáðàæåííÿ íà A𝑒, ââàæàþ÷è 𝑔(1) = 0.)

Îñêiëüêè íàñ áóäóòü öiêàâèòè ëèøå ðÿäè, ÿêi âiäïîâiäàþòü êåðîâàíèì

ñèñòåìàì, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè âiäîáðàæåííÿ 𝑔, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi

óìîâè.
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Припущення 3.2. Лiнiйне вiдображення 𝑔 : A → R𝑛 задовольняє та-

кi умови:

1) 𝑔(L) = R𝑛;

2) якщо 𝑔(ℓ) = 0 для деякого ℓ ∈ L, то 𝑔(𝑧ℓ) = 0 для всiх 𝑧 ∈ A.

Âèìîãà 1 âèðàæà¹ óìîâó Ðàøåâñüêîãî-×æîó ((2.23), (2.43)), à âèìî-

ãà 2 � óìîâó ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó ó âèãëÿäi ñèñòåìè (äèâ. ëåìè 2.3, 2.6).

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó àôiííèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì (ðîçäië 5) çàìiñòü

äîáóòêó 𝑧ℓ òðåáà ðîçãëÿäàòè äîáóòîê ℓ𝑧 (çàóâàæåííÿ 5.1).

3.1.3 ßäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi

Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòîðè L âèãëÿäó

𝒫𝑘 = {ℓ ∈ L𝑘 : 𝑔(ℓ) ∈ 𝑔(L1 + · · ·+ L𝑘−1)}, 𝑘 ≥ 1, (3.11)

äå ïðè 𝑘 = 1 ìà¹òüñÿ íà óâàçi 𝒫1 = {ℓ ∈ L1 : 𝑔(ℓ) = 0}, i íåõàé

L𝑔 =
∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘. (3.12)

Лема 3.3. L𝑔 ⊂ L є градуйованою пiдалгеброю Лi.

Доведення. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äóæêè Ëi äâîõ îäíîðiäíèõ åëåìåíòiâ

ç L𝑔 íàëåæàòü L𝑔. Íåõàé ℓ1, ℓ2 ∈ L𝑔 � îäíîðiäíi åëåìåíòè, òîáòî ℓ𝑖 ∈ 𝒫𝑘𝑖,

äå 𝑘𝑖 = ord(ℓ𝑖), 𝑖 = 1, 2. Òîäi 𝑔(ℓ𝑖) ∈ 𝑔(L1 + · · · + L𝑘𝑖−1). Öå îçíà÷à¹, ùî

iñíóþòü äâà òàêi åëåìåíòè ℓ′𝑖 ∈ L1 + · · · + L𝑘𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, ùî 𝑔(ℓ𝑖) = 𝑔(ℓ′𝑖),

òîáòî 𝑔(ℓ𝑖 − ℓ′𝑖) = 0, 𝑖 = 1, 2. Çà óìîâîþ 2 ïðèïóùåííÿ 3.2,

𝑔([ℓ1 − ℓ′1, ℓ2 − ℓ′2]) = 𝑔((ℓ1 − ℓ′1)(ℓ2 − ℓ′2))− 𝑔((ℓ2 − ℓ′2)(ℓ1 − ℓ′1)) = 0.

Îòæå,

𝑔([ℓ1, ℓ2]) = 𝑔([ℓ1 − ℓ′1, ℓ2 − ℓ′2]) + 𝑔([ℓ′1, ℓ2] + [ℓ1, ℓ
′
2]− [ℓ′1, ℓ

′
2]) =

= 𝑔([ℓ′1, ℓ2] + [ℓ1, ℓ
′
2]− [ℓ′1, ℓ

′
2]) ∈ 𝑔(L1 + · · ·+ L𝑘1+𝑘2−1),
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òîáòî [ℓ1, ℓ2] ∈ 𝒫𝑘1+𝑘2 ⊂ L𝑔. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî L𝑔 ¹ ïiäàëãåáðîþ Ëi.

Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî L𝑔 ¹ ãðàäóéîâàíîþ çà îçíà÷åííÿì. �

Íàñòóïíå ïîíÿòòÿ ¹ îäíèì ç öåíòðàëüíèõ ïîíÿòü äèñåðòàöi¨.

Означення 3.2. Ми називаємо L𝑔 ядерною пiдалгеброю Лi, що вiдпо-

вiдає ряду (3.9) або, що те ж саме, вiдображенню 𝑔 вигляду (3.10).

Ïîÿñíèìî íàçâó ¾ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi¿. Ïî-ïåðøå, çàóâàæèìî, ùî âiä-

îáðàæåííÿ 𝑔 : L → R𝑛 iíäóêó¹ ôiëüòðàöiþ â R𝑛:

R𝑛 =

𝑝⋃︁
𝑖=1

𝑔(L1 + · · ·+ L𝑖),

äå 𝑝 � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

𝑝∑︁
𝑘=1

𝑔(L𝑘) = R𝑛 (3.13)

(éîãî iñíóâàííÿ âèïëèâà¹ ç âèìîãè 1 ïðèïóùåííÿ 3.2). Ââåäåìî âiäïîâiäíå

ãðàäóþâàííÿ â R𝑛. À ñàìå, ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-ïðîñòîðè

[𝑔(L1)] = 𝑔(L1), [𝑔(L𝑖)] = 𝑔(L𝑖)/𝑔(L1 + · · ·+ L𝑖−1), 𝑖 = 2, . . . , 𝑝,

òîäi ïðÿìà ñóìà

𝑉 𝑛 = [𝑔(L1)] + · · ·+ [𝑔(L𝑝)]

çàäà¹ ãðàäóéîâàíèé ëiíiéíèé ïðîñòið, içîìîðôíèé ôiëüòðîâàíîìó ïðîñòîðó

R𝑛. Ðîçãëÿíåìî iíäóêîâàíå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝐺 : L → 𝑉 𝑛, ÿêå äëÿ

ℓ ∈ L𝑖 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê 𝐺(ℓ) = [𝑔(ℓ)] ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑝 i 𝐺(ℓ) = 0 ïðè

𝑖 ≥ 𝑝+ 1. Òîäi L𝑔 äîðiâíþ¹ ÿäðó 𝐺, òîáòî L𝑔 = Ker(𝐺).

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî Im(𝐺) = 𝑉 𝑛 içîìîðôíèé L/Ker(𝐺). Çîêðåìà,

îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ëåìó.

Лема 3.4. Пiдпростiр L𝑔 має ковимiрнiсть 𝑛 у просторi L.

Доведення. Íàâåäåìî äîâåäåííÿ, ùî íå âèêîðèñòîâó¹ ïîäàíi âèùå ìið-

êóâàííÿ.
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Äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑘 ≥ 1 ðîçêëàäåìî L𝑘 ó ïðÿìó ñóìó L𝑘 = 𝒫𝑘 +ℳ𝑘, äå

ïiäïðîñòiðℳ𝑘 � äîâiëüíå äîïîâíåííÿ 𝒫𝑘 äî L𝑘. Çàóâàæèìî, ùîℳ𝑘 = {0}
äëÿ âñiõ 𝑘 ≥ 𝑝+1, äå 𝑝 âèçíà÷à¹òüñÿ (3.13). Îòæå, L ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ïðÿìó

ñóìó

L = L𝑔 +
𝑝∑︀
𝑖=1

ℳ𝑖.

Çà îçíà÷åííÿì, 𝑔(𝒫𝑘) ⊂ 𝑔(
𝑘−1∑︀
𝑖=1

L𝑖). Ïî iíäóêöi¨ ëåãêî äîâåñòè, ùî

𝑔(
𝑘∑︀
𝑖=1

L𝑖) = 𝑔(
𝑘∑︀
𝑖=1

ℳ𝑖) i dim 𝑔(
𝑘∑︀
𝑖=1

ℳ𝑖) =
𝑘∑︀
𝑖=1

dim 𝑔(ℳ𝑖) ïðè 𝑘 ≥ 1,

à îòæå, çà óìîâîþ 1 ïðèïóùåííÿ 3.2,
𝑝∑︀
𝑖=1

dim 𝑔(ℳ𝑖) = dim 𝑔(L) = 𝑛. Êðiì

òîãî, ç îçíà÷åííÿ 𝒫𝑘 i ℳ𝑘 âèïëèâà¹, ùî

dim 𝑔(ℳ𝑘) = dimℳ𝑘 ïðè 𝑘 ≥ 1,

à îòæå,

codimL𝑔 =

𝑝∑︁
𝑖=1

ℳ𝑖 =

𝑝∑︁
𝑖=1

dim 𝑔(ℳ𝑖) = 𝑛.

�

Наслiдок 3.1. Якщо однорiднi елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ L є такими, що

L = Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑛}+ L𝑔, (3.14)

то вектори 𝑔(ℓ1), . . . , 𝑔(ℓ𝑛) лiнiйно незалежнi.

Доведення. Çà ëåìîþ 3.4, codimL𝑔 = 𝑛. Îòæå, ñóìà â ðîçêëàäi (3.14)

ïðÿìà i åëåìåíòè ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ëiíiéíî íåçàëåæíi. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíî-

ñòi ââàæàòèìåìî, ùî ord(ℓ1) ≤ · · · ≤ ord(ℓ𝑛). Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðè

𝑔(ℓ1), . . . , 𝑔(ℓ𝑛) ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè. Òîäi äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ìà¹ìî

𝑔(ℓ𝑘) =
𝑘−1∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔(ℓ𝑖), äå 𝛼𝑖 ∈ R (ïðè 𝑘 = 1 öå îçíà÷à¹, ùî 𝑔(ℓ1) = 0). Íåõàé

1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑘 � òàêå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî ord(ℓ𝑘) = · · · = ord(ℓ𝑘−𝑞+1) > ord(ℓ𝑘−𝑞)

(ïðè 𝑞 = 𝑘 öå îçíà÷à¹, ùî ord(ℓ𝑘) = ord(ℓ1)). Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíèé åëå-

ìåíò ℓ = ℓ𝑘 −
𝑞∑︀
𝑗=2

𝛼𝑘−𝑗+1ℓ𝑘−𝑗+1, ïîçíà÷èìî 𝑟 = ord(ℓ). Îñêiëüêè ℓ1, . . . , ℓ𝑛
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ëiíiéíî íåçàëåæíi, ℓ ̸= 0. Àëå 𝑔(ℓ) =
𝑘−𝑞∑︀
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔(ℓ𝑖), îòæå, ℓ ∈ 𝒫𝑟 ⊂ L𝑔, ùî

ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ñóìà â (3.14) ¹ ïðÿìîþ. �

3.1.4 Ëiâèé iäåàë, ùî ïîðîäæåíèé ðÿäîì

Íàñòóïíå ïîíÿòòÿ ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ïîíÿòü äèñåðòàöi¨.

Означення 3.3. Пiдпростiр

J𝑔 = Lin{A𝑒 L𝑔} = Lin{𝑦ℓ : 𝑦 ∈ A𝑒, ℓ ∈ L𝑔}

називається лiвим iдеалом, що вiдповiдає ряду (3.9) або, що те ж саме,

вiдображенню 𝑔 вигляду (3.10).

Çà îçíà÷åííÿì ëiâèé iäåàë ¹ ãðàäóéîâàíèì, òîáòî

J𝑔 =
∞∑︁
𝑘=1

(J𝑔 ∩ A𝑘). (3.15)

Лема 3.5. Якщо 𝑎 ∈ J𝑔 ∩ A𝑘, то 𝑔(𝑎) ∈ 𝑔(A1 + · · ·+ A𝑘−1).

Доведення. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè åëåìåíòè âèãëÿäó 𝑎 = 𝑧ℓ, äå ℓ ∈ 𝒫𝑠 =

L𝑔 ∩ A𝑠 i 𝑧 ∈ A𝑘−𝑠 äëÿ äîâiëüíîãî 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑘. Îñêiëüêè ℓ ∈ 𝒫𝑠, iñíó¹ òàêèé

åëåìåíò ℓ′ ∈ L1 + · · ·+L𝑠−1, äëÿ ÿêîãî 𝑔(ℓ− ℓ′) = 0. (Ïðè 𝑠 = 1 îòðèìó¹ìî

ℓ′ = 0.) Îòæå, çà óìîâîþ 2 ïðèïóùåííÿ 3.2, 𝑔(𝑧(ℓ−ℓ′)) = 0, çâiäêè âèïëèâà¹

𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑧ℓ) = 𝑔(𝑧ℓ′) ∈ 𝑔(A1 + · · ·+ A𝑘−1). �

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ 𝑎 ∈ J𝑔 ∩ A1 îòðèìó¹ìî 𝑔(𝑎) = 0.

3.1.5 Îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ ðÿäó

Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíèé ðÿä (3.9), ÿêèé çàäà¹òüñÿ ëiíiéíèì âiäîáðàæå-

ííÿì 𝑔 : A → R𝑛. Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíå ïåðåòâîðåííÿ

𝑦 = 𝑄(𝑥) =
∞∑︁
𝑞=1

1

𝑞!
𝑄(𝑞)(0)𝑥𝑞 =

∞∑︁
𝑞=1

∑︁
𝑗1+···+𝑗𝑛=𝑞

1

𝑗1! · · · 𝑗𝑛!
𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝑄(0)

𝜕𝑥𝑗11 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑛𝑛
𝑥𝑗11 · · ·𝑥𝑗𝑛𝑛

(3.16)
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i çàñòîñó¹ìî éîãî äî ðÿäó 𝒵𝑔 = 𝒵 = (𝒵1, . . . ,𝒵𝑛)
T, ââàæàþ÷è, ùî âñi äîáó-

òêè ¹ òàñóþ÷èìè:

𝑄(𝒵) =
∞∑︁
𝑞=1

∑︁
𝑗1+···+𝑗𝑛=𝑞

1

𝑗1! · · · 𝑗𝑛!
𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝑄(0)

𝜕𝑥𝑗11 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑛𝑛
𝒵ш𝑗11 ш · · ·ш𝒵ш𝑗𝑛𝑛 . (3.17)

Çàçíà÷èìî, ùî òàêi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäó âiäïîâiäàþòü çàìiíàì çìiííèõ ó

íåëiíiéíié ñèñòåìi, äèâ. (2.18).

Зауваження 3.1. З припущення 3.1 випливає, що для знаходження

доданкiв ряду у правiй частинi (3.17) заданого порядку треба виконати

скiнченну кiлькiсть дiй.

Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ îïèñó¹ àáñòðàêòíèé àíàëîã ïîíÿòòÿ îäíîðiäíî¨

àïðîêñèìàöi¨ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì.

Означення 3.4. Нехай заданий ряд 𝒵𝑔 вигляду (3.9), який задоволь-

няє припущення 3.2. Ми кажемо, що ряд 𝒵̂︀𝑔 (такого ж вигляду) є одно-

рiдною апроксимацiєю ряду 𝒵𝑔 (а вiдповiдне вiдображення ̂︀𝑔 є однорiдною
апроксимацiєю вiдображення 𝑔), якщо:

1) (𝒵̂︀𝑔)𝑖 ∈ A𝑤𝑖, де 𝑤1 ≤ · · · ≤ 𝑤𝑛;

2) iснує перетворення 𝑦 = 𝑄(𝑥) вигляду (3.16), det𝑄′(0) ̸= 0, для

якого

(𝑄(𝒵𝑔))𝑖 = (𝒵̂︀𝑔)𝑖 + 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝜌𝑖 ∈
∞∑︀

𝑘=𝑤𝑖+1

A𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;

3) ̂︀𝑔(L) = R𝑛.

Ми називаємо перетворення 𝑦 = 𝑄(𝑥) апроксимуючим перетворенням

ряду 𝒵𝑔.

Âëàñòèâiñòü 1 îçíà÷à¹ îäíîðiäíiñòü, à âëàñòèâiñòü 2 � àïðîêñèìàöiþ.

Âëàñòèâiñòü 3 îçíà÷à¹ íåâèðîäæåíiñòü àïðîêñèìàöi¨ (äëÿ êåðîâàíèõ ñèñòåì

öÿ âèìîãà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà óìîâó Ðàøåâñüêîãî-×æîó). Çîêðåìà, àïðî-

êñèìàöiÿ 𝒵̂︀𝑔 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1 ïðèïóùåííÿ 3.2. Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî

âîíà òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2 ïðèïóùåííÿ 3.2 (íàñëiäîê 3.7).
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Çàçíà÷èìî, ùî àïðîêñèìóþ÷å ïåðåòâîðåííÿ ¹ àáñòðàêòíèì àíàëîãîì

ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçâèâà¹òüñÿ ïiäõiä, ùî äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè i êëàñèôi-

êóâàòè îäíîðiäíi àïðîêñèìàöi¨ ðÿäiâ i îïèñàòè óñi ìîæëèâi àïðîêñèìóþ÷i

ïåðåòâîðåííÿ 𝑦 = 𝑄(𝑥).

3.2 Базиси в асоцiативнiй алгебрi

3.2.1 Áàçèñ ëiâîãî iäåàëó

Çà ëåìîþ 3.4, ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi L𝑔 ìà¹ êîâèìiðíiñòü 𝑛 â L. Çàôiêñó-

¹ìî довiльну ìíîæèíó {ℓ1, . . . , ℓ𝑛} îäíîðiäíèõ åëåìåíòiâ L, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó

L = Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑛}+ L𝑔. (3.18)

Çà ëåìîþ 3.4, öÿ ñóìà ¹ ïðÿìîþ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî

ord(ℓ𝑖) ≤ ord(ℓ𝑗) ïðè 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛. (3.19)

Çàóâàæèìî, ùî порядки åëåìåíòiâ ℓ1, . . . , ℓ𝑛 âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî, îñêiëüêè

êiëüêiñòü òàêèõ åëåìåíòiâ ïîðÿäêó 𝑘 ≥ 1 äîðiâíþ¹ dim(L𝑘)− dim(𝒫𝑘).

Íåõàé {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 � îäíîðiäíèé áàçèñ L𝑔, òîäi {ℓ𝑗}∞𝑗=1 ¹ îäíîðiäíèì áàçè-

ñîì L.

Òåïåð ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ Ïóàíêàðå-Áiðêãîôà-Âiòòà 1.4, çà

ÿêîþ ìíîæèíà

{ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟 : 1 ≤ 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗𝑟, 𝑟 ≥ 1} (3.20)

óòâîðþ¹ áàçèñ A.

Лема 3.6. Множина

{ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟 : 𝑛+ 1 ≤ 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗𝑟, 𝑟 ≥ 1} (3.21)

утворює базис пiдалгебри

𝑁 = Lin{ℓ𝑖1 · · · ℓ𝑖𝑘 : 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≥ 𝑛+ 1, 𝑘 ≥ 1}. (3.22)



98

Доведення. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò âèãëÿäó

𝑥 = ℓ𝑞1 · · · ℓ𝑞𝑠, äå 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠 ≥ 𝑛+ 1,

äîðiâíþ¹ ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ (3.21).

Äëÿ 𝑠 = 1 öå î÷åâèäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî 𝑠 ≥ 2, i ââåäåìî íàñòóïíå

îçíà÷åííÿ. Ñêàæåìî, ùî ℓ𝑞𝑝1 i ℓ𝑞𝑝2 утворюють iнверсiю в 𝑥, ÿêùî 𝑝1 < 𝑝2

i 𝑞𝑝1 > 𝑞𝑝2. Íåõàé 𝑑 � êiëüêiñòü iíâåðñié â åëåìåíòi 𝑥; òîäi, î÷åâèäíî, 𝑑 ≤
𝑠(𝑠−1)

2 . Ñêàæåìî, ùî ïàðà (𝑠, 𝑑) ¹ iндексом åëåìåíòà 𝑥.

ßêùî iíäåêñ 𝑥 äîðiâíþ¹ (𝑠, 0), òî 𝑥 íàëåæèòü ìíîæèíi (3.21). Íåõàé

iíäåêñ 𝑥 äîðiâíþ¹ (𝑠, 𝑑) ç 𝑑 > 0, òîäi äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 − 1 ìà¹ìî

𝑞𝑖 > 𝑞𝑖+1. Òîäi

ℓ𝑞𝑖ℓ𝑞𝑖+1
= [ℓ𝑞𝑖, ℓ𝑞𝑖+1

] + ℓ𝑞𝑖+1
ℓ𝑞𝑖.

Çà îçíà÷åííÿì, 𝑞𝑖 ≥ 𝑛+1 i 𝑞𝑖+1 ≥ 𝑛+1, îòæå, åëåìåíòè ℓ𝑞𝑖 i ℓ𝑞𝑖+1
íàëåæàòü

ïiäàëãåáði Ëi L𝑔, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî [ℓ𝑞𝑖, ℓ𝑞𝑖+1
] ∈ L𝑔. Òàêèì ÷èíîì, [ℓ𝑞𝑖, ℓ𝑞𝑖+1

]

ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ ℓ𝑗 ç 𝑗 ≥ 𝑛+ 1, òîáòî

ℓ𝑞𝑖ℓ𝑞𝑖+1
=
∑︁
𝑗≥𝑛+1

𝛽𝑗ℓ𝑗 + ℓ𝑞𝑖+1
ℓ𝑞𝑖, 𝛽𝑗 ∈ R.

Ïîçíà÷àþ÷è

𝑦𝑗 = ℓ𝑞1 · · · ℓ𝑞𝑖−1
ℓ𝑗 ℓ𝑞𝑖+2

· · · ℓ𝑞𝑠, 𝑧 = ℓ𝑞1 · · · ℓ𝑞𝑖−1
ℓ𝑞𝑖+1

ℓ𝑞𝑖ℓ𝑞𝑖+2
· · · ℓ𝑞𝑠,

îòðèìó¹ìî

𝑥 =
∑︁
𝑗≥𝑛+1

𝛽𝑗𝑦𝑗 + 𝑧,

äå 𝑦𝑗 i 𝑧 íàëåæàòü (3.22) i, êðiì òîãî, iíäåêñ 𝑦𝑗 äîðiâíþ¹ (𝑠−1, 𝑑𝑗), à iíäåêñ

𝑧 äîðiâíþ¹ (𝑠, 𝑑−1). Îòæå, ìè ïîäàëè 𝑥 ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ ç

(3.22), êîæíèé ç ÿêèõ ìà¹ ìåíøèé iíäåêñ (ó ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïîðÿäêó),

íiæ 𝑥. Î÷åâèäíî, ïiñëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òàêèõ êðîêiâ åëåìåíò 𝑥 áóäå

ïîäàíî ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ ç (3.22), iíäåêñ êîæíîãî ç ÿêèõ

äîðiâíþ¹ (𝑘𝑖, 0), 𝑘𝑖 ≥ 1, òîáòî óñi âîíè íàëåæàòü ìíîæèíi (3.21).

Òàêèì ÷èíîì, áóäü-ÿêèé åëåìåíò (3.22) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåí-

òiâ (3.21). Ç iíøîãî áîêó, åëåìåíòè (3.21) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, îñêiëüêè

âîíè âõîäÿòü äî áàçèñó (3.20). Îòæå, âîíè óòâîðþþòü áàçèñ 𝑁 . �
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Наслiдок 3.2. Множина

{ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟 : 1 ≤ 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗𝑟, 𝑟 ≥ 1, 𝑗𝑟 ≥ 𝑛+ 1} (3.23)

утворює базис лiвого iдеалу J𝑔.

Доведення. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò 𝑎 = 𝑧ℓ𝑖, äå 𝑧 ∈ A,

𝑖 ≥ 𝑛 + 1, ìîæíà ïîäàòè ¹äèíèì ÷èíîì ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ

(3.23). Îñêiëüêè 𝑧 ìîæíà ðîçêëàñòè çà áàçèñîì (3.20), äîñòàòíüî äîâåñòè

òâåðäæåííÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà âèãëÿäó

𝑎 = (ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗ℎ)(ℓ𝑗ℎ+1
· · · ℓ𝑗𝑠)ℓ𝑖, 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗ℎ ≤ 𝑛 < 𝑗ℎ+1 ≤ · · · ≤ 𝑗𝑠, 𝑖 ≥ 𝑛+1.

Äëÿ 𝑠 = ℎ òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå. Íåõàé 𝑠 ≥ ℎ+1. Çà ëåìîþ 3.6, åëåìåíò

(ℓ𝑗ℎ+1
· · · ℓ𝑗𝑠)ℓ𝑖 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ (3.21). Îòæå, 𝑎 ¹ ëiíiéíîþ

êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ âèãëÿäó

(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗ℎ)(ℓ𝑖1 · · · ℓ𝑖𝑘), äå 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗ℎ ≤ 𝑛, 𝑛+ 1 ≤ 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑘, 𝑘 ≥ 1.

Îòæå, áóäü-ÿêèé åëåìåíò J𝑔 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ (3.23).

Ç iíøîãî áîêó, åëåìåíòè (3.23) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, îñêiëüêè âîíè âõî-

äÿòü äî áàçèñó (3.20). Òîáòî âîíè óòâîðþþòü áàçèñ ëiâîãî iäåàëó J𝑔. �

Наслiдок 3.3. Для будь-якого 𝑘 ≥ 1

J𝑔 ∩ L𝑘 = 𝒫𝑘

а отже,

J𝑔 ∩ L = L𝑔.

Доведення. Âêëþ÷åííÿ 𝒫𝑘 ⊂ J𝑔 ∩ L𝑘 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ. Äîâåäåìî,

ùî J𝑔 ∩ L𝑘 ⊂ 𝒫𝑘.

Çà íàñëiäêîì 3.2, áóäü-ÿêèé åëåìåíò 𝑎 ∈ J𝑔 ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíié-

íó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ (3.23) (ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ (3.20)). Ç iíøîãî áîêó,

áàçèñ L çàäà¹òüñÿ åëåìåíòàìè {ℓ𝑗}∞𝑗=1, ÿêi íàëåæàòü áàçèñó (3.20).



100

ßêùî 𝑎 ∈ J𝑔∩L, òî 𝑎 äîðiâíþ¹ ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ ç ïåðåòèíó

ìíîæèí (3.23) i {ℓ𝑗}∞𝑗=1, ÿêèé äîðiâíþ¹ {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1. Î÷åâèäíî, 𝑎 ∈ J𝑔 ∩ L𝑘 ¹

ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 ∩ L𝑘 ⊂ 𝒫𝑘. �

Òàêèì ÷èíîì, äâi ñòðóêòóðè, ÿêi iíäóêóþòüñÿ âiäîáðàæåííÿì 𝑔, à ñàìå,

ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi L𝑔 i ëiâèé iäåàë J𝑔, îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü îäíà îäíó.

3.2.2 Îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî ëiâîãî iäåàëó i óçàãàëüíåííÿ òåîðå-

ìè Ð. Ði

Ðîçãëÿíåìî îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî ëiâîãî iäåàëó J𝑔

J⊥𝑔 = {𝑥 ∈ A : ⟨𝑥, 𝑎⟩ = 0 äëÿ âñiõ 𝑎 ∈ J𝑔}.

Ç ðiâíîñòi (3.15) âèïëèâà¹, ùî öå îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ ¹ ãðàäóéîâàíèì,

òîáòî

J⊥𝑔 =
∞∑︁
𝑘=1

(J⊥𝑔 ∩ A𝑘). (3.24)

Çàóâàæèìî, ùî çà ïðèïóùåííÿì 3.1 êîæíèé ïiäïðîñòið A𝑘 ¹ ñêií÷åííîâè-

ìiðíèì, òîìó A𝑘 = (J𝑔 ∩ A𝑘) + (J⊥𝑔 ∩ A𝑘), à îòæå,

A = J𝑔 ⊕ J⊥𝑔 . (3.25)

(íàãàäà¹ìî, ùî ⊕ îçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíó ñóìó).

Лема 3.7. Нехай 𝑥 =
∑︀

𝑖1,...,𝑖𝑘

𝛾𝑖1...𝑖𝑘𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ∈ A𝑚, де 𝛾𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R. Елемент 𝑥

належить до J⊥𝑔 тодi i тiльки тодi, коли
∑︀

𝑖𝑠+1...𝑖𝑘

𝛾𝑖1...𝑖𝑘𝜁𝑖𝑠+1...𝑖𝑘 ⊥ 𝒫𝑚−𝑞 для

всiх 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑚 − 1 i сума береться по всiх наборах iндексiв 𝑖𝑠+1, . . . , 𝑖𝑘,

для яких ord(𝜁𝑖𝑠+1...𝑖𝑘) = 𝑚− 𝑞 (для 𝑞 = 0 це означає, що 𝑥 ⊥ 𝒫𝑚).

Доведення. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç îçíà÷åíü. Äiéñíî, 𝑥 ∈ J⊥𝑔 òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè 𝑥 îðòîãîíàëüíèé äî áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà âèãëÿäó 𝜁𝑖01...𝑖0𝑠 ℓ, äå ℓ ∈
𝒫𝑚−𝑞, ord(𝜁𝑖01...𝑖0𝑠) = 𝑞, 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑚− 1, òîáòî

⟨𝑥, 𝜁𝑖01...𝑖0𝑠ℓ⟩ = ⟨
∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘

𝛾𝑖1...𝑖𝑘𝜁𝑖1...𝑖𝑘, 𝜁𝑖01...𝑖0𝑡 ℓ⟩ = ⟨
∑︁

𝑖𝑠+1,...,𝑖𝑘

𝛾𝑖01...𝑖0𝑠𝑖𝑠+1...𝑖𝑘𝜁𝑖𝑠+1...𝑖𝑘, ℓ⟩ = 0,

ùî é äîâîäèòü ëåìó. �
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Лема 3.8. Нехай 𝑎, 𝑏 ∈ J⊥𝑔 ; тодi 𝑎ш 𝑏 ∈ J⊥𝑔 .

Доведення. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ îäíîðiäíèõ åëåìåíòiâ

𝑎, 𝑏 ∈ J⊥𝑔 åëåìåíò 𝑎ш 𝑏 îðòîãîíàëüíèé äî áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà âèãëÿäó 𝑥ℓ,

äå 𝑥 ∈ A𝑠 i ℓ ∈ 𝒫𝑚−𝑠, äëÿ âñiõ 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚− 1, äå 𝑚 = ord(𝑎) + ord(𝑏). Äëÿ

𝑠 = 0 öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ð. Ði 1.5. Ðîçãëÿíåìî 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑚− 1.

Íåõàé 𝑎 =
∑︀

𝑖1,...,𝑖𝑘

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜁𝑖1...𝑖𝑘 i 𝑏 =
∑︀

𝑗1,...,𝑗𝑟

𝛽𝑗1...𝑗𝑟𝜁𝑗1...𝑗𝑟 . Âèêîðèñòîâóþ÷è ëå-

ìó 3.2, îòðèìó¹ìî

𝑎ш 𝑏 =
∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘
𝑗1,...,𝑗𝑟

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝛽𝑗1...𝑗𝑟𝜁𝑖1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑟 =

=
∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘
𝑗1,...,𝑗𝑟

∑︁
ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑞

𝜁𝑗1...𝑗𝑡
)=𝑠

0≤𝑞≤𝑘, 0≤𝑡≤𝑟

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝛽𝑗1...𝑗𝑟(𝜁𝑖1...𝑖𝑞 ш 𝜁𝑗1...𝑗𝑡)(𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟) + 𝑧 =

=
∑︁

ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑞
𝜁𝑗1...𝑗𝑡

)=𝑠

0≤𝑞≤𝑘, 0≤𝑡≤𝑟

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑞
𝑗1,...,𝑗𝑡

(𝜁𝑖1...𝑖𝑞ш𝜁𝑗1...𝑗𝑡)
∑︁

𝑖𝑞+1,...,𝑖𝑘
𝑗𝑡+1,...,𝑗𝑟

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝛽𝑗1...𝑗𝑟(𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘ш𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟)+𝑧,

äå ⟨𝑥ℓ, 𝑧⟩ = 0. Îòæå,

⟨𝑥ℓ, 𝑎ш 𝑏⟩ =

=
∑︁

ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑞
𝜁𝑗1...𝑗𝑡

)=𝑠

0≤𝑞≤𝑘, 0≤𝑡≤𝑟

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑞
𝑗1,...,𝑗𝑡

⟨︀
𝑥, 𝜁𝑖1...𝑖𝑞ш𝜁𝑗1...𝑗𝑡

⟩︀⟨
ℓ,
∑︁

𝑖𝑞+1,...,𝑖𝑘
𝑗𝑡+1,...,𝑗𝑟

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝛽𝑗1...𝑗𝑟(𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘ш𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟)

⟩
.

(3.26)

Ðîçãëÿíåìî êîæíèé äîäàíîê (3.26).

ßêùî 𝑞 < 𝑘 i 𝑡 < 𝑟, òî 𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘 ∈ A i 𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟 ∈ A (òîáòî öi ñëîâà �

íåïîðîæíi). Îòæå, çà òåîðåìîþ Ð. Ði 1.5, ⟨ℓ, 𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟⟩ = 0.

ßêùî 𝑡 = 𝑟, òî 𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟 = 1. Àëå òîäi ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑞 = 𝑠 ≤ 𝑚 − 1, à îòæå,

𝑞 ≤ 𝑘 − 1. Òîáòî â öüîìó âèïàäêó⟨
ℓ,
∑︁

𝑖𝑞+1,...,𝑖𝑘
𝑗𝑡+1,...,𝑗𝑟

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝛽𝑗1...𝑗𝑟(𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘 ш 𝜁𝑗𝑡+1...𝑗𝑟)

⟩
= 𝛽𝑗1...𝑗𝑟

⟨
ℓ,
∑︁

𝑖𝑞+1,...,𝑖𝑘

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜁𝑖𝑞+1...𝑖𝑘

⟩
= 0

çà ëåìîþ 3.7, îñêiëüêè 𝑎 ∈ J⊥𝑔 . Òîáòî âiäïîâiäíèé äîäàíîê ó (3.26) äîðiâíþ¹

íóëþ. Àíàëîãi÷íèé âèñíîâîê îòðèìó¹ìî, ÿêùî 𝑞 = 𝑘.
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Òàêèì ÷èíîì, óñi äîäàíêè ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.26) äîðiâíþþòü íóëþ,

òîáòî ⟨𝑥 ℓ, 𝑎ш 𝑏⟩ = 0. �

Äàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ.

Позначення 3.1. Для будь-якого 𝑎 ∈ A символом ̃︀𝑎 будемо познача-

ти ортопроекцiю 𝑎 на пiдпростiр J⊥𝑔 . Аналогiчно, для будь-якого пiдпро-

стору 𝑀 ⊂ A символом ̃︁𝑀 будемо позначати ортопроекцiю 𝑀 на J⊥𝑔 .

Лема 3.9. Нехай однорiднi елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ L задовольняють

рiвнiсть (3.18). Нехай {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 — однорiдний базис ядерної пiдалгебри Лi

L𝑔. Тодi множина

{̃︀ℓ𝑖1 ш · · ·ш ̃︀ℓ𝑖𝑠 ш ℓ𝑗1 ш · · ·ш ℓ𝑗𝑡 :
𝑠+ 𝑡 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑠 ≤ 𝑛 < 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗𝑡}

(3.27)

утворює базис A.

Доведення. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî áóäü-ÿêèé îäíîðiäíèé åëåìåíò ℓ ∈ L

ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ (3.27). Äëÿ áóäü-ÿêîãî

ℓ ∈ L𝑔 öå î÷åâèäíî. Äîâåäåìî öåé ôàêò äëÿ ℓ1, . . . , ℓ𝑛.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.19).

Íåõàé 𝑝 = ord(ℓ𝑛) i 𝑣0 = 0, 𝑣𝑘 = dim(L𝑘) − dim(𝒫𝑘) ïðè 𝑘 = 1, . . . , 𝑝. Òîäi

ord(ℓ𝑖) = 𝑘, ÿêùî 𝑣𝑘−1 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝.

Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ çà ïîðÿäêîì åëåìåíòà. Äëÿ åëåìåíòiâ ℓ1, . . . , ℓ𝑣1

ïîðÿäêó 1, î÷åâèäíî, ìà¹ìî ̃︀ℓ𝑖 = ℓ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑣1, îòæå, âîíè ìiñòÿòüñÿ â

ëiíiéíié îáîëîíöi åëåìåíòiâ (3.27).

Ïðèïóñòèìî, ùî ℓ1, . . . , ℓ𝑣𝑘−1
ìiñòÿòüñÿ â ëiíiéíié îáîëîíöi (3.27). Ðîç-

ãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò ℓ𝑖, äëÿ ÿêîãî ord(ℓ𝑖) = 𝑘, òîáòî 𝑣𝑘−1 + 1 ≤ 𝑖 ≤
𝑣𝑘. Îòðèìó¹ìî

ℓ𝑖 = ̃︀ℓ𝑖 + 𝑥𝑖, äå 𝑥𝑖 ∈ J𝑔 ∩ A𝑘. (3.28)

Ç ðîçêëàäó (3.7) âèïëèâà¹, ùî

𝑥𝑖 = ℓ*𝑖 + 𝑦𝑖, äå ℓ*𝑖 ∈ L𝑘, 𝑦𝑖 ∈ L𝑠ℎ ∩ A𝑘. (3.29)
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Îòæå,

ℓ𝑖 − ℓ*𝑖 =
̃︀ℓ𝑖 + 𝑦𝑖. (3.30)

Óìîâà 𝑦𝑖 ∈ L𝑠ℎ îçíà÷à¹, ùî 𝑦𝑖 äîðiâíþ¹ ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ âèãëÿ-

äó ℓ𝑖1 ш · · ·ш ℓ𝑖𝑠, äå ℓ𝑖1, . . . , ℓ𝑖𝑠 ∈ L i 𝑠 ≥ 2. Îòæå, ℓ𝑖1, . . . , ℓ𝑖𝑠 ∈ L1+ · · ·+L𝑘−1.

Òàêèì ÷èíîì, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ïðàâó ÷àñòèíó (3.30) ìîæíà ïîäàòè

ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ âèãëÿäó (3.27).

Ç iíøîãî áîêó, åëåìåíò ℓ𝑖−ℓ*𝑖 ∈ L𝑘 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè

(3.28) i (3.29). Çàóâàæèìî, ùî ̃︀ℓ𝑖 ∈ J⊥𝑔 ⊂ L⊥
𝑔 i 𝑦𝑖 ∈ L𝑠ℎ = L⊥ ⊂ L⊥

𝑔 , îòæå, ç

(3.30) âèïëèâà¹, ùî ℓ𝑖 − ℓ*𝑖 ∈ L⊥
𝑔 .

Äîâåäåìî, ùî åëåìåíòè {ℓ𝑖 − ℓ*𝑖 : 𝑣𝑘−1 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑣𝑘} ëiíiéíî íåçàëåæíi.
Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, òîäi

𝑣𝑘∑︁
𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝜇𝑖(ℓ𝑖 − ℓ*𝑖 ) = 0

äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë 𝜇𝑖, äëÿ ÿêèõ
𝑣𝑘∑︀

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝜇2𝑖 > 0. Ç ðiâíîñòi (3.30) âèïëèâà¹,

ùî
𝑣𝑘∑︁

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝜇𝑖̃︀ℓ𝑖 = −
𝑣𝑘∑︁

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝜇𝑖𝑦𝑖 ∈ L𝑠ℎ = L⊥.

Çîêðåìà, åëåìåíò
𝑣𝑘∑︀

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝜇𝑖̃︀ℓ𝑖 îðòîãîíàëüíèé äî
𝑣𝑘∑︀

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝜇𝑖ℓ𝑖. Îñêiëüêè çà

îçíà÷åííÿì ̃︀ℓ𝑖 ¹ îðòîïðîåêöi¹þ ℓ𝑖 íà ïiäïðîñòið J⊥𝑔 , îòðèìó¹ìî

𝑣𝑘∑︁
𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝜇𝑖ℓ𝑖 ∈ J𝑔 ∩ L = L𝑔, äå
𝑣𝑘∑︁

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝜇2𝑖 > 0,

ùî ñóïåðå÷èòü (3.18).

Ïîçíà÷èìî {ℓ𝑗1, . . . , ℓ𝑗𝑞} = {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 ∩ L𝑘 i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

{ℓ𝑗1, . . . , ℓ𝑗𝑞} ∪ {ℓ𝑖 − ℓ*𝑖 : 𝑣𝑘−1 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑣𝑘} ⊂ L𝑘. (3.31)

Îñêiëüêè ℓ𝑖 − ℓ*𝑖 ∈ L⊥
𝑔 i ℓ𝑗1, . . . , ℓ𝑗𝑞 ∈ L𝑔, îòðèìó¹ìî, ùî ¨¨ åëåìåíòè ëiíiéíî

íåçàëåæíi. Êiëüêiñòü öèõ åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ dimL𝑘. Òîìó ìíîæèíà (3.31)

¹ áàçèñîì L𝑘 i áóäü-ÿêèé åëåìåíò ç öüîãî áàçèñó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ (3.27) çàâäÿêè (3.30) i ïðèïóùåííþ iíäóêöi¨.
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Îòæå, îòðèìó¹ìî, ùî áóäü-ÿêèé îäíîðiäíèé åëåìåíò ℓ ∈ L ìîæíà ïîäà-

òè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ (3.27). Ç ðîçêëàäó (3.8) âèïëèâà¹, ùî öå

òàê i äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ç A, òîáòî ëiíiéíà îáîëîíêà (3.27) äîðiâíþ¹

A. Êðiì òîãî, äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑘 ≥ 1 êiëüêiñòü åëåìåíòiâ (3.27) ïîðÿäêó 𝑘

äîðiâíþ¹ dimA𝑘, îñêiëüêè âîíà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ áàçèñó (3.20)

ïîðÿäêó 𝑘. Öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè ìíîæèíè (3.27) ëiíiéíî íåçàëåæíi. �

Íàñòóïíà òåîðåìà óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó Ð. Ði 1.5 (ùî ïîêàçó¹ íàñëi-

äîê 3.4).

Теорема 3.1. Нехай елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ L є однорiдними i задо-

вольняють рiвнiсть (3.18). Тодi множина

{̃︀ℓ𝑖1 ш · · ·ш ̃︀ℓ𝑖𝑠 : 𝑠 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑠 ≤ 𝑛} (3.32)

утворює базис J⊥𝑔 .

Доведення. Íåõàé {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 � îäíîðiäíèé áàçèñ L𝑔. Äëÿ äîâiëüíîãî

𝑘 ≥ 1 ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

{̃︀ℓ𝑖1 ш · · ·ш ̃︀ℓ𝑖𝑠 ш ℓ𝑗1 ш · · ·ш ℓ𝑗𝑡 ∈ A𝑘 :

𝑠+ 𝑡 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑠 ≤ 𝑛 < 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗𝑡}
(3.33)

Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi (3.33) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ïî-

ðÿäêó 𝑘 ó ìíîæèíi (3.20), ùî ó ñâîþ ÷åðãó äîðiâíþ¹ dimA𝑘. Ç íàñëiä-

êó 3.2 âèïëèâà¹, ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi (3.33) ç 𝑡 ≥ 1 äîðiâíþ¹

dim(J𝑔 ∩ A𝑘). Îòæå, êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi (3.33) ç 𝑡 = 0 äîðiâíþ¹

dim(J⊥𝑔 ∩ A𝑘). Ðîçãëÿíåìî òàêi åëåìåíòè. Âîíè ìàþòü âèãëÿä

{̃︀ℓ𝑖1 ш · · ·ш ̃︀ℓ𝑖𝑠 ∈ A𝑘 : 𝑠 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑠 ≤ 𝑛}. (3.34)

Çà ëåìîþ 3.9 âîíè ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè, à çà ëåìîþ 3.8 âîíè íàëåæàòü

J⊥𝑔 . Îòæå, ìíîæèíà (3.34) óòâîðþ¹ áàçèñ J
⊥
𝑔 ∩ A𝑘. �

Çàóâàæèìî, ùî (3.32) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

{̃︀ℓш𝑞11 ш · · ·ш ̃︀ℓш𝑞𝑛𝑛 : 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 ≥ 0, 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛 ≥ 1}.
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Наслiдок 3.4. Має мiсце ортогональний розклад

J⊥𝑔 = ̃︀L⊕ (̃︀L)𝑠ℎ, (3.35)

а отже,

A = J𝑔 ⊕ ̃︀L⊕ (̃︀L)𝑠ℎ, (3.36)

що узагальнює розклад (3.8).

Доведення. Çà òåîðåìîþ 3.1 ìíîæèíà (3.32) ¹ áàçèñîì J⊥𝑔 . Îñêiëüêè̃︀L = Lin{̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑛}, îòðèìó¹ìî ïðÿìèé ðîçêëàä
J⊥𝑔 = ̃︀L+ (̃︀L)𝑠ℎ.

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî ïiäïðîñòið ̃︀L îðòîãîíàëüíèé äî (̃︀L)𝑠ℎ. Äëÿ äîâiëü-
íîãî 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ìà¹ìî ℓ𝑖 = ̃︀ℓ𝑖 + 𝑥𝑖, äå 𝑥𝑖 ∈ J𝑔. Îñêiëüêè ̃︀ℓ𝑖1 ш · · ·ш ̃︀ℓ𝑖𝑠 ∈ J⊥𝑔

äëÿ áóäü-ÿêèõ 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑠 ≤ 𝑛 çà ëåìîþ 3.8, äëÿ 𝑠 ≥ 2 îòðèìó¹ìî

⟨̃︀ℓ𝑖, ̃︀ℓ𝑖1 ш · · ·ш ̃︀ℓ𝑖𝑠⟩ = ⟨ℓ𝑖, ̃︀ℓ𝑖1 ш · · ·ш ̃︀ℓ𝑖𝑠⟩ = 0

çà òåîðåìîþ Ð. Ði 1.5. Îòæå, ̃︀L îðòîãîíàëüíèé äî (̃︀L)𝑠ℎ, ùî äîâîäèòü (3.35).
Äëÿ îòðèìàííÿ (3.36) çàëèøèëîñÿ ñêîðèñòàòèñÿ (3.25). �

Зауваження 3.2. З теореми 3.1 випливає, що пiдпростiр J⊥𝑔 з тасу-

ючим добутком iзоморфний алгебрi полiномiв вiд 𝑛 змiнних без вiльного

члену (з коефiцiєнтами з R).

3.2.3 Ñïðÿæåíèé áàçèñ

Íåõàé {ℓ𝑖}∞𝑖=1 � äîâiëüíèé îäíîðiäíèé áàçèñ L. Íàì áóäå çðó÷íî ïåðå-

ïèñàòè áàçèñ (3.20) ó òàêîìó âèãëÿäi:

{ℓ𝑝1𝑗1 · · · ℓ
𝑝𝑠
𝑗𝑠
: 𝑠 ≥ 1, 1 ≤ 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑠, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 ≥ 1} (3.37)

äå ââàæà¹òüñÿ, ùî ℓ𝑝 = ℓ · · · ℓ (𝑝 ðàçiâ), 𝑝 ≥ 1. Îñêiëüêè åëåìåíòè ℓ𝑖, 𝑖 ≥ 1,

¹ îäíîðiäíèìè, óñi áàçèñíi åëåìåíòè òåæ ¹ îäíîðiäíèìè i äëÿ áóäü-ÿêîãî

𝑘 ≥ 1 ìíîæèíà

{ℓ𝑝1𝑗1 · · · ℓ
𝑝𝑠
𝑗𝑠
∈ A𝑘 : 𝑠 ≥ 1, 1 ≤ 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑠, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 ≥ 1}
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¹ áàçèñîì A𝑘. Îñêiëüêè dimA𝑘 <∞ (çà ïðèïóùåííÿì 3.1), iñíó¹ ñïðÿæåíèé

áàçèñ A𝑘. Îñêiëüêè ïiäïðîñòîðè A𝑘 ç ðiçíèìè 𝑘 îðòîãîíàëüíi îäèí îäíîìó,

iñíó¹ é ñïðÿæåíèé áàçèñ A. Ïîçíà÷èìî éîãî

{𝑑𝑞1...𝑞𝑟𝑖1...𝑖𝑟
: 𝑟 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑟, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 ≥ 1}, (3.38)

äå

⟨ℓ𝑝1𝑗1 · · · ℓ
𝑝𝑠
𝑗𝑠
, 𝑑𝑞1...𝑞𝑟𝑖1...𝑖𝑟

⟩ =

{︃
1, ÿêùî 𝑠 = 𝑟 i 𝑗𝑡 = 𝑖𝑡, 𝑝𝑡 = 𝑞𝑡, 𝑡 = 1, . . . , 𝑠,

0 ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó.
(3.39)

Òåïåð ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ Ìåëåíñîíà-Ðåéòåíàóåðà 1.6, çà ÿêîþ

åëåìåíòè ñïðÿæåíîãî áàçèñó (3.38) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

𝑑𝑞1...𝑞𝑟𝑖1...𝑖𝑟
=

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
, (3.40)

äå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ 𝑑𝑞 = 𝑑1𝑞, 𝑞 ≥ 1.

Лема 3.10. Нехай елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 задовольняють умови (3.18),

(3.19) i {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 є однорiдним базисом L𝑔. Тодi множина

{𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 : 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 ≥ 0, 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛 ≥ 1} (3.41)

утворює базис J⊥𝑔 .

Доведення. Çà íàñëiäêîì 3.2 áóäü-ÿêèé åëåìåíò J𝑔 äîðiâíþ¹ ëiíiéíié

êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ âèãëÿäó ℓ𝑝1𝑗1 · · · ℓ
𝑝𝑠
𝑗𝑠
, äå 𝑗1 < · · · < 𝑗𝑠 i 𝑗𝑠 ≥ 𝑛 + 1, îò-

æå, âií ¹ îðòîãîíàëüíèì äî áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà 𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 çà (3.40)

i òåîðåìîþ 1.6. Öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè (3.41) îðòîãîíàëüíi äî J𝑔.

Òåïåð äëÿ äîâiëüíîãî 𝑘 ≥ 1 ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

{𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 ∈ A𝑘 : 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 ≥ 0, 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛 ≥ 1}. (3.42)

ßê ïîêàçàíî âèùå, öÿ ìíîæèíà ìiñòèòüñÿ â J⊥𝑔 . Áiëüø òîãî, âñi åëåìåíòè

(3.42) íàëåæàòü ñïðÿæåíîìó áàçèñó (3.40) (ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâèõ ìíî-

æíèêiâ), îòæå, âîíè ëiíiéíî íåçàëåæíi. Êiëüêiñòü öèõ åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹
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dim(J⊥𝑔 ∩A𝑘), îñêiëüêè âîíà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi (3.34).

Îòæå, (3.42) ¹ áàçèñîì J⊥𝑔 ∩A𝑘. Íàðåøòi, îá'¹äíàííÿ ìíîæèí (3.42) äëÿ âñiõ

𝑘 ≥ 1, òîáòî (3.41), óòâîðþ¹ áàçèñ J⊥𝑔 . �

Наслiдок 3.5. Для будь-якого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 елемент ̃︀ℓ𝑖 дорiвнює одно-
рiдному полiному вiдносно тасуючого добутку вiд 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛. Навпаки, для

будь-якого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 елемент 𝑑𝑖 дорiвнює однорiдному полiному вiдносно

тасуючого добутку вiд ̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑛. Крiм того, ord(𝑑𝑖) = ord(̃︀ℓ𝑖) = ord(ℓ𝑖),

𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

3.2.4 Ðîçêëàä ðÿäó âiäíîñíî ñïðÿæåíîãî áàçèñó

Çàñòîñó¹ìî âëàñòèâîñòi ñïðÿæåíîãî áàçèñó äëÿ ïåðåðîçêëàäàííÿ ðÿäó

(3.9). Ñïî÷àòêó äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑘 ≥ 1 ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò 𝑎 ∈ A𝑘.

Ç îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî

𝑎 =
∑︁

ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑡)=𝑘

⟨𝑎, 𝜁𝑖1...𝑖𝑡⟩𝜁𝑖1...𝑖𝑡. (3.43)

Ðîçêëàäàþ÷è 𝑎 çà ñïðÿæåíèì áàçèñîì (3.40), îòðèìó¹ìî

𝑎 =
∑︁′ 1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
⟨𝑎, ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
⟩ 𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
, (3.44)

äå ñóìà
∑︀′ áåðåòüñÿ ïî âñiõ iíäåêñàõ 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑟 i 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 ≥ 1, äëÿ

ÿêèõ ord(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
) = 𝑘.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðÿä 𝒵𝑔 i îòðèìó¹ìî òàêå çîáðàæåííÿ äëÿ éîãî êîì-

ïîíåíò (𝒵𝑔)𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Äåòàëüíiøå, çàôiêñó¹ìî 𝑘 ≥ 1 i ðîçãëÿíåìî

äîâiëüíèé áàçèñíèé åëåìåíò ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
∈ A𝑘. Íåõàé

𝑎 =
∑︁

ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑡)=𝑘

(𝑔(𝜂𝑖1...𝑖𝑡))𝑗𝜂𝑖1...𝑖𝑡.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ 𝑔 ¹ ëiíiéíèì, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.43), îòðèìó¹ìî

⟨𝑎, ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
⟩ =

∑︁
ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑡)=𝑘

(𝑔(𝜁𝑖1...𝑖𝑡))𝑗⟨𝜁𝑖1...𝑖𝑘, ℓ
𝑞1
𝑖1
· · · ℓ𝑞𝑟𝑖𝑟 ⟩ =
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=
(︁
𝑔
(︀ ∑︁
ord(𝜁𝑖1...𝑖𝑡)=𝑘

⟨ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
, 𝜁𝑖1...𝑖𝑡⟩𝜁𝑖1...𝑖𝑡

)︀)︁
𝑗
=
(︀
𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
)
)︀
𝑗
.

Îòæå, ç (3.44) âèïëèâà¹

𝑎 =
∑︁′ 1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
(︀
𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
)
)︀
𝑗
𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
.

Çàñòîñîâóþ÷è öi ìiðêóâàííÿ äî âñiõ 𝑘 ≥ 1 i âñiõ 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, îòðèìó¹ìî

òàêèé ðåçóëüòàò.

Лема 3.11. Нехай множина {ℓ1, . . . , ℓ𝑛} однорiдних елементiв з L за-

довольняє умову (3.18) i {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 є однорiдним базисом L𝑔. Тодi ряд у

правiй частинi (3.9) можна подати в наступному виглядi:

𝒵𝑔 =
∑︁

1≤𝑖1<···<𝑖𝑟
𝑞1,...,𝑞𝑟≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
) 𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
(3.45)

де 𝑑𝑗 = 𝑑1𝑗 є елементами спряженого базису (3.40).

Зауваження 3.3. За зауваженням 1.3, множина (1.44) є базисом A.

Її можна переписати як

{ℓ𝑝1𝑗1 · · · ℓ
𝑝𝑠
𝑗𝑠
: 𝑠 ≥ 1, 𝑗1 > · · · > 𝑗𝑠 ≥ 1, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠 ≥ 1}. (3.46)

Як i базис (3.37), базис (3.46) має спряжений базис вигляду

𝑑𝑞1...𝑞𝑟𝑖1...𝑖𝑟
=

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
, (3.47)

де 𝑑𝑞 = 𝑑1𝑞, 𝑞 ≥ 1. Зазначимо, що базиси (3.40) i (3.47) рiзнi.

Наслiдок 3.6. Нехай лiнiйне вiдображення 𝑔 : A → R𝑛 задоволь-

няє припущення 3.2. Нехай 𝑦 = 𝑄(𝑥) — перетворення вигляду (3.16) i

𝒵̃︀𝑔 = 𝑄(𝒵𝑔). Тодi вiдображення ̃︀𝑔 : A → R𝑛 задовольняє умову 2 припуще-

ння 3.2. Якщо матриця 𝑄′(0) невироджена, то вiдображення ̃︀𝑔 : A → R𝑛

задовольняє умову 1 припущення 3.2. У цьому випадку L̃︀𝑔 = L𝑔 i J̃︀𝑔 = J𝑔.

Доведення. Íåõàé ℓ ∈ L i 𝑔(ℓ) = 0. Íåõàé 𝑠 � òàêå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî

ℓ ∈ L1 + · · · + L𝑠. Çà ïðèïóùåííÿì 3.1 öåé ïiäïðîñòið ñêií÷åííîâèìiðíèé.
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Ïîáóäó¹ìî éîãî áàçèñ {ℓ𝑖}𝑘𝑖=1, äå ℓ1 = ℓ, i íåõàé {ℓ𝑖}∞𝑖=𝑘+1 � îäíîðiäíèé

áàçèñ
∞∑︀

𝑗=𝑠+1

L𝑗.

Ðîçãëÿíåìî áàçèñ (3.46), ñïðÿæåíèé áàçèñ (3.47) i ðîçâèíåííÿ

𝒵𝑔 =
∑︁

𝑖1>···>𝑖𝑟≥1
𝑞1,...,𝑞𝑟≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
) 𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
. (3.48)

Îñêiëüêè 𝑔 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2 ïðèïóùåííÿ 3.2 i 𝑔(ℓ1) = 0, îòðèìó¹ìî,

ùî 𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
) = 0, ÿêùî 𝑖𝑟 = 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ó çîáðàæåííi (3.48) óñi

êîåôiöi¹íòè åëåìåíòiâ, ÿêi âêëþ÷àþòü 𝑑1, äîðiâíþþòü íóëþ, òîáòî ðÿä 𝒵𝑔

íå ìiñòèòü åëåìåíòà 𝑑1.

Òåïåð çàñòîñó¹ìî äî ðÿäó (3.48) ïåðåòâîðåííÿ 𝑦 = 𝑄(𝑥) i ðîçãëÿíåìî

ðîçâèíåííÿ îòðèìàíîãî ðÿäó 𝒵̃︀𝑔 = 𝑄(𝒵𝑔) çà áàçèñîì (3.47). Î÷åâèäíî, öåé

ðÿä òåæ íå ìiñòèòü åëåìåíòà 𝑑1, à îòæå ̃︀𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ𝑞𝑟𝑖𝑟 ) = 0, ÿêùî 𝑖1 > · · · >
𝑖𝑟 = 1. Îñêiëüêè (3.46) � áàçèñ A, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑧 ∈ A îòðèìó¹ìî̃︀𝑔(𝑧ℓ1) = ̃︀𝑔(𝑧ℓ) = 0. Îòæå, ̃︀𝑔 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2 ïðèïóùåííÿ 3.2.

Íåõàé òåïåð ìàòðèöÿ 𝑄′(0) íåâèðîäæåíà. Î÷åâèäíî, êîåôiöi¹íòè ïðè 𝑑𝑗

ó ðÿäi 𝒵̃︀𝑔 äîðiâíþþòü ̃︀𝑔(ℓ𝑗) = 𝑄′(0)𝑔(ℓ𝑗), òîáòî ̃︀𝑔(L) = 𝑄′(0)𝑔(L). Îñêiëüêè

det𝑄′(0) ̸= 0 i 𝑔(L) = R𝑛, îòðèìó¹ìî ̃︀𝑔(L) = R𝑛, òîáòî ̃︀𝑔 çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó 1 ïðèïóùåííÿ 3.2.

Ó öüîìó âèïàäêó ïiäïðîñòîðè (3.11) äëÿ âiäîáðàæåíü 𝑔 i ̃︀𝑔 îäíi é òi ñàìi.
Òîìó L̃︀𝑔 = L𝑔 i, îòæå, J̃︀𝑔 = J𝑔. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi i ëiâèé

iäåàë iíâàðiàíòíi âiäíîñíî íåâèðîäæåíèõ ïåðåòâîðåíü (3.16). �

Äëÿ êåðîâàíèõ ñèñòåì íàñëiäîê 3.6 îçíà÷à¹, ùî çàìiíà çìiííèõ ïåðå-

âîäèòü ðÿä ñèñòåìè ó ðÿä ñèñòåìè, à ÿêùî çàìiíà íåâèðîäæåíà, òî âîíà

çáåðiãà¹ óìîâó Ðàøåâñüêîãî-×æîó. Êðiì òîãî, ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi i ëiâèé

iäåàë iíâàðiàíòíi âiäíîñíî íåâèðîäæåíèõ çàìií çìiííèõ.
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3.3 Побудова i класифiкацiя однорiдних апроксимацiй

рядiв

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîÿñíèìî, ÿê çàñòîñóâàòè ëåìó 3.11 äî ïîáóäîâè

îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðÿäó.

3.3.1 Ïîáóäîâà i îïèñ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié i àïðîêñèìóþ÷èõ ïå-

ðåòâîðåíü

Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàä (3.45) i âiääiëèìî äîäàíêè, ÿêi ìiñòÿòü òiëüêè

𝑑1, . . . , 𝑑𝑛:

𝒵𝑔 = 𝒮 + 𝒯 , (3.49)

äå

𝒮 =
∑︁

𝑞1,...,𝑞𝑛≥0
𝑞1+···+𝑞𝑛≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑔(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) 𝑑

ш𝑞1
1 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 , (3.50)

𝒯 =
∑︁

1≤𝑖1<···<𝑖𝑟,𝑖𝑟≥𝑛+1
𝑞1,...,𝑞𝑟≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
) 𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
. (3.51)

ßêùî 𝑖𝑟 ≥ 𝑛+ 1, òî ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
∈ J𝑔, ùî îçíà÷à¹, ùî âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó 𝒯

íàëåæàòü 𝑔(J𝑔). Çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíà ëåìà.

Лема 3.12. Зафiксуємо 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 i припустимо, що 𝒮𝑖 мiстить
тiльки члени порядку не менше 𝑘, тобто 𝒮𝑖 ∈

∞∑︀
𝑗=𝑘

A𝑗. Тодi 𝒯𝑖 мiстить

тiльки члени порядку бiльше 𝑘, тобто 𝒯𝑖 ∈
∞∑︀

𝑗=𝑘+1

A𝑗.

Доведення. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî (𝑔(J𝑔 ∩ A𝑗))𝑖 = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî

𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ ïî 𝑗. Äëÿ 𝑗 = 1 òâåðäæåííÿ î÷åâèäíå, îñêiëüêè

𝑔(J𝑔 ∩ A1) = 0 çà ëåìîþ 3.5.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ 𝑗 < 𝑘 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(𝑔(J𝑔 ∩ (A1 + · · ·+ A𝑗)))𝑖 = 0.
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Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò 𝑎 ∈ J𝑔 ∩ A𝑗+1. Óðàõîâóþ÷è ëåìó 3.5, îòðè-

ìó¹ìî

𝑔(𝑎) ∈ 𝑔(A1 + · · ·+ A𝑗) = 𝑔(𝑀 𝑗) + 𝑔(𝑁 𝑗),

äå ìè âèêîðèñòàëè òèì÷àñîâi ïîçíà÷åííÿ

𝑀 𝑗 = Lin{ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
: 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑟 ≤ 𝑛} ∩ (A1 + · · ·+ A𝑗),

𝑁 𝑗 = Lin{ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
: 𝑖1 ≤ · · · ≤ 𝑖𝑟, 𝑖𝑟 ≥ 𝑛+ 1} ∩ (A1 + · · ·+ A𝑗).

Àëå (𝑔(𝑀 𝑗))𝑖 = 0, îñêiëüêè çà óìîâîþ 𝒮𝑖 ìiñòèòü òiëüêè ÷ëåíè ïîðÿäêó íå
ìåíøå 𝑘 (íàãàäà¹ìî, ùî 𝑗 < 𝑘), i (𝑔(𝑁 𝑗))𝑖 = 0 çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨.

Îòæå, (𝑔(A1 + · · ·+ A𝑗))𝑖 = 0, çâiäêè âèïëèâà¹ (𝑔(𝑎))𝑖 = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî

(𝑔(J𝑔 ∩ A𝑗+1))𝑖 = 0, îòæå, çà iíäóêöi¹þ, ëåìó äîâåäåíî. �

Ç ëåìè 3.12 âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè îäíîðiäíó àïðî-

êñèìàöiþ, äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ëèøå ïåðåòâîðåííÿ ðÿäó 𝒮. Äåòàëüíiøå,
çàñòîñó¹ìî äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ 𝑦 = 𝑄(𝑥) äî âèõiäíîãî ðÿäó 𝒵𝑔:

𝑄(𝒵𝑔) = 𝑄(𝒮 + 𝒯 ) =

=
∞∑︁
𝑞=1

1

𝑞!

∑︁
𝑗1+···+𝑗𝑛=𝑞

𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝑄(0)

𝜕𝑥𝑗11 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑛𝑛
(𝒮1 + 𝒯1)ш𝑗1 ш · · ·ш(𝒮𝑛+ 𝒯𝑛)ш𝑗𝑛 = 𝑄(𝒮) + 𝒯 ′,

(3.52)

äå

𝒯 ′ =
∞∑︁
𝑞=1

1

𝑞!

∑︁
𝑗1+···+𝑗𝑛=𝑞

∑︁
0≤𝑘𝑖≤𝑗𝑖

𝑘1+···+𝑘𝑛≥1

𝛼𝑘1...𝑘𝑛𝑗1...𝑗𝑛
𝒮ш(𝑗1−𝑘1)
1 ш 𝒯 ш𝑘11 ш · · ·ш𝒮ш(𝑗𝑛−𝑘𝑛)

𝑛 ш 𝒯 ш𝑘𝑛𝑛 ,

𝛼𝑘1...𝑘𝑛𝑗1...𝑗𝑛
=
𝜕𝑗1+···+𝑗𝑛𝑄(0)

𝜕𝑥𝑗11 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑛𝑛
· 𝑗1! · · · 𝑗𝑛!
(𝑗1 − 𝑘1)!𝑘1! · · · (𝑗𝑛 − 𝑘𝑛)!𝑘𝑛!

.

Çîêðåìà, êîæíèé ÷ëåí ðÿäó 𝒯 ′ îáîâ'ÿçêîâî âêëþ÷à¹ ìíîæíèê 𝒯𝑗 äëÿ äå-

ÿêîãî 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Ç iíøîãî áîêó, 𝑄(𝒵𝑔) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

𝑄(𝒵𝑔) =
∑︁

1≤𝑖1<···<𝑖𝑟
𝑞1,...,𝑞𝑟≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
̃︀𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ𝑞𝑟𝑖𝑟 ) 𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
= ̃︀𝒮 + ̃︀𝒯 , (3.53)
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äå ̃︀𝒮 =
∑︁

𝑞1,...,𝑞𝑛≥0

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
̃︀𝑔(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) 𝑑

ш𝑞1
1 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 ,

̃︀𝒯 =
∑︁

1≤𝑖1<···<𝑖𝑟,𝑖𝑟≥𝑛+1
𝑞1,...,𝑞𝑟≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
̃︀𝑔(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ𝑞𝑟𝑖𝑟 ) 𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
.

Ïîðiâíÿ¹ìî çîáðàæåííÿ (3.52) i (3.53). Áà÷èìî, ùî âñi ÷ëåíè âèãëÿäó

𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 âõîäÿòü ó 𝑄(𝒮), à âñi ÷ëåíè âèãëÿäó 𝑑ш𝑞1𝑖1
ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟

ç 𝑖1 <

. . . < 𝑖𝑟 i 𝑖𝑟 ≥ 𝑛+ 1 âõîäÿòü ó 𝒯 ′. Îòæå,

̃︀𝒮 = 𝑄(𝒮) i ̃︀𝒯 = 𝒯 ′.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ 𝑦 = 𝑄(𝑥) ¹ òàêèì, ùî ðÿä 𝑄(𝒮) ìà¹

òðèêóòíó ôîðìó, à ñàìå,

(𝑄(𝒮))𝑖 = 𝑎𝑖 + ̃︀𝜌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.54)

äå 𝑎𝑖 ∈ A𝑤𝑖, ̃︀𝜌𝑖 ∈ ∞∑︀
𝑘=𝑤𝑖+1

A𝑘, 𝑤𝑖 = ord(ℓ𝑖) = ord(𝑑𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, ïðè÷îìó

çà óìîâîþ (3.19) ââàæà¹ìî 1 ≤ 𝑤1 ≤ · · · ≤ 𝑤𝑛. Óðàõó¹ìî íàñëiäîê 3.6

i çàñòîñó¹ìî ëåìó 3.12 äî ðÿäiâ 𝑄(𝒮) i 𝒯 ′. Îòðèìó¹ìî, ùî (𝒯 ′)𝑖 ìiñòèòü

òiëüêè ÷ëåíè ïîðÿäêó áiëüøå 𝑤𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Öå îçíà÷à¹, ùî ðÿä 𝑄(𝒵𝑔)

òåæ ìà¹ òðèêóòíó ôîðìó, à ñàìå,

(𝑄(𝒵𝑔))𝑖 = 𝑎𝑖 + 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.55)

äå 𝑎𝑖 ∈ A𝑤𝑖, 𝜌𝑖 ∈
∞∑︀

𝑘=𝑤𝑖+1

A𝑘, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Äàìî ïîâíèé îïèñ òàêèõ ïåðåòâîðåíü 𝑦 = 𝑄(𝑥). Ðàçîì ç ðÿäîì 𝒮 ðîç-

ãëÿíåìî âåêòîð-ôóíêöiþ Φ : R𝑛 → R𝑛 âèãëÿäó

Φ(𝑧) =
∑︁

𝑞1,...,𝑞𝑛≥0
𝑞1+···+𝑞𝑛≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑔(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) 𝑧

𝑞1
1 · · · 𝑧𝑞𝑛𝑛 , 𝑧 ∈ R𝑛. (3.56)

Çà ïðèïóùåííÿì 3.2 i óìîâîþ (3.18) ìà¹ìî 𝑔(L) = Lin{𝑔(ℓ1), . . . , 𝑔(ℓ𝑛)} =

R𝑛. À îñêiëüêè 𝜕Φ(0)
𝜕𝑧𝑖

= 𝑔(ℓ𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, òî âåêòîðè 𝑔(ℓ𝑖) ëiíiéíî íåçàëåæíi

i âåêòîð-ôóíêöiÿ Φ(𝑧) îáåðíåíà (ÿê ôîðìàëüíèé ðÿä).
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Лема 3.13. Невироджене перетворення 𝑦 = 𝑄(𝑥) зводить ряд 𝒮 до

трикутної форми (3.54) тодi i тiльки тодi, коли воно зводить вектор-

функцiю (3.56) до трикутної форми

(𝑄(Φ(𝑧)))𝑖 =
∑︁

𝑤1𝑟1+···+𝑤𝑛𝑟𝑛≥𝑤𝑖

𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 𝑧𝑟11 · · · 𝑧𝑟𝑛𝑛 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.57)

де 𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 ∈ R.

Доведення. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïåðåòâîðåííÿ 𝑄 äi¹ íà Φ(𝑧)

i íà 𝒮 îäíàêîâî. �

Çîêðåìà, 𝑄(𝑥) ìîæíà âèáèðàòè ÿê 𝑄(𝑧) = Φ−1(𝑧). Ïðîòå íå òàê ëåãêî

çíàéòè ÿâíèé âèãëÿä öüîãî ïåðåòâîðåííÿ. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ òîãî, ùîá

çâåñòè Φ(𝑧) äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó, äîñòàòíüî ïåðåòâîðèòè òiëüêè ÷ëåíè

äî ïîðÿäêó íå áiëüøå, íiæ 𝑤𝑛. Îòæå, äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ÿêå çâîäèòü

Φ(𝑧) äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó, òàêîæ çâîäèòü полiномiальну âåêòîð-ôóíêöiþ

Ψ(𝑧) =
∑︁

𝑤1𝑞1+···+𝑤𝑛𝑞𝑛≤𝑤𝑛

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑔(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 )𝑧

𝑞1
1 · · · 𝑧𝑞𝑛𝑛 , 𝑧 ∈ R𝑛, (3.58)

äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó, i íàâïàêè.

Лема 3.14. Невироджене перетворення 𝑦 = 𝑄(𝑥) зводить ряд 𝒮 до

трикутної форми (3.54) тодi i тiльки тодi, коли воно зводить полiномi-

альну вектор-функцiю (3.58) до трикутної форми

(𝑄(Ψ(𝑧)))𝑖 =
∑︁

𝑤1𝑟1+···+𝑤𝑛𝑟𝑛≥𝑤𝑖

𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 𝑧𝑟11 · · · 𝑧𝑟𝑛𝑛 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (3.59)

де 𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 ∈ R.

Îòæå, îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò ùîäî iñíóâàííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñè-

ìàöi¨.

Лема 3.15. Для кожного ряду 𝒵𝑔 вигляду (3.9), що задовольняє при-

пущення 3.2, iснує однорiдна апроксимацiя вигляду

𝒵̃︀𝑔 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛)
T, (3.60)
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де 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛 — елементи спряженого базису (3.40), причому апроксиму-

юче перетворення може бути вибране полiномiальним.

Доведення. Íåõàé ïîëiíîìiàëüíå ïåðåòâîðåííÿ 𝑦 = 𝑄(𝑥) çâîäèòü

âåêòîð-ôóíêöiþ (3.58) äî òðèêóòíî¨ ôîðìè (3.59). Çàñòîñîâóþ÷è éîãî äî

ðÿäó 𝒵𝑔, îòðèìó¹ìî, ùî åëåìåíò 𝑎𝑖 ó ïðàâié ÷àñòèíi (3.55) (¾ñòàðøèé äî-

äàíîê¿) äîðiâíþ¹

𝑎𝑖 =
∑︁

𝑤1𝑟1+···+𝑤𝑛𝑟𝑛=𝑤𝑖

𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 𝑑ш𝑟11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑟𝑛𝑛 .

Çîêðåìà, ìîæíà âèáðàòè 𝑦 = 𝑄(𝑥) òàê, ùîá 𝑎𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, òîáòî

𝑄(𝒵𝑔) = 𝑑+ 𝜌,

äå 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛)
T, 𝜌 = (𝜌1, . . . , 𝜌𝑛)

T, ïðè÷îìó 𝜌𝑖 ìiñòèòü åëåìåíòè ïîðÿäêó

âèùå 𝑤𝑖 = ord(𝑑𝑖). Ïîçíà÷èìî

𝒵̂︀𝑔 = 𝑑.

Öåé ðÿä çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ ̂︀𝑔 : A → R𝑛, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ íà áàçèñíèõ

åëåìåíòàõ (3.37) òàê:

̂︀𝑔(ℓ𝑖) = 𝑒𝑖 ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, ̂︀𝑔(ℓ𝑗) = 0 ïðè 𝑗 ≥ 𝑛+ 1,̂︀𝑔(ℓ𝑝1𝑗1 . . . ℓ𝑝𝑟𝑗𝑟 ) = 0, ÿêùî 𝑝1 + · · ·+ 𝑝𝑟 ≥ 2.
(3.61)

Î÷åâèäíî, ðÿä 𝒵̂︀𝑔+ çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè îçíà÷åííÿ 3.4. �

Çàçíà÷èìî, ùî ðÿä 𝒵̂︀𝑔 i àïðîêñèìóþ÷å ïåðåòâîðåííÿ 𝑦 = 𝑄(𝑥) çàäàþ-

òüñÿ íåîäíîçíà÷íî; íàïðèêëàä, (𝒵̂︀𝑔)𝑖 ìîæíà âèáðàòè ÿê 𝑑𝑖+𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑖−1),

äå 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑖−1) ∈ A𝑤𝑖 ¹ îäíîðiäíèìè ïîëiíîìàìè (âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äî-

áóòêó) áåç ëiíiéíîãî ÷ëåíà. Ïîêàæåìî, ùî öå é âè÷åðïó¹ âñi ìîæëèâîñòi äëÿ

îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨.

Лема 3.16. Нехай ряд 𝒵̂︀𝑔 є однорiдною апроксимацiєю ряду 𝒵𝑔. Тодi

його компоненти мають вигляд

(𝒵̂︀𝑔)𝑖 = 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑖−1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
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де 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑖−1) ∈ A𝑤𝑖 є однорiдними полiномами (вiдносно тасуючого

добутку), причому 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)
T — полiномiальна вектор-функцiя з

невиродженою лiнiйною частиною.

Доведення. Ïîçíà÷èìî (𝒵̂︀𝑔)𝑖 = 𝑎𝑖, ̃︀𝑤𝑖 = ord(𝑎𝑖), ïðè÷îìó ̃︀𝑤1 ≤ · · · ≤ ̃︀𝑤𝑛.
Ç îçíà÷åííÿ 3.4 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå ïåðåòâîðåííÿ 𝑦 = ̃︀𝑄(𝑥), äëÿ ÿêîãî

( ̃︀𝑄(𝒵𝑔))𝑖 = 𝑎𝑖 + ̃︀𝜌𝑖,
äå ̃︀𝜌𝑖 ìiñòèòü åëåìåíòè ïîðÿäêó âèùå ̃︀𝑤𝑖. Ç iíøîãî áîêó, ç ëåìè 3.15 îòðè-

ìó¹ìî, ùî

(𝑄(𝒵𝑔))𝑖 = 𝑑𝑖 + 𝜌𝑖,

äå 𝜌𝑖 ìiñòèòü åëåìåíòè ïîðÿäêó âèùå 𝑤𝑖. Îñêiëüêè ïåðåòâîðåííÿ 𝑦 = ̃︀𝑄(𝑥)
i 𝑦 = 𝑄(𝑥) íåâèðîäæåíi, iñíó¹ ïåðåòâîðåííÿ 𝐹 (𝑥) = ̃︀𝑄(𝑄−1(𝑥)), ÿêå òåæ ¹

íåâèðîäæåíèì. Ìà¹ìî

𝑎+ ̃︀𝜌 = 𝐹 (𝑑1 + 𝜌1, . . . , 𝑑𝑛 + 𝜌𝑛).

Åëåìåíòè найменшого ïîðÿäêó 𝑖-¨ êîìïîíåíòè ëiâî¨ ÷àñòèíè � öå 𝑎𝑖, ¨õ

ïîðÿäîê äîðiâíþ¹ ̃︀𝑤𝑖. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíòè íàéìåíøîãî ïîðÿäêó ïðàâî¨

÷àñòèíè: î÷åâèäíî, öå åëåìåíòè, ÿêi âõîäÿòü äî (𝐹 (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛))𝑖. Îòæå,

𝑎𝑖 + ̃︀𝜌𝑖 = 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) +𝑅𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛),

äå 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) � îäíîðiäíèé ïîëiíîì (âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó) ïî-

ðÿäêó ̃︀𝑤𝑖, à 𝑅𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) ìiñòèòü åëåìåíòè ïîðÿäêó âèùå íiæ ̃︀𝑤𝑖, çâiäêè
îòðèìó¹ìî, ùî (𝒵̂︀𝑔)𝑖 = 𝑎𝑖 = 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛). Ïîêàæåìî, ÿê âèçíà÷èòè âiä-

îáðàæåííÿ ̂︀𝑔 íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ (3.37): ÿêùî
𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

∑︁
𝛼𝑖𝑞1...𝑞𝑛𝑥

𝑞1
1 · · ·𝑥𝑞𝑛𝑛 ,

òî ̂︀𝑔 çàäà¹òüñÿ òàê:
(̂︀𝑔(ℓ𝑞11 . . . ℓ𝑞𝑛𝑛 ))𝑖 = 𝛼𝑖𝑞1...𝑞𝑛,

(̂︀𝑔(ℓ𝑝1𝑗1 . . . ℓ𝑝𝑟𝑗𝑟 ))𝑖 = 0, ÿêùî 𝑗𝑟 ≥ 𝑛+ 1.
(3.62)
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Îòæå, çíà÷åííÿ ̂︀𝑔 íà åëåìåíòàõ ℓ1, . . . , ℓ𝑛 äîðiâíþ¹ ëiíiéíié ÷àñòèíi 𝑃 =

(𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)
T. Ç óìîâè 3 îçíà÷åííÿ 3.4 îòðèìó¹ìî, ùî ëiíiéíà ÷àñòèíà 𝑃

íåâèðîäæåíà. Î÷åâèäíî, òîäi ̃︀𝑤𝑖 = 𝑤𝑖 i 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑖−1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. �

Îá'¹äíóþ÷è ëåìè 3.15 i 3.16, îòðèìó¹ìî ïîâíèé îïèñ îäíîðiäíèõ àïðî-

êñèìàöié ðÿäiâ (3.9).

Теорема 3.2. Розглянемо довiльний ряд 𝒵𝑔 вигляду (3.9), що задо-

вольняє припущення 3.2. Будь-яка його однорiдна апроксимацiя має ви-

гляд

𝒵̂︀𝑔 = 𝑃 (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛), (3.63)

де 𝑃 — довiльна полiномiальна вектор-функцiя з невиродженою лiнiйною

частиною i однорiдними компонентами, 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛 — елементи спряже-

ного базису (3.40) до базису Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта (3.37), однорiднi

елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ L задовольняють умови (3.18), (3.19), а {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 є

однорiдним базисом L𝑔.

При цьому апроксимуюче перетворення 𝑦 = 𝑄(𝑥) з означення 3.4 мо-

же бути вибране полiномiальним.

Îòæå, îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ ðÿäó ¹ єдиною â òàêîìó ñåíñi: áóäü-ÿêà

îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ ìîæå áóòè çâåäåíà äî áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ çà äîïîìîãîþ

îäíîðiäíîãî ïîëiíîìiàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Ç ëåì 3.13 i 3.14 âèïëèâà¹ ïîâíèé îïèñ àïðîêñèìóþ÷èõ ïåðåòâîðåíü.

Теорема 3.3. Невироджене перетворення 𝑦 = 𝑄(𝑥) є апроксимуючим

для ряду (3.45) тодi i тiльки тодi, коли воно зводить вектор-функцiю

(3.56) до трикутної форми (3.57). Еквiвалентно, невироджене перетво-

рення 𝑦 = 𝑄(𝑥) є апроксимуючим тодi i тiльки тодi, коли воно зводить

полiномiальну вектор-функцiю (3.58) до трикутної форми (3.59).

Âèêîðèñòîâóþ÷è íàñëiäîê 3.5, çà ÿêèì áóäü-ÿêèé åëåìåíò ̃︀ℓ𝑖, 𝑖 =

1, . . . , 𝑛, ìîæíà ïîäàòè ÿê ïîëiíîì âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó âiä
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𝑑1, . . . , 𝑑𝑛, i íàâïàêè, îòðèìó¹ìî iíøó çðó÷íó ôîðìó äëÿ îäíîðiäíî¨ àïðî-

êñèìàöi¨.

Теорема 3.4. Розглянемо довiльний ряд 𝒵𝑔 вигляду (3.9), що задо-

вольняє припущення 3.2. Будь-яка його однорiдна апроксимацiя має ви-

гляд

𝒵̂︀𝑔 = 𝑃 (̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑛),
де 𝑃 — довiльна полiномiальна вектор-функцiя з невиродженою лiнiйною

частиною i однорiдними компонентами, однорiднi елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈
ℒ задовольняють умови (3.18), (3.19), а ̃︀ℓ𝑖 позначає ортопроекцiю ℓ𝑖 на

пiдпростiр J⊥𝑔 .

При цьому апроксимуюче перетворення 𝑦 = 𝑄(𝑥) з означення 3.4 мо-

же бути вибране полiномiальним.

Наслiдок 3.7. Нехай ряд 𝒵𝑔 задовольняє припущення 3.2, а ряд 𝒵̂︀𝑔
є його однорiдною апроксимацiєю. Тодi 𝒵̂︀𝑔 теж задовольняє припущен-

ня 3.2.

Доведення. Âèêîíàííÿ âèìîãè 1 ïðèïóùåííÿ 3.2 âèïëèâà¹ ç îçíà÷åí-

íÿ 3.4. Ïîêàæåìî, ùî âèìîãà 2 òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ; âîíà ìà¹ âèãëÿä (3.63).

Íåõàé ℓ ∈ L � òàêèé åëåìåíò, äëÿ ÿêîãî ̂︀𝑔(ℓ) = 0. Òîäi ℓ ¹ ëiíiéíîþ êîìái-

íàöi¹þ {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1, òîáòî ℓ ∈ L𝑔. Àëå òîäi 𝑧ℓ ∈ J𝑔, à îòæå, çà íàñëiäêîì 3.2 ¹

ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ âèãëÿäó (3.23). Àëå ç (3.62) âèïëèâà¹, ùî

íà âñiõ òàêèõ åëåìåíòàõ ̂︀𝑔 äîðiâíþ¹ íóëþ, îòæå, ̂︀𝑔(𝑧ℓ) = 0. �

3.3.2 Áåçêîîðäèíàòíå îçíà÷åííÿ i êëàñèôiêàöiÿ îäíîðiäíèõ àïðîêñè-

ìàöié

Ç äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.7 âèïëèâà¹, ùî îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ çàäî-

âîëüíÿ¹ òàêi âëàñòèâîñòi: L𝑔 = L̂︀𝑔 i ̂︀𝑔(Ĵ︀𝑔) = 0; çà âèìîãîþ 2 ïðèïóùå-

ííÿ 3.2 îñòàííÿ ðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà ðiâíîñòi ̂︀𝑔(L̂︀𝑔) = 0. Íàâïàêè, ÿêùî
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ðÿä 𝒵̂︀𝑔 çàäîâîëüíÿ¹ öi óìîâè, âií, î÷åâèäíî, ¹ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ

ðÿäó 𝒵𝑔. Îòæå, îòðèìó¹ìî áåçêîîðäèíàòíå îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñè-

ìàöi¨, åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííþ 3.4, ÿêå íå ïîâ'ÿçàíå ç âèìîãîþ iñíóâàííÿ

àïðîêñèìóþ÷îãî ïåðåòâîðåííÿ.

Означення 3.5. Нехай заданий ряд 𝒵𝑔 вигляду (3.9), який задоволь-

няє припущення 3.2. Ми кажемо, що ряд 𝒵̂︀𝑔 є однорiдною апроксимацiєю

ряду 𝒵𝑔 (а вiдображення ̂︀𝑔 є однорiдною апроксимацiєю вiдображення 𝑔),

якщо:

(à) ̂︀𝑔(L̂︀𝑔) = 0;

(á) L𝑔 = L̂︀𝑔.
Çàçíà÷èìî, ùî óìîâà (à) îçíà÷à¹ îäíîðiäíiñòü, à óìîâà (á) � àïðîêñè-

ìàöiþ.

Зауваження 3.4. Умови (а) i (б) означення 3.5 можна замiнити

еквiвалентними умовами:

(à′) ̂︀𝑔(Ĵ︀𝑔) = 0;

(á′) J𝑔 = Ĵ︀𝑔.
ßê ïîêàçàíî âèùå, áóäü-ÿêèé ðÿä âèãëÿäó (3.9), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïðè-

ïóùåííÿ 3.2, âèçíà÷à¹ ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi � ãðàäóéîâàíó ïiäàëãåáðó Ëi

êîâèìiðíîñòi 𝑛, ÿêà ¾âiäïîâiäà¹¿ çà îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ. Ïîêàæåìî

òåïåð, ùî áóäü-ÿêà ãðàäóéîâàíà ïiäàëãåáðà Ëi êîâèìiðíîñòi 𝑛 âiäïîâiäà¹

ÿêîìóñü ðÿäó. Ç öüîãî âèïëèâàòèìå ïîâíèé îïèñ óñiõ ìîæëèâèõ îäíîðiäíèõ

àïðîêñèìàöié ðÿäiâ (3.9).

Лема 3.17. Нехай L′ ⊂ L — довiльна градуйована пiдалгебра Лi кови-

мiрностi 𝑛. Тодi iснує ряд 𝒵̂︀𝑔 вигляду (3.9) (або, що те ж саме, лiнiйне

вiдображення ̂︀𝑔 : A → R𝑛), що задовольняє вимоги 3.2, для якого L̂︀𝑔 = L′.
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Доведення. Ïîêëàäåìî J′ = Lin{A𝑒L′}, âèáåðåìî áóäü-ÿêi îäíîðiäíi åëå-
ìåíòè ℓ1, . . . , ℓ𝑛, äëÿ ÿêèõ L = Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑛} + L′. Òîäi âñi ðåçóëüòàòè

ïiäðîçäiëó 3.2 (êðiì íàñëiäêó 3.6) ìîæíà ïîâòîðèòè äëÿ L′ i J′. Îòæå, ìè

ìîæåìî ïîáóäóâàòè (îäíîðiäíèé) ðÿä, íàïðèêëàä, çà ôîðìóëîþ (3.61), äëÿ

ÿêîãî L̂︀𝑔 = L′. �

Зауваження 3.5. Лема 3.17 означає, що ядерною пiдалгеброю Лi мо-

же бути довiльна градуйована пiдалгебра Лi ковимiрностi 𝑛. Разом з ле-

мою 3.4 це дає повну класифiкацiю можливих однорiдних апроксимацiй.

Висновки до роздiлу 3

Ó ðîçäiëi 3 îòðèìàíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ùîäî ôîðìàëüíèõ

ðÿäiâ â àáñòðàêòíié âiëüíié àëãåáði. À ñàìå, ðîçãëÿíóòî ðÿäè, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòü ïåâíèì âèìîãàì (ïðèïóùåííÿ 3.2); öi ïðèïóùåííÿ àâòîìàòè÷íî

çàäîâîëüíÿþòüñÿ äëÿ ðÿäiâ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ

ìîìåíòiâ, ÿêi ðîçãëÿäàëèñÿ â ðîçäiëi 2.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ââåäåíi ïîíÿòòÿ ÿäåðíî¨ àëãåáðè i ëiâîãî iäåàëó, ùî ïî-

ðîäæóþòüñÿ ðÿäîì, äîñëiäæåíi ¨õ âëàñòèâîñòi, ââåäåíå ïîíÿòòÿ îäíîðiäíî¨

àïðîêñèìàöi¨ ôîðìàëüíîãî ðÿäó. Ó ïiäðîçäiëi 3.2 îòðèìàíå óçàãàëüíåííÿ

òåîðåìè Ð. Ði, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî áóäó¹òüñÿ áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîâ-

íåííÿ äî ëiâîãî iäåàëó.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 îòðèìàíèé ïîâíèé îïèñ óñiõ ìîæëèâèõ îäíîðiäíèõ

àïðîêñèìàöié i àïðîêñèìóþ÷èõ ïåðåòâîðåíü. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî äâà

ðÿäè ìàþòü îäíó é òó ñàìó îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ òîäi i òiëüêè òîäi, êî-

ëè ¨õ ÿäåðíi ïiäàëãåáðè Ëi çáiãàþòüñÿ. Ç iíøîãî áîêó, ïîêàçàíî, ùî ÿäåðíîþ

ïiäàëãåáðîþ Ëi ¹ áóäü-ÿêà ãðàäóéîâàíà ïiäàëãåáðà Ëi êîâèìiðíîñòi 𝑛.

Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ îäåðæàíi ðåçóëüòàòè áóäóòü çàñòîñîâàíi äî äîñëi-

äæåííÿ àïðîêñèìàöi¨ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó ðîáîòàõ [129, 132, 134, 82,

137].



РОЗДIЛ 4

ПОБУДОВА ОДНОРIДНОЇ АПРОКСИМАЦIЇ I

ДОСЛIДЖЕННЯ ЗАДАЧI ШВИДКОДIЇ ДЛЯ

НЕЛIНIЙНИХ СИСТЕМ, ЛIНIЙНИХ ЗА КЕРУВАННЯМ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîâåðòà¹ìîñÿ äî äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ

ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì. Ó ïiäðîçäiëi 4.1 çàñòîñîâóþòüñÿ ðåçóëüòà-

òè ðîçäiëó 3 äî ïîáóäîâè îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨: ïðîïîíó¹òüñÿ áåçêîîð-

äèíàòíå àëãåáðà¨÷íå îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨, îïèñó¹òüñÿ ìåòîä

¨¨ ïîáóäîâè i ïîÿñíþ¹òüñÿ, â ÿêîìó ñåíñi ¨¨ ìîæíà ââàæàòè ¹äèíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà

êåðóâàííÿì, i ç'ÿñîâó¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ i àïðî-

êñèìàöi¹þ ó ñåíñi øâèäêîäi¨. Ó ïiäðîçäiëi 4.3 äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à îäíî-

ðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ â îêîëi, çîêðåìà, äëÿ îäíîðiäíèõ i ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [82, 132, 134, 137].

4.1 Однорiдна апроксимацiя

Ïîâåðíåìîñü äî ïîíÿòòÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨, ââåäåíîãî â ïóí-

êòàõ 1.2.2 òà 2.3.1. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïðîïîíó¹ìî iíøå, áåçêîîðäèíàòíå

îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨, ÿêå äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ïîâíó êëàñèôi-

êàöiþ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié i åôåêòèâíî áóäóâàòè îäíîðiäíi àïðîêñèìà-

öi¨. Ðåçóëüòàòè âèêîðèñòîâóþòü àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè, ðîçâèíóòi â ðîçäiëi 3.

4.1.1 ßäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi i ëiâèé iäåàë, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ñèñòåìîþ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âèãëÿäó (2.1), äå 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) � äiéñíî-

àíàëiòè÷íi âåêòîðíi ïîëÿ â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ 𝑈(0) ⊂ R𝑛. ßê ïîêàçàíî

â ïiäðîçäiëi 2.1, òàêà ñèñòåìà âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü òðà¹êòîði¨
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ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(îçíà÷åííÿ 2.1), ÿêå ïðèïóñêà¹ ðîçâèíåííÿ â ðÿä iòåðîâàíèõ iíòå-

ãðàëiâ (2.3)�(2.5). Iòåðîâàíi iíòåãðàëè (2.4) óòâîðþþòü âiëüíó àñîöiàòèâíó

àëãåáðó ℱ𝜃 (îçíà÷åííÿ 2.4), ÿêà içîìîðôíà àáñòðàêòíié âiëüíié àëãåáði ℱ .
Àáñòðàêòíèé àíàëîã âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü òðà¹êòîði¨ � öå ðÿä (2.12) â

àëãåáði ℱ .
Òåïåð ðîçãëÿíåìî àëãåáðó ℱ ÿê âiëüíó àëãåáðó ç ðîçäiëó 3, òîáòî

A = ℱ . Âîíà ïîðîäæó¹òüñÿ ëiòåðàìè {𝜁𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} = {𝜂1, . . . , 𝜂𝑚} (îòæå,

𝐼 = {1, . . . ,𝑚}) ç ïîðÿäêîì ord(𝜂1) = · · · = ord(𝜂𝑚) = 1. Öå ãðàäóþâàííÿ,

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ 3.1. Àëãåáðà Ëi L = ℒ ïîðîäæó¹òüñÿ

òèìè ñàìèìè ëiòåðàìè. Ðÿä 𝒵𝑔 = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
åëåìåíòiâ ℱ ç âåêòîðíèìè êîå-

ôiöi¹íòàìè ïîðîäæó¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì 𝑔 = 𝑐 : ℱ → R𝑛 âèãëÿäó (2.21).

Ç óìîâè Ðàøåâñüêîãî-×æîó (2.23) i ëåìè 2.3 âèïëèâà¹, ùî öå âiäîáðàæåííÿ

çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè ïðèïóùåííÿ 3.2.

ßê íàñëiäîê îçíà÷åíü ïiäðîçäiëó 3.1, îòðèìó¹ìî òàêi îçíà÷åííÿ.

Означення 4.1. Розглянемо пiдпростори ℒ вигляду

𝒫𝑘 = {ℓ ∈ ℒ𝑘 : 𝑐(ℓ) ∈ 𝑐(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1)}, 𝑘 ≥ 1, (4.1)

де при 𝑘 = 1 мається на увазi 𝒫1 = {ℓ ∈ ℒ1 : 𝑐(ℓ) = 0}, i нехай

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘. (4.2)

Ми називаємо ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
ядерною пiдалгеброю Лi, що вiдповiдає системi

(2.1).

Означення 4.2. Пiдпростiр

𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
= Lin{ℱ 𝑒ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

} = Lin{𝑦ℓ : 𝑦 ∈ ℱ 𝑒, ℓ ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
}

називається лiвим iдеалом, що вiдповiдає системi (2.1).

Çà íàñëiäêîì 3.3,

𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
∩ ℒ = ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

. (4.3)
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Çà ëåìàìè 3.3 i 3.4, ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
¹ ãðàäóéîâàíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi êîâèìiðíîñòi 𝑛.

Çà íàñëiäêîì 3.6 ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi i ëiâèé iäåàë iíâàðiàíòíi âiäíîñíî

íåâèðîäæåíèõ çàìií çìiííèõ ó ñèñòåìi.

Зауваження 4.1. Системи, для яких ядерна пiдалгебра Лi дорiвнює
∞∑︀

𝑚=𝑝+1
ℒ𝑚, називаються вiльними; вони були дослiдженi у роботi [96]. За-

уважимо, що вони iснують тiльки для окремих значень 𝑛.

Зауваження 4.2. Якщо 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝) є вектором зросту систе-

ми (2.1) (означення 2.6), то

dimℒ𝑘 = dim𝒫𝑘 + (𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝, (4.4)

де 𝑣0 = 0. Дiйсно, аналогiчно доведенню леми 3.4, розглянемо пряму суму

ℒ𝑘 = 𝒫𝑘 +ℳ𝑘. За означенням вектора зросту, dimℳ𝑘 = 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1.

Приклад 4.1. Ïîâåðíåìîñü äî ñèñòåìè (2.19) ç ïðèêëàäó 2.1. Ìà¹ìî

𝑐(𝜂1) = 𝑐1 = 𝑒1 ̸= 0, 𝑐(𝜂2) = 𝑐2 = 0, 𝑐([𝜂2, 𝜂1]) = 𝑐21 − 𝑐12 = 𝑒2 ̸∈ Lin{𝑒1},

𝑐([[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1]) = 𝑐211−2𝑐121+𝑐112 = 0, 𝑐([[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2]) = 2𝑐212−𝑐122−𝑐221 = 0,

𝑐([[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1], 𝜂1]) = 𝑐2111 − 3𝜂1211 + 3𝑐1121 − 𝑐1112 = 𝑒3 ̸∈ Lin{𝑒1, 𝑒2},

à ðåøòà äóæîê Ëi äîðiâíþþòü íóëþ. Îòæå, ñòåïiíü íåãîëîíîìíîñòi ñèñòåìè

äîðiâíþ¹ 𝑝 = 4, à âåêòîð çðîñòó ìà¹ âèãëÿä 𝑣 = (1, 2, 2, 3).

Çíàéäåìî ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi ℒ𝑋1,𝑋2
. Ìà¹ìî

𝒫1 = Lin{𝜂2}, 𝒫2 = {0}, 𝒫3 = Lin{[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1], [[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2]} = ℒ3,

𝒫4 = Lin{[[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1], 𝜂2], [[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], 𝜂2]},
(4.5)

i 𝒫𝑘 = ℒ𝑘 ïðè 𝑘 ≥ 5. Î÷åâèäíî, ℒ𝑋1,𝑋2
=

∞∑︀
𝑘=1

𝒫𝑘 ¹ ïiäàëãåáðîþ Ëi i

codimℒ𝑋1,𝑋2
= 3.

Çíàéäåìî òðè îäíîðiäíi åëåìåíòè, ÿêi çàäàþòü äîïîâíåííÿ ℒ𝑋1,𝑋2
. Íà-

ïðèêëàä, ìîæåìî âçÿòè

ℓ1 = 𝜂1 + 𝜂2, ℓ2 = −2[𝜂2, 𝜂1], ℓ3 = 3[[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1], 𝜂1]− [[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], 𝜂2], (4.6)
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òîäi ℒ = Lin{ℓ1, ℓ2, ℓ3}+ℒ𝑋1,𝑋2
. Çàóâàæèìî, ùî âåêòîðè 𝑐(ℓ1) = 𝑒1, 𝑐(ℓ2) =

−2𝑒2 i 𝑐(ℓ3) = 3𝑒3 ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Òåïåð çíàéäåìî ëiâèé iäåàë 𝒥𝑋1,𝑋2
i îðòîïðîåêöi¨ äîïîâíþþ÷èõ åëå-

ìåíòiâ. Ìè âèêîðèñòà¹ìî (4.5). Î÷åâèäíî, 𝒥𝑋1,𝑋2
∩ ℱ1 = ℒ𝑋1,𝑋2

∩ ℱ1 =

Lin{𝜂2}. Îòæå, âñi åëåìåíòè âèãëÿäó 𝜂𝑖1...𝑖𝑘2 òàêîæ íàëåæàòü 𝒥𝑋1,𝑋2
, ùî

äà¹ 𝒥𝑋1,𝑋2
∩ ℱ2 = Lin{𝜂12, 𝜂22}. Îñêiëüêè [[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1] = 𝜂211 − 2𝜂121 + 𝜂112,

[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2] = −𝜂221 + 2𝜂212 − 𝜂122 i 𝜂122, 𝜂212, 𝜂112 ∈ 𝒥𝑋1,𝑋2
, îòðèìó¹ìî

𝒥𝑋1,𝑋2
∩ ℱ3 = Lin{𝜂112, 𝜂122, 𝜂212, 𝜂222, 𝜂211 − 2𝜂121, 𝜂221},

𝒥𝑋1,𝑋2
∩ ℱ4 = Lin{𝜂1112, 𝜂1122, 𝜂1212, 𝜂1222, 𝜂1211 − 2𝜂1121, 𝜂1221,

𝜂2112, 𝜂2122, 𝜂2212, 𝜂2222, 𝜂2211 − 2𝜂2121, 𝜂2221}.
(4.7)

Òåïåð çíàéäåìî îðòîïðîåêöi¨ åëåìåíòiâ (4.6) íà ïiäïðîñòið 𝒥 ⊥
𝑋1,𝑋2

.

Îñêiëüêè 𝜂2 ∈ 𝒥𝑋1,𝑋2
, îòðèìó¹ìî ̃︀ℓ1 = 𝜂1. Àíàëîãi÷íî, îñêiëüêè 𝜂12 ∈ 𝒥𝑋1,𝑋2

,

ìà¹ìî ̃︀ℓ2 = −2𝜂21. Çàóâàæèìî, ùî åëåìåíòè ̃︀ℓш4
1 = 24𝜂1111, ̃︀ℓш2

1 ш
̃︀ℓ2 =

−12𝜂2111 − 8𝜂1211 − 4𝜂1121 i ̃︀ℓш2
2 = 8𝜂2121 + 16𝜂2211 ¹ îðòîãîíàëüíèìè äî

âñiõ åëåìåíòiâ (4.7). Íàðåøòi, çàóâàæèìî, ùî [[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], 𝜂2] ∈ 𝒥𝑋1,𝑋2
i

[[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1], 𝜂1] = 𝜂2111 − 3𝜂1211 + 3𝜂1121 − 𝜂1112, äå 𝜂1112 ∈ 𝒥𝑋1,𝑋2
. Î÷åâè-

äíî, åëåìåíò 𝜂2111 − 3𝜂1211 + 3𝜂1121 ¹ îðòîãîíàëüíèì äî âñiõ åëåìåíòiâ (4.7)

çà âèíÿòêîì 𝜂1211 − 2𝜂1121. Îòæå, éîãî îðòîïðîåêöiÿ íà 𝒥 ⊥
𝑋1,𝑋2

äîðiâíþ¹

𝜂2111 − 3𝜂1211 + 3𝜂1121 + 𝛼(𝜂1211 − 2𝜂1121), äå 𝛼 òàêå, ùî

⟨𝜂2111 − 3𝜂1211 + 3𝜂1121 + 𝛼(𝜂1211 − 2𝜂1121), 𝜂1211 − 2𝜂1121⟩ = 0,

ùî äà¹ 𝛼 = 9
5 . Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî̃︀ℓ1 = 𝜂1, ̃︀ℓ2 = −2𝜂21, ̃︀ℓ3 = 3𝜂2111 − 18

5 𝜂1211 −
9
5𝜂1121.

Òåïåð çíàéäåìî åëåìåíòè ñïðÿæåíîãî áàçèñó. Âèáåðåìî ℓ4 = 𝜂2. Òîäi 𝑑1

ìîæíà çíàéòè ç ðiâíîñòåé ⟨𝑑1, ℓ1⟩ = 1, ⟨𝑑1, ℓ4⟩ = 0, ùî äà¹ 𝑑1 = 𝜂1 = ̃︀ℓ1. Àíà-
ëîãi÷íî, 𝑑2 ìîæíà çíàéòè ç ðiâíîñòåé ⟨𝑑2, ℓ2⟩ = 1, ⟨𝑑2, ℓ1ℓ1⟩ = ⟨𝑑2, ℓ1ℓ4⟩ =

⟨𝑑2, ℓ4ℓ4⟩ = 0, ùî äà¹ 𝑑2 = −1
2𝜂21 =

1
4
̃︀ℓ2. Íàðåøòi, âèáåðåìî ℓ5 = [[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1],

ℓ6 = [[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], ℓ7 = [[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1], 𝜂2], ℓ8 = [[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], 𝜂2]. Åëåìåíò 𝑑3 çà-

äîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü ⟨𝑑3, ℓ3⟩ = 1 i ¹ îðòîãîíàëüíèì äî

ℓ41, ℓ
3
1ℓ4, ℓ

2
1ℓ

2
4, ℓ1ℓ

3
4, ℓ

4
4, ℓ

2
1ℓ2, ℓ1ℓ2ℓ4, ℓ

2
2, ℓ2ℓ

2
4, ℓ1ℓ5, ℓ1ℓ6, ℓ4ℓ5, ℓ4ℓ6, ℓ7, ℓ8,
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ùî äà¹ 𝑑3 = 1
3𝜂2111. Çàóâàæèìî, ùî 𝜂

ш2
1 ш 𝜂21 = 6𝜂2111+4𝜂1211+2𝜂1121, îòæå,

𝑑3 =
5
126
̃︀ℓ3 − 1

54
̃︀ℓш2
1 ш

̃︀ℓ2. Îñòàòî÷íî,
𝑑1 = 𝜂1 = ̃︀ℓ1, 𝑑2 = −1

2𝜂21 =
1
4
̃︀ℓ2, 𝑑3 =

1
3𝜂2111 =

5
126
̃︀ℓ3 − 1

54
̃︀ℓш2
1 ш

̃︀ℓ2
4.1.2 Îïèñ i êëàñèôiêàöiÿ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié

Ó ëåìi 3.15 çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ðÿäó 𝒵̂︀𝑔, ÿêèé ¹ îäíîði-

äíîþ àïðîêñèìàöi¹þ ðÿäó 𝒵𝑔 (îçíà÷åííÿ 3.4). Çàñòîñó¹ìî éîãî äî ðÿäó

𝒵𝑔 = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
i ïîçíà÷èìî àïðîêñèìàöiþ ̂︀ℰ = 𝒵̂︀𝑔. Çà íàñëiäêîì 3.7 àïðî-

êñèìóþ÷èé ðÿä çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ 3.2. Êðiì òîãî, âií ìiñòèòü ñêií-

÷åííó êiëüêiñòü äîäàíêiâ (äèâ. (3.62)). Öå îçíà÷à¹, ùî ðÿä ̂︀ℰ çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè òåîðåìè 1.8, à îòæå, iñíó¹ (äiéñíî-àíàëiòè÷íà) ñèñòåìà (2.44), äëÿ

ÿêî¨ ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
= ̂︀ℰ .

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè ç òåîðåì 3.2 i 3.4.

Теорема 4.1. Для кожної дiйсно-аналiтичної повнiстю неголоном-

ної системи вигляду (2.1) iснує така невироджена полiномiальна замiна

змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥), що вiдображення в кiнець траєкторiї системи в нових

координатах (2.13) зображається як ряд вигляду(︀
ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚

)︀
𝑖
=
(︀
𝑄(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

)
)︀
𝑖
= 𝑑𝑖 + 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.8)

де 𝜌𝑖 ∈
∞∑︀

𝑗=𝑤𝑖+1

ℱ 𝑗, 𝑤𝑖 = ord(𝑑𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тут 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛 — елементи

спряженого базису (3.40) до базису Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта (3.37), де

однорiднi елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ задовольняють умови

ℒ = Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑛}+ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
,

ord(ℓ𝑖) ≤ ord(ℓ𝑗) при 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛,
(4.9)

а {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 є однорiдним базисом ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
.

Теорема 4.2. Для кожної дiйсно-аналiтичної повнiстю неголоном-

ної системи вигляду (2.1) iснує така невироджена полiномiальна замiна



125

змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥), що вiдображення в кiнець траєкторiї системи в нових

координатах (2.13) зображається як ряд вигляду(︀
ℰ𝑌1,...,𝑌𝑚

)︀
𝑖
=
(︀
𝑄(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

)
)︀
𝑖
= ̃︀ℓ𝑖 + ̂︀𝜌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.10)

де ̂︀𝜌𝑖 ∈ ∞∑︀
𝑗=𝑤𝑖+1

ℱ 𝑗, 𝑤𝑖 = ord(ℓ𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тут однорiднi елементи ℓ𝑖 ∈ ℒ

задовольняють умови (4.9), а ̃︀ℓ𝑖 позначає ортопроекцiю ℓ𝑖 на пiдпростiр

𝒥 ⊥
𝑋1,...,𝑋𝑚

.

Наслiдок 4.1. Система (2.44) є однорiдною апроксимацiєю системи

(2.1) у сенсi означення 2.12 тодi i тiльки тодi, коли її ряд має ви-

гляд (ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
)𝑖 = 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, де 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)

T —

полiномiальна вектор-функцiя з невиродженою лiнiйною частиною i

𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) ∈ ℱ𝑤𝑖 (де 𝑤𝑖 = ord(𝑑𝑖)).

Наслiдок 4.2. Система (2.44) є однорiдною апроксимацiєю систе-

ми (2.1) у сенсi означення 2.12 тодi i тiльки тодi, коли її ряд має

вигляд (ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
)𝑖 = 𝑃𝑖(̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, де 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)

T

— полiномiальна вектор-функцiя з невиродженою лiнiйною частиною i

𝑃𝑖(̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑛) ∈ ℱ𝑤𝑖 (де 𝑤𝑖 = ord(ℓ𝑖)).

Òàêèì ÷èíîì, îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ ñèñòåìè ìîæíà ïîáóäóâàòè ñóòî

àëãåáðà¨÷íèì øëÿõîì, çà äîïîìîãîþ ¾ñòàíäàðòíî¨¿ ïðîöåäóðè çíàõîäæå-

ííÿ îðòîïðîåêöié åëåìåíòiâ ℓ1, . . . , ℓ𝑛, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4.9), íà

ïiäïðîñòið 𝒥 ⊥
𝑋1,...,𝑋𝑚

.

ßê âèïëèâà¹ ç íàñëiäêiâ 4.1 i 4.2, ÿêùî ñèñòåìà (2.44) ¹ îäíîðiäíîþ àïðî-

êñèìàöi¹þ ñèñòåìè (2.1), òî ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
= ℒ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚

. Êðiì òîãî, ðÿä ñèñòåìè,

ÿêà ¹ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ, âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì ç òî÷íiñòþ

äî îäíîðiäíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ çàìiíè çìiííèõ. Îñêiëüêè ðÿä çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè (a) i (b) òåîðåìè 1.8, àïðîêñèìóþ÷à ñèñòåìà òåæ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíî-

çíà÷íî.

Áåðó÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ 3.5, îòðèìó¹ìî íàñòóïíi íàñëiäêè, ÿêi äà-

þòü ïîâíó êëàñèôiêàöiþ âñiõ ìîæëèâèõ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié íåëiíié-

íèõ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì.
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Наслiдок 4.3. Двi повнiстю неголономнi системи вигляду (2.1) ма-

ють одну й ту саму однорiдну апроксимацiю тодi i тiльки тодi, коли їх

ядернi пiдалгебри Лi збiгаються.

Наслiдок 4.4. Для системи вигляду (2.1) однорiдна апроксимацiя

iснує i є єдиною з точнiстю до однорiдної полiномiальної замiни змiнних.

Наслiдок 4.5. Множина однорiдних апроксимацiй повнiстю неголо-

номних систем вигляду (2.1) знаходиться у взаємно однозначнiй вiдпо-

вiдностi з множиною всiх градуйованих пiдалгебр Лi ℒ ковимiрностi 𝑛.

Îçíà÷åííÿ 2.12 îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ¹ êîîðäèíàòíî çàëåæíèì. Ìè

ïåðåôîðìóëþ¹ìî öå îçíà÷åííÿ ó êîîðäèíàòíî íåçàëåæíèé ñïîñiá, âðàõîâó-

þ÷è îçíà÷åííÿ 3.5 i çàóâàæåííÿ 3.4.

Означення 4.3. Розглянемо повнiстю неголономну систему (2.1).

Нехай система (2.44) є повнiстю неголономною; нехай 𝑐 ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
: ℱ → R𝑛

позначає лiнiйне вiдображення, що вiдповiдає системi (2.44). Система

(2.44) називається однорiдною апроксимацiєю системи (2.1), якщо

(à) 𝑐 ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
(ℒ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚

) = 0,

(á) ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
= ℒ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚

.

Зауваження 4.3. Умови (а) i (б) означення 4.3 можна замiнити

еквiвалентними умовами:

(à′) 𝑐 ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
(𝒥 ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚

) = 0,

(á′) 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
= 𝒥 ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚

.

4.1.3 Îïèñ óñiõ ìîæëèâèõ ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò

Ïîâåðíåìîñü äî ïîíÿòòÿ ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò, ÿêå îáãîâîðþâàëî-

ñÿ â ïóíêòàõ 1.2.2 i 2.3.1. Çàïèøåìî çîáðàæåííÿ (3.45) äëÿ ðÿäó ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
:

ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∑︁
1≤𝑖1<···<𝑖𝑟
𝑞1,...,𝑞𝑟≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
𝑐(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
) 𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
. (4.11)
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Îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé îïèñ ïîíÿòü ïîðÿäêó, âàãè i ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäè-

íàò (ïóíêò 1.2.2).

Порядок координатної функцiї 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 дорiвнює мiнiмальному по-

рядку 𝑘𝑖 базисного елемента 𝑑
ш𝑞1
𝑖1
ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟

, який входить до 𝑖-ї компо-

ненти правої частини (4.11) з ненульовим коефiцiєнтом, тобто такого,

що (𝑐(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
))𝑖 ̸= 0.

Припустимо, що координати лiнiйно адаптованi. Вага координати 𝑥𝑖

дорiвнює мiнiмальному порядку 𝑤𝑖 базисного елемента 𝑑𝑞, який входить

до 𝑖-ї компоненти правої частини (4.11) з ненульовим коефiцiєнтом, тоб-

то такого, що (𝑐(𝑑𝑞))𝑖 ̸= 0. ßêùî 𝑐(𝑑𝑖) = 𝑒𝑖 ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, òî âàãà

êîîðäèíàòè 𝑥𝑖 äîðiâíþ¹ 𝑤𝑖 = ord(𝑑𝑖).

Çîêðåìà, î÷åâèäíî, ùî ïîðÿäîê êîîðäèíàòíî¨ ôóíêöi¨ íå áiëüøèé çà

âàãó öi¹¨ êîîðäèíàòè. Áiëüø òîãî, ïîðÿäîê 𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 ñòðîãî ìåíøå âà-

ãè 𝑥𝑖 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ åëåìåíò 𝑑ш𝑞1𝑖1
ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟

, äëÿ ÿêîãî

(𝑐(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
))𝑖 ̸= 0 i ord(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
) < 𝑤𝑖. Îòæå, лiнiйно адаптованi коор-

динати є привiлейованими, якщо для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

(𝑐(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
))𝑖 = 0 при ord(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ

𝑞𝑟
𝑖𝑟
) < 𝑤𝑖.

Àëå ç âèáîðó áàçèñíèõ åëåìåíòiâ âèïëèâà¹, ùî лiнiйно адаптованi коорди-

нати є привiлейованими, якщо для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

(𝑐(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ))𝑖 = 0 при ord(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) < 𝑤𝑖.

Òîáòî ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðèâiëåéîâàíi êîîðäèíàòè, ÿêùî âèêëþ÷èòè âñi

åëåìåíòè 𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 , ïîðÿäîê ÿêèõ ìåíøå 𝑤𝑖, ç 𝑖-¨ êîìïîíåíòè (4.11)

äëÿ âñiõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Öå âiäïîâiäà¹ çâåäåííþ ðÿäó

𝒮 =
∑︁

𝑞1,...,𝑞𝑛≥0
𝑞1+···+𝑞𝑛≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑐(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) 𝑑

ш𝑞1
1 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛

äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó.

Îòæå, îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè ç òåîðåìè 3.3.
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Ðîçãëÿíåìî âåêòîð-ôóíêöiþ Φ : R𝑛 → R𝑛 âèãëÿäó

Φ(𝑧) =
∑︁

𝑞1,...,𝑞𝑛≥0
𝑞1+···+𝑞𝑛≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑐(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) 𝑧

𝑞1
1 · · · 𝑧𝑞𝑛𝑛 , 𝑧 ∈ R𝑛. (4.12)

Çàóâàæèìî, ùî Φ(0) = 0. ßê âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ (2.5) i îáãîâîðåííÿ ç

ïóíêòó 2.1.4,

𝑐(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) = 𝑍𝑞𝑛
𝑛 · · ·𝑍𝑞1

1 ,

äå âåêòîðíi ïîëÿ 𝑍𝑖 = 𝐻(ℓ𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, âèçíà÷àþòüñÿ çà àíòè-

ãîìîìîðôiçìîì (2.20), à 𝑍𝑞 ïîçíà÷à¹ êîìïîçèöiþ 𝑍𝑞 = 𝑍 · · ·𝑍 (𝑞 ðàçiâ).

Îñêiëüêè âåêòîðíi ïîëÿ 𝑍1, . . . , 𝑍𝑛 ¹ äiéñíî-àíàëiòè÷íèìè â îêîëi íóëÿ,

Φ(𝑧) òàêîæ ¹ äiéñíî-àíàëiòè÷íîþ â îêîëi íóëÿ. Çàçíà÷èìî, ùî Φ𝑧(0) =

(𝑐(ℓ1), . . . , 𝑐(ℓ𝑛)), à îòæå, çà íàñëiäêîì 3.1, detΦ𝑧(0) ̸= 0.

Теорема 4.3. Замiна змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥) визначає привiлейованi коор-

динати тодi i тiльки тодi, коли вона зводить вектор-функцiю (4.12) до

трикутного вигляду, тобто

(𝑄(Φ(𝑧)))𝑖 =
∑︁

𝑤1𝑟1+···+𝑤𝑛𝑟𝑛≥𝑤𝑖

𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 𝑧𝑟11 · · · 𝑧𝑟𝑛𝑛 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 ∈ R.

Çîêðåìà, 𝑄(𝑧) = Φ−1(𝑧) çàäà¹ ïðèâiëåéîâàíi êîîðäèíàòè; òàêà îäíîði-

äíà àïðîêñèìàöiÿ áóëà çàïðîïîíîâàíà â ðîáîòi [80].

Теорема 4.4. Замiна змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥) визначає привiлейованi ко-

ординати тодi i тiльки тодi, коли воно зводить полiномiальну вектор-

функцiю

Ψ(𝑧) =
∑︁

𝑤1𝑞1+···+𝑤𝑛𝑞𝑛≤𝑤𝑛

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑐(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 )𝑧

𝑞1
1 · · · 𝑧𝑞𝑛𝑛 , 𝑧 ∈ R𝑛, (4.13)

до трикутного вигляду, тобто

(𝑄(Ψ(𝑧)))𝑖 =
∑︁

𝑤1𝑟1+···+𝑤𝑛𝑟𝑛≥𝑤𝑖

𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 𝑧𝑟11 · · · 𝑧𝑟𝑛𝑛 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝛼𝑟1...𝑟𝑛𝑖 ∈ R.
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Ïî ñóòi òàêà ïîëiíîìiàëüíà çàìiíà áóëà îïèñàíà â ðîáîòi [50]. Íà ïðà-

êòèöi çðó÷íî áóäóâàòè çàìiíó çìiííèõ ïîêîìïîíåíòíî, ùîá íà 𝑖-ìó êðîöi

ïåðåòâîðþâàòè 𝑖-ó êîìïîíåíòó, âèêëþ÷àþ÷è âñi ÷ëåíè ïîðÿäêó ìåíøå 𝑤𝑖.

Íàðåøòi, îáãîâîðèìî çâ'ÿçîê äâîõ îçíà÷åíü îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ �

îçíà÷åííÿ 2.12 i îçíà÷åííÿ ç ðîáîòè [50]. Íàãàäà¹ìî, ÿê ââîäèëîñÿ ïîíÿòòÿ

îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ó [50]. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìó (2.1) çàïèñàíî ó

ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàòàõ; òîäi 𝑋𝑖(𝑥) = 𝑋
(−1)
𝑖 (𝑥)+𝑌𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, äå

âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋(−1)
𝑖 (𝑥) ìàþòü ïîðÿäîê −1, à 𝑌𝑖 ìiñòèòü äîäàíêè ïîðÿäêó

áiëüøå, íiæ −1, òîáòî

(𝑋
(−1)
𝑖 (𝑥))𝑗 =

∑︁
𝑘1𝑤1+···+𝑘𝑗−1𝑤𝑗−1=𝑤𝑗−1

𝜇𝑗,𝑖𝑘1...𝑘𝑗−1
𝑥𝑘11 · · ·𝑥𝑘𝑗−1

𝑗−1 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

(𝑌𝑖(𝑥))𝑗 =
∑︁

𝑘1𝑤1+···+𝑘𝑛𝑤𝑛≥𝑤𝑗

𝜈𝑗,𝑖𝑘1...𝑘𝑛𝑥
𝑘1
1 · · ·𝑥𝑘𝑛𝑛 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Òîäi система 𝑧̇ =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢𝑖𝑋
(−1)
𝑖 (𝑧) називається однорiдною апроксимацiєю

системи (2.1).

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öÿ ñèñòåìà çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ 2.12. Äëÿ öüî-

ãî ðîçãëÿíåìî ℰ = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
i ̂︀ℰ = ℰ

𝑋
(−1)
1 ,...,𝑋

(−1)
𝑚

. Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì

ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
i ℰ

𝑋
(−1)
1 ,...,𝑋

(−1)
𝑚

̂︀ℰ𝑗(𝜃, 𝑢) = 𝑥𝑗(𝜃) =
𝑚∑︁
𝑖=1

∫ 𝜃
0

𝑢𝑖(𝜏)(𝑋
(−1)
𝑖 (𝑥(𝜏)))𝑗𝑑𝜏,

ℰ𝑗(𝜃, 𝑢) = 𝑥𝑗(𝜃) =
𝑚∑︁
𝑖=1

∫ 𝜃
0

𝑢𝑖(𝜏)
(︁
(𝑋

(−1)
𝑖 (𝑥(𝜏)))𝑗 + (𝑌𝑖(𝑥(𝜏)))𝑗

)︁
𝑑𝜏,

òî ̂︀ℰ𝑗 = 𝑚∑︁
𝑖=1

𝜂𝑖

(︃ ∑︁
𝑘1𝑤1+···+𝑘𝑗−1𝑤𝑗−1=𝑤𝑗−1

𝜇𝑗,𝑖𝑘1...𝑘𝑗−1

̂︀ℰш𝑘11 ш · · ·ш ̂︀ℰш𝑘𝑗−1

𝑗−1

)︃
,

ℰ𝑗 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜂𝑖

(︃ ∑︁
𝑘1𝑤1+···+𝑘𝑗−1𝑤𝑗−1=𝑤𝑗−1

𝜇𝑗,𝑖𝑘1...𝑘𝑗−1
ℰш𝑘11 ш · · ·ш ℰш𝑘𝑗−1

𝑗−1 +

+
∑︁

𝑘1𝑤1+···+𝑘𝑛𝑤𝑛≥𝑤𝑗

𝜈𝑗,𝑖𝑘1...𝑘𝑛ℰ
ш𝑘1
1 ш · · ·ш ℰш𝑘𝑛𝑛

)︃
.
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Çàñòîñîâóþ÷è iíäóêöiþ ïî 𝑗, ìîæíà äîâåñòè, ùî ̂︀ℰ𝑗 ¹ îäíîðiäíèì i ìiñòèòü

åëåìåíòè òiëüêè ïîðÿäêó 𝑤𝑗, à ℰ𝑗 ìiñòèòü åëåìåíòè ïîðÿäêó íå ìåíøå 𝑤𝑗 i,
áiëüø òîãî, åëåìåíòè ïîðÿäêó 𝑤𝑗 â ̂︀ℰ𝑗 i ℰ𝑗 çáiãàþòüñÿ. Çâiäñè âèïëèâàþòü

óìîâè îçíà÷åííÿ 2.12. Ç íàñëiäêó 4.4 îòðèìó¹ìî, ùî îäíîðiäíà àïðîêñèìà-

öiÿ ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.12 ¹ ¹äèíîþ (ç òî÷íiñòþ äî ïîëiíîìiàëüíî¨ çàìiíè

çìiííèõ). Îòæå, îçíà÷åííÿ 2.12 i îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ç ðî-

áîòè [50] çàäàþòü îäíå é òå ñàìå ïîíÿòòÿ.

4.1.4 Ïîáóäóâàííÿ àïðîêñèìóþ÷î¨ ñèñòåìè

ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.4, ðÿä ̂︀ℰ =
∑︀̂︀𝑐𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘 , ùî âiäïîâiäà¹ îäíî-

ðiäíié àïðîêñèìàöi¨ ñèñòåìè, ìîæå áóòè çíàéäåíèé ó òàêîìó âèãëÿäi:

̂︀ℰ𝑖 = ̃︀ℓ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 1.8, òîáòî iñíó¹

(¹äèíà) ñèñòåìà âèãëÿäó (2.44), äëÿ ÿêî¨ ̂︀𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = ̂︀𝑋𝑖𝑘 · · · ̂︀𝑋𝑖1𝐸(0). Ó öüîìó

ïóíêòi ìè ïîêàæåìî, ÿê ¨¨ ïîáóäóâàòè.

Ïîáóäóâàííÿ ïðîâîäèìî çà iíäóêöi¹þ ïî 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Äëÿ 𝑖 = 1 ðîç-

ãëÿíåìî åëåìåíò ̃︀ℓ1 = 𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼1
𝑗𝜂𝑗. Çàäàìî ïåðøó êîìïîíåíòó âåêòîðíèõ ïîëiâ̂︀𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑚 òàê:

( ̂︀𝑋𝑗)1(𝑥) = 𝛼1
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Òîäi ôóíêöiÿ

𝑥1(𝑡) = ̃︀ℓ1(𝑡, 𝑢) = 𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼1
𝑗𝜂𝑗(𝑡, 𝑢) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼1
𝑗

∫ 𝑡
0

𝑢𝑗(𝜏)𝑑𝜏

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

𝑥̇1(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼1
𝑗𝑢𝑗(𝑡) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑡)( ̂︀𝑋𝑗)1.

Íåõàé 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 i ïiñëÿ 𝑖 − 1 êðîêiâ óñi êîìïîíåíòè ( ̂︀𝑋𝑗)1, . . . , ( ̂︀𝑋𝑗)𝑖−1

îáðàíi òàê, ùî ôóíêöi¨

𝑥𝑞(𝑡) = ̃︀ℓ𝑞(𝑡, 𝑢), 𝑞 = 1, . . . , 𝑖− 1,
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çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

𝑥̇𝑞(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑡)( ̂︀𝑋𝑗)𝑞(𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑞−1(𝑡)), 𝑞 = 1, . . . , 𝑖− 1.

Íà 𝑖-ìó êðîöi ðîçãëÿíåìî åëåìåíò ̃︀ℓ𝑖. Îñêiëüêè ℓ𝑖 ∈ ℱ𝑤𝑖, îòðèìó¹ìî

̃︀ℓ𝑖 = ∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘, 𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R, 𝑘 = 𝑤𝑖.

ßêùî 𝑘 = 1, òî ̃︀ℓ𝑖 = 𝑚∑︀
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝜂𝑗. Òîäi çàäàìî 𝑖-òó êîìïîíåíòó âåêòîðíèõ

ïîëiâ ̂︀𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑚 òàê:

( ̂︀𝑋𝑗)𝑖(𝑥) = 𝛼𝑖𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Òîäi ôóíêöiÿ

𝑥𝑖(𝑡) = ̃︀ℓ𝑖(𝑡, 𝑢) = 𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝜂𝑗(𝑡, 𝑢) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗

∫ 𝑡
0

𝑢𝑗(𝜏)𝑑𝜏

çàäîâîëüíÿ¹

𝑥̇𝑖(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑢𝑗(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑡)( ̂︀𝑋𝑗)𝑖.

Íåõàé 𝑘 ≥ 2. Ïåðåïèøåìî ̃︀ℓ𝑖 ÿê
̃︀ℓ𝑖 = ∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚
𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘 =

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1𝜂𝑖2...𝑖𝑘 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝜂𝑗𝑎𝑗,

äå

𝑎𝑗 =
∑︁

1≤𝑖2,...,𝑖𝑘≤𝑚
𝛼𝑖𝑗𝑖2...𝑖𝑘𝜂𝑖2...𝑖𝑘 ∈ ℱ𝑘−1.

Ïîêàæåìî, ùî 𝑎𝑗 ∈ 𝒥 ⊥
𝑋1,...,𝑋𝑚

. Äiéñíî, ÿêùî ⟨𝑎𝑗, 𝑎⟩ ≠ 0 äëÿ äåÿêîãî

𝑎 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
, òîäi

⟨𝑎𝑗, 𝑎⟩ = ⟨𝜂𝑗𝑎𝑗, 𝜂𝑗𝑎⟩ = ⟨̃︀ℓ𝑖, 𝜂𝑗𝑎⟩ ≠ 0

äå 𝜂𝑗𝑎 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
, õî÷à ̃︀ℓ𝑖 ∈ 𝒥 ⊥

𝑋1,...,𝑋𝑚
. Îòæå, 𝑎𝑗 ∈ 𝒥 ⊥

𝑋1,...,𝑋𝑚
.
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Çàóâàæèìî, ùî ord(𝑎𝑗) = ord(̃︀ℓ𝑖) − 1 = 𝑘 − 1. Òîäi, âðàõîâóþ÷è òåîðå-

ìó 3.1, âèðàçèìî 𝑎𝑗 ÿê îäíîðiäíèé ïîëiíîì âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó âiä̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑖−1:

𝑎𝑗 = 𝑃𝑗(̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑖−1) =
∑︁

𝑤1𝑞1+···+𝑤𝑖−1𝑞𝑖−1=𝑘−1

𝛾
𝑞1...𝑞𝑖−1

𝑗
̃︀ℓш𝑞11 ш · · ·ш ̃︀ℓш𝑞𝑖−1

𝑖−1 .

Âèçíà÷èìî 𝑖-òó êîìïîíåíòó âåêòîðíèõ ïîëiâ ̂︀𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑚 òàê:

( ̂︀𝑋𝑗)𝑖(𝑥) = 𝑃𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1) =
∑︁

𝑤1𝑞1+···+𝑤𝑖−1𝑞𝑖−1=𝑘−1

𝛾
𝑞1...𝑞𝑖−1

𝑗 𝑥𝑞11 · · ·𝑥𝑞𝑖−1

𝑖−1 ,

𝑗 = 1, . . . ,𝑚. Îòæå, îòðèìó¹ìî

𝑥𝑖(𝑡) = ̃︀ℓ𝑖(𝑡, 𝑢) = 𝑚∑︁
𝑗=1

(𝜂𝑗𝑃𝑗(̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑖−1))(𝑡, 𝑢) =

=
𝑚∑︁
𝑗=1

∫ 𝑡
0

𝑢𝑗(𝜏)𝑃𝑗(̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑖−1)(𝜏, 𝑢)𝑑𝜏.

Íàãàäà¹ìî, ùî çà îçíà÷åííÿì òàñóþ÷îãî äîáóòêó

𝑃𝑗(̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑖−1)(𝜏, 𝑢) = 𝑃𝑗(̃︀ℓ1(𝜏, 𝑢), . . . , ̃︀ℓ𝑖−1(𝜏, 𝑢)),

äå ëiâîðó÷ ìè ââàæà¹ìî 𝑃𝑗 ïîëiíîìîì âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó, à ïðà-

âîðó÷ ââàæà¹ìî 𝑃𝑗 çâè÷àéíèì ïîëiíîìîì âiä 𝑖− 1 çìiííî¨. Îòæå,

𝑥𝑖(𝑡) = ̃︀ℓ𝑖(𝑡, 𝑢) = 𝑚∑︁
𝑗=1

∫ 𝑡
0

𝑢𝑗(𝜏)𝑃𝑗(̃︀ℓ1(𝜏, 𝑢), . . . , ̃︀ℓ𝑖−1(𝜏, 𝑢))𝑑𝜏,

òîáòî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

𝑥̇𝑖(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑡)𝑃𝑗(̃︀ℓ1(𝑡, 𝑢), . . . , ̃︀ℓ𝑖−1(𝑡, 𝑢)) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑡)𝑃𝑗(𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑖−1(𝑡)) =

=
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑡) ̂︀𝑋𝑗(𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑖−1(𝑡)).

Ïiñëÿ 𝑛 òàêèõ êðîêiâ ìè ïîáóäó¹ìî ïîëiíîìiàëüíi âåêòîðíi ïîëÿ̂︀𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑚, äëÿ ÿêèõ òðà¹êòîðiÿ 𝑥(𝑡) ñèñòåìè (2.44) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

𝑥(0) = 0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi 𝑥𝑖(𝑡) = ̃︀ℓ𝑖(𝑡, 𝑢), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (äëÿ äîâiëüíîãî



133

êåðóâàííÿ 𝑢 = 𝑢(𝑡)). Íàãàäà¹ìî, ùî 𝑥(𝑡) = ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
(𝑡, 𝑢). Îòæå, âåêòîðíi

ïîëÿ ̂︀𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑚 ¹ òàêèìè, ùî (ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
)𝑖 = ̃︀ℓ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çíàéòè ïîëiíîìiàëüíi âåêòîðíi ïîëÿ, äëÿ ÿêèõ

(ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
)𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Приклад 4.2. Íåõàé ℒ � âiëüíà àëãåáðà Ëi, ùî ïîðîäæåíà äâîìà åëå-

ìåíòàìè 𝜂1 i 𝜂2. Íåõàé ℒ′ =
∞∑︀
𝑘=1

𝒫𝑘, äå

𝒫1 = Lin{𝜂2}, 𝒫2 = {0}, 𝒫3 = Lin{[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2]}, 𝒫4 = Lin{[[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], 𝜂2]}

i 𝒫𝑘 = ℒ𝑘 äëÿ 𝑘 ≥ 5. Òîäi ℒ′ ¹ ïiäàëãåáðîþ Ëi êîâèìiðíîñòi 𝑛 = 5. Âèáåðåìî

ℓ1 = 𝜂1, ℓ2 = [𝜂2, 𝜂1], ℓ3 = [[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1],

ℓ4 = [[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1], 𝜂2], ℓ5 = [[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1], 𝜂1],

òîäi ℒ = Lin{ℓ1, . . . , ℓ5} + ℒ′. Ïîçíà÷èìî 𝒥 ′ = Lin{ℱ 𝑒ℒ′} i çíàéäåìî ̃︀ℓ𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 5. Î÷åâèäíî, ̃︀ℓ1 = 𝜂1. Îñêiëüêè

𝒥 ′ ∩ ℱ2 = Lin{𝜂12, 𝜂22},

îòðèìó¹ìî ̃︀ℓ2 = 𝜂21. Ïiäïðîñòið 𝒥 ′∩ℱ3 çàäà¹òüñÿ âñiìà åëåìåíòàìè âèãëÿäó

𝜂𝑖1𝑖22 i [[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], îòæå,

𝒥 ′ ∩ ℱ3 = Lin{𝜂112, 𝜂122, 𝜂212, 𝜂222, 𝜂221};

çâiäêè ̃︀ℓ3 = 𝜂211 − 2𝜂121. Íàðåøòi,

𝒥 ′ ∩ ℱ4 = Lin{𝜂1112, 𝜂1122, 𝜂1212, 𝜂1222, 𝜂1221, 𝜂2112, 𝜂2122, 𝜂2212, 𝜂2222, 𝜂2221},

ùî äà¹ ̃︀ℓ4 = 𝜂2211 − 2𝜂2121 i ̃︀ℓ5 = 𝜂2111 − 3𝜂1211 + 3𝜂1121.

Òåïåð ïîáóäó¹ìî ñèñòåìó

𝑥̇ = 𝑢1 ̂︀𝑋1(𝑥) + 𝑢2 ̂︀𝑋2(𝑥),

äëÿ ÿêî¨ (ℰ ̂︀𝑋1, ̂︀𝑋2
)𝑖 = ̃︀ℓ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 5, òîáòî

ℰ ̂︀𝑋1, ̂︀𝑋2
= (𝜂1, 𝜂21, 𝜂211−2𝜂121, 𝜂2211−2𝜂2121, 𝜂2111−3𝜂1211+3𝜂1121)

T, (4.14)
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ÿê ðîç'ÿñíåíî âèùå. Îñêiëüêè ̃︀ℓ1 = 𝜂1, âèáåðåìî ( ̂︀𝑋1)1 = 1 i ( ̂︀𝑋2)1 = 0.

Ïåðåïèøåìî ̃︀ℓ2 ÿê ̃︀ℓ2 = 𝜂21 = 𝜂2𝜂1 = 𝜂2̃︀ℓ1. Îòæå, ( ̂︀𝑋1)2 = 0 i ( ̂︀𝑋2)2 = 𝑥1.

Ïåðåïèøåìî ̃︀ℓ3 ÿê ̃︀ℓ3 = 𝜂211 − 2𝜂121 = 𝜂2𝜂11 − 2𝜂1𝜂21. Îñêiëüêè 𝜂11 =

1
2𝜂
ш2
1 = 1

2
̃︀ℓш2
1 i 𝜂21 = ̃︀ℓ2, âèáåðåìî ( ̂︀𝑋1)3 = −2𝑥2 i ( ̂︀𝑋2)3 =

1
2𝑥

2
1.

Àíàëîãi÷íî, ̃︀ℓ4 = 𝜂2211 − 2𝜂2121 = 𝜂2(𝜂211 − 2𝜂121) = 𝜂2̃︀ℓ3, îòæå, ( ̂︀𝑋1)4 = 0

i ( ̂︀𝑋2)4 = 𝑥3.

Íàðåøòi, ̃︀ℓ5 = 𝜂2111−3𝜂1211+3𝜂1121 = 𝜂2𝜂111−3𝜂1(𝜂211−𝜂121). Çàóâàæèìî,
ùî 𝜂111 = 1

6
̃︀ℓш3
1 i 𝜂211 − 𝜂121 = 1

5𝜂21ш 𝜂1 +
3
5(𝜂211 − 2𝜂121) = 1

5
̃︀ℓ1ш ̃︀ℓ2 + 3

5
̃︀ℓ3.

Îòæå, ( ̂︀𝑋1)5 = −3
5𝑥1𝑥2 −

9
5𝑥3 i (

̂︀𝑋2)5 =
1
6𝑥

3
1.

Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

̂︀𝑋1(𝑥) = (1, 0, −2𝑥2, 0, −3
5𝑥1𝑥2 −

9
5𝑥3)

T, ̂︀𝑋2(𝑥) = (0, 𝑥1,
1
2𝑥

2
1, 𝑥3,

1
6𝑥

3
1)

T,

òîáòî ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

𝑥̇1 = 𝑢1, 𝑥̇2 = 𝑥1𝑢2, 𝑥̇3 = −2𝑥2𝑢1 +
1
2𝑥

2
1𝑢2,

𝑥̇4 = 𝑥3𝑢2, 𝑥̇5 = −3
5𝑥1𝑥2𝑢1 −

9
5𝑥3𝑢1 +

1
6𝑥

3
1𝑢2.

Öÿ ñèñòåìà ¹ äîñèòü ñêëàäíîþ; ñïðîáó¹ìî ¨¨ ñïðîñòèòè. Ñïî÷àòêó çíà-

éäåìî çàìiíó çìiííèõ, ÿêà ñïðîùó¹ ðÿä (4.14). Ëåãêî áà÷èòè, ùî çàìiíà

𝑦 = 𝑄(𝑥) = (𝑥1, 𝑥2,
1
5(𝑥3 + 2𝑥1𝑥2),

1
5(𝑥4 + 𝑥22),

1
19(𝑥5 +

21
10𝑥

2
1𝑥2 +

18
10𝑥1𝑥3))

T

çâîäèòü ðÿä (4.14) äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

𝑄(ℰ ̂︀𝑋1, ̂︀𝑋2
) = (𝜂1, 𝜂21, 𝜂211, 𝜂2211, 𝜂2111)

T.

Ñèñòåìà, ÿêié âiäïîâiäà¹ öåé ðÿä, ìîæå áóòè ëåãêî çíàéäåíà çà ïðîöåäóðîþ,

ùî îïèñàíà âèùå; âîíà ìà¹ âèãëÿä

𝑦̇1 = 𝑢1, 𝑦̇2 = 𝑦1𝑢2, 𝑦̇3 =
1
2𝑦

2
1𝑢2, 𝑦̇4 = 𝑦3𝑢2, 𝑦̇5 =

1
6𝑦

3
1𝑢2.

4.2 Задача швидкодiї для систем, лiнiйних за керуванням

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ ëiíiéíèõ çà

êåðóâàííÿì ñèñòåì. Çîêðåìà, ìè âèâ÷à¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ îäíîðiäíîþ àïðî-

êñèìàöi¹þ i àïðîêñèìàöi¹þ â ñåíñi øâèäêîäi¨. Ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó îïó-

áëiêîâàíî â ðîáîòi [137].
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4.2.1 Îïòèìàëüíi çà øâèäêîäi¹þ êåðóâàííÿ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåìè (2.1) âèãëÿäó

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 𝑠1, 𝑥(𝜃) = 𝑠2, (4.15)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min, (4.16)

äå 𝑠1 ̸= 𝑠2. Ìè ââàæà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ðàøåâñüêîãî-×æîó (2.23), à

îòæå, ç êîæíî¨ òî÷êè 𝑠1 äåÿêîãî îêîëó íóëÿ 𝑈(0) ìîæíà äiñòàòèñÿ áóäü-ÿêî¨

iíøî¨ òî÷êè 𝑠2 öüîãî îêîëó â ñèëó ñèñòåìè (2.1) ç ïðèïóñòèìèì êåðóâàí-

íÿì. Òîäi ç òåîðåìè Ôiëiïïîâà [40] âèïëèâà¹, ùî îïòèìàëüíå çà øâèäêîäi¹þ

êåðóâàííÿ iñíó¹ (àëå íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ¹äèíèì).

Ïåðøå çàóâàæåííÿ ñòîñó¹òüñÿ õàðàêòåðó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Теорема 4.5. Нехай 𝜃* є оптимальним часом, а 𝑢*(𝑡) ∈ 𝐵𝜃* є опти-

мальним керуванням для задачi (4.15), (4.16). Тодi

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢* 2𝑖 (𝑡) = 1 м.в., 𝑡 ∈ [0, 𝜃*]. (4.17)

Доведення. Íåõàé 𝑥*(𝑡) � îïòèìàëüíà òðà¹êòîðiÿ, ùî âiäïîâiäà¹ êåðó-

âàííþ 𝑢*(𝑡). Äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜀 > 0 ðîçãëÿíåìî ïåðåïàðàìåòðèçàöiþ êðèâî¨

𝑥*(𝑡) âèãëÿäó

𝜏 = 𝜓(𝑡) =

∫ 𝑡
0

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢*2𝑖 (𝜎)
)︁1/2

𝑑𝜎 + 𝜀𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝜃*].

Iíøèìè ñëîâàìè, 𝜏 = 𝜓(𝑡) ¹ çàìiíà ÷àñó â ñèñòåìi (2.1); âîíà êîðåêòíî

âèçíà÷åíà, îñêiëüêè 𝜓̇(𝑡) ≥ 𝜀 > 0. Âiäíîñíî öüîãî íîâîãî ÷àñó îïòèìàëüíà

òðà¹êòîðiÿ ̂︀𝑥(𝜏) = 𝑥*(𝜓−1(𝜏)) çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

𝑑̂︀𝑥(𝜏)
𝑑𝜏

=
𝑑𝑥*(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜓−1(𝜏)

· 𝑑𝜓
−1(𝜏)

𝑑𝜏
=

𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑢𝑖(𝜏)𝑋𝑖(̂︀𝑥(𝜏)), 𝜏 ∈ [0, 𝜓(𝜃*)],
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äå

̂︀𝑢𝑖(𝜏) = 𝑢*𝑖 (𝑡)

𝜓̇(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜓−1(𝜏)

=
𝑢*𝑖 (𝑡)(︁ 𝑚∑︀

𝑖=1

𝑢*2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

+ 𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜓−1(𝜏)

, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

i óìîâè ̂︀𝑥(0) = 𝑥*(0) = 𝑠1, ̂︀𝑥(𝜓(𝜃*)) = 𝑥*(𝜃*) = 𝑠2.

Êðiì òîãî,

𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑢2𝑖 (𝜏) =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢*2𝑖 (𝑡)

(︂(︁ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢*2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

+ 𝜀

)︂2
⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜓−1(𝜏)

≤ 1, 𝜏 ∈ [0, 𝜓(𝜃*)].

Òàêèì ÷èíîì, êåðóâàííÿ ̂︀𝑢(𝜏) ∈ 𝐵𝜓(𝜃*) ïåðåâîäèòü òî÷êó 𝑠1 äî òî÷êè 𝑠2

çà ÷àñ 𝜓(𝜃*) â ñèëó ñèñòåìè (2.1). Îòæå, ÷àñ ðóõó 𝜓(𝜃*) íå ìåíøèé, íiæ

îïòèìàëüíèé ÷àñ 𝜃*, òîáòî

𝜓(𝜃*) =

∫ 𝜃*
0

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢*2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

𝑑𝑡+ 𝜀𝜃* ≥ 𝜃*.

Îñêiëüêè íåðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜀 > 0, îòðèìó¹ìî∫ 𝜃*
0

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢*2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

𝑑𝑡 ≥ 𝜃*.

Áåðó÷è äî óâàãè îáìåæåííÿ 𝑢* ∈ 𝐵𝜃*, îòðèìó¹ìî (4.17). �

Наслiдок 4.6. Нехай 𝜃* є оптимальним часом, а 𝑢*(𝑡) ∈ 𝐵𝜃* є опти-

мальним керуванням для задачi (4.15), (4.16). Позначимо ̂︀𝑢(𝑡) = 𝜃*𝑢*(𝑡𝜃*),

𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi

(à) керування ̂︀𝑢(𝑡) мiнiмiзує функцiонал довжини, тобто розв’язує за-

дачу оптимального керування

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 𝑠1, 𝑥(1) = 𝑠2, ℓ(𝑢) =

∫ 1
0

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

𝑑𝑡→ min,

(4.18)

причому min ℓ(𝑢) = ℓ(̂︀𝑢) = 𝜃*;
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(á) керування ̂︀𝑢(𝑡) мiнiмiзує функцiонал енергiї, тобто розв’язує задачу
оптимального керування

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 𝑠1, 𝑥(1) = 𝑠2, 𝐽(𝑢) =

∫ 1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)𝑑𝑡→ min,

(4.19)

причому min 𝐽(𝑢) = 𝐽(̂︀𝑢) = 𝜃*2.

Доведення. (à) Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå êåðóâàííÿ 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1], ùî ïåðåâî-

äèòü 𝑠1 äî 𝑠2 â ñèëó ñèñòåìè (2.1), i áóäåìî ìiðêóâàòè àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ

òåîðåìè 4.5. Ðîçãëÿäàþ÷è ïåðåïàðàìåòðèçàöiþ

𝜏 = 𝜓(𝑡) =

∫ 𝑡
0

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝜎)
)︁1/2

𝑑𝜎 + 𝜀𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1],

îòðèìó¹ìî, ùî êåðóâàííÿ

̃︀𝑢(𝜏) = 𝑢𝑖(𝑡)(︁ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

+ 𝜀

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜓−1(𝜏)

, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

ïåðåâîäèòü 𝑠1 äî 𝑠2 çà ÷àñ ̃︀𝜃 = 𝜓(1) â ñèëó ñèñòåìè (2.1) i çàäîâîëüíÿ¹

îáìåæåííÿ, òîáòî ̃︀𝑢(𝜏) ∈ 𝐵
̃︀𝜃. Îòæå,

̃︀𝜃 = 𝜓(1) =

∫ 1
0

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

𝑑𝑡+ 𝜀 = ℓ(𝑢) + 𝜀 ≥ 𝜃*.

Îñêiëüêè 𝜀 > 0 ¹ äîâiëüíèì, îòðèìó¹ìî ℓ(𝑢) ≥ 𝜃*. Ç iíøîãî áîêó, çàâäÿêè

(4.17) îòðèìó¹ìî

𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑢2𝑖 (𝑡) = 𝜃*2
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢*2𝑖 (𝑡𝜃
*) ≡ 𝜃*2, (4.20)

îòæå,

ℓ(̂︀𝑢) = ∫ 1
0

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑢2𝑖 (𝑡))︁1/2𝑑𝑡 = 𝜃*.

Öå îçíà÷à¹, ùî ̂︀𝑢(𝑡) ìiíiìiçó¹ ôóíêöiîíàë äîâæèíè i, êðiì òîãî,

min ℓ(𝑢) = 𝜃*.

(á) Çà íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, ℓ(𝑢) ≤
√︀
𝐽(𝑢). Îòæå, áåðó÷è

äî óâàãè ïóíêò (à), îòðèìó¹ìî, ùî ÿêùî 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1], ïåðåâîäèòü òî÷êó
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𝑠1 äî 𝑠2 â ñèëó ñèñòåìè (2.1), òî 𝜃* = ℓ(̂︀𝑢) ≤ ℓ(𝑢) ≤
√︀
𝐽(𝑢). Ç iíøîãî

áîêó, çàâäÿêè (4.20) îòðèìó¹ìî
√︀
𝐽(̂︀𝑢) = 𝜃*. Öå îçíà÷à¹, ùî ̂︀𝑢(𝑡) ìiíiìiçó¹

ôóíêöiîíàë åíåðãi¨ i min 𝐽(𝑢) = 𝜃*2. �

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiîíàë äîâæèíè òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç ïîíÿòòÿì ñó-

áðiìàíîâî¨ ìåòðèêè [50]. À ñàìå, ñóáðiìàíîâà ìåòðèêà ìîæå áóòè îçíà÷åíà

ÿê

𝜌(𝑠1, 𝑠2) = inf ℓ(𝑢),

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ çà óñiìà 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2([0, 1],R𝑚), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(4.15). Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçîê ̂︀𝑢(𝑡) çàäà÷i (4.15), (4.16), ùî iñíó¹ çà íàñëiä-
êîì 4.6, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü 𝜌(𝑠1, 𝑠2) = ℓ(̂︀𝑢).

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Лема 4.1. Припустимо, що керування ̂︀𝑢(𝑡) мiнiмiзує функцiонал

енергiї, тобто розв’язує задачу (4.19). Тодi
𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑢2𝑖 (𝑡) ≡ min 𝐽(𝑢) = 𝐽(̂︀𝑢).
Як наслiдок,

(à) ̂︀𝑢(𝑡) мiнiмiзує функцiонал довжини, тобто розв’язує задачу (4.18),

i min ℓ(𝑢) = ℓ(̂︀𝑢) =√︀𝐽(̂︀𝑢);
(á) 𝜃* =

√︀
𝐽(̂︀𝑢) є оптимальним часом, а 𝑢*(𝑡) = 1

𝜃*̂︀𝑢 (︀ 𝑡𝜃*)︀ є оптималь-
ним керуванням для задачi оптимальної швидкодiї (4.15), (4.16).

Òåîðåìà 4.5 i ëåìà 4.1 îçíà÷àþòü, ùî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

(4.15), (4.16) i (4.19) åêâiâàëåíòíi. À ñàìå, 𝜃* ¹ îïòèìàëüíèì ÷àñîì i 𝑢*(𝑡) ¹

îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì äëÿ çàäà÷i (4.15), (4.16) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

𝜃*𝑢*(𝑡𝜃*) ¹ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì äëÿ çàäà÷i (4.19). Ââàæà¹òüñÿ çàãàëü-

íîâiäîìèì, ùî çàäà÷à (4.18) åêâiâàëåíòíà ¨ì îáîì [108], àëå ìè íå çìîãëè

çíàéòè ó äîñòóïíié ëiòåðàòóði ïîâíîãî i ñòðîãîãî äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ç íàñëiäêó 4.6 i ëåìè 4.1 âèïëèâà¹ iìïëiêàöiÿ òiëüêè â

îäèí áiê.
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4.2.2 Ñëàáêà íåïåðåðâíiñòü iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i ñëàáêà çáiæíiñòü

îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü

Îáåðåìî òàêå 𝑇0 > 0, äëÿ ÿêîãî ðÿä (2.3) àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ äëÿ

âñiõ 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝑇0 i âñiõ 𝑢 ∈ 𝐵𝜃. Îñêiëüêè íóëü ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè

(2.1), ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝐵𝜃) ⊂ ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

(𝑇0, 𝐵
𝑇0) ïðè 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝑇0. Çàóâàæèìî, ùî

ìíîæèíà äîñÿæíîñòi ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝑇0, 𝐵

𝑇0) ¹ îêîëîì íóëÿ çàâäÿêè óìîâi (2.23).

Âiäòåïåð áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó øâèäêîäi¨ з початку координат

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 0, 𝑥(𝜃) = 𝑠,
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min .

(4.21)

ßê i â îçíà÷åííi 2.13, ïàðà (𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠) ïîçíà÷à¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.21): 𝜃

*
𝑠 �

îïòèìàëüíèé ÷àñ, à 𝑢*𝑠(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜃*𝑠 ] � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i

(4.21); ìíîæèíà âñiõ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ïîçíà÷à¹òüñÿ 𝑈 *
𝑠 .

Зауваження 4.4. Iз результатiв роботи [21] випливає, що функцiя

𝜃*𝑠 є неперервною по 𝑠.

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî êåðóâàííÿ ÿê åëåìåíòè ãiëüáåðòîâîãî

ïðîñòîðó 𝐿2([0, 1],R𝑚). Íåõàé 𝑣, 𝑣(𝑞) ∈ 𝐿2[0, 1]; ìè ïèøåìî 𝑣(𝑞)
𝑤→ 𝑣, ÿêùî

ïîñëiäîâíiñòü 𝑣(𝑞) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî 𝑣 ó ïðîñòîði 𝐿2[0, 1] ïðè 𝑞 → ∞.

Äëÿ 𝑢, 𝑢(𝑞) ∈ 𝐿2([0, 1],R𝑚) ìè ïèøåìî 𝑢(𝑞)
𝑤→ 𝑢, ÿêùî 𝑢(𝑞)𝑖

𝑤→ 𝑢𝑖 äëÿ âñiõ

𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Äàëi ‖ · ‖𝐿2
ïîçíà÷à¹ íîðìó â 𝐿2[0, 1].

Зауваження 4.5. Нехай 𝑧(𝑡) ∈ 𝐿2[0, 1] фiксоване. Тодi, як добре вi-

домо, лiнiйний оператор (𝐴(𝑣))(𝑡) =
∫𝑡
0 𝑧(𝜏)𝑣(𝜏)𝑑𝜏 : 𝐿2[0, 1] → 𝐿2[0, 1] є

компактним. Отже, якщо послiдовнiсть 𝑣(𝑞) ∈ 𝐿2[0, 1] слабко збiгається,

𝑣(𝑞)
𝑤→ 𝑣, то послiдовнiсть 𝐴(𝑣(𝑞)) сильно збiгається до 𝐴(𝑣) в 𝐿2[0, 1], а

саме,

‖𝐴(𝑣(𝑞))− 𝐴(𝑣)‖2𝐿2
=

∫ 1
0

⃒⃒⃒⃒ ∫ 𝑡
0

𝑧(𝜏)
(︁
𝑣(𝑞)(𝜏)− 𝑣(𝜏)

)︁
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡→ 0 при 𝑞 → ∞.
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Лема 4.2. Оператори 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(·, 𝑢) : 𝐿2([0, 1],R𝑚) → 𝐿2([0, 1],R𝑚) є

слабко неперервними, тобто якщо 𝑢(𝑞)
𝑤→ 𝑢, то 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(·, 𝑢(𝑞)) → 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(·, 𝑢)

в 𝐿2[0, 1], тобто

‖𝜂𝑖1...𝑖𝑘(·, 𝑢(𝑞))− 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(·, 𝑢)‖2𝐿2
=

∫ 1
0

|𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢(𝑞))− 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢)|2𝑑𝑡→ 0

при 𝑞 → ∞.

Доведення. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ ïî 𝑘. Äëÿ 𝑘 = 1 òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹

ç çàóâàæåííÿ 4.5. Ïðèïóñòèìî, ùî 𝑗 ≥ 1 i òâåðäæåííÿ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ âñiõ 𝑘 ≤ 𝑗. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑗+1 ≤ 𝑚 i ïîçíà÷èìî

𝑧(𝑞)(𝑡) = 𝜂𝑖2...𝑖𝑗+1
(𝑡, 𝑢(𝑞)), 𝑧(𝑡) = 𝜂𝑖2...𝑖𝑗+1

(𝑡, 𝑢); î÷åâèäíî, 𝑧(𝑞), 𝑧 ∈ 𝐿2[0, 1]. Òîäi

ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ îòðèìó¹ìî 𝑧(𝑞) → 𝑧, òîáòî ‖𝑧(𝑞) − 𝑧‖2𝐿2
→ 0 ïðè

𝑞 → ∞. Îòæå,

𝜂𝑖1...𝑖𝑗+1
(𝑡, 𝑢(𝑞))− 𝜂𝑖1...𝑖𝑗+1

(𝑡, 𝑢) =

∫ 𝑡
0

𝑢(𝑞)𝑖1(𝜏1)𝑧(𝑞)(𝜏1)𝑑𝜏1 −
∫ 𝑡
0

𝑢𝑖1(𝜏1)𝑧(𝜏1)𝑑𝜏1 =

=

∫ 𝑡
0

𝑢(𝑞)𝑖1(𝜏1)
(︁
𝑧(𝑞)(𝜏1)− 𝑧(𝜏1)

)︁
𝑑𝜏1⏟  ⏞  

𝐼(𝑡)

+

∫ 𝑡
0

(︁
𝑢(𝑞)𝑖1(𝜏1)− 𝑢𝑖1(𝜏1)

)︁
𝑧(𝜏1)𝑑𝜏1. (4.22)

Çà çàóâàæåííÿì 4.5, äðóãèé äîäàíîê (4.22) ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ. Îöi-

íèìî íîðìó ïåðøîãî äîäàíêó:

‖𝐼‖2𝐿2
=

∫ 1
0

⃒⃒⃒⃒∫ 𝑡
0

𝑢(𝑞)𝑖1(𝜏1)
(︁
𝑧(𝑞)(𝜏1)− 𝑧(𝜏1)

)︁
𝑑𝜏1

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑡 ≤

≤
∫ 1
0

∫ 1
0

|𝑢(𝑞)𝑖1(𝜏1)|
2𝑑𝜏1

∫ 1
0

|𝑧(𝑞)(𝜏2)− 𝑧(𝜏2)|2𝑑𝜏2𝑑𝑡 = ‖𝑢(𝑞)𝑖1‖
2
𝐿2⏟  ⏞  

≤𝐶

‖𝑧(𝑞) − 𝑧‖2𝐿2
→ 0

ïðè 𝑞 → ∞ çàâäÿêè ïðèïóùåííþ iíäóêöi¨ i òîìó, ùî ïîñëiäîâíiñòü 𝑢(𝑞)𝑖1,

ÿêà ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ, ¹ îáìåæåíîþ. Îòæå, 𝜂𝑖1...𝑖𝑗+1
(·, 𝑢(𝑞))−𝜂𝑖1...𝑖𝑗+1

(·, 𝑢) ñèëü-
íî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ, ùî äîâîäèòü ëåìó çà iíäóêöi¹þ. �

Наслiдок 4.7. Функцiонали 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) : 𝐿2([0, 1],R𝑚) → R1 є слабко

неперервними, тобто якщо 𝑢(𝑞)
𝑤→ 𝑢, то 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢(𝑞)) → 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) при

𝑞 → ∞.
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Доведення. Äëÿ 𝑘 = 1 äîâåäåííÿ î÷åâèäíå. Ïðèïóñòèìî 𝑘 ≥ 2. Àíàëî-

ãi÷íî (4.22) îòðèìó¹ìî

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢(𝑞))− 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) =

∫ 1
0

𝑢(𝑞)𝑖1(𝜏1)𝑧(𝑞)(𝜏1)𝑑𝜏1 −
∫ 1
0

𝑢𝑖1(𝜏1)𝑧(𝜏1)𝑑𝜏1 =

=

∫ 1
0

𝑢(𝑞)𝑖1(𝜏1)
(︁
𝑧(𝑞)(𝜏1)− 𝑧(𝜏1)

)︁
𝑑𝜏1 +

∫ 1
0

(︁
𝑢(𝑞)𝑖1(𝜏1)− 𝑢𝑖1(𝜏1)

)︁
𝑧(𝜏1)𝑑𝜏1,

äå 𝑧(𝑞)(𝑡) = 𝜂𝑖2...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢(𝑞)) i 𝑧(𝑡) = 𝜂𝑖2...𝑖𝑘(𝑡, 𝑢). Äðóãèé äîäàíîê ïðÿìó¹ äî

íóëÿ, îñêiëüêè 𝑢(𝑞)𝑖1
𝑤→ 𝑢𝑖1, à ïåðøèé � îñêiëüêè 𝑢(𝑞)𝑖1 îáìåæåíà i 𝑧(𝑞) − 𝑧

ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ çà ëåìîþ 4.2. �

Äàëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ 2.1. Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíèõ 𝜃 > 0

i 𝑢(𝑡) ∈ 𝐵𝜃 ìè ïîçíà÷à¹ìî 𝑢𝜃(𝑡) = 𝑢(𝑡𝜃) ∈ 𝐵1, à äëÿ äîâiëüíèõ 𝜃 > 0 i

𝑢(𝑡) ∈ 𝐵1 ïîçíà÷à¹ìî 𝑢1/𝜃(𝑡) = 𝑢
(︀
𝑡
𝜃

)︀
∈ 𝐵𝜃.

Наслiдок 4.8. Для системи (2.1) позначимо

ℰ𝑘(𝜃, 𝑢) =
∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚
𝑐𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢), 𝑘 ≥ 1. (4.23)

Нехай 𝜃𝑞 → 𝜃0, де 0 < 𝜃𝑞 ≤ 𝑇0, а 𝑢(𝑞) ∈ 𝐵𝜃𝑞, 𝑢0 ∈ 𝐵𝜃0 є такими, що

𝑢
𝜃𝑞
(𝑞)(𝑡)

𝑤→ 𝑢𝜃00 (𝑡) при 𝑞 → ∞. Тодi для довiльного 𝑁 ≥ 0

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

ℰ𝑘(𝜃𝑞, 𝑢(𝑞)) →
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

ℰ𝑘(𝜃0, 𝑢0) при 𝑞 → ∞.

Доведення. Íàãàäà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ðÿäó çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âó (1.47), ïðè÷îìó áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî

𝛾 = 𝑚𝐶2𝑇0 < 1. Îòæå, ÿêùî 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, òî ‖ℰ𝑘(𝜃, 𝑢)‖ ≤ 𝐶1(𝑚𝐶2𝜃)
𝑘 ≤ 𝐶1𝛾

𝑘.

Äëÿ äîâiëüíîãî 𝜀 > 0 çíàéäåìî 𝑟 ≥ 𝑁 , äëÿ ÿêîãî 𝐶1

1−𝛾𝛾
𝑟+1 < 1

4𝜀; òîäi

∞∑︁
𝑘=𝑟+1

‖ℰ𝑘(𝜃, 𝑢)‖ < 1
4𝜀 äëÿ âñiõ 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝑇0, 𝑢 ∈ 𝐵𝜃.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ äàíîãî íàñëiäêó òà íàñëiäîê 4.7, îòðè-

ìó¹ìî äëÿ äîâiëüíîãî 𝑘 = 𝑁 + 1, . . . , 𝑟

ℰ𝑘(𝜃𝑞, 𝑢(𝑞))− ℰ𝑘(𝜃0, 𝑢0) = 𝜃𝑘𝑞ℰ𝑘(1, 𝑢
𝜃𝑞
(𝑞))− 𝜃𝑘0ℰ𝑘(1, 𝑢

𝜃0
0 ) =

= 𝜃𝑘𝑞

(︁
ℰ𝑘(1, 𝑢𝜃𝑞(𝑞))− ℰ𝑘(1, 𝑢𝜃00 )

)︁
+
(︁
𝜃𝑘𝑞 − 𝜃𝑘0

)︁
ℰ𝑘(1, 𝑢𝜃00 ) → 0 ïðè 𝑞 → ∞.
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Îòæå, iñíó¹ òàêå 𝑞0, äëÿ ÿêîãî
𝑟∑︀

𝑘=𝑁+1

‖ℰ𝑘(𝜃𝑞, 𝑢(𝑞))−ℰ𝑘(𝜃0, 𝑢0)‖ < 1
2𝜀 äëÿ âñiõ

𝑞 > 𝑞0. Òîáòî äëÿ âñiõ 𝑞 > 𝑞0⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑘=𝑁+1

ℰ𝑘(𝜃𝑞, 𝑢(𝑞))−
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

ℰ𝑘(𝜃0, 𝑢0)

⃦⃦⃦⃦
⃦ ≤

𝑟∑︁
𝑘=𝑁+1

‖ℰ𝑘(𝜃𝑞, 𝑢(𝑞))− ℰ𝑘(𝜃0, 𝑢0)‖ +

+
∞∑︁

𝑘=𝑟+1

‖ℰ𝑘(𝜃𝑞, 𝑢(𝑞))‖+
∞∑︁

𝑘=𝑟+1

‖ℰ𝑘(𝜃0, 𝑢0)‖ < 𝜀,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �

Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ íàâåäåìî é íàñòóïíèé âiäîìèé ôàêò: îäèíè÷íà

êóëÿ ïðîñòîðó 𝐿∞[0, 1] ¹ ñëàáêî çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ ïðîñòîðó 𝐿2[0, 1].

Лема 4.3. Нехай 𝑢(𝑞)
𝑤→ 𝑢 при 𝑞 → ∞ i 𝑢(𝑞) ∈ 𝐵1. Тодi 𝑢 ∈ 𝐵1.

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.3 íàâåäåíå ó äîäàòêó Á.3.

Лема 4.4. Нехай послiдовнiсть 𝑠(𝑞) ∈ ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃𝑠(𝑞), 𝐵

𝜃𝑠(𝑞)) є такою,

що 𝑠(𝑞) → 𝑠 при 𝑞 → ∞, де 𝑠 ̸= 0, причому 0 < 𝜃𝑠(𝑞) ≤ 𝑇0 i 𝜃𝑠(𝑞) → 𝜃0. Тодi

𝑠 ∈ ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃0, 𝐵

𝜃0), тобто точка 𝑠 може бути досягнута з нуля за час

𝜃0 за допомогою керування з 𝐵𝜃0.

При цьому, якщо 𝑠(𝑞) = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃𝑠(𝑞), 𝑢𝑠(𝑞)), то 𝑠 = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

(𝜃0, 𝑣
1/𝜃0
0 ),

де 𝑣0(𝑡) — довiльна слабка часткова границя послiдовностi 𝑢𝑠(𝑞)(𝑡𝜃𝑠(𝑞)).

Доведення. Ïîçíà÷èìî 𝑣𝑞(𝑡) = 𝑢𝑠(𝑞)(𝑡𝜃𝑠(𝑞)), 𝑡 ∈ [0, 1]. Òîäi 𝑣𝑞 ∈ 𝐵1, à îòæå,

𝑣𝑞 íàëåæàòü îäèíè÷íié êóëi ïðîñòîðó 𝐿2([0, 1];R𝑚). Îñêiëüêè öÿ îäèíè÷íà

êóëÿ ñëàáêî êîìïàêòíà, ìíîæèíà ñëàáêèõ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòi

𝑣𝑞 íåïîðîæíÿ. Íåõàé 𝑣0 ¹ äîâiëüíîþ ñëàáêîþ ÷àñòêîâîþ ãðàíèöåþ 𝑣𝑞, òîáòî

𝑣𝑞𝑟
𝑤→ 𝑣0 ïðè 𝑟 → ∞, òîäi 𝑣0 ∈ 𝐵1 çà ëåìîþ 4.3.

Çà ïðèïóùåííÿì, 𝑠(𝑞) = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃𝑠(𝑞), 𝑢𝑠(𝑞)) i 𝜃𝑠(𝑞) → 𝜃0 ïðè 𝑞 → ∞.

Îòæå, çà íàñëiäêîì 4.8 (äå îáðàíî 𝑁 = 0)

𝑠(𝑞𝑟) = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃𝑠(𝑞𝑟), 𝑢𝑠(𝑞𝑟)) → ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

(𝜃0, 𝑣
1/𝜃0
0 ) ïðè 𝑟 → ∞. (4.24)

Àëå çà ïðèïóùåííÿì 𝑠(𝑞𝑟) → 𝑠, îòæå,

𝑠 = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃0, 𝑣

1/𝜃0
0 ),
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òîáòî êåðóâàííÿ 𝑣1/𝜃00 (𝑡) ∈ 𝐵𝜃0 ïåðåâîäèòü íóëü äî òî÷êè 𝑠 çà ÷àñ 𝜃0. �

ßê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî äîáðå âiäîìèé ôàêò: äëÿ äîâiëüíîãî 0 < 𝜃0 ≤
𝑇0 ìíîæèíà ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

(𝜃0, 𝐵
𝜃0) çàìêíåíà.

Ïîâåðíåìîñü äî çàäà÷i øâèäêîäi¨ (4.21); íàãàäà¹ìî, ùî 𝜃*𝑠 ïîçíà÷à¹ îïòè-

ìàëüíèé ÷àñ, à 𝑈 *
𝑠 ïîçíà÷à¹ ìíîæèíó îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü.

Наслiдок 4.9. Нехай 𝑠(𝑞) = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃𝑠(𝑞), 𝑢𝑠(𝑞)), де 0 < 𝜃𝑠(𝑞) ≤ 𝑇0 i

𝑢𝑠(𝑞) ∈ 𝐵
𝜃𝑠(𝑞) . Припустимо, що 𝑠(𝑞) → 𝑠 ̸= 0 i 𝜃𝑠(𝑞) → 𝜃*𝑠 при 𝑞 → ∞. Нехай

𝑣0(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1], є довiльною частковою слабкою границею послiдовностi

𝑢𝑠(𝑞)(𝑡𝜃𝑠(𝑞)), 𝑡 ∈ [0, 1]. Тодi 𝑣1/𝜃
*
𝑠

0 ∈ 𝑈 *
𝑠 , тобто 𝑣

1/𝜃*𝑠
0 (𝑡) = 𝑣0(𝑡/𝜃

*
𝑠), 𝑡 ∈ [0, 𝜃*𝑠 ], є

оптимальним керуванням для задачi (4.21).

Доведення. Ç ëåìè 4.4 ïðè 𝜃0 = 𝜃*𝑠 âèïëèâà¹, ùî 𝑠 = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃*𝑠 , 𝑣

1/𝜃*𝑠
0 ),

òîáòî êåðóâàííÿ 𝑣1/𝜃
*
𝑠

0 (𝑡) ∈ 𝐵𝜃*𝑠 ïåðåâîäèòü íóëü äî 𝑠 çà ÷àñ 𝜃*𝑠 . Îñêiëüêè 𝜃
*
𝑠

¹ îïòèìàëüíèì ÷àñîì, òî 𝑣1/𝜃
*
𝑠

0 (𝑡) ¹ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì. �

Наслiдок 4.10. Нехай, на додаток до припущень наслiдку 4.9, задача

(4.21) має єдиний розв’язок (𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠). Тодi

𝑢𝑠(𝑞)(𝑡𝜃𝑠(𝑞))
𝑤→ 𝑢*𝑠(𝑡𝜃

*
𝑠). (4.25)

Íàðåøòi, çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 4.5.

Наслiдок 4.11. Нехай, на додаток до припущень наслiдку 4.9, задача

(4.21) має єдиний розв’язок (𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠). Тодi покомпонентно∫ 1

0

⃒⃒
𝑢𝑠(𝑞)𝑖(𝑡𝜃𝑠(𝑞))− 𝑢*𝑠 𝑖(𝑡𝜃

*
𝑠)
⃒⃒
𝑑𝑡→ 0 при 𝑞 → ∞, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. (4.26)

Доведення. Îñêiëüêè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ 𝑢*𝑠(𝑡) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-

íiñòü (4.17), 𝑢*𝑠(𝑡𝜃
*
𝑠) íàëåæèòü îäèíè÷íié ñôåði ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòî-

ðó 𝐿2([0, 1];R𝑚), à ïîñëiäîâíiñòü 𝑢𝑠(𝑞)(𝑡𝜃𝑠(𝑞)) ëåæèòü â îäèíè÷íié êóëi

𝐿2([0, 1];R𝑚). Îòæå, çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi (4.25) âèïëèâà¹ ñèëüíà çáiæíiñòü

â 𝐿2([0, 1];R𝑚), òîáòî∫ 1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

⃒⃒
𝑢𝑠(𝑞)𝑖(𝑡𝜃𝑠(𝑞))− 𝑢*𝑠 𝑖(𝑡𝜃

*
𝑠)
⃒⃒2
𝑑𝑡→ 0 ïðè 𝑞 → ∞,

çâiäêè âèïëèâà¹ (4.26). �
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4.2.3 Àïðîêñèìàöiÿ ó ñåíñi øâèäêîäi¨

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ïîâåðíåìîñü äî ïîíÿòòÿ àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi øâèä-

êîäi¨ äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì (îçíà÷åííÿ 2.13), òà âñòàíîâèìî

¨¨ çâ'ÿçîê ç îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ.

Зауваження 4.6. В означеннi 2.13, якщо це зручно, можна вважа-

ти, що область Ω є пiдмножиною малого околу нуля, а можна, навпаки,

вважати її необмеженою: в обох спiввiдношеннях (2.51) i (2.52) фiгуру-

ють тiльки малi вектори 𝑠 ∈ Ω.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó.

Теорема 4.6. Нехай система (2.44) є однорiдною апроксимацiєю си-

стеми (2.1). Нехай iснує така вiдкрита область Ω ⊂ R𝑛∖{0}, що 0 ∈ Ω,

i для довiльного 𝑠 ∈ Ω розв’язок (̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) задачi швидкодiї (2.49) є єди-

ним. Тодi iснує сiмейство вкладених областей Ω(𝛿), 𝛿 > 0, таких, що

Ω(𝛿1) ⊂ Ω(𝛿2) при 𝛿1 > 𝛿2 > 0 i Ω =
⋃︀
𝛿>0

Ω(𝛿), у кожнiй з яких задача

швидкодiї (2.49) апроксимує задачу швидкодiї (2.50).

Доведення. Çàãàëüíà ñõåìà äîâåäåííÿ íàñëiäó¹ [27].

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî îáèäâi ñèñòåìè çàïèñàíi â

ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàòàõ: íàïðèêëàä, çà òåîðåìîþ 4.1,(︀
ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

)︀
𝑖
= 𝑑𝑖 + 𝜌𝑖,

(︀
ℰ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚

)︀
𝑖
= 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

äå ord(𝑑𝑖) = 𝑤𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, ïðè÷îìó 𝑤1 ≤ · · · ≤ 𝑤𝑛, à 𝜌𝑖 âêëþ÷à¹ åëåìåíòè

ïîðÿäêó áiëüøå 𝑤𝑖. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî 0 < 𝜃 ≤ 𝑇0 i 𝑢 ∈ 𝐵𝜃 çàâäÿêè óìîâi

(1.47) ìà¹ìî

|𝜌𝑖(𝜃, 𝑢)| ≤ 𝑐1(𝑐2𝜃)
𝑤𝑖+1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (4.27)

äå 𝑐1 =
𝐶1

1−𝑚𝐶2𝑇0
, 𝑐2 = 𝑚𝐶2 (i áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi 𝑚𝐶2𝑇0 < 1).

Äàëi ïîçíà÷àòèìåìî 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛)
T, 𝜌 = (𝜌1, . . . , 𝜌𝑛)

T.

Íåõàé 𝐷𝜀(𝑦) = (𝜀𝑤1𝑦1, . . . , 𝜀
𝑤𝑛𝑦𝑛)

T. Òîäi çàâäÿêè îäíîðiäíîñòi

̂︀𝜃*𝐷𝜀(𝑦)
= 𝜀̂︀𝜃*𝑦, ̂︀𝑢*𝐷𝜀(𝑦)

(𝑡𝜀) = ̂︀𝑢*𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑦]. (4.28)
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Òîáòî ÿêùî äåÿêà âëàñòèâiñòü, ïîâ'ÿçàíà ç îïòèìàëüíèì ÷àñîì àáî îïòè-

ìàëüíèì êåðóâàííÿì äëÿ çàäà÷i (2.49) (iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òîùî), çàäî-

âîëüíÿ¹òüñÿ â äåÿêié îáëàñòi Ω, òî âîíà çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ òàêîæ i â îáëàñòi

𝐷𝜀(Ω), 𝜀 > 0. Îòæå, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî îáëàñòü

Ω çàäîâîëüíÿ¹ òàêó óìîâó:

𝐷𝜀(Ω) = Ω, 𝜀 > 0. (4.29)

(a) Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: |||𝑦||| = max
1≤𝑗≤𝑛

{|𝑦𝑗|1/𝑤𝑗} äëÿ 𝑦 ∈ R𝑛 (|||𝑦||| çàäî-
âîëüíÿ¹ îçíà÷åííÿ íîðìè çà âèíÿòêîì äîäàòíî¨ îäíîðiäíîñòi; çàìiñòü íå¨

ìà¹ ìiñöå âëàñòèâiñòü |||𝐷𝜀(𝑦)||| = 𝜀|||𝑦||| äëÿ 𝜀 > 0). Ïîçíà÷èìî

𝑉 𝛼 = {𝑦 ∈ R𝑛 : |||𝑦||| ≤ 𝛼}, 𝛼 > 0.

Çàóâàæèìî, ùî

𝐷𝜀(𝑉
𝛼) = 𝑉 𝜀𝛼, 𝜀 > 0, 𝛼 > 0. (4.30)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

𝜔(𝛿) = {𝑦 ∈ 𝜕𝑉 1 : 𝑦 + 𝑉 𝛿 ⊂ Ω}, 𝛿 > 0.

Íåõàé 0 < 𝛿0 < 1 ¹ òàêèì, ùî 𝜔(𝛿0) ̸= ∅. Ïîçíà÷èìî

Ω(𝛿) =
⋃︀
𝜀>0

𝐷𝜀(𝜔(𝛿)) ïðè 0 < 𝛿 ≤ 𝛿0, Ω(𝛿) = Ω(𝛿0) ïðè 𝛿 > 𝛿0. (4.31)

Òîäi Ω(𝛿1) ⊂ Ω(𝛿2) ïðè 𝛿1 > 𝛿2 > 0 i Ω =
⋃︀
𝛿>0

Ω(𝛿).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå 𝛿 > 0 i äîâåäåìî, ùî (2.49) àïðîêñèìó¹ (2.50) â

îáëàñòi Ω(𝛿). Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî 0 < 𝛿 ≤ 𝛿0 < 1.

Ïîçíà÷èìî

𝐶 = sup{̂︀𝜃*𝑦 : 𝑦 ∈ 𝑉 1 ∩ Ω} > 0.

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî 0 < 𝜀 ≤ min{1, 𝑇02𝐶}. Òîäi çàâäÿêè (4.28), (4.30)

sup{̂︀𝜃*𝑦 : 𝑦 ∈ 𝑉 𝜀 ∩ Ω} = 𝐶𝜀 ≤ 𝑇0. (4.32)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå 𝑠 ∈ Ω(𝛿) ∩ 𝜕𝑉 𝜀, òîäi

𝐷−1
𝜀 (𝑠) ∈ 𝜔(𝛿), òîáòî 𝐷−1

𝜀 (𝑠) ∈ 𝑉 1 i 𝐷−1
𝜀 (𝑠) + 𝑉 𝛿 ⊂ Ω. (4.33)
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Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð 𝐺𝑠(𝑦) : Ω(𝛿) → R𝑛, âèçíà÷åíèé ÿê

𝐺𝑠(𝑦) = 𝑠− 𝜌(̂︀𝜃*𝑦, ̂︀𝑢*𝑦). (4.34)

Äîâåäåìî, ùî äëÿ äîñèòü ìàëîãî 𝜀 öåé îïåðàòîð ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó ó

ìíîæèíi

𝑀 = 𝑠+ 𝑉 𝛿𝜀. (4.35)

Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà𝑀 ⊂ Ω îïóêëà, îáìåæåíà i çàìêíåíà (i 0 ̸∈𝑀 ïðè

ìàëèõ 𝜀).

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî 𝐺𝑠(𝑦) âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó𝑀 ó ñåáå. Âèáåðåìî

äîâiëüíó òî÷êó 𝑦 ∈𝑀 , òîäi 𝑦 = 𝑠+ ̂︀𝑦, äå ̂︀𝑦 ∈ 𝑉 𝛿𝜀. Îòæå, |̂︀𝑦𝑗| ≤ (𝛿𝜀)𝑤𝑗 ≤ 𝜀𝑤𝑗 ,

à òîäi |𝑦𝑗| ≤ |𝑠𝑗|+ 𝜀𝑤𝑗 ≤ 2𝜀𝑤𝑗 ≤ (2𝜀)𝑤𝑗 , òîáòî 𝑦 ∈ 𝑉 2𝜀.

Îñêiëüêè 𝐷−1
𝜀 (̂︀𝑦) ∈ 𝑉 𝛿, òî 𝐷−1

𝜀 (𝑦) = 𝐷−1
𝜀 (𝑠) + 𝐷−1

𝜀 (̂︀𝑦) ∈ 𝐷−1
𝜀 (𝑠) + 𝑉 𝛿.

Îòæå, ç (4.33) âèïëèâà¹, ùî 𝐷−1
𝜀 (𝑦) ∈ Ω, à òîäi 𝑦 ∈ Ω.

Òàêèì ÷èíîì,

𝑀 = 𝑠+ 𝑉 𝛿𝜀 ⊂ 𝑉 2𝜀 ∩ Ω.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (̂︀𝜃*𝑦, ̂︀𝑢*𝑦) çàäà÷i (2.49). Öå îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð
𝐺𝑠 âèçíà÷åíèé ó áóäü-ÿêié òî÷öi 𝑦 ∈ 𝑀 . Îñêiëüêè 𝑦 ∈ 𝑉 2𝜀, òî çàâäÿêè

(4.28), (4.30) ìà¹ìî ̂︀𝜃*𝑦 ≤ 2𝐶𝜀 ≤ 𝑇0, îòæå, ç (4.27) âèïëèâà¹

|||𝜌(̂︀𝜃*𝑦, ̂︀𝑢*𝑦)||| = max
1≤𝑗≤𝑛

{|𝜌𝑗(̂︀𝜃*𝑦, ̂︀𝑢*𝑦)|1/𝑤𝑗} ≤ 2𝑐1𝑐2𝐶𝜀 max
1≤𝑗≤𝑛

{(2𝑐2𝐶𝜀)1/𝑤𝑗)} ≤ 𝛿𝜀,

(4.36)

ÿêùî 𝜀 äîñèòü ìàëå, à ñàìå, ÿêùî 0 < 𝜀 ≤ 𝛼 = 1
2𝑐1𝑐2𝐶

min
1≤𝑗≤𝑛

{( 𝛿
2𝑐2𝐶

)𝑤𝑗}. Òîáòî
â öüîìó âèïàäêó

𝐺𝑠(𝑦) = 𝑠− 𝜌(̂︀𝜃*𝑦, ̂︀𝑢*𝑦) ∈ 𝑠+ 𝑉 𝛿𝜀 =𝑀.

Îòæå, ÿêùî 0 < 𝜀 ≤ 𝜀0 = min{1, 𝑇02𝐶 , 𝛼}, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨

òî÷êè 𝑠 ∈ Ω(𝛿) ∩ 𝜕𝑉 𝜀 îïåðàòîð 𝐺𝑠 âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó 𝑀 ó ñåáå.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî îïåðàòîð 𝐺𝑠 íåïåðåðâíèé â𝑀 . Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü

{𝑦(𝑞)}∞𝑞=1 ⊂ 𝑀 çáiãà¹òüñÿ, 𝑦(𝑞) → 𝑦 ïðè 𝑞 → ∞ (òîäi 𝑦 ∈ 𝑀 i 𝑦 ̸= 0). Çà

çàóâàæåííÿì 4.4, ̂︀𝜃*𝑦(𝑞) → ̂︀𝜃*𝑦. Òîäi ç íàñëiäêó 4.10 âèïëèâà¹, ùî ̂︀𝑢*𝑦(𝑞)(𝑡̂︀𝜃*𝑦(𝑞))) 𝑤→
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̂︀𝑢*𝑦(𝑡̂︀𝜃*𝑦). À òîäi ç íàñëiäêó 4.8 îòðèìó¹ìî 𝜌(̂︀𝜃*𝑦(𝑞), ̂︀𝑢*𝑦(𝑞)) → 𝜌(̂︀𝜃*𝑦, ̂︀𝑢*𝑦), òîáòî
îïåðàòîð 𝐺𝑠 ¹ íåïåðåðâíèì.

Òàêèì ÷èíîì, íåïåðåðâíèé îïåðàòîð 𝐺𝑠 âiäîáðàæà¹ îïóêëó, îáìåæåíó

i çàìêíåíó ìíîæèíó 𝑀 ⊂ R𝑛 ó ñåáå. Îòæå, çà òåîðåìîþ Áðàóåðà îïåðàòîð

𝐺𝑠 ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó â 𝑀 . Ïîçíà÷èìî ¨¨ 𝑠1, òîáòî 𝐺𝑠(𝑠
1) = 𝑠1.

Äëÿ òî÷êè 𝑠1 ìà¹ìî 𝑠1 = 𝐺𝑠(𝑠
1) = 𝑠− 𝜌(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1), îòæå,

𝑠 = 𝑠1 + 𝜌(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1).
Àëå äëÿ 𝑠1 ∈𝑀 ⊂ Ω çàäà÷à (2.49) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, çâiäêè

𝑠1 = 𝑑(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1),
à îòæå,

𝑠 = 𝑑(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1) + 𝜌(̂︀𝜃*𝑠1, ̂︀𝑢*𝑠1). (4.37)

Öå îçíà÷à¹, ùî êåðóâàííÿ ̂︀𝑢*𝑠1 ∈ 𝐵
̂︀𝜃*
𝑠1 ïåðåâîäèòü íóëü äî òî÷êè 𝑠 çà ÷àñ̂︀𝜃*𝑠1 â ñèëó ñèñòåìè (2.1). Îòæå, ÷àñ ̂︀𝜃*𝑠1 íå ìåíøèé, íiæ îïòèìàëüíèé ÷àñ ó

çàäà÷i (2.50), 𝜃*𝑠 ≤ ̂︀𝜃*𝑠1. Îñêiëüêè 𝑠1 ∈𝑀 ⊂ 𝑉 2𝜀, îòðèìó¹ìî îöiíêó

𝜃*𝑠 ≤ ̂︀𝜃*𝑠1 ≤ 2𝐶𝜀. (4.38)

Êðiì òîãî, ðîçãëÿíåìî òî÷êó 𝑠0 = 𝑠− 𝜌(𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠); òîäi

𝑠 = 𝑠0 + 𝜌(𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠) = 𝑑(𝜃*𝑠 , 𝑢

*
𝑠) + 𝜌(𝜃*𝑠 , 𝑢

*
𝑠),

çâiäêè âèïëèâà¹ 𝑠0 = 𝑑(𝜃*𝑠 , 𝑢
*
𝑠). Òîáòî êåðóâàííÿ 𝑢

*
𝑠 ∈ 𝐵𝜃*𝑠 ïåðåâîäèòü íóëü

äî òî÷êè 𝑠0 çà ÷àñ 𝜃*𝑠 â ñèëó ñèñòåìè (2.44), ùî äà¹ îöiíêó ̂︀𝜃*𝑠0 ≤ 𝜃*𝑠 . Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è (4.38) i ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî (4.36), îòðèìó¹ìî |||𝜌(𝜃*𝑠 , 𝑢*𝑠)||| ≤ 𝛿𝜀,

îòæå, 𝑠0 ∈ 𝑠+ 𝑉 𝛿𝜀 =𝑀 .

Îòæå, äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî 𝜀 > 0 i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè 𝑠 ∈ Ω(𝛿)∩ 𝜕𝑉 𝜀

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ̂︀𝜃*𝑠0 ≤ 𝜃*𝑠 ≤ ̂︀𝜃*𝑠1, (4.39)

äå 𝑠1, 𝑠0 ∈ 𝑀 ⊂ 𝑉 2𝜀 � äåÿêi òî÷êè, âèçíà÷åíi çà 𝑠. Îñêiëüêè 𝑠 ∈ 𝜕𝑉 𝜀, òî

𝜀 = |||𝑠|||. Îòæå, ÿêùî 𝑠→ 0, òî 𝜀→ 0 i, ÿê íàñëiäîê, 𝑠1 → 0 i 𝑠0 → 0.
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü {𝑠(𝑞)}∞𝑞=1 ⊂ Ω(𝛿), òàêó, ùî

𝑠(𝑞) → 0. Ïîêëàäåìî 𝜀𝑞 = |||𝑠(𝑞)||| → 0. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè 𝑠(𝑞) çíàéäåìî

𝑠0(𝑞) i 𝑠
1
(𝑞) ÿê öå çðîáëåíî âèùå, òîäi

𝑠(𝑞) = 𝑠1(𝑞) + 𝜌(̂︀𝜃*𝑠1(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞)), 𝑠(𝑞) = 𝑠0(𝑞) + 𝜌(𝜃*𝑠(𝑞), 𝑢
*
𝑠(𝑞)

),

à îòæå, ç (4.27) îòðèìó¹ìî

|(𝑠1(𝑞) − 𝑠(𝑞))𝑗| ≤ 𝑐1(2𝑐2𝐶𝜀𝑞)
𝑤𝑗+1, |(𝑠0(𝑞) − 𝑠(𝑞))𝑗| ≤ 𝑐1(2𝑐2𝐶𝜀𝑞)

𝑤𝑗+1.

Òîäi äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé

𝑠(𝑞) = 𝐷−1
𝜀𝑞
(𝑠(𝑞)) ∈ 𝜕𝑉 1, 𝑠1(𝑞) = 𝐷−1

𝜀𝑞
(𝑠1(𝑞)), 𝑠0(𝑞) = 𝐷−1

𝜀𝑞
(𝑠0(𝑞))

ìà¹ìî

|(𝑠1(𝑞) − 𝑠(𝑞))𝑗| ≤ 𝑐3𝜀𝑞, |(𝑠0(𝑞) − 𝑠(𝑞))𝑗| ≤ 𝑐3𝜀𝑞, (4.40)

äå 𝑐3 = 2𝑐1𝑐2𝐶 max
1≤𝑗≤𝑛

{(2𝑐2𝐶)1/𝑤𝑗}. Îñêiëüêè ìíîæèíà 𝜕𝑉 1 ¹ êîìïàêòíîþ,

iñíó¹ òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü 𝑠(𝑞𝑟), ùî 𝑠(𝑞𝑟) → 𝑠 ∈ 𝜕𝑉 1 ïðè 𝑟 → ∞. Òîäi ç

(4.40) âèïëèâà¹ 𝑠1(𝑞𝑟) → 𝑠 i 𝑠0(𝑞𝑟) → 𝑠.

Íàãàäà¹ìî, ùî 𝑠(𝑞) ∈ Ω(𝛿), à îòæå, 𝑠(𝑞) ∈ 𝜔(𝛿), òîáòî 𝑠(𝑞) + 𝑉 𝛿 ⊂ Ω.

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî 𝑠 ∈ Ω.

Çà çàóâàæåííÿì 4.4,

̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟) = ̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟)
𝜀𝑞𝑟

→ ̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝜃*𝑠1𝑞𝑟 = ̂︀𝜃*
𝑠1(𝑞𝑟)

𝜀𝑞𝑟
→ ̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝜃*𝑠0𝑞𝑟 = ̂︀𝜃*

𝑠0(𝑞𝑟)

𝜀𝑞𝑟
→ ̂︀𝜃*𝑠 .

Îòæå, ̂︀𝜃*
𝑠1(𝑞𝑟)̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟) → 1,

̂︀𝜃*
𝑠0(𝑞𝑟)̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟) → 1. (4.41)

Òîäi ç (4.39) îòðèìó¹ìî
𝜃*𝑠(𝑞𝑟)̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟) → 1.

Îñêiëüêè êîæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü 𝑠(𝑞) ìà¹ ïiä-ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ öå ñïiââiäíîøåííÿ, îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

𝜃*𝑠(𝑞)̂︀𝜃*𝑠(𝑞) → 1 ïðè 𝑠(𝑞) → 0, 𝑠(𝑞) ∈ Ω(𝛿), (4.42)
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ùî çáiãà¹òüñÿ ç (2.51) (äëÿ 𝑄(𝑠) = 𝑠 i Ω = Ω(𝛿)).

(á) Òåïåð äîâåäåìî (2.52). Íàãàäà¹ìî, ùî

𝑠(𝑞) = 𝑑(̂︀𝜃*𝑠(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)), 𝑠0(𝑞) = 𝑑(𝜃*𝑠(𝑞), 𝑢
*
𝑠(𝑞)

),

îòæå, çàâäÿêè îäíîðiäíîñòi,

𝑠(𝑞) = 𝑑(̂︀𝜃*𝑠(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)), äå ̂︀𝜃*𝑠(𝑞) = ̂︀𝜃*𝑠(𝑞)
𝜀𝑞

, ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)(𝑡𝜀𝑞), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑠(𝑞)], (4.43)

𝑠0(𝑞) = 𝑑(𝜃𝑠(𝑞), 𝑢𝑠(𝑞)), äå 𝜃𝑠(𝑞) =
𝜃*𝑠(𝑞)
𝜀𝑞

, 𝑢𝑠(𝑞)(𝑡) = 𝑢*𝑠(𝑞)(𝑡𝜀𝑞), 𝑡 ∈ [0, 𝜃𝑠(𝑞)]. (4.44)

Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî 𝑠(𝑞𝑟) → 𝑠, ̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟) → ̂︀𝜃*𝑠 i 𝑠0(𝑞𝑟) → 𝑠, 𝜃𝑠(𝑞𝑟) → ̂︀𝜃*𝑠 . Îòæå, ç
íàñëiäêó 4.11 (çàñòîñîâàíîãî äëÿ 𝑠(𝑞𝑟) → 𝑠 i 𝑠0(𝑞𝑟) → 𝑠) âèïëèâà¹∫ 1

0

⃒⃒⃒̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟))− ̂︀𝑢*𝑠 𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0,

∫ 1
0

⃒⃒⃒
𝑢𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡𝜃𝑠(𝑞𝑟))− ̂︀𝑢*𝑠 𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0,

çâiäêè îòðèìó¹ìî∫ 1
0

⃒⃒⃒̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟))− 𝑢𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡𝜃𝑠(𝑞𝑟))
⃒⃒⃒
𝑑𝑡 =

∫ 1
0

⃒⃒⃒̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟))− 𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡𝜃
*
𝑠(𝑞𝑟)

)
⃒⃒⃒
𝑑𝑡→ 0.

(4.45)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi

𝑠′(𝑞) = 𝑑(𝜃*𝑠(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)), 𝑠′(𝑞) = 𝐷−1
𝜀𝑞
(𝑠′(𝑞)),

òîäi çàâäÿêè îäíîðiäíîñòi 𝑠′(𝑞) = 𝑑(𝜃𝑠(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)). Äîâåäåìî, ùî 𝑠′(𝑞𝑟) → 𝑠. Çà-

óâàæèìî, ùî ïðè 0 < 𝜇 < 1 ìà¹ìî

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑣)− 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜇, 𝑣) =
𝑘∑︁
𝑗=2

𝜂𝑖𝑗 ...𝑖𝑘(𝜇, 𝑣)𝜂𝑖1...𝑖𝑗−1
(1− 𝜇, ̃︀𝑣) + 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1− 𝜇, ̃︀𝑣),

äå ̃︀𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡+ 𝜇), à ïðè 𝜇 > 1 àíàëîãi÷íî

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜇, 𝑣)− 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑣) =
𝑘∑︁
𝑗=2

𝜂𝑖𝑗 ...𝑖𝑘(1, 𝑣)𝜂𝑖1...𝑖𝑗−1
(𝜇− 1, ̃︀𝑣) + 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜇− 1, ̃︀𝑣),

äå ̃︀𝑣(𝑡) = 𝑣(𝑡 + 1) (äåòàëüíiøå öÿ âëàñòèâiñòü îáãîâîðþ¹òüñÿ ó ëåìi 4.5

íèæ÷å). Íåõàé 𝜇𝑞 =
𝜃𝑠(𝑞)̂︀𝜃*𝑠(𝑞) =

𝜃*𝑠(𝑞)̂︀𝜃*𝑠(𝑞) → 1. Âèáèðàþ÷è 𝑣(𝑡) = 𝑣𝑞(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)(𝑡̂︀𝜃*𝑠(𝑞)),
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𝜇 = 𝜇𝑞, i âðàõîâóþ÷è, ùî 𝑑𝑗 ìiñòÿòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü äîäàíêiâ, îòðèìó-

¹ìî, ùî äëÿ äåÿêîãî 𝐶 ′ > 0

|(𝑠′(𝑞))𝑗 − (𝑠(𝑞))𝑗| = |𝑑𝑗(̂︀𝜃*𝑠(𝑞)𝜇𝑞, ̂︀𝑢*𝑠(𝑞))− 𝑑𝑗(̂︀𝜃*𝑠(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠(𝑞))| =
= (̂︀𝜃*𝑠(𝑞))𝑤𝑗 |𝑑𝑗(𝜇𝑞, 𝑣𝑞)− 𝑑𝑗(1, 𝑣𝑞)| ≤ 𝐶 ′|𝜇𝑞 − 1| → 0,

𝑗 = 1, . . . , 𝑛, çâiäêè îòðèìó¹ìî ‖𝑠′(𝑞𝑟) − 𝑠‖ → 0 ïðè 𝑞 → ∞. Îòæå, ç íàñëiä-

êó 4.11 âèïëèâà¹ ∫ 1
0

⃒⃒⃒̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡𝜃𝑠(𝑞𝑟))− ̂︀𝑢*𝑠 𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0,

çâiäêè ∫ 1
0

⃒⃒⃒̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡𝜃*𝑠(𝑞𝑟))− ̂︀𝑢*𝑠 𝑖(𝑡̂︀𝜃*𝑠)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0. (4.46)

Îá'¹äíóþ÷è (4.45) i (4.46), îòðèìó¹ìî∫ 1
0

⃒⃒⃒
𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡𝜃

*
𝑠(𝑞𝑟)

)− ̂︀𝑢*𝑠 𝑖(𝑡𝜃*𝑠)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0,

ùî ìîæíà ïîäàòè ÿê

1

𝜃*𝑠(𝑞𝑟)

∫ 𝜃*𝑠(𝑞𝑟)
0

⃒⃒⃒
𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡)− ̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)𝑖(𝑡)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0.

Îñêiëüêè êîæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü 𝑠(𝑞) ìà¹ ïiä-ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ öå ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìó¹ìî

1

𝜃*𝑠(𝑞)

∫ 𝜃*𝑠(𝑞)
0

⃒⃒⃒
𝑢*𝑠(𝑞)𝑖(𝑡)− ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)𝑖(𝑡)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0.

Óðàõîâóþ÷è (4.42), îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

1

𝜃𝑞

∫ 𝜃𝑞
0

⃒⃒⃒
𝑢*𝑠(𝑞)𝑖(𝑡)− ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)𝑖(𝑡)⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

ïðè 𝑠(𝑞) → 0, 𝑠(𝑞) ∈ Ω(𝛿), äå 𝜃𝑞 = min{̂︀𝜃*𝑠(𝑞), 𝜃*𝑠(𝑞)}, ùî çáiãà¹òüñÿ ç (2.52) (äëÿ
𝑄(𝑠) = 𝑠 i Ω = Ω(𝛿)). �

Зауваження 4.7. Спiввiдношення (2.51) було отримане в [50]; воно

означає, що субрiмановi вiдстанi до нуля, що визначаються самою си-

стемою та її однорiдною апроксимацiєю, асимптотично еквiвалентнi.
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Зауважимо, що наше означення апроксимацiї в сенсi швидкодiї включає

ще i спiввiдношення щодо оптимальних керувань (2.52), що не було роз-

глянуте в [50].

Зауваження 4.8. Теорема 4.5 дозволяє надати часткову вiдповiдь на

вiдкрите питання [130]. Як буде показано у роздiлi 5, у випадку задачi

швидкодiї для афiнних систем має виконуватися така умова: для мно-

жини 𝐾 = {̂︀𝑢*𝑠(𝑡̂︀𝜃*𝑠), 𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑠 ∈ Ω}, що розглядається у просторi

𝐿2[0, 1], зi слабкої збiжностi послiдовностi елементiв з 𝐾 випливає силь-

на збiжнiсть. Вiдкрите питання полягає в тому, чи випливає ця вла-

стивiсть з решти умов теореми. Для систем, лiнiйних за керуванням,

за теоремою 4.5 множина 𝐾 мiститься в одиничнiй сферi гiльбертового

простору 𝐿2([0, 1];R𝑚), а отже, вона автоматично задовольняє вказанiй

умовi.

4.3 Апроксимацiя в околi

Äîòåïåð ó öüîìó ðîçäiëi ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi (i îäíîðiäíà àïðîêñèìà-

öiÿ) âèçíà÷àëèñÿ, âèõîäÿ÷è ç çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè (2.1), äå ïî÷àòêîâà

òî÷êà ôiêñîâàíà � öå ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèâ÷à-

¹ìî ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi ÿê ôóíêöiþ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè â îêîëi ïî÷àòêó

êîîðäèíàò. Çîêðåìà, ìè äîñëiäæó¹ìî çâ'ÿçîê âëàñòèâîñòåé ðåãóëÿðíîñòi i

îäíîðiäíîñòi ñèñòåì iç âëàñòèâîñòÿìè ¨õ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi. Ðåçóëüòàòè

ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [137].

4.3.1 Êîíêàòåíàöiÿ êåðóâàíü

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî àëãåáðó ℱ 𝑒 = ℱ + R çi ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì, ÿêèé ïðîäîâæó¹òüñÿ ç ℱ òàê, ùî ⟨1, 1⟩ = 1 i ⟨1, 𝑎⟩ = 0 äëÿ âñiõ

𝑎 ∈ ℱ . Ââåäåìî òåíçîðíèé äîáóòîê ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ ℱ 𝑒 ⊗ℱ 𝑒 ç áàçèñîì

{𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ⊗ 𝜂𝑗1...𝑗𝑠 : 𝑘, 𝑠 ≥ 0, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘, 𝑗1, . . . , 𝑗𝑠 ≤ 𝑚}
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(íàãàäà¹ìî, ùî 𝜂𝑞1...𝑞𝑟 = 1 ïðè 𝑟 = 0). Ââåäåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ℱ 𝑒⊗ℱ 𝑒,

ââàæàþ÷è öåé áàçèñ îðòîíîðìàëüíèì. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℱ 𝑒

⟨𝑎⊗ 𝑏, 𝑐⊗ 𝑑⟩ = ⟨𝑎, 𝑐⟩⟨𝑏, 𝑑⟩.

ßêùî {𝑏′𝑞}∞𝑞=1 i {𝑏′′𝑞}∞𝑞=1 � ñïðÿæåíi áàçèñè â ℱ 𝑒, òî {𝑏′𝑖 ⊗ 𝑏′𝑗}∞𝑖,𝑗=1 i {𝑏′′𝑖 ⊗
𝑏′′𝑗}∞𝑖,𝑗=1 � ñïðÿæåíi áàçèñè â ℱ 𝑒 ⊗ℱ 𝑒. Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî 𝑎 ∈ ℱ 𝑒 ⊗ℱ 𝑒

𝑎 =
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨𝑎, 𝑏′𝑖 ⊗ 𝑏′𝑗⟩𝑏′′𝑖 ⊗ 𝑏′′𝑗 , (4.47)

ïðè÷îìó öÿ òîòîæíiñòü ìîæå áóòè ïîøèðåíà íà áóäü-ÿêèé ôîðìàëüíèé

ñòåïåíåâèé ðÿä 𝑎 åëåìåíòiâ ℱ 𝑒 ⊗ℱ 𝑒 ç âåêòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Позначення 4.1. Нехай Δ : ℱ 𝑒 → ℱ 𝑒 ⊗ ℱ 𝑒 позначає лiнiйне вiдобра-

ження, що визначене на базисних елементах за правилом

Δ(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) =
𝑘∑︁
𝑗=0

𝜂𝑖1...𝑖𝑗 ⊗ 𝜂𝑖𝑗+1...𝑖𝑘. (4.48)

Çàçíà÷èìî, ùîΔ ¹ êîìíîæåííÿì ó âiäïîâiäíié àëãåáði Õîïôà (äèâ. [98],

äå öåé îïåðàòîð ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê Δ′). Çà ëiíiéíiñòþ, Δ ïðèðîäíèì ÷èíîì

ïîøèðþ¹òüñÿ íà ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè åëåìåíòiâ ℱ 𝑒.

Íåâàæêî äîâåñòè òàêó âëàñòèâiñòü Δ: äëÿ äîâiëüíèõ 𝑎, 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℱ 𝑒

⟨Δ(𝑎), 𝑎1 ⊗ 𝑎2⟩ = ⟨𝑎, 𝑎1𝑎2⟩. (4.49)

Äiéñíî, çàâäÿêè ëiíiéíîñòi äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè 𝑎 = 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 , 𝑎1 = 𝜂𝑠1...𝑠𝑞 i

𝑎2 = 𝜂𝑡1...𝑡𝑟 :

⟨Δ(𝜂𝑖1...𝑖𝑘), 𝜂𝑠1...𝑠𝑞 ⊗ 𝜂𝑡1...𝑡𝑟⟩ =
𝑘∑︁
𝑗=0

⟨𝜂𝑖1...𝑖𝑗 ⊗ 𝜂𝑖𝑗+1...𝑖𝑘, 𝜂𝑗1...𝑗𝑞 ⊗ 𝜂𝑠1...𝑠𝑟⟩ =

=

{︃
1, ÿêùî 𝑘 = 𝑞 + 𝑟 i 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 = 𝜂𝑠1...𝑠𝑞𝑡1...𝑡𝑟 ,

0 ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó
= ⟨𝜂𝑖1...𝑖𝑘, 𝜂𝑠1...𝑠𝑞𝜂𝑡1...𝑡𝑟⟩.
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ßê íàñëiäîê, ÿêùî {𝑏′𝑞}∞𝑞=1 òà {𝑏′′𝑞}∞𝑞=1 ¹ ñïðÿæåíèìè áàçèñàìè â ℱ 𝑒, òî äëÿ

äîâiëüíîãî 𝑎 ∈ ℱ 𝑒

Δ(𝑎) =
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨︀
𝑎, 𝑏′𝑖𝑏

′
𝑗

⟩︀
𝑏′′𝑖 ⊗ 𝑏′′𝑗 , (4.50)

i öÿ ðiâíiñòü ïîøèðþ¹òüñÿ íà ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè åëåìåíòiâ ℱ 𝑒.

Ïîâåðíåìîñü äî ñèñòåìè (2.1). Ïðèïóñòèìî, ùî êåðóâàííÿ 𝑢1(𝑡) ïåðåâî-

äèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò äî òî÷êè 𝑧 çà ÷àñ 𝜃1, à êåðóâàííÿ 𝑢2(𝑡) ïåðåâîäèòü

òî÷êó 𝑧 äî òî÷êè 𝑥 çà ÷àñ 𝜃2. Òîáòî ðîçâ'ÿçîê 𝑥1(𝑡) çàäà÷i Êîøi

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢1𝑖 (𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 0

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 𝑥1(𝜃1) = 𝑧, à ðîçâ'ÿçîê 𝑥2(𝑡) çàäà÷i Êîøi

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 𝑧

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 𝑥2(𝜃2) = 𝑥. Íåõàé 𝑢1 ∘ 𝑢2 ïîçíà÷à¹ конкатенацiю êåðó-

âàíü 𝑢1(𝑡) i 𝑢2(𝑡), ÿêà çàäà¹òüñÿ òàê:

(𝑢1 ∘ 𝑢2)(𝑡) =

{︃
𝑢1(𝑡) ïðè 𝑡 ∈ [0, 𝜃1],

𝑢2(𝑡− 𝜃1) ïðè 𝑡 ∈ (𝜃1, 𝜃1 + 𝜃2].
(4.51)

Òîäi, î÷åâèäíî, êåðóâàííÿ 𝑢3 = 𝑢1 ∘ 𝑢2 ïåðåâîäèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò äî

òî÷êè 𝑥, òîáòî ðîçâ'ÿçîê 𝑥3(𝑡) çàäà÷i Êîøi

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢3𝑖 (𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 0

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 𝑥3(𝜃1 + 𝜃2) = 𝑥.

Лема 4.5. Для довiльних керувань 𝑢1 ∈ 𝐵𝜃1 i 𝑢2 ∈ 𝐵𝜃2 i довiльного

iтерованого iнтегралу має мiсце наступна рiвнiсть:

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃
1 + 𝜃2, 𝑢1 ∘ 𝑢2) =

𝑘∑︁
𝑗=0

𝜂𝑖1...𝑖𝑗(𝜃
2, 𝑢2) 𝜂𝑖𝑗+1...𝑖𝑘(𝜃

1, 𝑢1). (4.52)
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Доведення. Ïîçíà÷èìî 𝑢 = 𝑢1 ∘ 𝑢2. Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ

äëÿ 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃
1+𝜃2, 𝑢), ÿêà ¹ ñèìïëåêñîì â R𝑘. �¨ ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'¹äíàííÿ

𝑘 + 1 áàãàòîãðàííèêiâ

{(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘) : 0 ≤ 𝜏𝑘 ≤ · · · ≤ 𝜏1 ≤ 𝜃1 + 𝜃2} =

=
𝑘⋃︁
𝑗=0

{(𝜏1, . . . , 𝜏𝑘) : 0 ≤ 𝜏𝑘 ≤ · · · ≤ 𝜏𝑗+1 ≤ 𝜃1 ≤ 𝜏𝑗 ≤ · · · ≤ 𝜏1 ≤ 𝜃1 + 𝜃2},

ó ÿêèõ âíóòðiøíîñòi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðè÷îìó êîæíèé òàêèé

áàãàòîãðàííèê äîðiâíþ¹ äåêàðòîâîìó äîáóòêó äâîõ ñèìïëåêñiâ. Îòæå,

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃
1+𝜃2, 𝑢) =

𝑘∑︁
𝑗=0

∫ 𝜃1+𝜃2
𝜃1

· · ·
∫ 𝜏𝑗−1

𝜃1

∫ 𝜃1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢𝑖1(𝜏1) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1 =

=
𝑘∑︁
𝑗=0

(︃∫ 𝜃1+𝜃2
𝜃1

· · ·
∫ 𝜏𝑗−1

𝜃1
𝑢2𝑖1(𝜏1 − 𝜃1) · · ·𝑢2𝑖𝑗(𝜏𝑗 − 𝜃1)𝑑𝜏𝑗 · · · 𝑑𝜏1

)︃
×

×

(︃∫ 𝜃1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑢1𝑖𝑗+1
(𝜏𝑗+1) · · ·𝑢1𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏𝑗+1

)︃
=

=
𝑘∑︁
𝑗=0

𝜂𝑖1...𝑖𝑗(𝜃
2, 𝑢2) 𝜂𝑖𝑗+1...𝑖𝑘(𝜃

1, 𝑢1),

çâiäêè îòðèìó¹ìî (4.52). �

Лема 4.6. Нехай {𝑏′𝑞}∞𝑞=1 та {𝑏′′𝑞}∞𝑞=1 — спряженi базиси в ℱ 𝑒. Тодi для

довiльної пари керувань 𝑢1 ∈ 𝐵𝜃1, 𝑢2 ∈ 𝐵𝜃2 i довiльного 𝑎 ∈ ℱ 𝑒

𝑎(𝜃1 + 𝜃2, 𝑢1 ∘ 𝑢2) =
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨︀
𝑎, 𝑏′𝑖𝑏

′
𝑗

⟩︀
𝑏′′𝑖 (𝜃

2, 𝑢2) 𝑏′′𝑗 (𝜃
1, 𝑢1). (4.53)

Доведення. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïàðó êåðóâàíü 𝑢1 ∈ 𝐵𝜃1, 𝑢2 ∈ 𝐵𝜃2;

äàëi ìè ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ 𝑃 . Äëÿ ïàðè 𝑃 ââåäåìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

𝑚𝑃 : ℱ 𝑒 ⊗ℱ 𝑒 → R, âèçíà÷åíå íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ⊗ 𝜂𝑗1...𝑗𝑠 ÿê

𝑚𝑃 (𝜂𝑖1...𝑖𝑘 ⊗ 𝜂𝑗1...𝑗𝑠) = 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃
2, 𝑢2) 𝜂𝑗1...𝑗𝑠(𝜃

1, 𝑢1), (4.54)
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çâiäêè çàâäÿêè ëiíiéíîñòi äëÿ äîâiëüíèõ 𝑎1, 𝑎2 ∈ ℱ 𝑒 îòðèìó¹ìî

𝑚𝑃 (𝑎1 ⊗ 𝑎2) = 𝑎1(𝜃
2, 𝑢2)𝑎2(𝜃

1, 𝑢1). (4.55)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.48) i (4.54), ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (4.52) ÿê

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃
1 + 𝜃2, 𝑢1 ∘ 𝑢2) = 𝑚𝑃 (Δ(𝜂𝑖1...𝑖𝑘)),

çâiäêè çàâäÿêè ëiíiéíîñòi äëÿ äîâiëüíîãî 𝑎 ∈ ℱ 𝑒 îòðèìó¹ìî

𝑎(𝜃1 + 𝜃2, 𝑢1 ∘ 𝑢2) = 𝑚𝑃 (Δ(𝑎)).

Îòæå, ç (4.50) i (4.55) ìà¹ìî

𝑎(𝜃1+𝜃2, 𝑢1∘𝑢2) =
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

⟨︀
𝑎, 𝑏′𝑖𝑏

′
𝑗

⟩︀
𝑚𝑃 (𝑏

′′
𝑖⊗𝑏′′𝑗 ) =

∞∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨︀
𝑎, 𝑏′𝑖𝑏

′
𝑗

⟩︀
𝑏′′𝑖 (𝜃

2, 𝑢2)𝑏′′𝑗 (𝜃
1, 𝑢1),

ùî é äîâîäèòü ëåìó. Çàóâàæèìî, ùî ðiâíiñòü (4.53) ìîæå áóòè ïîøèðåíà

i íà ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè åëåìåíòiâ ℱ 𝑒, ÿêùî (íåôîðìàëüíi) ðÿäè ó

ïðàâié i ëiâié ÷àñòèíàõ çáiãàþòüñÿ. �

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âèãëÿäó (2.1) â îêîëi 𝑈(0) i àíòè-

ãîìîìîðôiçì (2.20). Äëÿ äîâiëüíîãî 𝑧 ∈ 𝑈(0) ââåäåìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ

𝑐𝑧 : ℱ → R𝑛, âèçíà÷åíå ÿê

𝑐𝑧(𝑎) = 𝐻(𝑎)𝐸(𝑧), 𝑎 ∈ ℱ ;

çîêðåìà, 𝑐𝑧(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1
· · ·𝑋𝑖1𝐸(𝑧). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäå-

ìî ââàæàòè, ùî óìîâà Ðàøåâñüêîãî-×æîó (2.23) âèêîíó¹òüñÿ ó äîâiëüíié

òî÷öi 𝑧 ∈ 𝑈(0). Àíàëîãi÷íî (2.3), êiíöåâà òî÷êà 𝑥(𝜃) ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑥), 𝑥(0) = 𝑧,

ìîæå áóòè çàïèñàíà ÿê

𝑥(𝜃) = 𝑧 + ℰ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢),

äå

ℰ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢) =

∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑧(𝜂𝑖1...𝑖𝑘)𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢).
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Äàëi ìè ðîçãëÿäàòèìåìî é âiäïîâiäíi ôîðìàëüíi ðÿäè

ℰ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑧(𝜂𝑖1...𝑖𝑘)𝜂𝑖1...𝑖𝑘.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó 𝑥 ∈ 𝑈(0) i òðà¹êòîðiþ ñèñòåìè (2.1) (ÿêà

íàëåæèòü 𝑈(0)), ùî ïî÷èíà¹òüñÿ â íóëi, çàêií÷ó¹òüñÿ â òî÷öi 𝑥 i ïðîõîäèòü

÷åðåç òî÷êó 𝑧; íåõàé 𝑢1 ∈ 𝐵𝜃1 ïåðåâîäèòü íóëü äî 𝑧, à 𝑢2 ∈ 𝐵𝜃2 ïåðåâîäèòü

𝑧 äî 𝑥, òîäi 𝑢1 ∘ 𝑢2 ïåðåâîäèòü íóëü äî 𝑥 (çà ÷àñ 𝜃1 + 𝜃2). Òîäi

𝑥 = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃1 + 𝜃2, 𝑢1 ∘ 𝑢2) = 𝑧 + ℰ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚

(𝜃2, 𝑢2), (4.56)

äå

𝑧 = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃1, 𝑢1). (4.57)

Äàëi ââàæàòèìåìî, ùî òî÷êà 𝑧 ôiêñîâàíà, à òî÷êà 𝑥 äîâiëüíà.

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è ìîæíà êîåôiöi¹íòè ðÿäó ℰ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
(òîáòî 𝑐𝑧𝑖1...𝑖𝑘)

çíàéòè ïðÿìî ÷åðåç êîåôiöi¹íòè ðÿäó ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(òîáòî ÷åðåç 𝑐𝑖1...𝑖𝑘), áåç çíà-

õîäæåííÿ ïîõiäíèõ 𝑋𝑖𝑘𝑋𝑖𝑘−1
· · ·𝑋𝑖1𝐸(𝑧). Äàëi ìè ïîêàæåìî, ùî öå ìîæëèâî

â êëàñi ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì, ÿêi îïèñàíi â íàñòóïíîìó ïóíêòi.

4.3.2 Ðåãóëÿðíi ñèñòåìè

Ó öüîìó i íàñòóïíîìó ïóíêòàõ ìè âèâ÷à¹ìî ðåãóëÿðíi ñèñòåìè. Çàçíà-

÷èìî, ùî â ðåãóëÿðíîìó âèïàäêó ïîíÿòòÿ ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi çáiãà¹òüñÿ

ç ïîíÿòòÿì ñèìâîëó Òàíàêè [150, 160]. Ó ðîáîòi [50] äëÿ ðåãóëÿðíîãî âèïàä-

êó ðåçóëüòàòè ùîäî îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ áóëè óòî÷íåíi; çîêðåìà, áóëè

îòðèìàíi îöiíêè äëÿ ñóáðiìàíîâî¨ ìåòðèêè â îêîëi. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè

ïîêàçó¹ìî, ÿêi âëàñòèâîñòi ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi äîçâîëÿþòü öå çðîáèòè.

Íàéïðîñòiøà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåäiíêè ñèñòåìè â îêîëi � öå ïîâåäiíêà

¨¨ âåêòîðà çðîñòó. Íåõàé 𝑝𝑧 � ñòåïiíü íåãîëîíîìíîñòi, à 𝑣𝑧 = (𝑣𝑧1, . . . , 𝑣
𝑧
𝑝𝑧) �

âåêòîð çðîñòó ñèñòåìè â òî÷öi 𝑧, òîáòî

𝑣𝑧𝑘 = dim 𝑐𝑧(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑝𝑧.
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Íåõàé 𝑝 i 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝) � ñòåïiíü íåãîëîíîìíîñòi i âåêòîð çðîñòó â íóëi.

Î÷åâèäíî, iñíó¹ îêië 𝑈(0), òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî 𝑧 ∈ 𝑈(0)

𝑝𝑧 ≤ 𝑝 òà 𝑣𝑧𝑘 ≥ 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝𝑧.

Означення 4.4. Система (2.1) називається регулярною в нулi, якщо

її вектор зросту є сталим у деякому околi 𝑈(0), тобто 𝑝𝑧 = 𝑝 i 𝑣𝑧𝑘 = 𝑣𝑘,

𝑘 = 1, . . . , 𝑝, для довiльного 𝑧 ∈ 𝑈(0). У супротивному випадку система

називається нерегулярною в нулi.

ßêùî ñèñòåìà ðåãóëÿðíà â íóëi, òî âîíà, î÷åâèäíî, ðåãóëÿðíà â áóäü-

ÿêié òî÷öi ç äåÿêîãî îêîëó íóëÿ.

Iäåÿ äâîõ íàñòóïíèõ ëåì i ïîâ'ÿçàíî¨ ç íèìè òåîðåìè 4.7 áóëà çàïðîïî-

íîâàíà I. Çåëåíêî [10].

Лема 4.7. Припустимо, що система (2.1) є регулярною в нулi. Тодi

її ядерна пiдалгебра Лi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
є iдеалом Лi в ℒ, тобто для довiльних

𝑎 ∈ ℒ та ℓ ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
виконується [𝑎, ℓ] ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

.

Доведення. Íåõàé îäíîðiäíi åëåìåíòè ℓ1, . . . , ℓ𝑛 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

(4.9). Çà íàñëiäêîì 3.1, âåêòîðè 𝑐(ℓ1), . . . , 𝑐(ℓ𝑛) ëiíiéíî íåçàëåæíi, à îòæå,

âåêòîðè 𝑐𝑥(ℓ1), . . . , 𝑐𝑥(ℓ𝑛) ëiíiéíî íåçàëåæíi äëÿ äîâiëüíîãî 𝑥 ç äåÿêîãî îêî-

ëó 𝑈(0). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð çðîñòó ¹ ñòàëèì

â 𝑈(0), òîáòî 𝑝𝑥 = 𝑝 i 𝑣𝑥𝑘 = 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî 𝑥 ∈ 𝑈(0)

𝑐𝑥(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘) = Lin{𝑐𝑥(ℓ1), . . . , 𝑐𝑥(ℓ𝑣𝑘)}, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝. (4.58)

Çàôiêñó¹ìî 𝑘 = 1, . . . , 𝑝 i äîâiëüíèé åëåìåíò ℓ ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
∩ ℒ𝑘. Ç (4.58)

âèïëèâà¹, ùî

𝑐𝑥(ℓ) =

𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥)𝑐
𝑥(ℓ𝑖)

äëÿ äåÿêèõ ñêàëÿðíèõ ôóíêöié 𝛼𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, . . . , 𝑣𝑘. Îñêiëüêè âåêòîðè

𝑐𝑥(ℓ1), . . . , 𝑐
𝑥(ℓ𝑣𝑘) ëiíiéíî íåçàëåæíi, îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöi¨ 𝛼𝑖(𝑥) ãëàäêi.
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Îñêiëüêè ℓ ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
∩ ℒ𝑘, ìà¹ìî 𝑐(ℓ) ∈ Lin{𝑐(ℓ1), . . . , 𝑐(ℓ𝑣𝑘−1

)}, îòæå,

𝛼𝑖(0) = 0, 𝑖 = 𝑣𝑘−1 + 1, . . . , 𝑣𝑘. (4.59)

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò 𝑎 ∈ ℒ𝑞, 𝑞 ≥ 1. Òîäi

𝑐𝑥([𝑎, ℓ]) = (𝑐𝑥(ℓ))′𝑥 𝑐
𝑥(𝑎)− (𝑐𝑥(𝑎))′𝑥 𝑐

𝑥(ℓ) =

=

𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

(𝛼𝑖(𝑥)𝑐
𝑥(ℓ𝑖))

′
𝑥 𝑐

𝑥(𝑎)−
𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑐𝑥(𝑎))′𝑥 𝛼𝑖(𝑥)𝑐
𝑥(ℓ𝑖) =

=

𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

(︁
𝛼′
𝑖(𝑥)𝑐

𝑥(𝑎)
)︁
𝑐𝑥(ℓ𝑖) +

𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥)
(︁
(𝑐𝑥(ℓ𝑖))

′
𝑥 𝑐

𝑥(𝑎)− (𝑐𝑥(𝑎))′𝑥 𝑐
𝑥(ℓ𝑖)

)︁
=

=

𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

̃︀𝛼𝑖(𝑥)𝑐𝑥(ℓ𝑖) + 𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(𝑥)𝑐
𝑥([𝑎, ℓ𝑖]),

äå ̃︀𝛼𝑖(𝑥) = 𝛼′
𝑖(𝑥)𝑐

𝑥(𝑎), 𝑖 = 1, . . . , 𝑣𝑘. Óðàõîâóþ÷è (4.59), ó òî÷öi 𝑥 = 0 ìà¹ìî

𝑐([𝑎, ℓ]) =

𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

̃︀𝛼𝑖(0)𝑐(ℓ𝑖) + 𝑣𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖(0)𝑐([𝑎, ℓ𝑖]).

Àëå ℓ𝑖 ∈ ℒ1 + · · · + ℒ𝑘 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑣𝑘, i [𝑎, ℓ𝑖] ∈ ℒ1 + · · · + ℒ𝑘+𝑞−1 äëÿ

𝑖 = 1, . . . , 𝑣𝑘−1. Îòæå, 𝑐([𝑎, ℓ]) ∈ 𝑐(ℒ1 + · · ·+ℒ𝑘+𝑞−1), ïðè÷îìó [𝑎, ℓ] ∈ ℒ𝑘+𝑞.
Öå îçíà÷à¹, ùî [𝑎, ℓ] ∈ 𝒫𝑘+𝑞 ⊂ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

. �

Âëàñòèâiñòü ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
áóòè iäåàëîì Ëi ìîæå áóòè âèðàæåíà â òåðìiíàõ

ëiâîãî iäåàëó 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
.

Лема 4.8. Ядерна пiдалгебра Лi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
системи (2.1) є iдеалом Лi

в ℒ тодi i тiльки тодi, коли лiвий iдеал 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
є двостороннiм, тобто

𝑏 𝑎 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
для довiльного 𝑎 ∈ ℱ i довiльного 𝑏 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

.

Доведення. Ïðèïóñòèìî, ùî 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
äâîñòîðîííié. Îáåðåìî äîâiëüíi

åëåìåíòè ℓ ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
⊂ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

i 𝑎 ∈ ℒ, òîäi 𝑎ℓ ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
i ℓ𝑎 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

.

Óðàõîâóþ÷è (4.3), îòðèìó¹ìî [𝑎, ℓ] = 𝑎ℓ − ℓ𝑎 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
∩ ℒ = ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

.

Îòæå, ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
¹ iäåàëîì Ëi.

Òåïåð íåõàé ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
¹ iäåàëîì Ëi; äîâåäåìî, ùî ëiâèé iäåàë 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

¹ äâîñòîðîííiì. Î÷åâèäíî, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ℓ𝑎 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
äëÿ äî-

âiëüíîãî ℓ ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
i äîâiëüíîãî 𝑎 ∈ ℱ . Áiëüø òîãî, çàâäÿêè òåîðåìi 1.4,
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äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ℓℓ1 · · · ℓ𝑘 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
äëÿ âñiõ 𝑘 ≥ 1 i äîâiëüíèõ

ℓ1, . . . , ℓ𝑘 ∈ ℒ.
Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî iíäóêöi¹þ ïî 𝑘. Äëÿ 𝑘 = 1 ìà¹ìî ℓℓ𝑖1 = [ℓ, ℓ𝑖1] +

ℓ𝑖1ℓ. Îñêiëüêè ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
¹ iäåàëîì Ëi, [ℓ, ℓ𝑖1] ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

⊂ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
; îñêiëüêè

𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
¹ ëiâèì iäåàëîì, ℓ𝑖1ℓ ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

. Îòæå, ℓℓ𝑖1 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
.

Íåõàé òâåðäæåííÿ âèêîíàíå äëÿ äåÿêîãî 𝑘 ≥ 1. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi

ℓ1, . . . , ℓ𝑘+1 ∈ ℒ i ïîçíà÷èìî 𝑏 = ℓℓ1 · · · ℓ𝑘. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ 𝑏 ∈
𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

, îòæå, 𝑏 =
∑︀
𝑏𝑖ℓ

′
𝑖, äå 𝑏𝑖 ∈ ℱ 𝑒 i ℓ′𝑖 ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

, à òîäi çà ïðèïóùåííÿì

iíäóêöi¨ ℓ′𝑖ℓ𝑘+1 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
. Îòæå,

ℓℓ1 · · · ℓ𝑘ℓ𝑘+1 = 𝑏 ℓ𝑘+1 =
∑︁

𝑏𝑖ℓ
′
𝑖ℓ𝑘+1 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

,

ùî é äîâîäèòü ëåìó. �

Âèçíà÷èìî ïiäàëãåáðó Ëi i ëiâèé iäåàë ñèñòåìè ó òî÷öi 𝑧. Ðîçãëÿíåìî

ïiäïðîñòîðè

𝒫𝑘(𝑧) = {ℓ ∈ ℒ𝑘 : 𝑐𝑧(ℓ) ∈ 𝑐𝑧(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1)}, 𝑘 ≥ 1,

òîäi ïiäàëãåáðà Ëi i ëiâèé iäåàë ó òî÷öi 𝑧 ìàþòü âèãëÿä

ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘(𝑧), 𝒥 𝑧
𝑋1,...,𝑋𝑚

= Lin{ℱ 𝑒ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
}.

Äëÿ 𝑧 = 0 ìè, ÿê ïðàâèëî, îïóñêà¹ìî ïîñèëàííÿ íà òî÷êó, òîáòî ïèøåìî

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
çàìiñòü ℒ0

𝑋1,...,𝑋𝑚
, 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

çàìiñòü 𝒥 0
𝑋1,...,𝑋𝑚

òîùî.

Наслiдок 4.12. Припустимо, що система (2.1) є регулярною в нулi.

Тодi iснує такий окiл 𝑈(0), що для довiльного 𝑧 ∈ 𝑈(0) ядерна пiдалгебра

Лi ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
є iдеалом Лi в ℒ.

Наслiдок 4.13. Нехай система (2.1) є регулярною в нулi. Тодi iснує

такий окiл 𝑈(0), що для довiльної точки 𝑧 ∈ 𝑈(0) лiвий iдеал 𝒥 𝑧
𝑋1,...,𝑋𝑚

є двостороннiм, тобто для довiльного 𝑎 ∈ ℱ i довiльного 𝑏 ∈ 𝒥 𝑧
𝑋1,...,𝑋𝑚

виконується 𝑏 𝑎 ∈ 𝒥 𝑧
𝑋1,...,𝑋𝑚

.
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Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî iäåàë Ëi ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè

ìîæå çàëåæàòè âiä òî÷êè 𝑧.

Приклад 4.3. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó â îêîëi íóëÿ

𝑥̇1 = 𝑢1, 𝑥̇2 = 𝑢2 + 𝑥21𝑢2, 𝑥̇3 = 𝑥1𝑢2, 𝑥̇4 = 𝑥21𝑢2 + 𝑥1𝑥2𝑢2.

Ìà¹ìî 𝑋1(𝑥) = 𝑒1,

𝑋2(𝑥) = (0, 1 + 𝑥21, 𝑥1, 𝑥
2
1 + 𝑥1𝑥2)

T, [𝑋1, 𝑋2](𝑥) = (0, 2𝑥1, 1, 2𝑥1 + 𝑥2)
T,

[𝑋1, [𝑋1, 𝑋2]](𝑥) = (0, 2, 0, 2)T, [𝑋2, [𝑋1, 𝑋2]](𝑥) = (0, 0, 0, 1− 𝑥21)
T.

Îòæå, âåêòîð çðîñòó äîðiâíþ¹ 𝑣𝑥 = (2, 3, 4) â îêîëi íóëÿ, òîáòî ñèñòåìà

ðåãóëÿðíà. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

[𝑋2, [𝑋1, 𝑋2]](𝑥)−
(1−𝑥21)2

2
[𝑋1, [𝑋1, 𝑋2]](𝑥)=−(1−𝑥21)

(︁
𝑋2(𝑥)−𝑥1[𝑋1,𝑋2](𝑥)

)︁
.

Îòæå, 𝒫1(𝑥) = 𝒫2(𝑥) = {0}, 𝒫3(𝑥) = Lin{[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2]−𝛼(𝑥)[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂1]} (äå
𝛼(𝑥) = (1−𝑥21)2

2 çàëåæèòü âiä òî÷êè 𝑥), òà 𝒫𝑘(𝑥) = ℒ𝑘, 𝑘 ≥ 4. Îòæå, ñèñòåìà

¹ ðåãóëÿðíîþ (i î÷åâèäíî, ℒ𝑥𝑋1,𝑋2
¹ iäåàëîì Ëi), àëå ℒ𝑥𝑋1,𝑋2

çàëåæèòü âiä

òî÷êè.

Òàêèì ÷èíîì, ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ðåãóëÿðíî¨ ñèñòåìè íå îáîâ'ÿçêîâî

¹ ñòàëîþ â îêîëi.

Ó íàñòóïíîìó ïðèêëàäi ìè ðîçãëÿíåìî íåðåãóëÿðíó ñèñòåìó, äëÿ ÿêî¨

ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ¹ iäåàëîì Ëi.

Приклад 4.4. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó â îêîëi íóëÿ

𝑥̇1 = 𝑢1, 𝑥̇2 = 𝑢2, 𝑥̇3 = 𝑥1𝑢2, 𝑥̇4 = 𝑥21𝑢2, 𝑥̇5 = 𝑥31𝑢2 + 𝑥3𝑥
2
1𝑢2.

Ìà¹ìî 𝑋1(𝑥) = 𝑒1,

𝑋2(𝑥) = (0, 1, 𝑥1, 𝑥
2
1, 𝑥

3
1+𝑥3𝑥

2
1)

T, [𝑋1, 𝑋2](𝑥) = (0, 0, 1, 2𝑥1, 3𝑥
2
1+2𝑥1𝑥3)

T,

[𝑋1, [𝑋1, 𝑋2]](𝑥) = (0, 0, 0, 2, 6𝑥1 + 2𝑥3)
T,
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[𝑋2, [𝑋1, 𝑋2]](𝑥) = 𝑥21𝑒5, [𝑋1, [𝑋1, [𝑋1, 𝑋2]]](𝑥) = 6𝑒5, [𝑋1, [𝑋2, [𝑋1, 𝑋2]]](𝑥) =

2𝑥1𝑒5 i [𝑋2, [𝑋2, [𝑋1, 𝑋2]]](𝑥) = 0. Ó òî÷öi 𝑥 = 0 ìà¹ìî

𝑋1(0) = 𝑒1, 𝑋1(0) = 𝑒2, [𝑋1, 𝑋2](0) = 𝑒3, [𝑋1, [𝑋1, 𝑋2]](0) = 2𝑒4,

[𝑋2, [𝑋1, 𝑋2]](0) = 0, [𝑋1, [𝑋1, [𝑋1, 𝑋2]]](0) = 𝑒5,

îòæå, âåêòîð çðîñòó â íóëi äîðiâíþ¹ 𝑣 = (2, 3, 4, 5). Àëå [𝑋2, [𝑋1, 𝑋2]](𝑥) =

𝑥21𝑒5, à îòæå, äëÿ 𝑥1 ̸= 0 âåêòîð çðîñòó äîðiâíþ¹ 𝑣𝑥 = (2, 3, 5). Òîáòî ñèñòåìà

íåðåãóëÿðíà â íóëi.

Çíàéäåìî ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi ℒ𝑥𝑋1,𝑋2
. Îñêiëüêè ñèñòåìà íåðåãóëÿðíà,

ℒ𝑥𝑋1,𝑋2
íå ìîæå áóòè ñòàëîþ.

ßêùî 𝑥1 = 0 (ó òîìó ÷èñëi, ÿêùî 𝑥 = 0), òî 𝒫1(𝑥) = 𝒫2(𝑥) = {0},
𝒫3(𝑥) = Lin{[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2]}, 𝒫4(𝑥) = Lin{[[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], 𝜂1], [[[𝜂2, 𝜂1], 𝜂2], 𝜂2]}, i
𝒫𝑘(𝑥) = ℒ𝑘, 𝑘 ≥ 5. Î÷åâèäíî, ℒ𝑥𝑋1,𝑋2

¹ iäåàëîì Ëi.

ßêùî 𝑥1 ̸= 0, òî 𝒫1(𝑥) = 𝒫2(𝑥) = 𝒫3(𝑥) = {0} i 𝒫𝑘(𝑥) = ℒ𝑘, 𝑘 ≥ 4,

îòæå, ℒ𝑥𝑋1,𝑋2
òàêîæ ¹ iäåàëîì Ëi.

Îòæå, ℒ𝑥𝑋1,𝑋2
¹ iäåàëîì Ëi â áóäü-ÿêié òî÷öi ç îêîëó íóëÿ. Òîáòî íà-

âiòü ÿêùî ïiäàëãåáðà Ëi ¹ iäåàëîì Ëi â îêîëi íóëÿ, ñèñòåìà ìîæå íå áóòè

ðåãóëÿðíîþ.

Ó íàñòóïíîìó ïóíêòi ìè ïîêàçó¹ìî, ùî äëÿ однорiдних ñèñòåì âëàñòè-

âiñòü ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
áóòè iäåàëîì Ëi äîñòàòíÿ äëÿ ðåãó-

ëÿðíîñòi i, áiëüø òîãî, ç íå¨ âèïëèâà¹, ùî ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ¹ ñòàëîþ â

îêîëi íóëÿ.

4.3.3 Ïåðåðîçêëàäàííÿ ðÿäiâ òà ðåãóëÿðíi îäíîðiäíi ñèñòåìè

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî îäíîðiäíi ñèñòåìè ç òî÷êè çîðó âëà-

ñòèâîñòåé ¨õ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi òà ðÿäiâ ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
. Óðàõîâóþ÷è îçíà÷åí-

íÿ 3.5, ââåäåìî òàêå îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.

Означення 4.5. Повнiстю неголономна система (2.1) називається

однорiдною в нулi, якщо 𝑐(ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
) = 0.
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Çàçíà÷èìî, ùî ñèñòåìà ¹ îäíîðiäíîþ â íóëi â ñåíñi îçíà÷åííÿ 4.5 òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ òàêå íåâèðîäæåíå ïåðåòâîðåííÿ 𝑄(𝑥) (𝑄(0) = 0), ùî

(𝑄(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
))𝑘 ¹ îäíîðiäíèìè äëÿ âñiõ 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, òîáòî (𝑄(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚

))𝑘 ∈
ℱ𝑤𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Ïðèïóñòèìî, ùî çàìiíà çìiííèõ 𝑦 = 𝑄(𝑥) âæå çàñòî-

ñîâàíà; ÿê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.2, äëÿ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè

(ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
)𝑘 = 𝑑𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, (4.60)

äå 𝑑𝑘 ¹ åëåìåíòàìè ñïðÿæåíîãî áàçèñó (3.40). Çàóâàæèìî, ùî îäíîðiäíi

ñèñòåìè äîðå÷íî ðîçãëÿäàòè â óñüîìó ïðîñòîði R𝑛, à íå òiëüêè â îêîëi íóëÿ.

Лема 4.9. Нехай система (2.1) є однорiдною в нулi. Тодi ℰ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
мо-

жна знайти з ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
без знаходження 𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1𝐸(𝑧).

Доведення. Ïîçíà÷èìî ℰ = ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
i ℰ𝑧 = ℰ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚

. Íåõàé {ℓ𝑖}∞𝑖=1 �

îäíîðiäíèé áàçèñ ℒ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (4.9). Íåõàé 𝑑𝑘 � åëåìåíò ñïðÿ-

æåíîãî áàçèñó (3.40). Äëÿ 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ìà¹ìî

⟨𝑑𝑘, ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟⟩ = 0, ÿêùî 𝑟 ≥ 2 i 𝑗𝑟 ≥ 𝑘 (4.61)

(òóò iíäåêñè 𝑗1, . . . , 𝑗𝑟 ìîæóòü áóòè íå âïîðÿäêîâàíi). Äiéñíî, ÿêùî 𝑗𝑟 ≥
𝑛 + 1, òî ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

, à îòæå, (4.61) âèêîíó¹òüñÿ çà ëåìîþ 3.10 (i

ïðè 𝑟 = 1 òàêîæ). ßêùî 𝑘 ≤ 𝑗𝑟 ≤ 𝑛, òî ç (4.9) âèïëèâà¹, ùî ord(ℓ𝑗𝑟) ≥
ord(ℓ𝑘) = ord(𝑑𝑘). Îñêiëüêè 𝑟 ≥ 2, îòðèìó¹ìî ord(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟) > ord(𝑑𝑘),

çâiäêè âèïëèâà¹ (4.61).

Òåïåð çàñòîñó¹ìî ëåìó 4.6. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî,

ùî âèêîíó¹òüñÿ (4.60). Óðàõîâóþ÷è (3.39), (4.53), (4.56), (4.57), (4.61), îòðè-

ìó¹ìî

ℰ𝑧𝑘 (𝜃2, 𝑢2) = ℰ𝑘(𝜃1+𝜃2, 𝑢1 ∘𝑢2)−ℰ𝑘(𝜃1, 𝑢1) = 𝑑𝑘(𝜃
1+𝜃2, 𝑢1 ∘𝑢2)−𝑑𝑘(𝜃1, 𝑢1) =

= 𝑑𝑘(𝜃
2, 𝑢2) +

∑︁⟨
𝑑𝑘, (ℓ

𝑞1
𝑖1
· · · ℓ𝑞𝑗𝑖𝑗 )(ℓ

𝑟1
1 · · · ℓ𝑟𝑘−1

𝑘−1 )
⟩ 𝑗∏︀

𝑠=1
𝑑𝑞𝑠𝑖𝑠 (𝜃

2, 𝑢2)
𝑘−1∏︀
𝑠=1

𝑑𝑟𝑠𝑠 (𝜃
1, 𝑢1)

𝑞1! · · · 𝑞𝑗!𝑟1! · · · 𝑟𝑘−1!
,
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äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiõ 𝑗 ≥ 1, 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑗, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑗 ≥ 1, 𝑟1+· · ·+𝑟𝑘−1 ≥ 1,

äëÿ ÿêèõ
𝑗∑︁
𝑠=1

ord(ℓ𝑖𝑠)𝑞𝑠 +
𝑘−1∑︁
𝑠=1

ord(ℓ𝑠)𝑟𝑠 = ord(ℓ𝑘).

Çàâäÿêè (4.57), 𝑑𝑖(𝜃1, 𝑢1) = ℰ𝑖(𝜃1, 𝑢1) = 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, à îòæå,

ℰ𝑧𝑘 (𝜃2, 𝑢2) = 𝑑𝑘(𝜃
2, 𝑢2) +

∑︁
𝑗≥1, 𝑖1<···<𝑖𝑗
𝑞1,...,𝑞𝑗≥1

𝑃
𝑞1...𝑞𝑗
𝑖1...𝑖𝑗

𝑘 (𝑧)

𝑗∏︁
𝑠=1

𝑑𝑞𝑠𝑖𝑠 (𝜃
2, 𝑢2), (4.62)

äå 𝑃
𝑞1...𝑞𝑗
𝑖1...𝑖𝑗

𝑘 (𝑧) � ïîëiíîìè âèãëÿäó

𝑃
𝑞1...𝑞𝑗
𝑖1...𝑖𝑗

𝑘 (𝑧) =
∑︁⟨

𝑑𝑘, (ℓ
𝑞1
𝑖1
· · · ℓ𝑞𝑗𝑖𝑗 )(ℓ

𝑟1
1 · · · ℓ𝑟𝑘−1

𝑘−1 )
⟩

𝑞1! · · · 𝑞𝑗!𝑟1! · · · 𝑟𝑘−1!

𝑘−1∏︁
𝑠=1

𝑧𝑟𝑠𝑠 , (4.63)

i ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiõ 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘−1 ≥ 0, äëÿ ÿêèõ

𝑟1 + · · ·+ 𝑟𝑘−1 ≥ 1 i
𝑘−1∑︁
𝑠=1

ord(ℓ𝑠)𝑟𝑠 = ord(ℓ𝑘)−
𝑗∑︁
𝑠=1

ord(ℓ𝑖𝑠)𝑞𝑠. (4.64)

Çîêðåìà, ÿêùî ord(ℓ𝑘)−
𝑗∑︀
𝑠=1

ord(ℓ𝑖𝑠)𝑞𝑠 ≤ 0, òî 𝑃
𝑞1...𝑞𝑗
𝑖1...𝑖𝑗

𝑘 (𝑧) ≡ 0. Ïîëiíîìè (4.63)

ìîæíà çíàéòè ÿâíî. À ñàìå, ðîçãëÿíåìî åëåìåíò 𝑎 = (ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑗
𝑖𝑗
)(ℓ𝑟11 · · · ℓ𝑟𝑘−1

𝑘−1 ),

äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.64), i ðîçêëàäåìî éîãî çà áàçèñîì (3.20);

òîäi ⟨𝑑𝑘, 𝑎⟩ äîðiâíþ¹ êîåôiöi¹íòó ℓ𝑘 ó öüîìó ðîçâèíåííi.
Íàðåøòi, çàóâàæèìî, ùî (4.62) ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëüíîãî 𝑢2 ∈ 𝐵𝜃2, ùî i

äà¹ ÿâíå çîáðàæåííÿ ℰ𝑧:

ℰ𝑧𝑘 = 𝑑𝑘 +
∑︁

𝑗≥1, 𝑖1<···<𝑖𝑗
𝑞1,...,𝑞𝑗≥1

𝑃
𝑞1...𝑞𝑗
𝑖1...𝑖𝑗

𝑘 (𝑧) 𝑑ш𝑞1𝑖1
ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑗𝑖𝑗

, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, (4.65)

äå 𝑃
𝑞1...𝑞𝑗
𝑖1...𝑖𝑗

𝑘 (𝑧) çàäàþòüñÿ ðiâíîñòÿìè (4.63), (4.64). �

Äàëi ìè îïèøåìî âèïàäîê, â ÿêîìó ïðàâà ÷àñòèíà (4.65) âêëþ÷à¹ ëèøå

åëåìåíòè 𝑑1, . . . , 𝑑𝑘 äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Лема 4.10. Нехай система (2.1) є однорiдною в нулi i ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
— iдеал

Лi. Тодi права частина (4.65) включає лише полiноми вiдносно тасуючого

добутку вiд 𝑑1, . . . , 𝑑𝑘 (з коефiцiєнтами, що залежать вiд 𝑧).
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Доведення. ßê i ðàíiøå, íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (4.60). Çà ëåìîþ 4.8, iäåàë 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚
¹ äâîñòîðîííiì,

îòæå,

⟨𝑑𝑘, 𝑎ℓ𝑖𝑏⟩ = 0 äëÿ âñiõ 𝑎, 𝑏 ∈ ℱ 𝑒, ÿêùî 𝑖 ≥ 𝑛+ 1.

Çîêðåìà, ⟨
𝑑𝑘, (ℓ

𝑞1
𝑖1
· · · ℓ𝑞𝑗𝑖𝑗 )(ℓ

𝑟1
1 · · · ℓ𝑟𝑘−1

𝑘−1 )
⟩
= 0, ÿêùî 𝑖𝑗 ≥ 𝑛+ 1.

Êðiì òîãî, ç (4.9) âèïëèâà¹, ùî⟨
𝑑𝑘, (ℓ

𝑞1
𝑖1
· · · ℓ𝑞𝑗𝑖𝑗 )(ℓ

𝑟1
1 · · · ℓ𝑟𝑘−1

𝑘−1 )
⟩
= 0, ÿêùî 𝑟1 + · · ·+ 𝑟𝑘−1 ≥ 1 i 𝑘 ≤ 𝑖𝑗 ≤ 𝑛,

îñêiëüêè çà âêàçàíèõ óìîâ ord((ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑗
𝑖𝑗
)(ℓ𝑟11 · · · ℓ𝑟𝑘−1

𝑘−1 )) > ord(𝑑𝑘). Îòæå,

𝑃
𝑞1...𝑞𝑗
𝑖1...𝑖𝑗

𝑘 (𝑧) = 0, ÿêùî 𝑖𝑗 ≥ 𝑘.

Îòæå, (4.65) ìîæíà ïîäàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

ℰ𝑧𝑘 = 𝑑𝑘+
∑︁

𝑞1+···+𝑞𝑘−1≥1

̂︀𝑃 𝑞1...𝑞𝑘−1

𝑘 (𝑧) 𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑘−1

𝑘−1 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, (4.66)

äå ̂︀𝑃 𝑞1...𝑞𝑘−1

𝑘 (𝑧) =
∑︁⟨︀

𝑑𝑘, (ℓ
𝑞1
1 · · · ℓ𝑞𝑘−1

𝑘−1 )(ℓ
𝑟1
1 · · · ℓ𝑟𝑘−1

𝑘−1 )
⟩︀

𝑞1! · · · 𝑞𝑘−1!𝑟1! · · · 𝑟𝑘−1!

𝑘−1∏︁
𝑠=1

𝑧𝑟𝑠𝑠 , (4.67)

i ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiõ 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘−1 ≥ 0, äëÿ ÿêèõ

𝑟1 + · · ·+ 𝑟𝑘−1 ≥ 1 i
𝑘−1∑︁
𝑠=1

ord(ℓ𝑠)𝑟𝑠 = ord(ℓ𝑘)−
𝑘−1∑︁
𝑠=1

ord(ℓ𝑠)𝑞𝑠. (4.68)

Òîáòî ℰ𝑧𝑘 äîðiâíþ¹ ïîëiíîìó âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó âiä 𝑑1, . . . , 𝑑𝑘. �

Теорема 4.7. Нехай система (2.1) є однорiдною в нулi. Ця система

регулярна тодi i тiльки тодi, коли ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
є iдеалом Лi. Бiльш того, в

цьому випадку ядерна пiдалгебра Лi є сталою, тобто ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
= ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

для довiльного 𝑧 ∈ R𝑛 (отже, система має одну й ту саму однорiдну

апроксимацiю в будь-якiй точцi). Крiм того, для довiльного 𝑧 ∈ R𝑛 iснує

полiномiальна замiна змiнних (яка залежить вiд 𝑧), що переводить си-

стему до однорiдного вигляду в точцi 𝑧.
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Доведення. Çà ëåìîþ 4.7, ÿêùî ñèñòåìà ðåãóëÿðíà, òî ¨¨ ÿäåðíà ïiä-

àëãåáðà Ëi ¹ iäåàëîì Ëi. Äîâåäåìî çâîðîòíå òâåðäæåííÿ äëÿ îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè.

Ðîçãëÿíåìî îäíîðiäíó ñèñòåìó âèãëÿäó (2.1) i ïðèïóñòèìî, ùî ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

¹ iäåàëîì Ëi. Òîäi çà ëåìîþ 4.10 îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ (4.66), (4.67). Ââå-

äåìî ïîëiíîìiàëüíå âiäîáðàæåííÿ Φ : R𝑛 → R𝑛 (ÿêå çàëåæèòü âiä ïàðàìå-

òðà 𝑧), Φ = (Φ1, . . . ,Φ𝑛)
T, äå

Φ𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑘 +
∑︁

𝑞1+···+𝑞𝑘−1≥1

̂︀𝑃 𝑞1...𝑞𝑘−1

𝑘 (𝑧)
𝑘−1∏︁
𝑠=1

𝑥𝑞𝑠𝑠 .

Î÷åâèäíî, âîíî ìà¹ òðèêóòíèé âèãëÿä, à ñàìå, Φ𝑘 = 𝑥𝑘 + ̃︀Φ𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘−1).

Îòæå, Φ−1 òàêîæ ¹ (íåâèðîäæåíèì) ïîëiíîìiàëüíèì âiäîáðàæåííÿì. Òîáòî

ïîëiíîìiàëüíà çàìiíà çìiííèõ 𝑦 = Φ−1(𝑥) (ÿêà çàëåæèòü âiä 𝑧) ¹ òàêîþ, ùî

(Φ(ℰ𝑧))𝑘 = 𝑑𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà â íîâèõ êîîðäèíàòàõ ¹ îäíîðiäíîþ â òî÷öi 𝑧 i

ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
= ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

, òîáòî 𝑐𝑧(ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
) = 𝑐𝑧(ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

) = 0. �

Зауваження 4.9. Зображення (4.66), по сутi, побудоване в роботi

[50]; там воно було використане для отримання оцiнки вiдстанi в околi

регулярної точки для вихiдної системи i її однорiдної апроксимацiї [50,

Section 7]. Але методи, запропонованi в цьому роздiлi, дозволяють отри-

мати точну формулу (4.67) для полiномiальних коефiцiєнтiв ̂︀𝑃 𝑞1...𝑞𝑘−1

𝑘 (𝑧).

Íàãàäà¹ìî, ùî 𝐿𝐹 =
∞∑︀
𝑘=1

𝐿𝑘𝐹 îçíà÷à¹ ôiëüòðîâàíó àëãåáðó Ëi âåêòîðíèõ

ïîëiâ, ùî ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ𝑋1, . . . , 𝑋𝑚. ßê íàñëiäîê òåîðåìè 4.7, îòðè-

ìó¹ìî âiäîìó âëàñòèâiñòü àëãåáðè Ëi 𝐿 äëÿ âèïàäêó ðåãóëÿðíî¨ i îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè.

Наслiдок 4.14. Нехай система (2.1) є регулярною i однорiдною в

нулi. Тодi алгебра Лi векторних полiв 𝐿, що породжена множиною

𝑋1, . . . , 𝑋𝑚, є 𝑛-вимiрною.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 4.14 íàâåäåíå ó äîäàòêó Á.3.
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Висновки до роздiлу 4

Ó ðîçäiëi 4 ðîçãëÿíóòà çàäà÷à àïðîêñèìàöi¨ äëÿ íåëiíiéíèõ äiéñíî-

àíàëiòè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ¹ ëiíiéíèìè çà êåðóâàííÿì. Ó ïiäðîçäiëi 4.1 çàñòî-

ñîâàíî ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 äî äîñëiäæåííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ òàêèõ

ñèñòåì. À ñàìå, ââåäåíi i äîñëiäæåíi ïîíÿòòÿ ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi i ëiâîãî

iäåàëó, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ñèñòåìîþ, i ïîêàçàíî, ùî êîæíèé ç öèõ îá'¹êòiâ

âèçíà÷à¹ îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ ñèñòåìè. Çàïðîïîíîâàíi áåçêîîðäèíàòíå

îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨, íàäàíà êëàñèôiêàöiÿ îäíîðiäíèõ àïðî-

êñèìàöié i îïèñ óñiõ ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò, à òàêîæ çàïðîïîíîâàíèé

ìåòîä ïîáóäîâè îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò.

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 äîñëiäæåíî çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåì, ÿêi ¹ ëiíié-

íèìè çà êåðóâàííÿì. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî îïòèìàëüíi êåðóâàííÿ íàáó-

âàþòü ëèøå ìåæîâi çíà÷åííÿ, âñòàíîâëåíî âëàñòèâîñòi îïòèìàëüíèõ êåðó-

âàíü. Äîâåäåíî, ùî çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øâèäêîäi¨

äëÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ íàáëèæà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øâèäêîäi¨ äëÿ âè-

õiäíî¨ ñèñòåìè â îêîëi íóëÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 äîñëiäæåíà ïîâåäiíêà îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié ó çàëå-

æíîñòi âiä ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè. Äîñëiäæóþòüñÿ îäíîðiäíi àïðîêñèìàöi¨ äëÿ

ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì. Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî äëÿ îäíîðiäíî¨ â íóëi ñèñòåìè

ðåãóëÿðíiñòü åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî ¨¨ ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi (â íóëi) ¹ iäå-

àëîì Ëi.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó ðîáîòàõ [82, 132, 134, 137].



РОЗДIЛ 5

ОДНОРIДНА АПРОКСИМАЦIЯ I АПРОКСИМАЦIЯ У

СЕНСI ШВИДКОДIЇ ДЛЯ НЕЛIНIЙНИХ СИСТЕМ,

АФIННИХ ЗА КЕРУВАННЯМ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äîñëiäæó¹ìî íåëiíiéíi êåðîâàíi ñèñòåìè, àôiííi çà

êåðóâàííÿì. Ó ïiäðîçäiëi 5.1 ìè çàñòîñîâó¹ìî ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 i îïèñó-

¹ìî ïåðåòâîðåííÿ ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ � âèäiëåííÿ ãîëîâ-

íî¨ ÷àñòèíè, ùî âiäïîâiäà¹ çà îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòå-

ïåíåâèõ ìîìåíòiâ. ßê i äëÿ ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì, çàïðîïîíîâàíå

áåçêîîðäèíàòíå àëãåáðà¨÷íå îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i îïèñàíèé

ìåòîä ¨¨ ïîáóäîâè.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 ìè äîñëiäæó¹ìî çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåì, àôií-

íèõ çà êåðóâàííÿì, i ç'ÿñîâó¹ìî çâ'ÿçîê ìiæ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ i

àïðîêñèìàöi¹þ ó ñåíñi øâèäêîäi¨. Ó ïiäðîçäiëi 5.3 âèâ÷à¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ

àëãåáðîþ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i àëãåáðîþ íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåí-

òiâ, à òàêîæ îòðèìóþòüñÿ óìîâè ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ

ìîìåíòiâ ÿê ðÿäó, ùî âiäïîâiäà¹ êåðîâàíié ñèñòåìi.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [35, 13, 14, 17, 37,

128, 129, 130, 131, 140, 85].

5.1 Головна частина ряду нелiнiйних степеневих моментiв

i однорiдна апроксимацiя

5.1.1 ßäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi i ïðàâèé iäåàë, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ñèñòåìîþ

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âèãëÿäó (2.25), äå 𝑎(𝑡, 𝑥) òà 𝑏(𝑡, 𝑥) � àíàëiòè÷íi âå-

êòîðíi ïîëÿ â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ (−𝑡0, 𝑡0)×𝑈(0) ⊂ R𝑛+1. Ç óìîâè 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0

âèïëèâà¹, ùî íóëü ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè.
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ßê ïîêàçàíî â ïiäðîçäiëi 2.2, òàêà ñèñòåìà âèçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ äî

ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ 𝑆𝑎,𝑏 (îçíà÷åííÿ 2.7), ÿêå ïðèïóñêà¹ ðîçâèíåííÿ â ðÿä

íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ (2.29). Íåëiíiéíi ñòåïåíåâi ìîìåíòè (2.30)

óòâîðþþòü âiëüíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó 𝒜𝜃 (îçíà÷åííÿ 2.10), ÿêà içîìîð-

ôíà àáñòðàêòíié âiëüíié àëãåáði 𝒜. Àáñòðàêòíèé àíàëîã âiäîáðàæåííÿ äî

ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ � öå ðÿä (2.36) â àëãåáði 𝒜.
Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó 𝒜 ÿê âiëüíó àëãåáðó ç ðîçäiëó 3, òîáòî A = 𝒜. Âîíà

ïîðîäæó¹òüñÿ ëiòåðàìè {𝜁𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} = {𝜉𝑖}∞𝑖=0 (îòæå, 𝐼 = {0} ∪ N) ç ïîðÿä-
êîì ord(𝜉𝑖) = 𝑖 + 1, 𝑖 ≥ 0. Î÷åâèäíî, îòðèìàíå ãðàäóþâàííÿ çàäîâîëüíÿ¹

ïðèïóùåííÿ 3.1. Ðÿä 𝒵𝑔 = 𝑆𝑎,𝑏 åëåìåíòiâ 𝒜 ç âåêòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè

ïîðîäæó¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì 𝑔 = 𝑣 : 𝒜 → R𝑛 âèãëÿäó (2.41). Àëãåáðà Ëi

L = ℒ ïîðîäæó¹òüñÿ òèìè ñàìèìè ëiòåðàìè.

Зауваження 5.1. На вiдмiну вiд вiдображення 𝑐 в алгебрi ℱ з роз-

дiлу 4, в алгебрi 𝒜 вiдображення 𝑣 породжує не лiвий, а правий iдеал

(лема 2.6). Тому при застосуваннi результатiв роздiлу 3 до алгебри 𝒜 за-

мiсть лiвого iдеалу J𝑔 треба розглядати цiлком аналогiчний правий iдеал

J𝑔 = Lin{L𝑔 A𝑒} = Lin{ℓ𝑎 : 𝑎 ∈ A𝑒, ℓ ∈ L𝑔}

Далi в цьому роздiлi всi одностороннi iдеали будемо вважати правими, а

замiсть базисiв (3.37) i (3.40), ураховуючи зауваження 3.3, будемо роз-

глядати базиси (3.46) i (3.47).

Ç óìîâè Ðàøåâñüêîãî-×æîó (2.43) i ëåìè 2.6 âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåí-

íÿ 𝑔 = 𝑣 çàäîâîëüíÿ¹ âèìîãè ïðèïóùåííÿ 3.2, äå ç óðàõóâàííÿì çàóâàæå-

ííÿ 5.1 âèìîãà 2 íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó:

2 ′) якщо 𝑣(ℓ) = 0 для деякого ℓ ∈ ℒ, то 𝑣(ℓ𝑧) = 0 для всiх 𝑧 ∈ 𝒜.
ßê íàñëiäîê îçíà÷åíü ïiäðîçäiëó 3.1, îòðèìó¹ìî òàêi îçíà÷åííÿ.

Означення 5.1. Розглянемо пiдпростори ℒ вигляду

𝒫𝑘 = {ℓ ∈ ℒ𝑘 : 𝑣(ℓ) ∈ 𝑣(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1)}, 𝑘 ≥ 1, (5.1)
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де при 𝑘 = 1 мається на увазi 𝒫1 = {ℓ ∈ ℒ1 : 𝑣(ℓ) = 0}, i нехай

ℒ𝑎,𝑏 =
∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘. (5.2)

Ми називаємо ℒ𝑎,𝑏 ядерною пiдалгеброю Лi, що вiдповiдає системi (2.25).

Означення 5.2. Пiдпростiр

𝒥𝑎,𝑏 = Lin{ℒ𝑎,𝑏𝒜𝑒} = Lin{ℓ𝑦 : 𝑦 ∈ 𝒜𝑒, ℓ ∈ ℒ𝑎,𝑏}

називається правим iдеалом, що вiдповiдає системi (2.25).

Çà íàñëiäêîì 3.3,

𝒥𝑎,𝑏 ∩ ℒ = ℒ𝑎,𝑏. (5.3)

Çà ëåìàìè 3.3 i 3.4, ℒ𝑎,𝑏 ¹ ãðàäóéîâàíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi êîâèìiðíîñòi 𝑛.

Çà íàñëiäêîì 3.6 ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi i ïðàâèé iäåàë iíâàðiàíòíi âiäíîñíî

íåâèðîäæåíèõ çàìií çìiííèõ ó ñèñòåìi.

5.1.2 Ïîáóäîâà, àëãåáðà¨÷íå îçíà÷åííÿ i êëàñèôiêàöiÿ îäíîðiäíèõ

àïðîêñèìàöié

ßê i äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, óðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 3.3,

îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè ç òåîðåì 3.2 i 3.4.

Теорема 5.1. Для кожної дiйсно-аналiтичної повнiстю неголономної

системи вигляду (2.25) iснує така невироджена полiномiальна замiна

змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥), що вiдображення до початку траєкторiї для системи

в нових координатах (2.37) зображається як ряд вигляду

(𝑆𝑎̄,𝑏̄)𝑖 = (𝑄(𝑆𝑎,𝑏))𝑖 = 𝑑𝑖 + 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (5.4)

де 𝜌𝑖 ∈
∞∑︀

𝑗=𝑤𝑖+1

𝒜𝑗, 𝑤𝑖 = ord(ℓ𝑖) = ord(𝑑𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тут 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛 —

елементи спряженого базису (3.47) до базису Пуанкаре-Бiркгофа-Вiтта

(3.46), однорiднi елементи ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ задовольняють умови (3.18),

(3.19), а {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 є однорiдним базисом ℒ𝑎,𝑏.
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Îñêiëüêè ðÿä â íîâèõ çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä

(𝑆𝑎̄,𝑏̄)𝑖 = 𝑑𝑖 + �åëåìåíòè ïîðÿäêó > ord(𝑑𝑖)�,

ìíîæèíó åëåìåíòiâ 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê головну частину ря-

ду äëÿ âiäîáðàæåííÿ 𝑆𝑎̄,𝑏̄. Ç òåîðåìè 3.4 îòðèìó¹ìî iíøó ôîðìó ãîëîâíî¨

÷àñòèíè ðÿäó.

Теорема 5.2. Для кожної дiйсно-аналiтичної повнiстю неголономної

системи вигляду (2.25) iснує така невироджена полiномiальна замiна

змiнних 𝑦 = 𝑄(𝑥), що вiдображення до початку траєкторiї системи в

нових координатах (2.37) зображається як ряд вигляду

(𝑆𝑎̄,𝑏̄)𝑖 = (𝑄(𝑆𝑎,𝑏))𝑖 = ̃︀ℓ𝑖 + 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (5.5)

де 𝜌𝑖 ∈
∞∑︀

𝑗=𝑤𝑖+1

𝒜𝑗, 𝑤𝑖 = ord(ℓ𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Тут однорiднi елементи ℓ𝑖 ∈

ℒ задовольняють умови (3.18), (3.19), а ̃︀ℓ𝑖 позначає ортопроекцiю ℓ𝑖 на

пiдпростiр 𝒥 ⊥
𝑎,𝑏.

Зауваження 5.2. Для лiнiйних за керуванням систем iснування

апроксимуючої системи випливає з теореми 1.8 (пункт 4.1.2). Нижче, у

пiдпунктi 5.3.2.2 встановлюється аналогiчна теорема реалiзовностi для

афiнних за керуванням систем (теорема 5.7).

Òåïåð (áåç ïîñèëàííÿ íà òåîðåìó 5.7) ìè äîâåäåìî, ùî iñíó¹ àïðîêñèìó-

þ÷à ñèñòåìà (îçíà÷åííÿ 2.14), ÿêà ðåàëiçó¹ ãîëîâíó ÷àñòèíó ðÿäó. À ñàìå,

ìè ïîêàæåìî, ÿê ïîáóäóâàòè ñèñòåìó (2.53), äëÿ ÿêî¨ âiäîáðàæåííÿ äî ïî-

÷àòêó òðà¹êòîði¨ äîðiâíþ¹

(𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏)𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (5.6)

Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó îáîëîíêó iíòåãðàëiâ

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝑡, 𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
𝑡

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

𝑡

𝜏𝑚1
1 · · · 𝜏𝑚𝑘

𝑘 𝑢(𝜏1) · · ·𝑢(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1 (5.7)
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äëÿ ôiêñîâàíîãî 0 < 𝑡 < 𝜃 i ââåäåìî îïåðàöiþ êîíêàòåíàöi¨, àíàëîãi÷íó

(2.32). Îòðèìó¹ìî âiëüíó àëãåáðó, içîìîðôíó 𝒜𝜃 (à îòæå i 𝒜); ïîçíà÷èìî
¨¨ 𝒜𝑡,𝜃.

Ïîêëàäåìî ̂︀𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0 (iíøi ðåàëiçàöi¨ ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ìåòîäàìè,

îïèñàíèìè ó ïiäïóíêòi 5.3.3.2).

Ïîáóäó¹ìî ̂︀𝑏(𝑡, 𝑥) çà 𝑛 êðîêiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî ord(𝑑1) ≤ · · · ≤ ord(𝑑𝑛).

Íà ïåðøîìó êðîöi ðîçãëÿíåìî 𝑑1 i ïîêàæåìî, ùî 𝑑1 = 𝛼1𝜉𝑤1−1, äå 𝑤1 =

ord(𝑑1). Äiéñíî, ÿêùî 𝜉𝑘 ∈ ℒ𝑎,𝑏 äëÿ âñiõ 𝑘 ≥ 0, òî îñêiëüêè ℒ𝑎,𝑏 ïiäàëãåáðà,
îòðèìó¹ìî ℒ𝑎,𝑏 = ℒ, ùî ñóïåðå÷èòü ïîâíié íåãîëîíîìíîñòi ñèñòåìè. Îòæå,
iñíóþòü 𝜉𝑘 ̸∈ ℒ𝑎,𝑏. Çíàéäåìî ìiíiìàëüíå𝑚, äëÿ ÿêîãî 𝜉𝑚 ̸∈ ℒ, òîäi î÷åâèäíî,
ùî ℓ1 ∈ Lin{𝜉𝑚}, à îòæå, 𝑤1 = 𝑚− 1 i 𝑑1 = 𝛼1𝜉𝑤1−1, 𝛼1 ∈ R.

Ïîêëàäåìî ̂︀𝑏1(𝑡, 𝑥) = −𝛼1𝑡
𝑤1−1, òîäi

𝑥̇1 = −𝛼1𝑡
𝑤1−1𝑢(𝑡),

çâiäêè, iíòåãðóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè íà ïðîìiæêó [𝑡, 𝜃], îòðèìó¹ìî

𝑥1(𝑡) = 𝛼1𝜉𝑤1−1(𝑡, 𝜃, 𝑢) = 𝑑1(𝑡, 𝜃, 𝑢).

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî äëÿ äåÿêîãî 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 êîìïîíåíòè̂︀𝑏1(𝑡, 𝑥), . . . ,̂︀𝑏𝑖−1(𝑡, 𝑥) âæå ïîáóäîâàíi, ïðè÷îìó

𝑥𝑘(𝑡) = 𝑑𝑘(𝑡, 𝜃, 𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑖− 1.

Ðîçãëÿíåìî 𝑑𝑖 i ïîäàìî éîãî ó òàêîìó âèãëÿäi:

𝑑𝑖 =

𝑤𝑖−2∑︁
𝑚=0

𝑦𝑚𝑖𝜉𝑚 + 𝛼𝑖𝜉𝑤𝑖−1,

äå 𝑦𝑚𝑖 ∈ 𝒜𝑤𝑖−𝑚−1, 𝛼𝑖 ∈ R.
ßêùî 𝑤𝑖 = 1, ïðàâà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹ 𝛼𝑖𝜉𝑤𝑖−1 i ̂︀𝑏𝑖(𝑡, 𝑥) áóäó¹òüñÿ òàê

ñàìî, ÿê ̂︀𝑏1(𝑡, 𝑥).
Íåõàé 𝑤𝑖 ≥ 2. Äîâåäåìî, ùî 𝑦𝑚𝑖 ∈ 𝒥 ⊥

𝑎,𝑏. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé 𝑧 ∈ 𝒥𝑎,𝑏,
òîäi 𝑧𝜉𝑚 ∈ 𝒥𝑎,𝑏. Î÷åâèäíî, ⟨𝑦𝑚𝑖, 𝑧⟩ = ⟨𝑦𝑚𝑖𝜉𝑚, 𝑧𝜉𝑚⟩. Àëå

⟨𝑦𝑘𝑖𝜉𝑘, 𝑧𝜉𝑚⟩ = 0 ïðè 𝑘 ̸= 𝑚 i ⟨𝜉𝑤𝑖−1, 𝑧𝜉𝑚⟩ = 0,
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òîìó

⟨𝑦𝑚𝑖, 𝑧⟩ = ⟨𝑦𝑚𝑖𝜉𝑚, 𝑧𝜉𝑚⟩ =

⟨
𝑤𝑖−2∑︁
𝑚=0

𝑦𝑚𝑖𝜉𝑚 + 𝛼𝑖𝜉𝑤𝑖−1, 𝑧𝜉𝑚

⟩
= ⟨𝑑𝑖, 𝑧𝜉𝑚⟩ = 0,

îñêiëüêè 𝑧𝜉𝑚 ∈ 𝒥𝑎,𝑏 i 𝑑𝑖 ∈ 𝒥 ⊥
𝑎,𝑏.

Îòæå, 𝑦𝑚𝑖 íàëåæèòü 𝒥 ⊥
𝑎,𝑏 i ìà¹ ïîðÿäîê ìåíøèé, íiæ ïîðÿäîê 𝑑𝑖, à òîìó

ìîæå áóòè ïîäàíèé ÿê ïîëiíîì âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó âiä 𝑑1, . . . , 𝑑𝑖−1:

𝑦𝑚𝑖 = 𝑃𝑚𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑖−1).

Öié ðiâíîñòi â 𝒜 âiäïîâiäà¹ ðiâíiñòü â 𝒜𝑡,𝜃:

𝑦𝑚𝑖(𝑡, 𝜃, 𝑢) = 𝑃𝑚𝑖(𝑑1(𝑡, 𝜃, 𝑢), . . . , 𝑑𝑖−1(𝑡, 𝜃, 𝑢)),

äå ïðàâîðó÷ 𝑃𝑚𝑖 � ¾çâè÷àéíèé¿ ïîëiíîì âiä 𝑖− 1 çìiííî¨.

Òåïåð çàäàìî ̂︀𝑏𝑖(𝑡, 𝑥) íàñòóïíèì ÷èíîì:

̂︀𝑏𝑖(𝑡, 𝑥) = −
𝑤𝑖−2∑︁
𝑚=0

𝑃𝑚𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1)𝑡
𝑚 − 𝛼𝑖𝑡

𝑤𝑖−1.

Òîäi

𝑥̇𝑖 = −
𝑤𝑖−2∑︁
𝑚=0

𝑃𝑚𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1)𝑡
𝑚𝑢(𝑡)− 𝛼𝑖𝑡

𝑤𝑖−1𝑢(𝑡),

çâiäêè, iíòåãðóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè íà ïðîìiæêó [𝑡, 𝜃], îòðèìó¹ìî

𝑥𝑖(𝑡) =

𝑤𝑖−2∑︁
𝑚=0

∫ 𝜃
𝑡

𝑃𝑚𝑖(𝑥1(𝜏), . . . , 𝑥𝑖−1(𝜏))𝜏
𝑚𝑢(𝜏)𝑑𝜏 + 𝛼𝑖

∫ 𝜃
𝑡

𝜏𝑤𝑖−1𝑢(𝜏)𝑑𝜏.

Îñêiëüêè∫ 𝜃
𝑡

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

𝑡

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1 =
∫ 𝜃
𝑡

∫ 𝜃
𝜏𝑘

· · ·
∫ 𝜃
𝜏2

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢(𝜏𝑗)𝑑𝜏1 · · · 𝑑𝜏𝑘,

ìà¹ìî∫ 𝜃
𝑡

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜏, 𝜃, 𝑢)𝜏𝑚𝑢(𝜏)𝑑𝜏 =

∫ 𝜃
𝑡

∫ 𝜃
𝜏

∫ 𝜃
𝜏𝑘

· · ·
∫ 𝜃
𝜏2

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢(𝜏𝑗)𝜏
𝑚𝑢(𝜏)𝑑𝜏1 · · · 𝑑𝜏𝑘𝑑𝜏=

= 𝜉𝑚1...𝑚𝑘𝑚(𝑡, 𝜃, 𝑢) = (𝜉𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚)(𝑡, 𝜃, 𝑢),
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çâiäêè, âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, îòðèìó¹ìî∫ 𝜃
𝑡

𝑃𝑚𝑖(𝑥1(𝜏), . . . , 𝑥𝑖−1(𝜏))𝜏
𝑚𝑢(𝜏)𝑑𝜏 = (𝑦𝑚𝑖𝜉𝑚)(𝑡, 𝜃, 𝑢),

à îòæå,

𝑥𝑖(𝑡) =

𝑤𝑖−2∑︁
𝑚=0

(𝑦𝑚𝑖𝜉𝑚)(𝑡, 𝜃, 𝑢) + 𝛼𝑖𝜉𝑤𝑖−1(𝑡, 𝜃, 𝑢) = 𝑑𝑖(𝑡, 𝜃, 𝑢).

Çà iíäóêöi¹þ ìà¹ìî, ùî 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑑𝑖(𝑡, 𝜃, 𝑢) äëÿ âñiõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Ïðè 𝑡 = 0

îòðèìó¹ìî

𝑥0𝑖 = (𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏(𝜃, 𝑢))𝑖 = 𝑑𝑖(𝜃, 𝑢), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç (5.6).

Òàêèì ÷èíîì, ïàðà ̂︀𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0 i ̂︀𝑏(𝑡, 𝑥) ðåàëiçó¹ ãîëîâíó ÷àñòèíó ðÿäó

äëÿ 𝑆𝑎,𝑏. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè òàêå ̂︀𝑏(𝑡, 𝑥), äëÿ ÿêîãî (𝑆𝑎,𝑏)𝑖 = ̃︀ℓ𝑖
äëÿ âñiõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Зауваження 5.3. Як випливає з теореми 3.3, замiна змiнних 𝑦 =

𝑄(𝑥) задовольняє умови теореми 5.1 тодi i тiльки тодi, коли вона зво-

дить вектор-функцiю

Φ(𝑧) =
∑︁

𝑞1,...,𝑞𝑛≥0
𝑞1+···+𝑞𝑛≥1

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑣(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) 𝑧

𝑞1
1 · · · 𝑧𝑞𝑛𝑛 , 𝑧 ∈ R𝑛.

до трикутного вигляду; замiсть Φ(𝑧) достатньо розглядати полiномi-

альну вектор-функцiю

Ψ(𝑧) =
∑︁

1≤𝑤1𝑞1+···+𝑤𝑛𝑞𝑛≤𝑤𝑛
𝑞1,...,𝑞𝑛≥0

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑣(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 )𝑧

𝑞1
1 · · · 𝑧𝑞𝑛𝑛 , 𝑧 ∈ R𝑛,

де 𝑤𝑖 = ord(ℓ𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Àíàëîãi÷íî íàñëiäêàì 4.1 i 4.2 îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè.

Наслiдок 5.1. Система (2.53) є однорiдною апроксимацiєю системи

(2.25) у сенсi означення 2.14 тодi i тiльки тодi, коли її ряд має вигляд

(𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏)𝑖 = 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, де 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)
T — полiномiальна

вектор-функцiя з невиродженою лiнiйною частиною i 𝑃𝑖(𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) ∈ 𝒜𝑤𝑖

(де 𝑤𝑖 = ord(𝑑𝑖)).
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Наслiдок 5.2. Система (2.53) є однорiдною апроксимацiєю системи

(2.25) у сенсi означення 2.14 тодi i тiльки тодi, коли її ряд має вигляд

(𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏)𝑖 = 𝑃𝑖(̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, де 𝑃 = (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)
T — полiномiальна

вектор-функцiя з невиродженою лiнiйною частиною i 𝑃𝑖(̃︀ℓ1, . . . , ̃︀ℓ𝑛) ∈ 𝒜𝑤𝑖

(де 𝑤𝑖 = ord(ℓ𝑖)).

Приклад 5.1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü Åéëåðà äëÿ êîñìi÷íîãî êî-

ðàáëÿ [117, ïðèêëàä 3.24]

𝜔̇1 = 𝜔2𝜔3 + 𝑢, 𝜔̇2 = −𝜔1𝜔3 + 𝑢, 𝜔̇3 = 𝑢.

Òóò 𝑎(𝜔) = (𝜔2𝜔3, −𝜔1𝜔3, 0)
T, 𝑏(𝜔) = (1, 1, 1)T, îòæå, 𝑎(0) = 0. Ïîçíà÷èìî

𝛿𝑚 = (−1)[𝑚/2], òîäi

ad𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝜔) = (−𝜔2−𝜔3, 𝜔1+𝜔3, 0)

T, ad𝑚𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝜔) = (𝛿𝑚+1𝜔

𝑚
3 , 𝛿𝑚𝜔

𝑚
3 , 0)

T,

𝑚 ≥ 2. Íåâàæêî ïiäðàõóâàòè, ùî âñi êîåôiöi¹íòè 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
äîðiâíþþòü íóëþ

çà âèíÿòêîì 𝑣(𝜉𝑞0𝜉𝑖𝜉
𝑗
1). À îñêiëüêè

𝑅𝑏 · · ·𝑅𝑏⏟  ⏞  
𝑞

ad𝑖𝑅𝑎
𝑅𝑏 ad𝑅𝑎

𝑅𝑏 · · · ad𝑅𝑎
𝑅𝑏⏟  ⏞  

𝑗

𝐸(𝜔) =

=
(︁

𝑖!
(𝑖−𝑞)!𝛿𝑖+𝑗+1𝜔

𝑖−𝑞
3 , 𝑖!

(𝑖−𝑞)!𝛿𝑖+𝑗𝜔
𝑖−𝑞
3 , 0

)︁T
, 𝑖 ≥ 𝑞,

òî 𝑣(𝜉𝑞0𝜉𝑖𝜉
𝑗
1) = 0 ïðè 𝑖 ̸= 𝑞. Òàêèì ÷èíîì, íåíóëüîâi êîåôiöi¹íòè òàêi:

𝑣(𝜉0) = −(1, 1, 1)T, 𝑣(𝜉0𝜉
𝑗
1) = (−1)𝑗+1(2𝛿𝑗+1, 2𝛿𝑗, 0)

T, 𝑗 ≥ 1,

𝑣(𝜉𝑖0𝜉𝑖𝜉
𝑗
1) = (−1)𝑖+𝑗+1(𝛿𝑖+𝑗+1, 𝛿𝑖+𝑗, 0)

T, 𝑖 ≥ 2, 𝑗 ≥ 0.

Îòæå, ðÿä (2.29) ìà¹ âèãëÿä

𝑆𝑎,𝑏 = −

⎛⎜⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎟⎠ 𝜉0 +
∞∑︁
𝑁=1

(−1)𝑁+1

⎛⎜⎜⎝
𝛿𝑁+1

𝛿𝑁

0

⎞⎟⎟⎠
(︃

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖0𝜉𝑖𝜉
𝑁−𝑖
1 + 𝜉0𝜉

𝑁
1

)︃
.

Âèïèøåìî ïåðøi ÷ëåíè ðÿäó:

𝑆𝑎,𝑏 = −

⎛⎜⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎟⎠ 𝜉0 + 2

⎛⎜⎜⎝
−1

1

0

⎞⎟⎟⎠ 𝜉01 +

⎛⎜⎜⎝
1

1

0

⎞⎟⎟⎠ (2𝜉011 + 𝜉002) + 𝜌,
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äå 𝜌 âêëþ÷à¹ ìîìåíòè ïîðÿäêó áiëüøå 5. Áà÷èìî:

𝒫1 = {0}, 𝒫2 = ℒ2, 𝒫3 = {0}, 𝒫4 = ℒ4,

𝒫5 = Lin{𝜉4, [𝜉0, 𝜉3], [𝜉1, 𝜉2], 2[𝜉0, [𝜉0, 𝜉2]]− [[𝜉0, 𝜉1], 𝜉1], [𝜉0, [𝜉0, [𝜉0, 𝜉1]]]},

i ìîæíà âèáðàòè ℓ1 = 𝜉0, ℓ2 = [𝜉0, 𝜉1], ℓ3 = 2[[𝜉0, 𝜉1], 𝜉1] + [𝜉0, [𝜉0, 𝜉2]]. Òîäĩ︀ℓ1 = ℓ1 = 𝜉0. Îñêiëüêè 𝜉1 ∈ 𝒫2, òî 𝜉10 ∈ 𝒥𝑎,𝑏, à îòæå, ̃︀ℓ2 = 𝜉01. Àíàëîãi÷íî,

𝜉110, 𝜉101 ∈ 𝒥𝑎,𝑏. Êðiì òîãî, 𝜉2 ∈ 𝒫3, òîìó 𝜉200 ∈ 𝒥𝑎,𝑏, à îñêiëüêè [𝜉0, 𝜉2] ∈ 𝒫4,

òî [𝜉0, 𝜉2]𝜉0 ∈ 𝒥𝑎,𝑏. Îòæå, 𝜉020 ∈ 𝒥𝑎,𝑏. Íàðåøòi, 2[𝜉0, [𝜉0, 𝜉2]]−[[𝜉0, 𝜉1], 𝜉1] ∈ 𝒫4,

çâiäêè 2𝜉002 − 𝜉011 ∈ 𝒥𝑎,𝑏. Îòæå, ̃︀ℓ3 = 2𝜉011 + 𝜉002.

Òàêèì ÷èíîì, ãîëîâíà ÷àñòèíà ðÿäó (5.5) ìà¹ âèãëÿä

(𝜉0, 𝜉01, 2𝜉011 + 𝜉002)
T,

à âiäïîâiäíà çàìiíà çìiííèõ, î÷åâèäíî, ëiíiéíà; ¨¨ ìàòðèöÿ � çâîðîòíà äî

ìàòðèöi (𝑣2, 𝑣01, 𝑣002).

Àïðîêñèìóþ÷à ñèñòåìà, ëåãêî ìîæå áóòè çíàéäåíà çà îïèñàíèì âèùå

àëãîðèòìîì:

𝑥̇1 = −𝑢, 𝑥̇2 = −𝑡𝑢, 𝑥̇3 = −(2𝑡𝑥2 +
1
2𝑡

2𝑥21)𝑢.

Ïîÿñíèìî ïðàâó ÷àñòèíó òðåòüîãî ðiâíÿííÿ: îñêiëüêè 𝜉00 = 1
2𝜉
ш2
0 , òî

2𝜉011 + 𝜉002 = 2 𝜉01⏟ ⏞ 
𝑥2

𝜉1⏟ ⏞ 
𝑡

+1
2 𝜉
ш2
0⏟ ⏞ 
𝑥21

𝜉2⏟ ⏞ 
𝑡2

.

ßê âèïëèâà¹ ç ðåçóëüòàòiâ ïiäïóíêòó 5.3.3.1, ìîæíà ïîáóäóâàòè i àâòî-

íîìíó àïðîêñèìóþ÷ó ñèñòåìó (ùî âiäïîâiäà¹ òàêîìó ñàìîìó ðÿäó):

𝑥̇1 = −𝑢, 𝑥̇2 = −1
2𝑥

2
1, 𝑥̇3 = −𝑥1𝑥2.

Áåðó÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ 3.5, îòðèìó¹ìî íàñòóïíi íàñëiäêè, ÿêi äà-

þòü êëàñèôiêàöiþ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié íåëiíiéíèõ ñèñòåì, àôiííèõ çà

êåðóâàííÿì.

Наслiдок 5.3. Двi повнiстю неголономнi системи вигляду (2.25) ма-

ють одну й ту саму однорiдну апроксимацiю тодi i тiльки тодi, коли їх

ядернi пiдалгебри Лi збiгаються.
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Наслiдок 5.4. Множина ядерних пiдалгебр Лi повнiстю неголоном-

них систем вигляду (2.25) знаходиться у взаємно однозначнiй вiдповiд-

ностi з множиною всiх градуйованих пiдалгебр Лi ℒ ковимiрностi 𝑛.

�äèíiñòü îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.14 îáãîâîðþ¹òüñÿ

â ïóíêòi 5.3.3.

Ïîâåðíåìîñü äî ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè 5.1. Íåõàé 𝑣̂︀𝑎,̂︀𝑏 � âiäîáðàæåííÿ,

ùî âiäïîâiäà¹ àïðîêñèìóþ÷ié ñèñòåìi (2.53). Òîäi ç ðiâíîñòåé (5.6) âèïëè-

âà¹, ùî 𝑣̂︀𝑎,̂︀𝑏(ℓ𝑖) = 𝑒𝑖 ïðè 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 i 𝑣̂︀𝑎,̂︀𝑏(ℓ𝑗) = 0 ïðè 𝑗 ≥ 𝑛 + 1. Òîáòî

ℒ̂︀𝑎,̂︀𝑏 = Lin{ℓ𝑗 : 𝑗 ≥ 𝑛 + 1} i 𝑣̂︀𝑎,̂︀𝑏(ℒ̂︀𝑎,̂︀𝑏) = 0. Öÿ âëàñòèâiñòü îçíà÷à¹ îäíîði-

äíiñòü ñèñòåìè. À îñêiëüêè {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1 � áàçèñ ℒ𝑎,𝑏, òî îòðèìó¹ìî ℒ𝑎,𝑏 = ℒ̂︀𝑎,̂︀𝑏;
öÿ âëàñòèâiñòü îçíà÷à¹ àïðîêñèìàöiþ. Îòæå, îòðèìó¹ìî íàñòóïíå áåçêîîð-

äèíàòíå îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨.

Означення 5.3. Розглянемо повнiстю неголономну систему (2.25).

Нехай система (2.53) є повнiстю неголономною; нехай 𝑣̂︀𝑎,̂︀𝑏 : 𝒜 → R𝑛

позначає лiнiйне вiдображення, що вiдповiдає системi (2.53). Система

(2.53) називається однорiдною апроксимацiєю для (2.25), якщо

(à) 𝑣̂︀𝑎,̂︀𝑏(ℒ̂︀𝑎,̂︀𝑏) = 0;

(á) ℒ𝑎,𝑏 = ℒ̂︀𝑎,̂︀𝑏.
Зауваження 5.4. Умови (а) i (б) означення 5.3 можна замiнити

еквiвалентними умовами:

(à′) 𝑣̂︀𝑎,̂︀𝑏(𝒥̂︀𝑎,̂︀𝑏) = 0;

(á′) 𝒥𝑎,𝑏 = 𝒥̂︀𝑎,̂︀𝑏.
Òàêèì ÷èíîì, îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ ââîäèòüñÿ ¾àëãåáðà¨÷íèì¿ øëÿ-

õîì (òîìó ¨¨ ìîæíà íàçâàòè алгебраїчною апроксимацiєю). Ç òåîðåìè 5.1

(àáî òåîðåìè 5.2) âèïëèâà¹, ùî îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ наближає âèõiäíó

ñèñòåìó â ñåíñi îçíà÷åííÿ 2.14.
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Çàçíà÷èìî, ùî ç óìîâè (á) îçíà÷åííÿ 2.14 âèïëèâà¹, ùî множина дося-

жностi апроксимуючої системи 𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏(𝜃, 𝐵𝜃) апроксимує множину дося-

жностi вихiдної системи пiсля замiни змiнних 𝑄(𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝐵𝜃)):

dist
(︁
𝐷−1
𝜃 (𝑄(𝑆𝑎,𝑏(𝜃, 𝐵

𝜃))), 𝐷−1
𝜃 (𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏(𝜃, 𝐵𝜃))

)︁
→ 0 при 𝜃 → 0,

де dist — вiдстань Хаусдорфа мiж множинами.

Приклад 5.2. Íåõàé 𝑛 = 7. Ðîçãëÿíåìî ïiäàëãåáðó Ëi ℒ′ =
∞∑︀
𝑚=5

ℒ𝑚.

Çíàéäåìî êîâèìiðíiñòü ℒ′. Îñêiëüêè ℒ = Lin{ℓ1, . . . , ℓ7}+ ℒ′, äå

ℓ1 = 𝜉0, ℓ2 = 𝜉1, ℓ3 = 𝜉2, ℓ4 = [𝜉0, 𝜉1], ℓ5 = 𝜉3, ℓ6 = [𝜉0, 𝜉2], ℓ7 = [𝜉0, [𝜉0, 𝜉1]],

îòðèìó¹ìî codim(ℒ′) = 𝑛 = 7. Îòæå, iñíó¹ (ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíà) ñè-

ñòåìà, äëÿ ÿêî¨ ℒ′ ¹ ÿäåðíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi. Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè

òàêó ñèñòåìó, çíàéäåìî 𝒥 ′ = Lin{ℒ′𝒜𝑒} i îðòîïðîåêöi¨ åëåìåíòiâ ℓ𝑖 íà 𝒥 ′⊥.

Îñêiëüêè ℒ′ ∩ 𝒜𝑘 = {0} ïðè 𝑘 ≤ 4, îòðèìó¹ìî 𝒥 ′ ∩ 𝒜𝑘 = {0} ïðè 𝑘 ≤ 4, à

îòæå, ̃︀ℓ𝑖 = ℓ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 7.

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ïóíêòó 5.1.2, ïîáóäó¹ìî àïðîêñèìóþ÷ó ñèñòå-

ìó ç ̂︀𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0. Îñêiëüêè ̃︀ℓ1 = 𝜉0, ̃︀ℓ2 = 𝜉1, ̃︀ℓ3 = 𝜉2 i ̃︀ℓ5 = 𝜉3, âèáèðà¹ìî

(̂︀𝑏(𝑡, 𝑥))1 = −1, (̂︀𝑏(𝑡, 𝑥))2 = −𝑡, (̂︀𝑏(𝑡, 𝑥))3 = −𝑡2 i (̂︀𝑏(𝑡, 𝑥))5 = −𝑡3.
Ðîçãëÿíåìî ðåøòó êîìïîíåíò. Ìà¹ìî:

̃︀ℓ4 = [𝜉0, 𝜉1] = 𝜉0𝜉1 − 𝜉1𝜉0 = ̃︀ℓ1⏟ ⏞ 
𝑥1

𝜉1⏟ ⏞ 
𝑡

− ̃︀ℓ2⏟ ⏞ 
𝑥2

𝜉0⏟ ⏞ 
1

,

̃︀ℓ6 = [𝜉0, 𝜉2] = 𝜉0𝜉2 − 𝜉2𝜉0 = ̃︀ℓ1⏟ ⏞ 
𝑥1

𝜉2⏟ ⏞ 
𝑡2

− ̃︀ℓ3⏟ ⏞ 
𝑥3

𝜉0⏟ ⏞ 
1

,

îòæå, (̂︀𝑏(𝑡, 𝑥))4 = −𝑡𝑥1 + 𝑥2 i (̂︀𝑏(𝑡, 𝑥))6 = −𝑡2𝑥1 + 𝑥3. Íàðåøòi,

̃︀ℓ7 = [𝜉0, [𝜉0, 𝜉1]] = 𝜉001 − 2𝜉010 + 𝜉100 =

= 𝜉00𝜉1 − 2𝜉01𝜉0 + 𝜉10𝜉0 = 𝜉00⏟ ⏞ 𝜉1⏟ ⏞ 
𝑡

+(−2𝜉01 + 𝜉10)⏟  ⏞  𝜉0⏟ ⏞ 
1

.

Àëå 𝜉00 = 1
2𝜉
ш2
0 = 1

2
̃︀ℓш2
1 i, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè,

−2𝜉01 + 𝜉10 = −1
2𝜉0ш 𝜉1 −

3
2 [𝜉0, 𝜉1] = −1

2
̃︀ℓ1ш ̃︀ℓ2 − 3

2
̃︀ℓ4,
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îòæå, (̂︀𝑏(𝑡, 𝑥))7 = −1
2𝑡𝑥

2
1+

1
2𝑥1𝑥2+

3
2𝑥4. Òàêèì ÷èíîì, àïðîêñèìóþ÷à ñèñòåìà

ìà¹ âèãëÿä

𝑥̇1 = −𝑢, 𝑥̇2 = −𝑡𝑢, 𝑥̇3 = −𝑡2𝑢, 𝑥̇4 = (𝑥2 − 𝑡𝑥1)𝑢,

𝑥̇5 = −𝑡3𝑢, 𝑥̇6 = (𝑥3 − 𝑡2𝑥1)𝑢, 𝑥̇7 =
(︀
1
2𝑥1𝑥2 +

3
2𝑥4 −

1
2𝑡𝑥

2
1

)︀
𝑢.

Çàçíà÷èìî, ùî ìåòîäàìè ïiäïóíêòó 5.3.3.1 ìîæíà îòðèìàòè é àâòîíîìíó

àïðîêñèìóþ÷ó ñèñòåìó:

𝑥̇1 = −𝑢, 𝑥̇2 = −𝑥1, 𝑥̇3 = −2𝑥2, 𝑥̇4 = 𝑥2𝑢,

𝑥̇5 = −3𝑥3, 𝑥̇6 = 𝑥3𝑢− 2𝑥4, 𝑥̇7 =
1
2𝑥1𝑥2𝑢+

3
2𝑥4𝑢.

Приклад 5.3. Çìîäèôiêó¹ìî ïðèêëàä 5.2: íåõàé 𝜉0 ∈ ℒ′, à ðåøòà îäíî-

ðiäíèõ ïiäïðîñòîðiâ ℒ′ çáåðiãà¹òüñÿ, òîáòî ℒ′ = Lin{𝜉0} +
∞∑︀
𝑚=5

ℒ𝑚. Íåõàé

𝑛 = 6, ùî äîðiâíþ¹ êîâèìiðíîñòi ℒ′. Òîäi

𝒥 ′ ∩ (𝒜1 +𝒜2 +𝒜3 +𝒜4) = Lin{𝜉0𝜉𝑚1...𝑚𝑘
: 𝑚1 + · · ·+𝑚𝑘 + 𝑘 ≤ 3} =

= Lin{𝜉0, 𝜉00, 𝜉000, 𝜉01, 𝜉0000, 𝜉001, 𝜉010, 𝜉02}.

Âèáåðåìî ℓ𝑖 àíàëîãi÷íî ïðèêëàäó 5.2 (çâiñíî, çà âèíÿòêîì 𝜉0), òîäi

ℓ1 = ̃︀ℓ1 = 𝜉1, ℓ2 = ̃︀ℓ2 = 𝜉2, ℓ3 = [𝜉0, 𝜉1], ̃︀ℓ3 = 𝜉10, ℓ4 = ̃︀ℓ4 = 𝜉3,

ℓ5 = [𝜉0, 𝜉2], ̃︀ℓ5 = 𝜉20, ℓ6 = [𝜉0, [𝜉0, 𝜉1]], ̃︀ℓ6 = 𝜉100.

Àïðîêñèìóþ÷à ñèñòåìà ç ̂︀𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0 ìà¹ âèãëÿä

𝑥̇1 = −𝑡𝑢, 𝑥̇2 = −𝑡2𝑢, 𝑥̇3 = −𝑥1𝑢, 𝑥̇4 = −𝑡3𝑢, 𝑥̇5 = −𝑥2𝑢, 𝑥̇6 = −𝑥3𝑢.

ßê ïîêàçàíî â ïóíêòi 5.3.3, ó öüîìó âèïàäêó àâòîíîìíî¨ ðåàëiçàöi¨ íå iñíó¹.

5.1.3 Ñèñòåìè ç áàãàòîâèìiðíèì êåðóâàííÿì i îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ

ïðè ðiçíèõ ãðàäóþâàííÿõ

Ó öüîìó ïóíêòi îáãîâîðþþòüñÿ äåÿêi óçàãàëüíåííÿ; ðåçóëüòàòè îïóáëi-

êîâàíi â ðîáîòàõ [17, 37, 140].
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Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â äàíîìó ðîçäiëi ùîäî ñèñòåì âèãëÿäó (2.25), ìî-

æóòü áóòè óçàãàëüíåíi íà ñèñòåìè ç áàãàòîâèìiðíèì êåðóâàííÿì (1.24).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ 𝑆𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟 : 𝐵𝜃 → R𝑛 äî ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ äëÿ

ñèñòåìè (1.24), ÿêå ïåðåâîäèòü êåðóâàííÿ 𝑢(𝑡) = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑟) ∈ 𝐵𝜃 äî ïî-

÷àòêîâî¨ òî÷êè 𝑥0 äëÿ ñèñòåìè (1.24) (òóò 𝐵𝜃 � îäèíè÷íà êóëÿ ïðîñòî-

ðó 𝐿∞([0, 𝜃];R𝑟)); âîíî ïðèïóñêà¹ çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi ðÿäó íåëiíiéíèõ

ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ (1.25). Àíàëîãi÷íî âèïàäêó îäíîâèìiðíîãî êåðóâàííÿ

ìîæíà ðîçãëÿíóòè âiëüíó àñîöiàòèâíó àëãåáðó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìî-

ìåíòiâ (1.26); âiäïîâiäíà àáñòðàêòíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà 𝒜 i àëãåáðà Ëi ℒ
ïîðîäæóþòüñÿ ëiòåðàìè {𝜉𝑖𝑚 : 𝑚 ≥ 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟}, à ãðàäóþâàííÿ çàäà¹òüñÿ
ïîðÿäêîì ord(𝜉𝑖𝑚) = 𝑚+ 1.

Óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ ïðî îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ î÷åâèäíi: çàäà-

ìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝑣 : 𝒜 → R𝑛 íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ ÿê 𝑣(𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
) =

𝑣𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
, i äàëi ââåäåìî ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi ℒ𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟 i ïðàâèé iäåàë 𝒥𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟

òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó îäíîâèìiðíîãî êåðóâàííÿ.

Îïèøåìî ùå îäíå óçàãàëüíåííÿ, ÿêå ìîæíà çðîáèòè ÿê äëÿ îäíîâèìið-

íîãî, òàê i äëÿ áàãàòîâèìiðíîãî êåðóâàííÿ: çàìiñòü îäèíè÷íî¨ êóëi ðîçãëÿ-

íóòè iíøi ìíîæèíè äîïóñòèìèõ êåðóâàíü. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âiä âèáîðó òàêî¨

ìíîæèíè ìîæå çàëåæàòè ãðàäóþâàííÿ â àëãåáði, à îòæå, i âèãëÿä îäíîði-

äíî¨ àïðîêñèìàöi¨. Çàóâàæèìî, ùî òàêà iäåÿ áóëà çàñòîñîâàíà â ðîáîòi [53].

Êîðîòêî âèêëàäåìî âiäïîâiäíi îçíà÷åííÿ [140]. Çàôiêñó¹ìî ìíîæèíó 𝑟

íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ ÷èñåë 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟 i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó 𝐶(𝑞1, . . . , 𝑞𝑟) äié-

ñíèõ ÷èñåë âèãëÿäó

𝐶(𝑞1, . . . , 𝑞𝑟) =
{︁
𝑝+𝑘+ 𝑞𝑖1 · · ·+ 𝑞𝑖𝑘 : 𝑝 ∈ N∪{0}, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑟, 𝑘 ∈ N

}︁
.

Îñêiëüêè öÿ ìíîæèíà ¹ çëi÷åííîþ, çàïèøåìî ¨¨ ÿê ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïîñëi-

äîâíiñòü

𝐶(𝑞1, . . . , 𝑞𝑟) = {𝑐𝑗}∞𝑗=1. (5.8)

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî 𝐶(𝑞1, . . . , 𝑞𝑟) óòâîðþ¹ íàïiâãðóïó âiäíîñíî çâè÷àéíî¨

îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ äiéñíèõ ÷èñåë.
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Íàïðèêëàä, ÿêùî 𝑟 = 4 i 𝑞1 = 1
4 , 𝑞2 =

1
2 , òî

𝐶(𝑞1, 𝑞2) =
{︀
5
4 ,

6
4

}︀
∪
{︀
𝑘
4

}︀∞
𝑘=8

,

à ÿêùî 𝑞1 = 0, 𝑞2 =
√
2, òî

𝐶(𝑞1, 𝑞2) = {𝑘
√
2 + 𝑗 : 𝑗 ≥ 𝑘 ≥ 0, 𝑗 + 𝑘 ≥ 1} =

= {1, 2, (
√
2 + 1), 3, (

√
2 + 2), 4, (

√
2 + 3), (2

√
2 + 2), . . .}.

Ïîáóäó¹ìî ãðàäóþâàííÿ 𝜇 = 𝜇(𝑞1, . . . , 𝑞𝑟) = (𝐶, {𝒜𝑐}𝑐∈𝐶). Âèçíà÷èìî
ïîðÿäîê ëiòåð:

ord𝜇
(︀
𝜉𝑖𝑚
)︀
= 𝑚+ 1 + 𝑞𝑖,

òîäi

ord𝜇
(︀
𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘

)︀
= (𝑚1 + . . .+𝑚𝑘) + 𝑘 + (𝑞𝑖1 + . . .+ 𝑞𝑖𝑘)

i îäíîðiäíi ïiäïðîñòîðè 𝒜𝑐 çàäàþòüñÿ òàê:

𝒜𝑐 = Lin{𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
: (𝑚1+. . .+𝑚𝑘)+𝑘+(𝑞𝑖1+. . .+𝑞𝑖𝑘) = 𝑐}, 𝑐 ∈ 𝐶(𝑞1, . . . , 𝑞𝑟).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè òàêîìó ãðàäóþâàííi çáåðiãàþòüñÿ âëàñòèâîñòi îäíî-

ðiäíèõ ïiäïðîñòîðiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñÿ â êîíñòðóêöiÿõ, ïîâ'ÿçàíèõ ç

îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ: âîíè ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèìè i îðòîãîíàëüíèìè

îäèí äî îäíîãî.

Ïîÿñíèìî ñåíñ ãðàäóþâàíü òàêîãî âèãëÿäó. Ïðèïóñòèìî, ùî çàìiñòü

îäèíè÷íî¨ êóëi 𝐵𝜃 ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìíîæèíó

𝐵𝜃
𝑞1,...,𝑞𝑟

= {𝑢 ∈ 𝐿∞[0, 𝜃] : |𝑢𝑗(𝑡)| ≤ 𝑡𝑞𝑗 , 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝑗 = 1, . . . , 𝑟}

ÿê ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑢 ∈ 𝐵𝜃
𝑞1,...,𝑞𝑟

iñíó¹

𝑢̂ ∈ 𝐵𝜃, äëÿ ÿêîãî

𝑢𝑗(𝑡) = 𝑡𝑞𝑗 𝑢̂𝑗(𝑡), 𝑗 = 1, . . . , 𝑟.

Îòæå,

𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) = 𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚̂1...𝑚̂𝑘

(𝜃, 𝑢̂), äå 𝑚̂𝑗 = 𝑚𝑗 + 𝑞𝑖𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑟,
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ïðè÷îìó 𝑢 ïðîáiãà¹ ìíîæèíó 𝐵𝜃
𝑞1,...,𝑞𝑟

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 𝑢̂ ïðîáiãà¹

ìíîæèíó 𝐵𝜃.

Àíàëîãi÷íî âèïàäêó îäíîâèìiðíîãî êåðóâàííÿ, ÷èñëî 𝑚̂1+· · ·+𝑚̂𝑘+𝑘 =

𝑚1+𝑞𝑖1+· · ·+𝑚𝑘+𝑞𝑖𝑘+𝑘 äîðiâíþ¹ àñèìïòîòè÷íîìó ïîðÿäêó íåëiíiéíîãî ñòå-

ïåíåâîãî ìîìåíòó 𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚̂1...𝑚̂𝑘
(𝜃, 𝑢1/𝜃) ïðè 𝜃 → 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ 𝑢 ∈ 𝐵1,

òàêî¨ ùî 𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚̂1...𝑚̂𝑘
(1, 𝑢) ̸= 0. Îòæå, òå ñàìå ÷èñëî äîðiâíþ¹ àñèìïòîòè÷íîìó

ïîðÿäêó 𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢1/𝜃) ïðè 𝜃 → 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ 𝑢 ∈ 𝐵1

𝑞1,...,𝑞𝑟
, òàêî¨

ùî 𝜉𝑖1...𝑖𝑘𝑚1...𝑚𝑘
(1, 𝑢) ̸= 0.

Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà âèãëÿäó (1.24) i çàôiêñîâàíå ãðàäóþâàííÿ (5.8),

îïèñàíå âèùå (òîáòî çàôiêñîâàíi ÷èñëà 𝑞1, . . . , 𝑞𝑟). Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòîðè

𝒫𝑐𝑘 = {ℓ ∈ ℒ𝑐𝑘 : 𝑣(ℓ) ∈ 𝑣(ℒ𝑐1 + · · ·+ ℒ𝑐𝑘−1)}, 𝑘 ≥ 1,

äå 𝒫𝑐1 = {ℓ ∈ ℒ𝑐1 : 𝑣(ℓ) = 0}, òîäi ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi i ïðàâèé iäåàë, ùî
âiäïîâiäàþòü ñèñòåìi (1.24) i ãðàäóþâàííþ 𝜇(𝑞1, . . . , 𝑞𝑟), çàäàþòüñÿ òàê:

ℒ𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟 =
∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑐𝑘, 𝒥𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟 = Lin{ℒ𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟𝒜𝑒}.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ òàêèõ ℒ𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟 i 𝒥𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟 óçàãàëüíþþòüñÿ âñi

ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ ℒ𝑎,𝑏 i 𝒥𝑎,𝑏 [140]. Çîêðåìà, ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ

îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i äîâåñòè iñíóâàííÿ çàìií çìiííèõ, ÿêi âèäiëÿþòü

ãîëîâíó ÷àñòèíó ðÿäó 𝑆𝑎,𝑏1,...,𝑏𝑟 вiдносно заданого градуювання, àíàëîãi÷íå

òåîðåìàì 5.1 i 5.2.

Ïîêàæåìî, ùî ãîëîâíà ÷àñòèíà ðÿäó ìîæå çàëåæàòè âiä îáðàíîãî ãðà-

äóþâàííÿ.

Приклад 5.4. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ç îäíîâèìiðíèì êåðóâàííÿì

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥1, 𝑥̇3 = 2𝑥2 − 1
2𝑥

2
1.

Íåâàæêî çíàéòè êîåôiöi¹íòè âiäïîâiäíîãî ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìî-

ìåíòiâ:

𝑣(𝜉0) = −𝑒1, 𝑣(𝜉1) = 𝑒2, 𝑣(𝜉2) = 𝑣(𝜉01) = −𝑒3,
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à ðåøòà êîåôiöi¹íòiâ äîðiâíþ¹ íóëþ. Ó çâè÷àéíîìó ãðàäóþâàííi (âîíî âiä-

ïîâiäà¹ 𝜇(𝑞1) ç 𝑞1 = 0) öÿ ñèñòåìà ¹ îäíîðiäíîþ (ord(𝜉2) = ord(𝜉01) = 3),

òîáòî ðÿä 𝑆𝑎,𝑏 ìiñòèòü òiëüêè ãîëîâíó ÷àñòèíó.

Ðîçãëÿíåìî ãðàäóþâàííÿ 𝜇 = 𝜇(𝑞1) ç 𝑞1 > 0, òîäi ord𝜇(𝜉2) = 3 + 𝑞1,

ord𝜇(𝜉01) = 3 + 2𝑞1, òîáòî ord𝜇(𝜉2) < ord𝜇(𝜉01). Öå îçíà÷à¹, ùî òðåòÿ êîì-

ïîíåíòà ãîëîâíî¨ ÷àñòèíè ðÿäó äîðiâíþ¹ ëèøå 2𝜉2. Íàãàäà¹ìî, ùî òàêå

ãðàäóþâàííÿ âiäïîâiäà¹ îáìåæåííþ íà êåðóâàííÿ âèãëÿäó |𝑢(𝑡)| ≤ 𝑡𝑞1.

Приклад 5.5. Íåõàé 𝑟 = 2, 𝑞1 = 0, 𝑞2 = 1. Âèïèøåìî áàçèñ òðüîõ ïåð-

øèõ îäíîðiäíèõ ïiäïðîñòîðiâ ℒ âiäïîâiäíî äî ãðàäóþâàííÿ 𝜇 = 𝜇(𝑞1, 𝑞2):

ℒ1 = Lin{𝜉10}, ℒ2 = Lin{𝜉11 , 𝜉20}, ℒ3 = Lin{𝜉12 , 𝜉21 , [𝜉10 , 𝜉11 ], [𝜉10 , 𝜉20 ]}.

Íåõàé 𝑛 = 4, 𝒫1 = {0}, 𝒫2 = Lin{𝜉11 , 𝜉20}, 𝒫3 = Lin{𝜉12 + 𝜉21} i 𝒫𝑘 = ℒ𝑘

ïðè 𝑘 ≥ 4. Ïîáóäó¹ìî ñèñòåìó, ÿêà ¹ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ ñèñòåì ç

ÿäåðíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi ℒ′ =
∞∑︀
𝑚=1

𝒫𝑚. Âèáåðåìî

ℓ1 = 𝜉10 , ℓ2 = 𝜉12 − 𝜉21 , ℓ3 = [𝜉10 , 𝜉
1
1 ], ℓ4 = [𝜉10 , 𝜉

2
0 ].

Ïåðøi òðè ïiäïðîñòîðè 𝒥 ′∩𝒜𝑘 = Lin{ℒ′𝒜𝑒}∩𝒜𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, ìàþòü âèãëÿä

𝒥 ′ ∩ 𝒜1 = {0}, 𝒥 ′ ∩ 𝒜2 = Lin{𝜉11 , 𝜉20}, 𝒥 ′ ∩ 𝒜3 = Lin{𝜉11𝜉10 , 𝜉20𝜉10 , 𝜉12 + 𝜉21},

à îòæå, îðòîïðîåêöi¨ åëåìåíòiâ ℓ𝑖 íà 𝒥 ′⊥ äîðiâíþþòü

̃︀ℓ1 = 𝜉10 ,
̃︀ℓ2 = 𝜉12 − 𝜉21 ,

̃︀ℓ3 = 𝜉10𝜉
1
1 ,
̃︀ℓ4 = 𝜉10𝜉

2
0 .

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì, àíàëîãi÷íèì îïèñàíîìó â ïóíêòi 5.1.1, âèáåðåìî̂︀𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0 i çíàõîäèìî: (̂︀𝑏1(𝑡, 𝑥))1 = −1, (̂︀𝑏2(𝑡, 𝑥))1 = 0, (̂︀𝑏1(𝑡, 𝑥))2 = −𝑡2,
(̂︀𝑏2(𝑡, 𝑥))2 = 𝑡, ̃︀ℓ3 = 𝜉10⏟ ⏞ 

𝑥1

𝜉11⏟ ⏞ 
𝑡

, ̃︀ℓ4 = 𝜉10⏟ ⏞ 
𝑥1

𝜉20⏟ ⏞ 
1

,

çâiäêè (̂︀𝑏1(𝑡, 𝑥))3 = −𝑥1𝑡, (̂︀𝑏3(𝑡, 𝑥))2 = 0, (̂︀𝑏1(𝑡, 𝑥))4 = 0, (̂︀𝑏2(𝑡, 𝑥))4 = −𝑥1.
Îòæå, àïðîêñèìóþ÷à ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

𝑥̇1 = −𝑢1, 𝑥̇2 = −𝑡2𝑢1 + 𝑡𝑢2, 𝑥̇3 = −𝑥1𝑡𝑢1, 𝑥̇4 = −𝑥1𝑢2.
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5.2 Апроксимацiя у сенсi швидкодiї i зв’язок з однорiдною

апроксимацiєю

Òåïåð ìè ïîâåðòà¹ìîñü äî âèõiäíî¨ iäå¨ çàëó÷èòè ìåòîäè ïðîáëåìè ìî-

ìåíòiâ äî âèâ÷åííÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì àíàëîãi÷íî ëiíiéíîìó âè-

ïàäêó, îïèñàíîìó â ïóíêòi 1.1.1. Îçíà÷åííÿ íåëiíiéíî¨ min-ïðîáëåìè ìî-

ìåíòiâ áóëî ââåäåíå â äèñåðòàöi¨ [12] i ðîáîòi [126], äå áóâ îïèñàíèé êëàñ

íåëiíiéíèõ ñèñòåì, ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèõ ëiíiéíèì ó ñåíñi øâèäêîäi¨. Ó

öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàãàëüíèé âèïàäîê. Ðåçóëüòàòè îïóáëiêî-

âàíî â ðîáîòàõ [129, 130, 131].

5.2.1 Íåëiíiéíà min-ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ìàðêîâà i àïðîêñèìàöiÿ ó ñåíñi

øâèäêîäi¨

Ïîâåðíåìîñü äî ñèñòåì âèãëÿäó (2.25) i çàäà÷i ïîòðàïëÿííÿ ç òî÷êè 𝑠 äî

ïî÷àòêó êîîðäèíàò (2.26) ç îáìåæåííÿì íà êåðóâàííÿ âèãëÿäó |𝑢(𝑡)| ≤ 1,

𝑡 ∈ [0, 𝜃]. Óðàõîâóþ÷è òåîðåìó 1.1, îòðèìó¹ìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó 𝜃 > 0

òàêà çàäà÷à ïîòðàïëÿííÿ åêâiâàëåíòíà íàñòóïíié çàäà÷i: çíàéòè êåðóâàííÿ,

ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíå îáìåæåííÿ i ðiâíîñòi

𝑠 =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢). (5.9)

Ðiâíîñòi (5.9) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê моментнi рiвностi, à ñôîðìóëüî-

âàíó çàäà÷ó � ÿê нелiнiйну проблему моментiв Маркова. Ó ïîäàëüøîìó

ìè не будемо розрiзняти задачу швидкодiї i вiдповiдну min-проблему мо-

ментiв.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàäà÷ó оптимальної швидкодiї : çíàéòè íàéìåíøå ìî-

æëèâå 𝜃 > 0 äëÿ ÿêîãî iñíó¹ êåðóâàííÿ 𝑢(𝑡), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (2.26)

i îáìåæåííÿ |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃]. Öié çàäà÷i âiäïîâiäà¹ íåëiíiéíà min-

ïðîáëåìà ìîìåíòiâ Ìàðêîâà (îçíà÷åííÿ 1.1).

Ó öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ëîêàëüíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi çàäà÷

øâèäêîäi¨ i, âiäïîâiäíî, min-ïðîáëåì ìîìåíòiâ Ìàðêîâà. Ó âèïàäêó, êîëè
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îäíà ç çàäà÷ ëiíiéíà, òàêå ïîíÿòòÿ ââåäåíî â îçíà÷åííi 1.2. Àëå, íà âiäìiíó

âiä ëiíiéíîãî âèïàäêó, íàâiòü çà óìîâîþ Ðàøåâñüêîãî-×æîó (2.43) ïî÷à-

òîê êîîðäèíàò ìîæå íàëåæàòè ìåæi ìíîæèíè ðîçâ'ÿçíîñòi íåëiíiéíî¨ çàäà-

÷i øâèäêîäi¨ (i, âiäïîâiäíî, min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ Ìàðêîâà). Êðiì òîãî,

îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ìîæå áóòè íå¹äèíèì. Óçàãàëüíèìî îçíà÷åííÿ 1.2

òàêèì ÷èíîì.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè (2.25) i (2.53) i äâi âiäïîâiäíi çàäà÷i øâèäêîäi¨

𝑥̇ = 𝑎(𝑡, 𝑥) + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡), 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑥(0) = 𝑠, 𝑥(𝜃) = 0,

|𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min,
(5.10)

𝑥̇ = ̂︀𝑎(𝑡, 𝑥) +̂︀𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡), ̂︀𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑥(0) = 𝑠, 𝑥(𝜃) = 0,

|𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min .
(5.11)

ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ôiëiïîâà [40], äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè 𝑠, ç ÿêî¨ ìî-

æíà ïîòðàïèòè äî íóëÿ â ñèëó ñèñòåìè (2.25) àáî (2.53), iñíó¹ é îïòèìàëüíå

êåðóâàííÿ, òîáòî ðîçâ'ÿçíà çàäà÷à (5.10) àáî (5.11) âiäïîâiäíî.

Означення 5.4. Припустимо, що Ω — така вiдкрита область, Ω ⊂
R𝑛∖{0}, 0 ∈ Ω, що для будь-якого 𝑠 ∈ Ω iснує єдиний розв’язок (̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠)
задачi (5.11). Нехай 𝑈𝑠(𝜃) — множина керувань, якi переводять точку

𝑠 до нуля за час 𝜃 в силу системи (2.25) i задовольняють обмеження

|𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃]; нехай 𝜃*𝑠 — оптимальний час в задачi (5.10), тобто

𝜃*𝑠=min{𝜃 : 𝑈𝑠(𝜃)̸=∅}.
Ми кажемо, що задача швидкодiї (5.11) апроксимує задачу швидкодiї

(5.10) (в областi Ω), якщо iснує невироджене дiйсно-аналiтичне вiдобра-

ження 𝑄 околу нуля R𝑛, 𝑄(0) = 0, i множина пар (̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠), 𝑠 ∈ Ω, таких,

що ̃︀𝑢𝑠 ∈ 𝑈𝑄(𝑠)(̃︀𝜃𝑠) i
𝜃*𝑄(𝑠)̂︀𝜃*𝑠 → 1,

̃︀𝜃𝑠̂︀𝜃*𝑠 → 1 при 𝑠→ 0, 𝑠 ∈ Ω, (5.12)

1

𝜃

∫ 𝜃
0

|̂︀𝑢*𝑠(𝑡)− ̃︀𝑢𝑠(𝑡)|𝑑𝑡→ 0 при 𝑠→ 0, 𝑠 ∈ Ω, (5.13)

де 𝜃 = min{̃︀𝜃𝑠, ̂︀𝜃*𝑠}.
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За таких умов ми кажемо, що система (2.53) наближає систему

(2.25) в сенсi швидкодiї (в областi Ω).

Iíøèìè ñëîâàìè, ïiñëÿ ïåâíî¨ çàìiíè çìiííèõ â ñèñòåìi (2.25) ïðè ìàëèõ

𝑠 ∈ Ω ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.10) iñíó¹, ïðè÷îìó 𝜃*𝑄(𝑠) i
̂︀𝜃*𝑠 àñèìïòîòè÷íî åêâi-

âàëåíòíi ïðè 𝑠 → 0, 𝑠 ∈ Ω, ÿê â îçíà÷åííi 1.2, à ôóíêöiÿ ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) ¹ áëèçüêîþ
äî ¾ìàéæå îïòèìàëüíîãî¿ êåðóâàííÿ ̃︀𝑢𝑠(𝑡).

Çàìiñòü çàäà÷ øâèäêîäi¨ â îçíà÷åííi 5.4 ìîæíà ðîçãëÿäàòè âiäïîâiäíi

min-ïðîáëåìè ìîìåíòiâ.

Зауваження 5.5. На нелiнiйнi степеневi моменти можна поши-

рити результати, отриманi в пунктi 4.2.2, за винятком наслiд-

ку 4.11. Дiйсно, для довiльного фiксованого 𝑚 розглянемо функцiї 𝑢𝑖(𝑡) =
1√
𝑚
𝑡𝑖−1𝑢(𝑡), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚; тодi 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢) = 𝑚𝑘/2𝜂𝑖𝑚1
...𝑖𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢) (де в правiй

частинi мається на увазi 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)). З урахуванням цього отри-

муємо аналоги леми 4.2 i наслiдку 4.7, а також наслiдку 4.8, де замiсть

(1.47) треба скористатися (2.31). З них отримуємо аналоги леми 4.4 i

наслiдкiв 4.9 i 4.10.

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó. Âîíà îïèñó¹

óìîâè, çà ÿêèõ îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ íàáëèæà¹ âèõiäíó ñèñòåìó â ñåíñi

øâèäêîäi¨.

Теорема 5.3. Припустимо, що система (2.25) є повнiстю неголоном-

ною, а система (2.53) є її однорiдною апроксимацiєю.

Припустимо, що Ω ⊂ R𝑛 є вiдкритою областю, 0 ∈ Ω, в якiй задо-

вольняються такi умови:

(i) задача швидкодiї (5.11) має єдиний розв’язок (̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) для всiх 𝑠 ∈ Ω;

(ii) функцiя ̂︀𝜃*𝑠 є неперервною в усiх точках 𝑠 ∈ Ω;

(iii) для множини 𝐾 = {̂︀𝑢*𝑠(𝑡̂︀𝜃*𝑠), 𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑠 ∈ Ω} ⊂ 𝐿2[0, 1] зi слабкої

збiжностi послiдовностi елементiв 𝐾 випливає її сильна збiжнiсть.
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Тодi iснує сiмейство вкладених областей Ω(𝛿), 𝛿 > 0, таких, що

Ω(𝛿1) ⊂ Ω(𝛿2) при 𝛿1 > 𝛿2 > 0 i Ω =
⋃︀
𝛿>0

Ω(𝛿), у кожнiй з яких задача

швидкодiї (5.11) апроксимує задачу швидкодiї (5.10).

Îáãîâîðèìî óìîâè (i)�(iii). Óìîâà (i) ìà¹ âèêîíóâàòèñü, òîìó ùî öüî-

ãî âèìàãà¹ îçíà÷åííÿ 5.4. Óìîâà (ii) ¹ äîñèòü ïðèðîäíîþ; äëÿ ëîêàëüíî

êåðîâàíèõ ñèñòåì âîíà çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ [21].

Óìîâà (iii) ¹ íàéáiëüø îáìåæóâàëüíîþ; ïèòàííÿ ùîäî òîãî, ÷è âèïëèâà¹

âîíà ç iíøèõ óìîâ òåîðåìè, ïîñòàâëåíå â ðîáîòi [130].

Çàçíà÷èìî, ùî çàìiñòü äîñëiäæåííÿ ìíîæèíè 𝐾 ìîæíà ðîçãëÿäàòè

áiëüø øèðîêó ìíîæèíó, íàïðèêëàä, êåðóâàííÿ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïðèíöè-

ïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà: ìíîæèíà òàêèõ êåðóâàíü ïðèïóñêà¹ ÿâíèé îïèñ

ó äåÿêèõ âèïàäêàõ. Íàïðèêëàä, óìîâà (iii) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî âñi îïòè-

ìàëüíi êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i (5.11) ¾ðåëåéíi¿, òîáòî ¹ êóñêîâî-ñòàëèìè i

íàáóâàþòü çíà÷åíü ±1. Çîêðåìà, öå òàê, ÿêùî ñèñòåìà (2.53) ¹ ëiíiéíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïðîñòiøîãî âèïàäêó ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàí-

íÿì, ÿêèé âèâ÷à¹òüñÿ ó ïóíêòi 4.2.3, óìîâè (ii), (iii) âèêîíóþòüñÿ àâòîìà-

òè÷íî.

Доведення. Çàãàëüíà ñõåìà äîâåäåííÿ, ÿê i äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.6, íà-

ñëiäó¹ [27].

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî (̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠)� ðîçâ'ÿçîê min-

ïðîáëåìè ìîìåíòiâ

𝑠𝑖 = 𝑑𝑖(𝜃, 𝑢), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min, (5.14)

äå 𝜌𝑖 ìiñòèòü äîäàíêè ïîðÿäêó áiëüøå 𝑤𝑖 = ord(𝑑𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Áóäåìî

ââàæàòè, ùî â ñèñòåìi (2.25) âæå çðîáëåíî çàìiíó çìiííèõ, ÿêà ïðèâîäèòü

ðÿä íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ 𝑆𝑎,𝑏 äî âèãëÿäó (5.4). Òîäi ìíîæèíà

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i øâèäêîäi¨ (5.10) çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ ðîçâ'ÿçêiâ min-

ïðîáëåìè ìîìåíòiâ

𝑠𝑖 = 𝑑𝑖(𝜃, 𝑢) + 𝜌𝑖(𝜃, 𝑢), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min . (5.15)
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Áóäåìî ìiðêóâàòè àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 4.6. Ðîçãëÿíåìî äèëà-

òàöiþ 𝐷𝜀(𝑦) = (𝜀𝑤1𝑦1, . . . , 𝜀
𝑤𝑛𝑦𝑛)

T i çàçíà÷èìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü

(4.28). Ââàæàòèìåìî, ùî îáëàñòü Ω çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.29). Ââåäåìî Ω(𝛿)

çà ôîðìóëîþ (4.31) i ïîêàæåìî, ùî çàäà÷à (5.11) àïðîêñèìó¹ çàäà÷ó (5.10)

â îáëàñòi Ω(𝛿).

(a) Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð 𝐺𝑠, ùî çàäà¹òüñÿ (4.34), i ìíîæèíó 𝑀 , ÿêà

çàäà¹òüñÿ (4.35). Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 4.6 îòðèìó¹ìî, ùî 𝐺𝑠 ïå-

ðåâîäèòü ìíîæèíó 𝑀 ó ñåáå äëÿ äîñèòü ìàëîãî 𝜀; çàçíà÷èìî, ùî îöiíêà

(4.27) ó öüîìó âèïàäêó âèïëèâà¹ ç (2.31). Äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi

îïåðàòîðà 𝐺𝑠 óðàõó¹ìî çàóâàæåííÿ 5.5 i ñêîðèñòà¹ìîñü óìîâîþ (ii) çàìiñòü

çàóâàæåííÿ 4.4.

Äàëi, ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî ïóíêòó (à) äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.6, îòðèìó¹ìî

(4.42). Ïîçíà÷èìî

̃︀𝜃𝑠 = ̂︀𝜃*𝑠1, ̃︀𝜃𝑠(𝑞) = ̂︀𝜃*𝑠1(𝑞) ̃︀𝑢𝑠(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠1(𝑡), ̃︀𝑢𝑠(𝑞)(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞)(𝑡), (5.16)

òîäi ç (4.37) âèïëèâà¹, ùî ̃︀𝑢𝑠 ∈ 𝑈𝑠(̃︀𝜃𝑠), ̃︀𝑢𝑠(𝑞) ∈ 𝑈𝑠(𝑞)(
̃︀𝜃𝑠(𝑞)), à ç (4.41) îòðèìó¹ìî̃︀𝜃𝑠(𝑞)̂︀𝜃*𝑠(𝑞) → 1 ïðè 𝑠(𝑞) → 0, 𝑠(𝑞) ∈ Ω(𝛿), (5.17)

ùî ðàçîì ç (4.42) äà¹ (5.12) (äëÿ 𝑄(𝑠) = 𝑠).

(á) Íàãàäà¹ìî, ùî, ÿê i â ïóíêòi (à) äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.6,

𝑠(𝑞) = 𝑑(̂︀𝜃*𝑠(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠(𝑞)), 𝑠1(𝑞) = 𝑑(̂︀𝜃*𝑠1(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞)),
îòæå, çàâäÿêè îäíîðiäíîñòi, ìà¹ìî (4.43) i

𝑠1(𝑞) = 𝑑(̂︀𝜃*𝑠1(𝑞), ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞)), äå ̂︀𝜃*𝑠1(𝑞) =
̂︀𝜃*
𝑠1(𝑞)

𝜀𝑞
, ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞)(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞)(𝑡𝜀𝑞), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑠1(𝑞)].

Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî 𝑠(𝑞𝑟) → 𝑠 i 𝑠1(𝑞𝑟) → 𝑠, ïðè÷îìó 𝑠 ∈ Ω; çàâäÿêè óìî-

âi (ii) ìà¹ìî ̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟) → ̂︀𝜃*𝑠 i ̂︀𝜃*𝑠1(𝑞𝑟) → ̂︀𝜃*𝑠 . Îòæå, ç àíàëîãó íàñëiäêó 4.10 (äèâ.

çàóâàæåííÿ 5.5), óðàõîâóþ÷è óìîâó (i), îòðèìó¹ìî

̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)(𝑡̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟)) 𝑤→ ̂︀𝑢*𝑠(𝑡̂︀𝜃*𝑠), ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞𝑟)(𝑡̂︀𝜃*𝑠1(𝑞𝑟)) 𝑤→ ̂︀𝑢*𝑠(𝑡̂︀𝜃*𝑠).
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Îñêiëüêè êåðóâàííÿ ̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)(𝑡̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟)), ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞𝑟)(𝑡̂︀𝜃*𝑠1(𝑞𝑟)), ̂︀𝑢*𝑠(𝑡̂︀𝜃*𝑠) íàëåæàòü ìíîæèíi 𝐾,

òî ç óìîâè (iii) îòðèìó¹ìî∫ 1
0

⃒⃒⃒̂︀𝑢*𝑠(𝑞𝑟)(𝑡̂︀𝜃*𝑠(𝑞𝑟))− ̂︀𝑢*𝑠1(𝑞𝑟)(𝑡̂︀𝜃*𝑠1(𝑞𝑟))⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0,

ùî ìîæíà ïîäàòè ÿê∫ 1
0

⃒⃒⃒̂︀𝑢*𝑠(𝑞)(𝑡̂︀𝜃*𝑠(𝑞))− ̃︀𝑢𝑠(𝑞)(𝑡̃︀𝜃𝑠(𝑞))⃒⃒⃒ 𝑑𝑡→ 0.

Ðåøòà äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ îñòàííþ ÷àñòèíó äîâåäåííÿ ïóíêòó (á) òåîðå-

ìè 4.6, äå çàìiñòü íàñëiäêó 4.11 òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè óìîâó (iii). Îòæå,

îòðèìó¹ìî (5.13) (äëÿ 𝑄(𝑠) = 𝑠 i Ω = Ω(𝛿)). �

Ïîÿñíèìî âiäìiííîñòi â ïóíêòàõ (á) äîâåäåííÿ òåîðåì 4.6 i 5.3.

ßê äîâåäåíî â òåîðåìi 4.5, îïòèìàëüíi êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ

çà êåðóâàííÿì, íàëåæàòü îäèíè÷íié ñôåði ïðîñòîðó 𝐿2([0, 1];R𝑚), à îòæå,

äëÿ íèõ çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹ ñèëüíà çáiæíiñòü. Òîìó â ïóíêòi (á)

äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.6 âèêîðèñòàíà ïîñëiäîâíiñòü 𝑠0(𝑞), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-

íiñòü 𝑠0(𝑞) = 𝑑(𝜃*𝑠(𝑞), 𝑢
*
𝑠(𝑞)

), äå (𝜃*𝑠(𝑞), 𝑢
*
𝑠(𝑞)

) � ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i øâèäêî-

äi¨: çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi 𝑢*𝑠(𝑞)(𝑡𝜃
*
𝑠(𝑞)

) âèïëèâà¹ ñèëüíà çáiæíiñòü, ùî äîçâîëÿ¹

äîâåñòè (4.45). Òîìó îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ îïòèìàëüíi

êåðóâàííÿ âèõiäíî¨ i àïðîêñèìóþ÷î¨ çàäà÷ (2.52).

Íà âiäìiíó âiä öüîãî âèïàäêó, äëÿ ñèñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì, íå-

âiäîìî, ÷è çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (iii) [130]. Ïðèíàéìíi îïòèìàëüíå çà

øâèäêîäi¹þ êåðóâàííÿ íå îáîâ'ÿçêîâî íàëåæèòü îäèíè÷íié ñôåði ïðîñòîðó

𝐿2[0, 1]; âiäïîâiäíèé êëàñ ñèñòåì íàâåäåíèé ó ïiäðîçäiëi 7.2.

Îñêiëüêè â òåîðåìi 5.3 óìîâà (iii) íàêëàäà¹òüñÿ ëèøå íà àïðîêñèìóþ-

÷ó ñèñòåìó, âñi ìiðêóâàííÿ ùîäî ñèëüíî¨ çáiæíîñòi òðåáà ïðîâîäèòè ëèøå

äëÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü çàäà÷i (5.11). Òîìó â ïóíêòi (á) äîâåäåííÿ òå-

îðåìè 5.3 çàìiñòü 𝑠0(𝑞) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü 𝑠
1
(𝑞), ùî çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíiñòü 𝑠1(𝑞) = 𝑑(̂︀𝜃*
𝑠1(𝑞)
, ̂︀𝑢*

𝑠1(𝑞)
), à îòæå, âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ëèøå ñïiââiäíîøå-

ííÿ, ùî ïîâ'ÿçó¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ àïðîêñèìóþ÷î¨ çàäà÷i i ¾ìàéæå

îïòèìàëüíå¿ êåðóâàííÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i.
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ßêùî æ âiäîìî, ùî óìîâà (iii) âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ îïòèìàëüíèõ êåðó-

âàíü çàäà÷i (5.10), òî ìîæíà ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ ïóíêòó (á) òåîðåìè 4.6 i

îòðèìàòè ñèëüíiøèé âèñíîâîê.

Наслiдок 5.5. Нехай на додаток до умов теореми 5.3 для множини

𝐾1 = {𝑢*𝑄(𝑠)(𝑡𝜃
*
𝑄(𝑠)), 𝑡 ∈ [0, 1] : 𝑠 ∈ Ω} ⊂ 𝐿2[0, 1] зi слабкої збiжностi послi-

довностi елементiв 𝐾1 випливає її сильна збiжнiсть. Тодi виконуються

спiввiдношення (5.12), (5.13) означення 5.4, де ̃︀𝑢𝑠(𝑡) = 𝑢*𝑄(𝑠)(𝑡),
̃︀𝜃𝑠 = 𝜃*𝑄(𝑠).

Iíøèìè ñëîâàìè, çàìiñòü âëàñòèâîñòi (5.13) ìà¹ìî:

1

𝜃

∫ 𝜃
0

|̂︀𝑢*𝑠(𝑡)− 𝑢*𝑄(𝑠)(𝑡)|𝑑𝑡→ 0 ïðè 𝑠→ 0, 𝑠 ∈ Ω, (5.18)

äå 𝜃 = min{𝜃*𝑄(𝑠),
̂︀𝜃*𝑠} (äëÿ Ω = Ω(𝛿)).

Зауваження 5.6. У роботi [126] розглянутий випадок, коли 𝑑𝑖 мi-

стять лише лiнiйнi моменти, а отже, ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) є кусково-сталими i мають

не бiльше 𝑛−1 перемикання. З використанням цього спецiального вигляду

оптимальних керувань показано, що (5.18) виконується без додаткових

вимог наслiдку 5.5 (з Ω = R𝑛).

5.2.2 Çâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ i àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi øâèäêîäi¨

Ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi áóëî äîâåäåíî, ùî îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ çà

äåÿêèõ óìîâ àïðîêñèìó¹ âèõiäíó ñèñòåìó â ñåíñi øâèäêîäi¨.

Ó ðîáîòi [126] äëÿ ïiäêëàñó ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ ¹

ëiíiéíîþ, áóëî äîâåäåíî, ùî ìà¹ ìiñöå i çâîðîòíà iìïëiêàöiÿ: ÿêùî ñèñòåìà

àïðîêñèìó¹òüñÿ ëiíiéíîþ â ñåíñi øâèäêîäi¨, òî ¨¨ îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ

òåæ ¹ ëiíiéíîþ. Êðiì âëàñòèâîñòåé ëiíiéíèõ ìîìåíòiâ, ó äîâåäåííi ñóòò¹âî

âèêîðèñòîâóâàâñÿ âèãëÿä îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü äëÿ ëiíiéíèõ çàäà÷ øâèä-

êîäi¨.

Ó äàíîìó ïóíêòi ìè âèâ÷à¹ìî öå ïèòàííÿ äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó. Ðå-

çóëüòàòè îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [14, 85].
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Позначення 5.1. Розглянемо два диференцiювання 𝜙 : 𝒜𝑒 → 𝒜 i

𝜙′ : 𝒜 → 𝒜𝑒, якi на лiтерах визначаються за формулами

𝜙(1) = 0, 𝜙(𝜉𝑚) = (𝑚+ 1)𝜉𝑚+1, 𝑚 ≥ 0,

𝜙′(𝜉0) = 0, 𝜙′(𝜉𝑚) = 𝑚𝜉𝑚−1, 𝑚 ≥ 1,

тодi, за означенням диференцiювання,

𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) =

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑚𝑖 + 1)𝜉𝑚1...(𝑚𝑖+1)...𝑚𝑘
, 𝜙′(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

) =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝜉𝑚1...(𝑚𝑖−1)...𝑚𝑘
.

Крiм того, введемо два лiнiйних вiдображення 𝜓𝑞 : 𝒜𝑒 → 𝒜 i 𝜓′
𝑞 : 𝒜 → 𝒜𝑒,

якi на базисних елементах задаються так:

𝜓𝑞(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) = 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

𝜉𝑞, 𝜓𝑞(1) = 𝜉𝑞,

𝜓′
𝑞(𝜉𝑞) = 1, 𝜓′

𝑞(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) =

{︃
0, 𝑚𝑘 ̸= 𝑞,

𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1
, 𝑚𝑘 = 𝑞.

Лема 5.1. (à) Вiдображення 𝜙 i 𝜙′ спряженi одне до одного, тобто

для всiх 𝑦1 ∈ 𝒜𝑒 i 𝑦2 ∈ 𝒜

⟨𝜙(𝑦1), 𝑦2⟩ = ⟨𝑦1, 𝜙′(𝑦2)⟩.

(á) Вiдображення 𝜓𝑞 i 𝜓′
𝑞 (для всiх 𝑞 ≥ 0) спряженi одне до одного, тобто

для всiх 𝑦1 ∈ 𝒜𝑒 i 𝑦2 ∈ 𝒜

⟨𝜓𝑞(𝑦1), 𝑦2⟩ = ⟨𝑦1, 𝜓′
𝑞(𝑦2)⟩.

Доведення. (à) Ïî-ïåðøå, çàçíà÷èìî, ùî

⟨𝜙(𝜉𝑖1...𝑖𝑠), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩ = 0 = ⟨𝜉𝑖1...𝑖𝑠, 𝜙′(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)⟩ ïðè 𝑠 ̸= 𝑘.

Òåïåð íåõàé 𝑠 = 𝑘 ≥ 1. Äëÿ äîâiëüíîãî 𝑞 = 1, . . . , 𝑘 ìà¹ìî

⟨𝜉𝑖1...(𝑖𝑞+1)...𝑖𝑘, 𝜉𝑚1...𝑚𝑞...𝑚𝑘
⟩ = ⟨𝜉𝑖1...𝑖𝑞...𝑖𝑘, 𝜉𝑚1...(𝑚𝑞−1)...𝑚𝑘

⟩,

ïðè÷îìó

⟨𝜉𝑖1...𝑖𝑞...𝑖𝑘, 𝜉𝑚1...(𝑚𝑞−1)...𝑚𝑘
⟩ = 0 ïðè 𝑖𝑞 + 1 ̸= 𝑚𝑞.
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Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
∈ 𝒜 i áóäü-ÿêîãî 𝜉𝑖1...𝑖𝑘 ∈ 𝒜𝑒

⟨𝜙(𝜉𝑖1...𝑖𝑘), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩ =

𝑘∑︁
𝑞=1

(𝑖𝑞 + 1)⟨𝜉𝑖1...(𝑖𝑞+1)...𝑖𝑘, 𝜉𝑚1...𝑚𝑞...𝑚𝑘
⟩ =

=
𝑘∑︁
𝑞=1

𝑚𝑞⟨𝜉𝑖1...𝑖𝑞...𝑖𝑘, 𝜉𝑚1...(𝑚𝑞−1)...𝑚𝑘
⟩ = ⟨𝜉𝑖1...𝑖𝑘, 𝜙′(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)⟩.

(á) Äëÿ äîâiëüíèõ 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
∈ 𝒜 i 𝜉𝑖1...𝑖𝑠 ∈ 𝒜𝑒 ìà¹ìî

⟨𝜓𝑞(𝜉𝑖1...𝑖𝑠), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩ = ⟨𝜉𝑖1...𝑖𝑠𝜉𝑞, 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

⟩ =

{︃
⟨𝜉𝑖1...𝑖𝑠, 𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1

⟩ ïðè 𝑚𝑘 = 𝑞,

0 â iíøîìó âèïàäêó,

ùî, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ ⟨𝜉𝑖1...𝑖𝑠, 𝜓′
𝑞(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)⟩. �

Лема 5.2. Im(𝜙) + Im(𝜓0) = 𝒜, а отже, Ker(𝜙′) ∩Ker(𝜓′
0) = {0}.

Доведення. Äîâåäåìî, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
∈ 𝒜 íàëåæèòü

Im(𝜙) + Im(𝜓0). Ñêîðèñòà¹ìîñü iíäóêöi¹þ ïî 𝑚𝑘.

ßêùî𝑚𝑘 = 0, òî 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
= 𝜓0(𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1

) ∈ Im(𝜓0) äëÿ âñiõ𝑚1, . . . ,𝑚𝑘−1.

Íåõàé 𝑝 ≥ 0 i 𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1𝑝 ∈ Im(𝜙) + Im(𝜓0) äëÿ âñiõ 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘−1. Òîäi

𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1𝑝) = 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1
𝜉𝑝) = (𝑝+ 1)𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1(𝑝+1) + 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1

)𝜉𝑝.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1
)𝜉𝑝 ∈ Im(𝜙) + Im(𝜓0). Îòæå,

𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1(𝑝+1) =
1
𝑝+1

(︀
𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1𝑝)− 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1

)𝜉𝑝
)︀
∈ Im(𝜙) + Im(𝜓0),

çâiäêè çà iíäóêöi¹þ îòðèìó¹ìî Im(𝜙) + Im(𝜓0) = 𝒜.
Íåõàé òåïåð 𝑦1 ∈ Ker(𝜙′)∩Ker(𝜓′

0). Çà ëåìîþ 5.1, äëÿ äîâiëüíîãî 𝑦2 ∈ 𝒜𝑒

⟨𝜙(𝑦2), 𝑦1⟩ = ⟨𝑦2, 𝜙′(𝑦1)⟩ = 0, ⟨𝜓0(𝑦2), 𝑦1⟩ = ⟨𝑦2, 𝜓′
0(𝑦1)⟩ = 0,

òîáòî 𝑦1 îðòîãîíàëüíèé äî Im(𝜙) + Im(𝜓0) = 𝒜, à îòæå, 𝑦1 = 0. �

Зауваження 5.7. Очевидно,
∞∑︀
𝑞=0

Im(𝜓𝑞) = 𝒜. Отже, з леми 5.1 ви-

пливає, що
∞⋂︀
𝑞=0

Ker(𝜓′
𝑞) = {0}.
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Äàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî àâòîíîìíi ñèñòåìè

𝑥̇ = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢, 𝑎(0) = 0, (5.19)

äå 𝑎(𝑥) òà 𝑏(𝑥) � àíàëiòè÷íi âåêòîðíi ïîëÿ â äåÿêîìó îêîëi íóëÿ 𝑈(0) ⊂ R𝑛.

Лема 5.3. Нехай 𝒥𝑎,𝑏 є правим iдеалом, що вiдповiдає системi (2.25).

Вiдображення 𝜓𝑞 є 𝒥𝑎,𝑏-iнварiантними, 𝜓𝑞(𝒥𝑎,𝑏) ⊂ 𝒥𝑎,𝑏. Якщо система

автономна, то вiдображення 𝜙 теж є 𝒥𝑎,𝑏-iнварiантним, 𝜙(𝒥𝑎,𝑏) ⊂ 𝒥𝑎,𝑏.

Доведення. Äëÿ âiäîáðàæåíü 𝜓𝑞 ¨õ 𝒥𝑎,𝑏-iíâàðiàíòíiñòü âèïëèâà¹ ç îçíà-
÷åíü. Ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó (5.19). Ìà¹ìî

ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝑅𝑎𝐸(𝑥) =

= −
𝑚∑︀
𝑖=1

ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑖+1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥) +𝑅𝑎 ad

𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥).

(5.20)

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëåìåíò ℓ ∈ ℒ; íåõàé 𝑅𝑐1 = 𝐻(ℓ) i 𝑅𝑐2 = 𝐻(𝜙(ℓ)), äå

𝐻 : ℒ → 𝐿 � ãîìîìîðôiçì âèãëÿäó (2.40). Òîäi ç (5.20) îòðèìó¹ìî

𝑅𝑐1𝑅𝑎𝐸(𝑥) = −𝑅𝑐2𝐸(𝑥) +𝑅𝑎𝑅𝑐1𝐸(𝑥).

Íåõàé 𝑣(ℓ) = 0, òîäi 𝑅𝑐1𝐸(0) = 𝑐1(0) = 0. Îñêiëüêè 𝑅𝑐1𝑅𝑎𝐸(𝑥) = 𝑅𝑐1𝑎(𝑥) =

𝑎𝑥(𝑥)𝑐1(𝑥), îòðèìó¹ìî 𝑅𝑐1𝑅𝑎𝐸(0) = 0. Îñêiëüêè 𝑎(0) = 0, òî àíàëîãi÷íî

𝑅𝑎𝑅𝑐1𝐸(0) = 0. Îòæå, 𝑣(𝜙(ℓ)) = 𝑅𝑐2𝐸(0) = 0. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî â

àâòîíîìíîìó âèïàäêó 𝜙(ℒ𝑎,𝑏) ⊂ ℒ𝑎,𝑏, à îòæå, 𝜙(𝒥𝑎,𝑏) ⊂ 𝒥𝑎,𝑏. �

Наслiдок 5.6. Нехай 𝒥𝑎,𝑏 є правим iдеалом, що вiдповiдає системi

(2.25). Тодi 𝜓′
𝑞 є 𝒥 ⊥

𝑎,𝑏-iнварiантними, тобто 𝜓
′
𝑞(𝒥 ⊥

𝑎,𝑏) ⊂ 𝒥 ⊥
𝑎,𝑏.

Наслiдок 5.7. Нехай 𝒥𝑎,𝑏 є правим iдеалом, що вiдповiдає автономнiй

системi (5.19). Тодi 𝜙′ i 𝜓′
0 є 𝒥 ⊥

𝑎,𝑏-iнварiантними, тобто 𝜙
′(𝒥 ⊥

𝑎,𝑏) ⊂ 𝒥 ⊥
𝑎,𝑏 i

𝜓′
0(𝒥 ⊥

𝑎,𝑏) ⊂ 𝒥 ⊥
𝑎,𝑏.

Зауваження 5.8. Формально наслiдок 5.7 вимагає, щоб система була

автономною. Але можна ослабити цю умову i припустити, що однорiдна

апроксимацiя системи є автономною.
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Лема 5.4. Зафiксуємо 𝜃 > 0 i розглянемо керування 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜃], якi

є неперервними справа при 𝑡 ∈ [0, 𝛿0] для деякого 𝛿0 > 0. Нехай 𝜃𝛿 = 𝜃 − 𝛿

i 𝑢𝛿(𝑡) = 𝑢(𝑡+ 𝛿), 𝑡 ∈ [0, 𝜃𝛿], де 0 < 𝛿 < 𝛿0 < 𝜃. Тодi для будь-якого 𝑧 ∈ 𝒜

𝑑

𝑑𝛿
𝑧(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) = −𝜙′(𝑧)(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)− 𝑢(𝛿)𝜓′

0(𝑧)(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) (5.21)

i, як наслiдок,

𝑑

𝑑𝛿
𝑧(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)|𝛿=+0 = −𝜙′(𝑧)(𝜃, 𝑢)− 𝑢(0)𝜓′

0(𝑧)(𝜃, 𝑢). (5.22)

Доведення. Äîñòàòíüî äîâåñòè òâåðäæåííÿ äëÿ 𝑧 = 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
. Ìà¹ìî

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) =

∫ 𝜃−𝛿
0

∫ 𝜃−𝛿
𝜏𝑘

· · ·
∫ 𝜃−𝛿
𝜏2

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢(𝜏𝑗 + 𝛿)𝑑𝜏1 · · · 𝑑𝜏𝑘 =

=

∫ 𝜃
𝛿

∫ 𝜃
𝜏𝑘

· · ·
∫ 𝜃
𝜏2

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝜏𝑗 − 𝛿)𝑚𝑗𝑢(𝜏𝑗)𝑑𝜏1 · · · 𝑑𝜏𝑘.

Òîäi
𝑑

𝑑𝛿
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) =

= −
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖

∫ 𝜃
𝛿

∫ 𝜃
𝜏𝑘

· · ·
∫ 𝜃
𝜏2

∏︁
𝑗 ̸=𝑖

(𝜏𝑗 − 𝛿)𝑚𝑗(𝜏𝑖 − 𝛿)𝑚𝑖−1
𝑘∏︁
𝑗=1

𝑢(𝜏𝑗)𝑑𝜏1 · · · 𝑑𝜏𝑘−

−(𝜏𝑘 − 𝛿)𝑚𝑘𝑢(𝜏𝑘)

∫ 𝜃
𝜏𝑘

∫ 𝜃
𝜏𝑘−1

· · ·
∫ 𝜃
𝜏2

𝑘−1∏︁
𝑗=1

(𝜏𝑗 − 𝛿)𝑚𝑗𝑢(𝜏𝑗)𝑑𝜏1 · · · 𝑑𝜏𝑘−1

⃒⃒⃒⃒
𝜏𝑘=𝛿

.

Îòæå, ÿêùî 𝑚𝑘 ̸= 0, òî

𝑑

𝑑𝛿
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) = −
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝜉𝑚1...(𝑚𝑖−1)...𝑚𝑘
(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) = −𝜙′(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)),

à ÿêùî 𝑚𝑘 = 0, òî

𝑑

𝑑𝛿
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) = −
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝜉𝑚1...(𝑚𝑖−1)...𝑚𝑘
(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)− 𝑢(𝛿)𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) =

= −𝜙′(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃𝛿, 𝑢𝛿))− 𝑢(𝛿)𝜓′

0(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)),

ùî äîâîäèòü (5.21). Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi, îòðèìó¹ìî (5.22). �
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5.2.2.1 Âèïàäîê àâòîíîìíèõ ñèñòåì

Ðàçîì ç àâòîíîìíîþ ñèñòåìîþ (5.19), ðîçãëÿíåìî однорiдну àâòîíîìíó

ñèñòåìó

𝑥̇ = ̂︀𝑎(𝑥) +̂︀𝑏(𝑥)𝑢, ̂︀𝑎(0) = 0. (5.23)

Ïðèïóñòèìî, ùî â öèõ ñèñòåìàõ âæå çðîáëåíî àïðîêñèìóþ÷i çàìiíè çìií-

íèõ, â ÿêèõ ¨õ ðÿäè íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ ìàþòü âèãëÿä

𝑆𝑎,𝑏 = 𝑑+ 𝜌, 𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏 = ̂︀𝑑,
äå 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛)

T i ̂︀𝑑 = (̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)T � åëåìåíòè âiäïîâiäíèõ ñïðÿæåíèõ

áàçèñiâ âèãëÿäó (3.47), ïðè÷îìó 𝑤𝑖 = ord(𝑑𝑖), 𝑤1 ≤ · · · ≤ 𝑤𝑛, ̂︀𝑤𝑖 = ord(̂︀𝑑𝑖),̂︀𝑤1 ≤ · · · ≤ ̂︀𝑤𝑛, à 𝜌 = (𝜌1, . . . , 𝜌𝑛)
T, äå 𝜌𝑖 ìiñòèòü åëåìåíòè ïîðÿäêó âèùå

𝑤𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Îñêiëüêè ñèñòåìè àâòîíîìíi, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi

ìîæíà ââàæàòè ℓ1 = ̂︀ℓ1 = 𝑑1 = ̂︀𝑑1 = 𝜉0.

Îòæå, ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ øâèäêîäi¨

𝑥̇ = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢(𝑡), 𝑎(0) = 0, 𝑥(0) = 𝑠, 𝑥(𝜃) = 0,

|𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min;
(5.24)

𝑥̇ = ̂︀𝑎(𝑥) +̂︀𝑏(𝑥)𝑢(𝑡), ̂︀𝑎(0) = 0, 𝑥(0) = 𝑠, 𝑥(𝜃) = 0,

|𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min,
(5.25)

çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî ç ðîçâ'ÿçêàìè min-ïðîáëåì ìîìåíòiâ

𝑠𝑖 = 𝑑𝑖(𝜃, 𝑢) + 𝜌𝑖(𝜃, 𝑢), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min; (5.26)

𝑠𝑖 = ̂︀𝑑𝑖(𝜃, 𝑢), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, |𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝜃 → min . (5.27)

Ìè áóäåìî íàçèâàòè вертикальною прямою ìíîæèíó

𝐿 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1 ôiêñîâàíi, 𝑥𝑛 ∈ R}.

Ââåäåìî äèëàòàöiþ ̂︀𝐷𝜀(𝑦) = (𝜀 ̂︀𝑤1𝑦1, . . . , 𝜀
̂︀𝑤𝑛𝑦𝑛)

T.

Теорема 5.4. Припустимо, що задача швидкодiї (5.25) для однорiдної

системи апроксимує задачу швидкодiї (5.24) в кожнiй вiдкритiй областi
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Ω𝛾, 𝛾 ∈ Γ, яка задовольняє умову ̂︀𝐷𝜀(Ω𝛾) = Ω𝛾 для всiх 𝜀 > 0, з одним

i тим самим вiдображенням 𝑄(𝑥) (де Γ може бути скiнченною або не-

скiнченною непорожньою множиною iндексiв). Припустимо, що для всiх

𝑠 ∈
⋃︀
𝛾∈Γ

Ω𝛾 задача швидкодiї (5.25) має єдиний розв’язок (̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠), причо-
му ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) неперервна справа при 𝑡 = 0, тобто iснує ̂︀𝑢*𝑠(0) = lim

𝑡→+0
̂︀𝑢*𝑠(𝑡).

Припустимо, що iснує непорожня вiдкрита пiдмножина Ω′ ⊂
⋃︀
𝛾∈Γ

Ω𝛾, що

задовольняє наступну умову: якщо 𝐿 — вертикальна пряма i перетин

𝑀 = Ω′ ∩ 𝐿 непорожнiй, то функцiя 𝑓(𝑥) = ̂︀𝑢*𝑥(0), 𝑥 ∈𝑀 , не є сталою.

Тодi система (5.23) є однорiдною апроксимацiєю системи (5.19).

Доведення. (a) Íåõàé ̂︀𝑥*(𝑡), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑠 ], ïîçíà÷à¹ îïòèìàëüíó òðà¹êòîðiþ,
ùî âiäïîâiäà¹ îïòèìàëüíîìó êåðóâàííþ ̂︀𝑢*𝑠(𝑡) â çàäà÷i (5.25). Òîäi î÷åâèäíî̂︀𝜃*̂︀𝑥*(𝛿) = ̂︀𝜃*𝑠 − 𝛿 i ̂︀𝑢*̂︀𝑥*(𝛿)(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠(𝑡+ 𝛿), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*̂︀𝑥*(𝛿)], äëÿ 𝛿 ∈ (0, ̂︀𝜃*𝑠). (5.28)
Îñêiëüêè Ω𝛾 âiäêðèòà, äëÿ äîâiëüíîãî 𝑠 ∈ Ω𝛾 äåÿêèé ñåãìåíò îïòèìàëüíî¨

òðà¹êòîði¨, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ â 𝑠, íàëåæèòü Ω𝛾, òîáòî iñíó¹ òàêå 𝛿0 > 0, ùî̂︀𝑥*(𝛿) ∈ Ω𝛾 äëÿ 0 < 𝛿 < 𝛿0 < ̂︀𝜃*𝑠 .
Çà óìîâîþ, âèêîíàíi ñïiââiäíîøåííÿ (5.12), (5.13) ç îçíà÷åííÿ 5.4.

Îñêiëüêè

(𝑄(𝑠))𝑖 = 𝑑𝑖(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠) + 𝜌𝑖(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝑠𝑖 = ̂︀𝑑𝑖(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (5.29)

îòðèìó¹ìî

𝑑𝑖(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠) + 𝜌𝑖(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠) = 𝑄𝑖(̂︀𝑑1(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠), . . . , ̂︀𝑑𝑛(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠)) =
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗 ̂︀𝑑𝑗(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) + 𝑤𝑖∑︁
𝑚=1

𝑝𝑚𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) +𝑅𝑖(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠), (5.30)

äå ìàòðèöÿ {𝛼𝑖𝑗}, ùî äîðiâíþ¹ 𝑄𝑥(0), íåâèðîäæåíà, 𝑝𝑚𝑖 � ïîëiíîìè âiä-

íîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó áåç ëiíiéíèõ ÷ëåíiâ, ord(𝑝𝑚𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)) = 𝑚, i

𝑅𝑖 ∈
∞∑︀

𝑚=𝑤𝑖+1
𝒜𝑚. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî åëåìåíòè {̂︀ℓ𝑖}𝑛𝑖=1

îáðàíî òàê, ùî 𝑄𝑥(0) � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, òîáòî
𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖𝑗 ̂︀𝑑𝑗(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) = ̂︀𝑑𝑖(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠). (5.31)
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Íåõàé 𝜃𝑠 = min{̃︀𝜃𝑠, ̂︀𝜃*𝑠}, òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (5.7), äëÿ äî-
âiëüíîãî 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

îòðèìó¹ìî

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠)− 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠) = 𝑘−1∑︁
𝑝=0

𝜉𝑚𝑝+1...𝑚𝑘
(𝜃𝑠, ̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠)𝜉𝑚1...𝑚𝑝

(𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠).
À îñêiëüêè

𝜉𝑚𝑝+1...𝑚𝑘
(𝜃𝑠, ̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠) = (𝜃𝑠)

𝑚′
𝜉𝑚𝑝+1...𝑚𝑘

(1, ̃︀𝜃𝑠/𝜃𝑠, 𝑢𝑠),
äå 𝑚′ = ord(𝜉𝑚𝑝+1...𝑚𝑘

), 𝑢𝑠(𝑡) = ̃︀𝑢𝑠(𝑡𝜃𝑠), òî, óðàõîâóþ÷è (5.12), îòðèìó¹ìî
|𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠)− 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠)| ≤ 𝑐1(𝜃𝑠)

𝑚

(︃̃︀𝜃𝑠
𝜃𝑠

− 1

)︃
= 𝑜((̂︀𝜃*𝑠)𝑚), (5.32)

äå 𝑚 = ord(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
). Àíàëîãi÷íî

|𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠)− 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝑠, ̂︀𝑢*𝑠)| ≤ 𝑐2(𝜃𝑠)
𝑚

(︃̂︀𝜃*𝑠
𝜃𝑠

− 1

)︃
= 𝑜((̂︀𝜃*𝑠)𝑚). (5.33)

Êðiì òîãî,

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠)− 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝑠, ̂︀𝑢*𝑠) = (𝜃𝑠)
𝑚(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(1, 𝑢𝑠)− 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(1, 𝑢̄𝑠)) =

= (𝜃𝑠)
𝑚

𝑘∑︁
𝑖=1

∫ 1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑘∏︁
𝑝=1

𝜏𝑚𝑝
𝑝

𝑖−1∏︁
𝑗=1

𝑢𝑠(𝜏𝑗)
(︀
𝑢𝑠(𝜏𝑖)− 𝑢̄𝑠(𝜏𝑖)

)︀ 𝑘∏︁
𝑗=𝑖+1

𝑢̄𝑠(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏1,

äå 𝑢𝑠(𝑡) = ̃︀𝑢𝑠(𝑡𝜃𝑠), 𝑢̄𝑠(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠(𝑡𝜃𝑠). Óðàõîâóþ÷è (5.12), (5.13), îòðèìó¹ìî
|𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠)− 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃𝑠, ̂︀𝑢*𝑠)| ≤

≤ (𝜃𝑠)
𝑚

∫ 1
0

|𝑢𝑠(𝑡)− 𝑢̄𝑠(𝑡)|𝑑𝑡 = (𝜃𝑠)
𝑚 1

𝜃𝑠

∫ 𝜃𝑠
0

|̃︀𝑢𝑠(𝑡)− ̂︀𝑢*𝑠(𝑡)|𝑑𝑡 = 𝑜((̂︀𝜃*𝑠)𝑚).
(5.34)

Îñòàòî÷íî, ç (5.32)�(5.34) îòðèìó¹ìî

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠)− 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) = 𝑜((̂︀𝜃*𝑠)𝑚) ïðè 𝑠→ 0, 𝑠 ∈ Ω𝛾.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî 𝑧 ∈ 𝒜𝑚 i äîâiëüíîãî 𝛾 ∈ Γ ìà¹ìî

𝑧(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠) = 𝑧(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) + 𝑜((̂︀𝜃*𝑠)𝑚) ïðè 𝑠→ 0, 𝑠 ∈ Ω𝛾.
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Óðàõîâóþ÷è (2.31), îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîñèòü ìàëîãî 𝑠 ìàþòü ìiñöå îöiíêè

|𝑅𝑖(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠)| ≤ 𝐶 ′′̂︀𝜃*𝑤𝑖+1
𝑠 , |𝜌𝑖(̃︀𝜃𝑠, ̃︀𝑢𝑠)| ≤ 𝐶̃︀𝜃𝑤𝑖+1

𝑠 ≤ 𝐶 ′̂︀𝜃*𝑤𝑖+1
𝑠 . Òîäi ç (5.30), (5.31)

âèïëèâà¹

𝑑𝑖(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) = ̂︀𝑑𝑖(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) + 𝑤𝑖∑︁
𝑚=1

𝑝𝑚𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) + 𝑜((̂︀𝜃*𝑠)𝑤𝑖), (5.35)

ïðè 𝑠→ 0, 𝑠 ∈ Ω𝛾, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Ïîçíà÷èìî

𝑃𝑚𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛) = {︃ ̂︀𝑑𝑖 + 𝑝𝑚𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛), ÿêùî 𝑚 = ̂︀𝑤𝑖,
𝑝𝑚𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛) â iíøîìó âèïàäêó.

(5.36)

Çàôiêñó¹ìî 𝑠 i çàñòîñó¹ìî (5.35) äëÿ 𝑠𝜀 = ̂︀𝐷𝜀(𝑠) ∈ Ω𝛾 çàìiñòü 𝑠. Çà îäíîði-

äíiñòþ, ̂︀𝜃*𝑠𝜀 = 𝜀̂︀𝜃*𝑠 i ̂︀𝑢*𝑠𝜀(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠(𝑡/𝜀), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃*𝑠𝜀]. (5.37)

Îòæå, îòðèìó¹ìî

𝜀𝑤𝑖𝑑𝑖(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) = 𝑤𝑖∑︁
𝑚=1

𝜀𝑚𝑃𝑚𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) + 𝑜(𝜀𝑤𝑖) ïðè 𝜀→ 0,

çâiäêè

𝑃𝑚𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) = 0, 𝑚 ≤ 𝑤𝑖 − 1, (5.38)

𝑑𝑖(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) = 𝑃𝑤𝑖𝑖(
̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)(̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) (5.39)

𝑖 = 1, . . . , 𝑛, äëÿ 𝑠 ∈ Ω𝛾. Óðàõîâóþ÷è (5.29), îòðèìó¹ìî ç (5.38)

𝑃𝑚𝑖(𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) = 0, 𝑚 ≤ 𝑤𝑖 − 1,

äëÿ âñiõ 𝑠 ∈
⋃︀
𝛾∈Γ

Ω𝛾, çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî ïîëiíîìè 𝑃𝑚𝑖 íóëüîâi, 𝑃𝑚𝑖 ≡ 0,

ïðè 𝑚 ≤ 𝑤𝑖 − 1. Çîêðåìà, ç (5.36) âèïëèâà¹ ̂︀𝑤𝑖 ≥ 𝑤𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(á) Òåïåð ðîçãëÿíåìî (5.39) i çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ. Ïðèïóñòèìî, ùî

𝑤𝑗 = · · · = 𝑤𝑗+𝑞 = 𝑐,

𝑤𝑖 < 𝑐 ïðè 𝑖 ≤ 𝑗 − 1 i 𝑤𝑖 > 𝑐 ïðè 𝑖 ≥ 𝑗 + 𝑞 + 1.
(5.40)

Íåõàé 𝑗 = 1 àáî

𝑗 ≥ 2 i ̂︀𝑑𝑖 = 𝑑𝑖 𝑖 = 1, . . . , 𝑗 − 1. (5.41)
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ßê ïîêàçàíî âèùå, ̂︀𝑤𝑖 ≥ 𝑤𝑖 äëÿ âñiõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Îòæå, ÿêùî 𝑗 ≥ 2, òî çà

ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

𝒥 ⊥
𝑎,𝑏 ∩ 𝒜𝑚 = 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏 ∩ 𝒜𝑚, 𝑚 = 1, . . . , 𝑐− 1. (5.42)

Îñêiëüêè ord(𝑃𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)) = 𝑐 i ̂︀𝑤𝑖 ≥ 𝑤𝑖 > 𝑐 ïðè 𝑖 > 𝑗 + 𝑞, îòðè-

ìó¹ìî 𝑃𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛) = 𝑃𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗+𝑞). Äëÿ ñêîðî÷åííÿ òèì÷àñîâî
ïîçíà÷èìî 𝑓𝑗+𝑟 = 𝑃𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗+𝑞).

Îñêiëüêè Ω𝛾 âiäêðèòà, òî ̂︀𝑥*(𝛿) ∈ Ω𝛾 ïðè 0 < 𝛿 < 𝛿0. Îòæå, ðîçãëÿäàþ÷è

(5.39) äëÿ 𝑖 = 𝑗 + 𝑟, 𝑟 = 0, . . . , 𝑞, i äëÿ ̂︀𝑥*(𝛿) çàìiñòü 𝑠, îòðèìó¹ìî
𝑑𝑗+𝑟(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) = 𝑓𝑗+𝑟(𝜃𝛿, 𝑢𝛿), 𝑟 = 0, . . . , 𝑞, 0 < 𝛿 < 𝛿0, (5.43)

äå 𝜃𝛿 = ̂︀𝜃*𝑠 − 𝛿, 𝑢𝛿(𝑡) = ̂︀𝑢*̂︀𝑥*(𝛿)(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠(𝑡 + 𝛿), 𝑡 ∈ [0, 𝜃𝛿]. Îòæå, ç ëåìè 5.4

âèïëèâà¹

𝜙′(𝑑𝑗+𝑟)(𝜃, 𝑢) + 𝑢(0)𝜓′
0(𝑑𝑗+𝑟)(𝜃, 𝑢) = 𝜙′(𝑓𝑗+𝑟)(𝜃, 𝑢) + 𝑢(0)𝜓′

0(𝑓𝑗+𝑟)(𝜃, 𝑢),

(5.44)

äå 𝜃 = ̂︀𝜃*𝑠 , 𝑢 = ̂︀𝑢*𝑠. Çà ïîáóäîâîþ 𝑑𝑗+𝑟 ∈ 𝒥 ⊥
𝑎,𝑏 i 𝑓𝑗+𝑟 ∈ 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏, îòæå, çàñòîñîâóþ÷è

íàñëiäîê 5.7 i âèêîðèñòîâóþ÷è (5.42), ìà¹ìî

𝜙′(𝑑𝑗+𝑟), 𝜓
′
0(𝑑𝑗+𝑟) ∈ 𝒥 ⊥

𝑎,𝑏 ∩ 𝒜𝑐−1 = 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏 ∩ 𝒜𝑐−1,

𝜙′(𝑓𝑗+𝑟), 𝜓
′
0(𝑓𝑗+𝑟) ∈ 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏 ∩ 𝒜𝑐−1,

çâiäêè äëÿ âñiõ 𝑟 = 0, . . . , 𝑞

𝜙′(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟) ∈ 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏 ∩ 𝒜𝑐−1, 𝜓′
0(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟) ∈ 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏 ∩ 𝒜𝑐−1.

Àëå áàçèñ 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏 ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîëiíîìiâ âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó âiä̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛. Çàóâàæèìî, ùî ord(𝑑𝑗+𝑟) = ord(𝑓𝑗+𝑟) = 𝑐 ≤ ̂︀𝑤𝑗. Îòæå, äëÿ äå-

ÿêèõ ïîëiíîìiâ 𝑃1𝑟 i 𝑃2𝑟

𝜙′(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟) = 𝑃1𝑟(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1), 𝜓′
0(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟) = 𝑃2𝑟(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1).

(5.45)

Òîäi ç (5.44) îòðèìó¹ìî

𝑃1𝑟(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1)(𝜃, 𝑢) + 𝑢(0)𝑃2𝑟(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1)(𝜃, 𝑢) = 0,
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äå 𝜃 = ̂︀𝜃*𝑠 , 𝑢 = ̂︀𝑢*𝑠. Òåïåð, çãàäóþ÷è (5.29), îòðèìó¹ìî
𝑃1𝑟(𝑠1, . . . , 𝑠𝑗−1) + 𝑢(0)𝑃2𝑟(𝑠1, . . . , 𝑠𝑗−1) = 0 (5.46)

äëÿ âñiõ 𝑠 ∈
⋃︀
𝛾∈Γ

Ω𝛾, äå 𝑢(0) = ̂︀𝑢*𝑠(0).
Ïðèïóñòèìî, ùî ïîëiíîì 𝑃2𝑟 íåíóëüîâèé. Çàñòîñó¹ìî óìîâó òåîðå-

ìè ùîäî âåðòèêàëüíèõ ïðÿìèõ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Ω′′ = {𝑥 ∈ Ω′ :

𝑃2𝑟(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1) ̸= 0}, ùî íåïîðîæíÿ, îñêiëüêè Ω′ ̸= ∅ ¹ âiäêðèòîþ. Äëÿ

äîâiëüíîãî 𝑥 ∈ Ω′′ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äîðiâíþ¹ 𝑢(𝑥) = −𝑃1𝑟(𝑥1,...,𝑥𝑗−1)
𝑃2𝑟(𝑥1,...,𝑥𝑗−1)

,

îòæå, âîíî çàëåæèòü òiëüêè âiä ïåðøèõ 𝑗 − 1 êîîðäèíàò òî÷êè 𝑥 (äå

𝑗 − 1 ≤ 𝑛 − 1). Òîáòî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ¹ ñòàëèì íà ïåðåòèíi Ω′′ ç

áóäü-ÿêîþ âåðòèêàëüíîþ ïðÿìîþ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè.

Îòæå, ïîëiíîì 𝑃2𝑟 íóëüîâèé, à òîäi 𝑃1𝑟 òåæ íóëüîâèé. Òîäi ç (5.45) âè-

ïëèâà¹, ùî 𝑑𝑗+𝑟−𝑓𝑗+𝑟 ∈ Ker(𝜙′)∩Ker(𝜓′
0). Çà ëåìîþ 5.2 𝑑𝑗+𝑟 = 𝑓𝑗+𝑟, çâiäêè

𝑑𝑗+𝑟 = 𝑃𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗+𝑞), 𝑟 = 0, . . . , 𝑞. (5.47)

ßêùî ̂︀𝑤𝑗+𝑟 > 𝑤𝑗+𝑟 = 𝑐, òî çà îçíà÷åííÿì (5.36) 𝑃𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗+𝑞) =

𝑝𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1) ¹ ïîëiíîìîì âiäíîñíî òàñóþ÷îãî äîáóòêó áåç ëiíiéíèõ

÷ëåíiâ, îòæå, 𝑃𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗+𝑞) ∈ ℒ⊥. Àëå 𝑑𝑗+𝑟 ̸∈ ℒ⊥, ùî ñóïåðå÷èòü

(5.47).

Îòæå, ̂︀𝑤𝑗+𝑟 = 𝑤𝑗+𝑟 = 𝑐 äëÿ âñiõ 𝑟 = 0, . . . , 𝑞. Òîäi ç (5.36) i (5.47)

âèïëèâà¹

𝑑𝑗+𝑟 = ̂︀𝑑𝑗+𝑟 + 𝑝𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1), 𝑟 = 0, . . . , 𝑞. (5.48)

Íàãàäà¹ìî, ùî 𝑝𝑐(𝑗+𝑟) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åëåìåíòiâ ñïðÿæåíîãî áà-

çèñó âèãëÿäó (3.47). Îòæå, ÿêùî 𝑝𝑐(𝑗+𝑟) ìiñòèòü ìîíîì ̂︀𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш ̂︀𝑑ш𝑞𝑗−1

𝑗−1

ç íåíóëüîâèì êîåôiöi¹íòîì, òî 𝑝𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1) íå ¹ îðòîãîíàëüíèì äî

åëåìåíòà ̂︀ℓ𝑞𝑗−1

𝑗−1 · · · ̂︀ℓ𝑞11 , äå îäíîðiäíi åëåìåíòè ̂︀ℓ1, . . . , ̂︀ℓ𝑛 äîïîâíþþòü ℒ̂︀𝑎,̂︀𝑏 äî ℒ.
Àëå ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (5.41) âèïëèâà¹, ùî ̂︀ℓ𝑖 = ℓ𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑗 − 1, äå

îäíîðiäíi åëåìåíòè ℓ1, . . . , ℓ𝑛 äîïîâíþþòü ℒ𝑎,𝑏 äî ℒ. Îòæå, îáèäâà åëåìåíòè
𝑑𝑗+𝑟 i ̂︀𝑑𝑗+𝑟 îðòîãîíàëüíi äî ̂︀ℓ𝑞𝑗−1

𝑗−1 · · · ̂︀ℓ𝑞11 , ùî ñóïåðå÷èòü (5.48). Îòæå, ïîëiíîì
𝑝𝑐(𝑗+𝑟) íóëüîâèé, 𝑝𝑐(𝑗+𝑟)(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1) ≡ 0, çâiäêè

𝑑𝑗+𝑟 = ̂︀𝑑𝑗+𝑟, 𝑟 = 0, . . . , 𝑞.
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Çà iíäóêöi¹þ îòðèìó¹ìî, ùî 𝑑𝑠 = ̂︀𝑑𝑠 äëÿ 𝑠 = 1, . . . , 𝑛. Öå îçíà÷à¹, ùî

𝒥 ⊥
𝑎,𝑏 = 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏, çâiäêè âèïëèâà¹ 𝒥𝑎,𝑏 = 𝒥̂︀𝑎,̂︀𝑏. �

Íàãàäà¹ìî, ùî çà óìîâîþ òåîðåìè 5.4 êåðóâàííÿ ̂︀𝑢*𝑠 ¹ îïòèìàëüíèìè
çà øâèäêîäi¹þ. Àëå îïòèìàëüíiñòü íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó äîâåäåííi. Âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ ëèøå òàêi äâi âëàñòèâîñòi êåðóâàíü ̂︀𝑢*𝑠 i 𝑢*𝑥0: âèìîãà (5.37),

ùî îçíà÷à¹ îäíîðiäíiñòü, i âëàñòèâiñòü (5.28), ïîâ'ÿçàíà ç àâòîíîìíiñòþ ñè-

ñòåìè. Ìîæíà óçàãàëüíèòè òåîðåìó, ïðèïóñêàþ÷è, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè

𝑠 ∈ Ω âèáèðà¹òüñÿ êåðóâàííÿ ̂︀𝑢*𝑠, ÿêå ïåðåâîäèòü òî÷êó 𝑠 äî íóëÿ â ñèëó ñè-
ñòåìè (5.23), çàäîâîëüíÿ¹ (5.37), (5.28), óìîâó òåîðåìè ùîäî âåðòèêàëüíèõ

ïðÿìèõ i ¹ áëèçüêèì äî êåðóâàííÿ, ùî ïåðåâîäèòü òî÷êó 𝑄(𝑠) äî íóëÿ â

ñèëó ñèñòåìè (5.19), � òàê, ùîá âèêîíóâàëîñü (5.35). Òîäi ìîæíà ïîâòîðèòè

äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4 i îòðèìàòè, ùî âêàçàíi äâi ñèñòåìè ìàþòü îäèí i òîé

ñàìèé ïðàâèé iäåàë.

Óìîâó ùîäî âåðòèêàëüíèõ ïðÿìèõ ç òåîðåìè 5.4, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ

äëÿ îòðèìàííÿ ðiâíîñòi 𝑃1𝑟 = 𝑃2𝑟 = 0 ç (5.46), ìîæíà çàìiíèòè äåùî ií-

øèìè âèìîãàìè. Íàïðèêëàä, ìîæíà âèìàãàòè, ùîá iñíóâàëî ÷èñëî 𝛼 ∈ R i

äâi âiäêðèòèõ ìíîæèíè 𝑀1,𝑀2 ⊂
⋃︀
𝛾∈Γ

Ω𝛾, äëÿ ÿêèõ ̂︀𝑢*𝑠(0) = 𝛼 ïðè 𝑠 ∈ 𝑀1 î︀𝑢*𝑠(0) ̸= 𝛼 ïðè 𝑠 ∈𝑀2.

5.2.2.2 Çàãàëüíèé âèïàäîê

Òåïåð, ðàçîì iç ñèñòåìîþ çàãàëüíîãî âèãëÿäó (2.25) ðîçãëÿíåìî однорi-

дну íåàâòîíîìíó ñèñòåìó (2.53). Íåõàé 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛 i ̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛 âèçíà÷àþòüñÿ
òàê ñàìî, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ïiäïóíêòi, i ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ øâèäêîäi¨ (5.10),

(5.11) çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî ç ðîçâ'ÿçêàìè min-ïðîáëåì ìîìåíòiâ (5.26),

(5.27).

Лема 5.5. Зафiксуємо 𝜃 > 0, функцiї 𝑣(𝑡) i 𝑤(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜃], i розглянемо

таке сiмейство керувань:

𝑣𝛿(𝑡) =

{︃
𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝛿)

𝑤(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛿, 𝜃],
0 < 𝛿 < 𝛿0 < 𝜃,
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де ми вважаємо, що 𝑣(𝑡) i 𝑤(𝑡) неперервнi на iнтервалi (0, 𝛿0). Нехай

𝑧 ∈ 𝒜 i

𝑞0 = min{𝑞 : 𝜓′
𝑞(𝑧) ̸= 0}.

Тодi
𝑑

𝑑𝛿
𝑧(𝜃, 𝑣𝛿) = 𝛿𝑞0(𝑣(𝛿)− 𝑤(𝛿))𝜓′

𝑞0
(𝑧)(𝜃, 𝑤) + 𝑜(𝛿𝑞0).

Доведення. Âèêîðèñòà¹ìî ïîçíà÷åííÿ (5.7). ßêùî 𝑘 = 1, òî

𝑑

𝑑𝛿
𝜉𝑚1

(𝜃, 𝑣𝛿) =
𝑑

𝑑𝛿
(𝜉𝑚1

(𝛿, 𝑣) + 𝜉𝑚1
(𝛿, 𝜃, 𝑤)) = 𝛿𝑚1𝑣(𝛿)− 𝛿𝑚1𝑤(𝛿).

Äëÿ 𝑘 ≥ 2 ìà¹ìî

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑣𝛿)=𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝛿, 𝑣)+
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝜉𝑚𝑖+1...𝑚𝑘
(𝛿, 𝑣)𝜉𝑚1···𝑚𝑖

(𝛿, 𝜃, 𝑤)+𝜉𝑚1···𝑚𝑘
(𝛿, 𝜃, 𝑤).

Çàóâàæèìî, ùî

𝑑

𝑑𝛿
𝜉𝑚𝑖+1...𝑚𝑘

(𝛿, 𝑣) = 𝑣(𝛿)𝛿𝑚𝑖+1𝜉𝑚𝑖+2...𝑚𝑘
(𝛿, 𝑣),

𝑑

𝑑𝛿
𝜉𝑚1···𝑚𝑖

(𝛿, 𝜃, 𝑤) = −𝑤(𝛿)𝛿𝑚𝑖𝜉𝑚1...𝑚𝑖−1
(𝛿, 𝜃, 𝑤).

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî

𝜉𝑚𝑖+1...𝑚𝑘
(𝛿, 𝑣) = 𝑜(𝛿𝑚𝑘), 𝑖 ≤ 𝑘 − 1,

𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1
(𝛿, 𝜃, 𝑤) = 𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1

(𝜃, 𝑤) + 𝑜(1), 𝑘 ≥ 2.

Òîäi
𝑑

𝑑𝛿
(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑣𝛿)) =

= 𝑣(𝛿) 𝛿𝑚1𝜉𝑚2...𝑚𝑘
(𝛿, 𝑣)⏟  ⏞  

= 𝑜(𝛿𝑚𝑘 )

+
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑣(𝛿)𝛿𝑚𝑖+1𝜉𝑚𝑖+2...𝑚𝑘
(𝛿, 𝑣)𝜉𝑚1···𝑚𝑖

(𝛿, 𝜃, 𝑤)⏟  ⏞  
= 𝑜(𝛿𝑚𝑘 ) крiм 𝑖=𝑘−1

−

−
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝜉𝑚𝑖+1...𝑚𝑘
(𝛿, 𝑣)𝑤(𝛿)𝛿𝑚𝑖𝜉𝑚1...𝑚𝑖−1

(𝛿, 𝜃, 𝑤)⏟  ⏞  
= 𝑜(𝛿𝑚𝑘 )

−𝑤(𝛿)𝛿𝑚𝑘𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1
(𝛿, 𝜃, 𝑤) =

= 𝑣(𝛿)𝛿𝑚𝑘𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1
(𝜃, 𝑤)− 𝑤(𝛿)𝛿𝑚𝑘𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1

(𝜃, 𝑤) + 𝑜(𝛿𝑚𝑘),

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. �
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Означення 5.5. Ми кажемо, що множина функцiй 𝑉 ⊂ 𝐿∞[0, 1] то-

тальна для однорiдної системи (2.53), якщо

int{ ̂︀𝐷𝜀(𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏(1, 𝑢)) : 𝑢 ∈ 𝑉, 𝜀 > 0} ≠ ∅.

Íåõàé ìíîæèíà Ω ⊂ R𝑛∖{0}, 0 ∈ Ω ¹ òàêîþ, ùî ̂︀𝐷𝜀(Ω) = Ω, 𝜀 > 0,

ïðè÷îìó çàäà÷à (5.27) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (̂︀𝜃*𝑠 , ̂︀𝑢*𝑠) äëÿ âñiõ 𝑠 ∈ Ω. Ââåäåìî

ïîçíà÷åííÿ

𝑉̂︀𝑎,̂︀𝑏(Ω) = {̂︀𝑢*𝑠(𝑡̂︀𝜃*𝑠) : 𝑠 ∈ Ω} ⊂ 𝐿∞[0, 1].

Лема 5.6. Нехай (2.53) — однорiдна система i ̂︀𝑑𝑖 — елементи вiд-

повiдного спряженого базису. Нехай 𝑃 (̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛) — однорiдний полiном

вiдносно тасуючого добутку i 𝑃 (̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)(1, 𝑢) = 0 для всiх 𝑢 ∈ 𝑉 , де

𝑉 ⊂ 𝑉̂︀𝑎,̂︀𝑏(Ω) є тотальною множиною. Тодi 𝑃 нульовий, тобто 𝑃 ≡ 0.

Доведення. Îñêiëüêè 𝑉 ⊂ 𝑉̂︀𝑎,̂︀𝑏(Ω), òî äëÿ êîæíîãî 𝑢 ∈ 𝑉 iñíó¹ òàêå

𝑠 ∈ Ω, ùî 𝑢(𝑡) = ̂︀𝑢*𝑠(𝑡̂︀𝜃*𝑠). Òîäi 𝑠𝑖 = (̂︀𝜃*𝑠) ̂︀𝑤𝑖 ̂︀𝑑𝑖(1, 𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Íåõàé

𝑃 (̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛) = ∑︁
̂︀𝑤1𝑞1+···+ ̂︀𝑤𝑛𝑞𝑛=𝑚

𝛼𝑞1...𝑞𝑛
̂︀𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш ̂︀𝑑ш𝑞𝑛𝑛 ,

òîäi

𝑃 (̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛)(1, 𝑢) = (̂︀𝜃*𝑠)−𝑚 ∑︁
̂︀𝑤1𝑞1+···+ ̂︀𝑤𝑛𝑞𝑛=𝑚

𝛼𝑞1...𝑞𝑛𝑠
𝑞1
1 · · · 𝑠𝑞𝑛𝑛 .

Îòæå,

𝑃 (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) =
∑︁

̂︀𝑤1𝑞1+···+ ̂︀𝑤𝑛𝑞𝑛=𝑚

𝛼𝑞1...𝑞𝑛𝑠
𝑞1
1 · · · 𝑠𝑞𝑛𝑛 = 0

äëÿ âñiõ 𝑠, äëÿ ÿêèõ ̂︀𝑢*𝑠(𝑡̂︀𝜃*𝑠) ∈ 𝑉 , òîáòî äëÿ âñiõ 𝑠 = ̂︀𝐷𝜀(̂︀𝑑(1, 𝑢)), 𝑢 ∈ 𝑉 ,

𝜀 > 0. Îñêiëüêè 𝑉 òîòàëüíà, çà ïðèïóùåííÿì ëåìè ïîëiíîì 𝑃 (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛)

âiä 𝑛 çìiííèõ äîðiâíþ¹ íóëþ íà ìíîæèíi ç íåïîðîæíüîþ âíóòðiøíiñòþ,

òîáòî öåé ïîëiíîì íóëüîâèé, 𝑃 ≡ 0. �

Означення 5.6. Ми кажемо, що множина функцiй 𝑉 ⊂ 𝐿∞[0, 1]

субтотальна для однорiдної системи (2.53), якщо проекцiя множини

{ ̂︀𝐷𝜀(𝑆̂︀𝑎,̂︀𝑏(1, 𝑢)) : 𝑢 ∈ 𝑉, 𝜀 > 0} на пiдпростiр 𝑃 = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥𝑛 = 0}
має непорожню вiдносну внутрiшнiсть (в R𝑛−1).
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Äëÿ ñóáòîòàëüíèõ ìíîæèí îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê ëåìè 5.6.

Наслiдок 5.8. Нехай (2.53) — однорiдна система i ̂︀𝑑𝑖 — елементи вiд-

повiдного спряженого базису. Нехай 𝑃 (̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛−1) — однорiдний полiном

вiдносно тасуючого добутку i 𝑃 (̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑛−1)(1, 𝑤) = 0 для всiх 𝑤 ∈ 𝑊 , де

𝑊 ⊂ 𝑉̂︀𝑎,̂︀𝑏(Ω) є субтотальною множиною. Тодi 𝑃 нульовий, тобто 𝑃 ≡ 0.

Теорема 5.5. Припустимо, що задача швидкодiї (5.11) для однорiдної

системи апроксимує задачу швидкодiї (5.10) в областi Ω, яка задовольняє

умову ̂︀𝐷𝜀(Ω) = Ω, 𝜀 > 0. Нехай iснують два числа 𝛼1 ̸= 𝛼2 i двi множини

𝑉,𝑊 ⊂ 𝑉̂︀𝑎,̂︀𝑏(Ω), для яких

(i) довiльна функцiя 𝑤(𝑡) ∈ 𝑊 є неперервною на 𝑡 ∈ [0, 𝜀1] для деякого

𝜀1 > 0 i 𝑤(0) = 𝛼1;

(ii) для довiльної 𝑤(𝑡) ∈ 𝑊 iснує 𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝛿], яка є неперервною на

𝑡 ∈ [𝛿 − 𝜀2, 𝛿] для деякого 𝜀2 > 0, причому 𝑣(𝛿) = 𝛼2 i 𝑣𝛿(𝑡) ∈ 𝑉 , де

𝑣𝛿(𝑡) =

{︃
𝑣(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝛿)

𝑤( 𝑡−𝛿1−𝛿), 𝑡 ∈ [𝛿, 1];

(iii) множина 𝑉 є тотальною, а множина 𝑊 є субтотальною.

Тодi система (2.53) є однорiдною апроксимацiєю системи (2.25).

Доведення. Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4.

Ïîâòîðþþ÷è ÷àñòèíó (a) ç î÷åâèäíèìè çìiíàìè, îòðèìó¹ìî, ùî ̂︀𝑤𝑖 ≥ 𝑤𝑖 i

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi (5.39) äëÿ âñiõ 𝑢 = ̂︀𝑢*𝑠 ∈ 𝑉 . Çàñòîñîâóþ÷è iíäóêöiþ,

ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ (5.40) i (5.41), çâiäêè âèïëèâà¹ (5.42).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå 𝑤 ∈ 𝑊 i ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâî êåðóâàíü 𝑢𝛿(𝑡) ∈ 𝑉 .

Òîäi àíàëîãi÷íî (5.43) îòðèìó¹ìî

𝑑𝑗+𝑟(1, 𝑣𝛿) = 𝑓𝑗+𝑟(1, 𝑣𝛿), 𝑟 = 0, . . . , 𝑞, 0 < 𝛿 < 𝛿0. (5.49)

Ñêîðèñòà¹ìîñü iíäóêöi¹þ. Íåõàé 𝑖 = 0 àáî 𝑖 ≥ 1 i

𝜓′
𝑝(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟) = 0, 𝑝 = 0, . . . , 𝑖− 1.
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Òîäi çà ëåìîþ 5.5

(𝛼2 − 𝛼1)𝛿
𝑖𝜓′

𝑖(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟)(1, 𝑤) + 𝑜(𝛿𝑖) = 0, 0 < 𝛿 ≤ 𝛿0,

îòæå,

𝜓′
𝑖(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟)(1, 𝑤) = 0. (5.50)

Çà ïîáóäîâîþ 𝑑𝑗+𝑟 ∈ 𝒥 ⊥
𝑎,𝑏 i 𝑓𝑗+𝑟 ∈ 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏. Îòæå, ç (5.42) i íàñëiäêó 5.6 îòðè-

ìó¹ìî

𝜓′
𝑖(𝑑𝑗+𝑖 − 𝑓𝑗+𝑖) ∈ 𝒥 ⊥̂︀𝑎,̂︀𝑏 ∩ 𝒜𝑐−1,

à îòæå, äëÿ äåÿêîãî ïîëiíîìà 𝑃𝑖

𝜓′
𝑖(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟) = 𝑃𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1).

Òîäi ç (5.50) âèïëèâà¹

𝑃𝑖(̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑗−1)(1, 𝑤) = 0

äëÿ âñiõ 𝑤 ∈ 𝑊 , äå 𝑗 − 1 ≤ 𝑛 − 1. Íàãàäà¹ìî, ùî 𝑤 ìîæå áóòè äîâiëüíèì

åëåìåíòîì ñóáòîòàëüíî¨ ìíîæèíè 𝑊 , à îòæå, ç íàñëiäêó 5.8 âèïëèâà¹, ùî

ïîëiíîì 𝑃𝑖 íóëüîâèé, 𝑃𝑖 ≡ 0, çâiäêè îòðèìó¹ìî 𝜓′
𝑖(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟) = 0.

Çà iíäóêöi¹þ,

𝜓′
𝑖(𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟) = 0, 𝑖 ≥ 0.

Îòæå, 𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟 ∈
∞⋂︀
𝑖=0

Ker(𝜓′
𝑖). Óðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 5.7, îòðèìó¹ìî

𝑑𝑗+𝑟 − 𝑓𝑗+𝑟 = 0, 𝑟 = 0, . . . , 𝑞.

Ðåøòà äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ ïóíêòó (á) òåîðåìè 5.4. �

Çàçíà÷èìî, ùî âèìîãà (ii) òåîðåìè 5.5 âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî

äëÿ ìíîæèíè íåíóëüîâî¨ ìiðè îïòèìàëüíi êåðóâàííÿ ìàþòü ïåðåìèêàííÿ, à

êåðóâàííÿ, ó ÿêèõ ïåðåìèêàíü íà îäíå ìåíøå, ¹ îïòèìàëüíèìè äëÿ ñèñòåìè,

ùî âêëþ÷à¹ ïåðøi 𝑛−1 êîîðäèíàò âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Çîêðåìà, öå ìà¹ ìiñöå

äëÿ ëiíiéíèõ (îäíîðiäíèõ) ñèñòåì.
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5.3 Зв’язок мiж алгебрами iтерованих iнтегралiв i

нелiнiйних степеневих моментiв i задача реалiзовностi

Ç ðåçóëüòàòiâ, âèêëàäåíèõ âèùå, âèïëèâà¹, ùî ñòðóêòóðè, ÿêi ïîðîäæó¹

ëiíiéíà àáî àôiííà çà êåðóâàííÿì ñèñòåìà â àëãåáði ℱ àáî 𝒜 âiäïîâiäíî,

ñõîæi. Î÷åâèäíî, öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ìiæ öèìè êëàñàìè ñèñòåì ¹ òi-

ñíèé çâ'ÿçîê: ëiíiéíà ñèñòåìà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì àôiííî¨; ç iíøîãî áîêó,

àôiííà ñèñòåìà ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòà ÿê ëiíiéíà ç äîäàòêîâèì êåðóâàííÿì,

ùî äîðiâíþ¹ 1. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè îïèñó¹ìî öåé çâ'ÿçîê â àëãåáðà¨÷íèõ

òåðìiíàõ; öå äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè óìîâè ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïå-

íåâèõ ìîìåíòiâ ÿê íàñëiäîê óìîâ ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ.

Ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíî ó ðîáîòi [128].

5.3.1 Çâ'ÿçîê ìiæ àëãåáðàìè iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i íåëiíiéíèõ ñòåïå-

íåâèõ ìîìåíòiâ

Ðîçãëÿíåìî òðà¹êòîði¨ àâòîíîìíî¨ ñèñòåìè (5.19), ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ â òî-

÷öi 𝑥(0) = 𝑥0 ç äåÿêîãî îêîëó íóëÿ, à çàêií÷óþòüñÿ â íóëi, 𝑥(𝜃) = 0. Ó öüîìó

ðîçäiëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêå ïîçíà÷åííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî

îïåðàòîðà, ùî âiäïîâiäà¹ âåêòîðíîìó ïîëþ 𝑣(𝑥):

𝐿𝑣𝜑(𝑥) = 𝜑𝑥(𝑥)𝑣(𝑥),

äå 𝜑(𝑥) � äîâiëüíà âåêòîð-ôóíêöiÿ (äëÿ òîãî, ùîá ñïðîñòèòè ïîðiâíÿííÿ ç

ôîðìóëàìè, â ÿêi âõîäÿòü îïåðàòîðè 𝑅𝑣).

Ïîçíà÷èìî 𝑢0(𝑡) ≡ 1, 𝑢1(𝑡) = 𝑢(𝑡), òîäi ñèñòåìà íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑥̇ = 𝑎(𝑥)𝑢0 + 𝑏(𝑥)𝑢1, 𝑎(0) = 0, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0.

Çàìiíèìî ÷àñ i ââåäåìî çìiííi 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝜃 − 𝑡), òîäi 𝑦(0) = 𝑥(𝜃) = 0, 𝑦(𝜃) =

𝑥(0) = 𝑥0. Òîäi çà òåîðåìîþ 1.3

𝑥(0) =
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑘∈{0,1}

(−1)𝑘𝑐′𝑖1...𝑖𝑘

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1, (5.51)
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äå 𝑐′𝑖1...𝑖𝑘 = 𝐿𝑖1 · · ·𝐿𝑖𝑘𝐸(0), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {0, 1}, i âèêîðèñòàíi ïîçíà÷åííÿ

𝐿0𝜑(𝑥) = 𝐿𝑎𝜑(𝑥) = 𝜑𝑥(𝑥)𝑎(𝑥), 𝐿1𝜑(𝑥) = 𝐿𝑏𝜑(𝑥) = 𝜑𝑥(𝑥)𝑏(𝑥). (5.52)

Öå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíà àëãåáðà ℱ ïîðîäæó¹òüñÿ двома åëåìåíòàìè (ëi-

òåðàìè), ÿêi ìè ïîçíà÷à¹ìî 𝜂0 òà 𝜂1 (âîíè âiäïîâiäàþòü iòåðîâàíèì iíòå-

ãðàëàì 𝜂0(𝜃, 𝑢) =
∫𝜃
0 𝑢0(𝑡)𝑑𝑡 i 𝜂1(𝜃, 𝑢) =

∫𝜃
0 𝑢1(𝑡)𝑑𝑡).

Òåïåð óðàõó¹ìî, ùî íóëü ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè (5.19), òîáòî

𝑎(0) = 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî 𝐿𝑎𝜑(0) = 𝜑𝑥(0)𝑎(0) = 0 äëÿ áóäü-ÿêî¨ äiéñíî-

àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ 𝜑(𝑥), à îòæå,

𝑐′0𝑖1...𝑖𝑚 = 0 äëÿ âñiõ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 ∈ {0, 1}, 𝑚 ≥ 0.

Òîáòî çîáðàæåííÿ (5.51) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ

ℱ ′ = Lin{𝜂1𝑖1...𝑖𝑚 : 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚 ∈ {0, 1},𝑚 ≥ 0} ⊂ ℱ ,

îïåðàöiÿ â ÿêié óñïàäêîâó¹òüñÿ âiä ℱ . Çàóâàæèìî, ùî ℱ ′ ¹ âiëüíîþ àëãå-

áðîþ, ùî ïîðîäæåíà ïîñëiäîâíiñòþ åëåìåíòiâ {𝜂1𝜂𝑚0 : 𝑚 ≥ 0}.
Ó öüîìó ðîçäiëi íàì çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ℒℱ äëÿ âiëüíî¨

ïiäàëãåáðè Ëi, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ {𝜂0, 𝜂1}. Íåõàé ℒℱ ′ ïîçíà÷à¹

âiëüíó ïiäàëãåáðó Ëi, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ {𝜂1𝜂𝑚0 : 𝑚 ≥ 0}. Çà-
óâàæèìî, ùî àëãåáðà Ëi ℒℱ ′ íå ¹ ïiäàëãåáðîþ ℒℱ : íàïðèêëàä, [𝜂1, 𝜂1𝜂0] =

𝜂21𝜂0 − 𝜂1𝜂0𝜂1 = 𝜂1[𝜂1, 𝜂0] ̸∈ ℒℱ .

Åëåìåíòè 𝜂1𝜂𝑚0 âiäïîâiäàþòü â àëãåáði ℱ 𝜃 iòåðîâàíèì iíòåãðàëàì

𝜂1𝜂
𝑚
0 (𝜃, 𝑢) =

𝜃∫
0

𝜏1∫
0

· · ·
𝜏𝑚∫
0

𝑢1(𝜏1)𝑢0(𝜏2) · · ·𝑢0(𝜏𝑚)𝑑𝜏𝑚+1 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

=

𝜃∫
0

𝜏1∫
0

· · ·
𝜏𝑚∫
0

𝑢(𝜏1)𝑑𝜏𝑚+1 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =
1

𝑚!

𝜃∫
0

𝜏𝑚𝑢(𝜏)𝑑𝜏,

òîáòî âîíè çáiãàþòüñÿ çi ñòåïåíåâèìè ìîìåíòàìè 1
𝑚!𝜉𝑚(𝜃, 𝑢). Òîìó ïðèðîäíî

iäåíòèôiêóâàòè 𝜂1𝜂𝑚0 i 1
𝑚!𝜉𝑚.

Çàãàëîì, áóäåìî iäåíòèôiêóâàòè åëåìåíòè ç àëãåáð ℱ ′ i 𝒜, ùî âiäïîâiä-
àþòü îäíîìó é òîìó ñàìîìó iíòåãðàëó; òàêà ái¹êöiÿ ìiæ ïîðîäæóâàëüíèìè
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åëåìåíòàìè àëãåáð 𝒜 i ℱ ′ âèçíà÷à¹ ái¹êöiþ ìiæ ñàìèìè àëãåáðàìè (ÿê ìíî-

æèíàìè). Ïiäêðåñëèìî, ùî öÿ ái¹êöiÿ íå ¹ içîìîðôiçìîì àëãåáð.

Âèðàçèìî àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ â 𝒜 ÷åðåç àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ â ℱ ′.

Ó öüîìó ïóíêòi áóäåìî ïîçíà÷àòè àëãåáðà¨÷íó îïåðàöiþ â 𝒜 ïîçíà÷êîþ ·,
ùîá âiäðiçíÿòè ¨¨ âiä îïåðàöi¨ â ℱ ′ (äëÿ ÿêî¨ ïîçíà÷êó îïóñêà¹ìî).

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âiäïîâiäíiñòü ìiæ iòåðîâàíèìè iíòåãðàëàìè i ñòå-

ïåíåâèìè ìîìåíòàìè. Ìà¹ìî:

𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) =

∫ 𝜃
0

𝜏𝑚1
1 𝑢(𝜏1)𝜉𝑚2...𝑚𝑘

(𝜏1, 𝑢)𝑑𝜏1 =

= 𝑚1!

∫ 𝜃
0

𝑢(𝜏1)𝜂
𝑚1
0 (𝜏1, 𝑢)𝜉𝑚2...𝑚𝑘

(𝜏1, 𝑢)𝑑𝜏1 =

= 𝑚1!

∫ 𝜃
0

𝑢(𝜏1)(𝜂
𝑚1
0 ш 𝜉𝑚2...𝑚𝑘

)(𝜏1, 𝑢)𝑑𝜏1 = 𝑚1!𝜂1(𝜂
𝑚1
0 ш 𝜉𝑚2...𝑚𝑘

)(𝜃, 𝑢),

îòæå,

𝜉𝑚1
· . . . · 𝜉𝑚𝑘

= 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
= 𝑚1!𝜂1(𝜂

𝑚1
0 ш 𝜉𝑚2...𝑚𝑘

).

Ïðîäîâæóþ÷è çà iíäóêöi¹þ, îòðèìó¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Лема 5.7. Для всiх 𝑘 ≥ 1 i 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0

𝜉𝑚1
· . . . · 𝜉𝑚𝑘

= 𝑚1! . . .𝑚𝑘!𝜂1

(︃
𝜂𝑚1
0 ш 𝜂1

(︂
𝜂𝑚2
0 ш 𝜂1(· · · (𝜂𝑚𝑘−1

0 ш 𝜂1𝜂
𝑚𝑘
0 ) · · · )

)︂)︃
;

(5.53)

тут i далi в записах ми вважаємо, що алгебраїчна операцiя в ℱ має бiль-

ший прiоритет, нiж тасуючий добуток.

Öÿ ëåìà äîçâîëÿ¹ âèðàçèòè åëåìåíòè 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
= 𝜉𝑚1

· . . . · 𝜉𝑚𝑘
ÿê ëiíiéíi

êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ ℱ ′. Íàïðèêëàä,

𝜉00 = 𝜂1𝜂1 = 𝜂11, 𝜉10 = 𝜂1(𝜂0ш 𝜂1) = 𝜂1(𝜂01 + 𝜂10) = 𝜂101 + 𝜂110,

𝜉110 = 𝜂1(𝜂0ш 𝜂1(𝜂0ш 𝜂1)) = 𝜂1(𝜂0ш(𝜂101 + 𝜂110)) =

= 𝜂10101 + 2𝜂11001 + 2𝜂11010 + 𝜂10110 + 2𝜂11100.

Ââåäåìî â ℱ ′ ñêàëÿðíèé äîáóòîê, óñïàäêîâàíèé âiä ℱ .
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Лема 5.8. Послiдовнiсть 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
∈ ℱ ′ є бiортогональною до послiдов-

ностi

𝜒𝑛1...𝑛𝑝 =
(−1)𝑛2+···+𝑛𝑝

𝑛1! . . . 𝑛𝑝!
𝜂1𝜂

𝑛1
0 ad𝑛2𝜂0𝜂1 · · · ad

𝑛𝑝
𝜂0
𝜂1,

тобто

⟨︀
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

, 𝜒𝑛1...𝑛𝑝
⟩︀
=

{︃
1 при 𝑝 = 𝑘, 𝑚1 = 𝑛1, . . . ,𝑚𝑘 = 𝑛𝑘,

0 в iншому випадку.

Доведення. Òðåáà äîâåñòè, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê⟨
𝜂1

(︃
𝜂𝑚1
0 ш 𝜂1

(︂
𝜂𝑚2
0 ш 𝜂1(· · · (𝜂𝑚𝑘−1

0 ш 𝜂1𝜂
𝑚𝑘
0 ) · · · )

)︂)︃
, 𝜂1𝜂

𝑛1
0 ad𝑛2𝜂0𝜂1 · · · ad

𝑛𝑝
𝜂0
𝜂1

⟩
(5.54)

äîðiâíþ¹ (−1)𝑛2+···+𝑛𝑝, ÿêùî 𝑝 = 𝑘 i 𝑚1 = 𝑛1, . . . ,𝑚𝑘 = 𝑛𝑘, i äîðiâíþ¹ 0 â

iíøîìó âèïàäêó. Îñêiëüêè âñi äîäàíêè ïåðøîãî ìíîæíèêà ìiñòÿòü 𝑘 ëiòåð

𝜂0, à âñi äîäàíêè äðóãîãî ìíîæíèêà ìiñòÿòü 𝑝 ëiòåð 𝜂0, òî î÷åâèäíî, ùî ïðè

𝑝 ̸= 𝑘 âêàçàíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íåõàé 𝑝 = 𝑘. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ ïî 𝑘. Ïðè 𝑘 = 1 ìà¹ìî:

⟨𝜂1𝜂𝑚1
0 , 𝜂1𝜂

𝑛1
0 ⟩ = 1

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 𝑛1 = 𝑚1.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî 𝑘 = 𝑝 ≥ 1 óñi ñêàëÿðíi äîáóòêè âèãëÿäó

(5.54) äîðiâíþþòü (−1)𝑛2+···+𝑛𝑘 , ÿêùî𝑚1 = 𝑛1, . . . ,𝑚𝑘 = 𝑛𝑘, i äîðiâíþþòü 0

â iíøîìó âèïàäêó. Íåõàé𝑚1, . . . ,𝑚𝑘+1, 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘+1 � íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà.

Ïîçíà÷èìî

𝜔 = 𝜂𝑚3
0 ш 𝜂1(· · · (𝜂𝑚𝑘

0 ш 𝜂1𝜂
𝑚𝑘+1

0 ) · · · ), 𝜎 = ad𝑛3𝜂0𝜂1 · · · ad
𝑛𝑘+1
𝜂0

𝜂1

i ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê

𝛾 =
⟨︀
𝜂1(𝜂

𝑚1
0 ш 𝜂1(𝜂

𝑚2
0 ш 𝜂1𝜔)(, 𝜂1𝜂

𝑛1
0 ad𝑛2𝜂0𝜂1 𝜎

⟩︀
=

=
⟨︀
𝜂𝑚1
0 ш 𝜂1(𝜂

𝑚2
0 ш 𝜂1 𝜔), 𝜂

𝑛1
0 ad𝑛2𝜂0𝜂1 𝜎

⟩︀
.
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Î÷åâèäíî, ïðè 𝑚1 < 𝑛1 âií äîðiâíþ¹ íóëþ (òîìó ùî äîäàíêè äðóãîãî ìíî-

æíèêà ïî÷èíàþòüñÿ щонайменше ç 𝑛1 ëiòåð 𝜂0, à äîäàíêè ïåðøîãî ìíî-

æíèêà ïî÷èíàþòüñÿ щонайбiльше ç 𝑚1 ëiòåð 𝜂0. Íåõàé 𝑚1 ≥ 𝑛1, òîäi

𝛾 =
⟨︀
𝜂𝑚1−𝑛1
0 ш 𝜂1(𝜂

𝑚2
0 ш 𝜂1 𝜔), ad

𝑛2
𝜂0
𝜂1 𝜎

⟩︀
.

Òåïåð çàñòîñó¹ìî ëåìó 3.2 ç 𝑠 = 𝑛2 + 1 = ord(ad𝑛2𝜂0𝜂1). Ïîçíà÷èìî

𝜔1 = 𝜂1(𝜂
𝑚2
0 ш 𝜂1 𝜔) =

∑︁
𝛼𝑗1...𝑗𝑟𝜂𝑗1...𝑗𝑟 , 𝑟 = ord(𝜔1), (5.55)

îòðèìó¹ìî

𝜂𝑚1−𝑛1
0 ш𝜔1 =

∑︁
0≤𝑞≤𝑚1−𝑛1, 0≤𝑡≤𝑟

𝑞+𝑡=𝑠

𝛼𝑗1...𝑗𝑟(𝜂
𝑞
0 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑡)(𝜂

𝑚1−𝑛1−𝑞
0 ш 𝜂𝑗𝑡+1...𝑗𝑟).

Íàãàäà¹ìî, ùî çà òåîðåìîþ 1.5 åëåìåíò ad𝑛2𝜂0𝜂1 îðòîãîíàëüíèé áóäü-ÿêîìó

òàñóþ÷îìó äîáóòêó åëåìåíòiâ ç ℱ . Êðiì òîãî, âðàõó¹ìî, ùî âñi äîäàíêè

ad𝑛2𝜂0𝜂1 ìiñòÿòü îäíó ëiòåðó 𝜂1, à òîìó öåé åëåìåíò îðòîãîíàëüíèé áóäü-

ÿêîìó åëåìåíòó, ùî ìiñòèòü iíøó êiëüêiñòü ëiòåð 𝜂1 (áiëüøå îäíî¨ àáî íóëü).

Îòæå, ⟨𝜂𝑞0 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑡, ad
𝑛2
𝜂0
𝜂1⟩ = 0 ïðè 𝑞 ̸= 0, çâiäêè âèïëèâà¹

𝛾 =
⟨︀
𝜂𝑚1−𝑛1
0 ш𝜔1, ad

𝑛2
𝜂0
𝜂1 𝜎

⟩︀
=
∑︁

𝛼𝑗1...𝑗𝑠⟨𝜂𝑗1...𝑗𝑠, ad𝑛2𝜂0𝜂1⟩ ⟨𝜂
𝑚1−𝑛1
0 ш 𝜂𝑗𝑠+1...𝑗𝑟 , 𝜎⟩.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå åëåìåíò 𝜂𝑗1...𝑗𝑠; çà îçíà÷åííÿì (5.55), 𝑗1 = 1. Êðiì

òîãî, 𝜂𝑗1...𝑗𝑠 ìiñòèòü îäíó ëiòåðó 𝜂1 òiëüêè ïðè 𝑚2 ≥ 𝑛2, ïðè÷îìó â òàêîìó

ðàçi âiäïîâiäíèé åëåìåíò ¹äèíèé: öå 𝜂1𝜂
𝑛2
0 . Îñêiëüêè 𝑠 = 𝑛2 + 1, ìà¹ìî∑︁

(𝑗1,...,𝑗𝑠)=(1,0,...,0)

𝛼𝑗1...𝑗𝑟𝜂𝑗1...𝑗𝑟 = 𝜂1𝜂
𝑛2
0 (𝜂𝑚2−𝑛2

0 ш 𝜂1 𝜔).

Îòæå,

𝛾 = ⟨𝜂1𝜂𝑛20 , ad
𝑛2
𝜂0
𝜂1⟩ ⟨𝜂𝑚1−𝑛1

0 ш 𝜂𝑚2−𝑛2
0 ш 𝜂1 𝜔, 𝜎⟩ =

= (−1)𝑛2𝐶𝑚2−𝑛2
𝑚1−𝑛1+𝑚2−𝑛2⟨𝜂

𝑚1−𝑛1+𝑚2−𝑛2
0 ш 𝜂1 𝜔, 𝜎⟩,

ïðè÷îìó äàíà ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå ïðè 𝑚1 ≥ 𝑛1, 𝑚2 ≥ 𝑛2 (ÿêùî öi óìîâè íå

âèêîíóþòüñÿ, 𝛾 = 0). Çàçíà÷èìî, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê

⟨𝜂𝑚1−𝑛1+𝑚2−𝑛2
0 ш 𝜂1 𝜔, 𝜎⟩ = ⟨𝜂1(𝜂𝑚1−𝑛1+𝑚2−𝑛2

0 ш 𝜂1 𝜔), 𝜂1𝜎⟩
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ìà¹ âèãëÿä (5.54), ïðè÷îìó êiëüêiñòü ëiòåð 𝜂1 ó êîæíîìó ìíîæíèêó äîðiâ-

íþ¹ 𝑘. Îòæå, ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹

𝛾=

{︃
(−1)𝑛2+···+𝑛𝑘+1 ïðè 𝑚1 − 𝑛1 +𝑚2 − 𝑛2 = 0,𝑚3 = 𝑛3, . . . ,𝑚𝑘+1 = 𝑛𝑘+1,

0 â iíøîìó ðàçi.

Çàëèøèëîñÿ çàóâàæèòè, ùî ç óìîâ 𝑚1 − 𝑛1 + 𝑚2 − 𝑛2 = 0, 𝑚1 ≥ 𝑛1 i

𝑚2 ≥ 𝑛2 âèïëèâà¹ 𝑚1 = 𝑛1, 𝑚2 = 𝑛2. �

Зауваження 5.9. З леми 5.8 випливає суто алгебраїчне виведення

розвинення (2.29) з розвинення (5.51) для стацiонарного випадку. Дiйсно,

розглянемо формальний ряд 𝑆 елементiв з ℱ , що вiдповiдає (5.51):

𝑆 =
∑︁

⟨𝑆, 𝜂𝑖1...𝑖𝑘⟩𝜂𝑖1...𝑖𝑘,

де ⟨𝑆, 𝜂𝑖1...𝑖𝑘⟩ = (−1)𝑘𝑐′𝑖1...𝑖𝑘. Перерозкладаючи його за базисом 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
, отри-

муємо

𝑆 =
∑︁

⟨𝑆, 𝜒𝑚1...𝑚𝑘
⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

,

що дає (2.29), оскiльки 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
= (−1)𝑚𝑐′(𝜒𝑚1...𝑚𝑘

) = ⟨𝑆, 𝜒𝑚1...𝑚𝑘
⟩ (де врахо-

вано, що ad𝑅𝑎
𝑅𝑞
𝑏𝜑(𝑥)|𝑥=0 = (−1)𝑞𝑅𝑏𝑅

𝑞
𝑎𝜑(𝑥)|𝑥=0, оскiльки 𝑎(0) = 0).

5.3.2 Óìîâè ðåàëiçîâíîñòi

5.3.2.1 Óìîâè ðåàëiçîâíîñòi äëÿ ðÿäiâ iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ñèñòåìè, лiнiйнi за керуванням, ïðè÷îìó äëÿ ïðî-

ñòîòè îáìåæèìî ñåáå âèïàäêîì äâîõ êåðóâàíü. Íàì áóäå çðó÷íî çìiíèòè

ïîçíà÷åííÿ (ó ïîðiâíÿííi ç ðîçäiëàìè 2 i 4). À ñàìå, ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíó

çàäà÷ó Êîøi

𝑥̇ = 𝑎(𝑥)𝑢0 + 𝑏(𝑥)𝑢1, 𝑥(0) = 0,

äå 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) � äiéñíî àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ, i íàãàäà¹ìî, ùî çà òåîðå-

ìîþ 1.3 ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ (1.35), äå 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝐿𝑖𝑘 · · ·𝐿𝑖1𝐸(0), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈
{0, 1}, 𝑘 ≥ 1, i âèêîðèñòàíi ïîçíà÷åííÿ (5.52).
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Ðîçãëÿíåìî ùå íåàâòîíîìíó çàäà÷ó Êîøi

𝑥̇ = 𝑎(𝑡, 𝑥)𝑢0 + 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢1, 𝑥(0) = 0,

äå 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡, 𝑥) � äiéñíî àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ â R𝑛+1. Çà òåîðåìîþ 1.3

i çàóâàæåííÿì 1.1 ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ (1.35), äå 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑅𝑖𝑘 · · ·𝑅𝑖1𝐸(0),

𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑘 ≥ 1, i âèêîðèñòàíi ïîçíà÷åííÿ

𝑅0𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝑅𝑎𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑡(𝑡, 𝑥) + 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎(𝑡, 𝑥),

𝑅1𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝑅𝑏𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏(𝑡, 𝑥).
(5.56)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çâîðîòíó задачу реалiзовностi. Íåõàé çàäàíà ìíîæè-

íà âåêòîðiâ

{𝑐𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R𝑛 : 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑘 ≥ 1}, (5.57)

ÿêà çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ 𝑐 : ℱ → R𝑛 çà ôîðìóëîþ 𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 , äå ℱ �

âiëüíà àñîöiàòèâíà àëãåáðà, ùî ïîðîäæåíà åëåìåíòàìè {𝜂0, 𝜂1}. Ó öüîìó

ðîçäiëi ℒℱ áóäå ïîçíà÷àòè âiëüíó àëãåáðó Ëi, ùî ïîðîäæåíà òèìè ñàìèìè

åëåìåíòàìè {𝜂0, 𝜂1}. Äàëi ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ 𝑐 çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó

𝑐(ℒℱ) = R𝑛. (5.58)

(i) Àâòîíîìíà çàäà÷à: äëÿ çàäàíî¨ ìíîæèíè (5.57), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (5.58), çíàéòè äiéñíî-àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ âåêòîðíi ïîëÿ 𝑎(𝑥),

𝑏(𝑥), òàêi, ùî

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝐿𝑖𝑘 · · ·𝐿𝑖1𝐸(0), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑘 ≥ 1,

äå 𝐿0 = 𝐿𝑎, 𝐿1 = 𝐿𝑏.

(ii) Íåàâòîíîìíà çàäà÷à: äëÿ çàäàíî¨ ìíîæèíè (5.57), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (5.58), çíàéòè äiéñíî-àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ âåêòîðíi ïîëÿ 𝑎(𝑡, 𝑥),

𝑏(𝑡, 𝑥), òàêi, ùî

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑅𝑖𝑘 · · ·𝑅𝑖1𝐸(0), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑘 ≥ 1,

äå 𝑅0 = 𝑅𝑎, 𝑅1 = 𝑅𝑏.
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Äëÿ ñòàöiîíàðíîãî âèïàäêó, òîáòî äëÿ çàäà÷i (i), ðîçâ'ÿçîê äîáðå âiäî-

ìèé (òåîðåìà 1.8).

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (ii). �¨ ìîæíà çâåñòè äî ñïåöiàëüíî¨ (𝑛+ 1)-âèìiðíî¨

àâòîíîìíî¨ çàäà÷i ðåàëiçîâíîñòi. À ñàìå, ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó

{𝑐𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R𝑛+1 : 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑘 ≥ 1},
äå 𝑐0 = (1, 𝑐0)

T, 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = (0, 𝑐𝑖1...𝑖𝑘)
T ïðè {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘} ≠ {0}.

(5.59)

Çà öi¹þ ìíîæèíîþ ïîáóäó¹ìî âiäîáðàæåííÿ 𝑐 : ℱ → R𝑛+1 çà ôîðìóëîþ

𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 . Ïîçíà÷èìî òàêîæ 𝑧 = (𝑡, 𝑥)T = (𝑧0, . . . , 𝑧𝑛)
T.

(ii′) Àâòîíîìíà (𝑛 + 1)-âèìiðíà çàäà÷à: äëÿ ìíîæèíè (5.59) çíàéòè

äiéñíî-àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ âåêòîðíi ïîëÿ 𝑎̂(𝑧), 𝑏̂(𝑧), òàêi, ùî

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝐿̂𝑖𝑘 · · · 𝐿̂𝑖1𝐸(0), 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {0, 1}, 𝑘 ≥ 1,

äå 𝐿̂0 = 𝐿𝑎̂, 𝐿̂1 = 𝐿𝑏̂.

Íåõàé ℒ′
ℱ ïîçíà÷à¹ âiëüíó àëãåáðó Ëi, ùî ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ

{ad𝑚𝜂0𝜂1 : 𝑚 ≥ 0} i äóæêàìè, óñïàäêîâàíèìè ç ℒℱ . Çàóâàæèìî, ùî ℒ′
ℱ ¹

ïiäàëãåáðîþ ℒℱ . Áiëüø òîãî, çà òåîðåìîþ ïðî âèêëþ÷åííÿ 1.7 (ç ℎ0 = 0)

îòðèìó¹ìî ïðÿìèé ðîçêëàä

ℒℱ = Lin{𝜂0}+ ℒ′
ℱ . (5.60)

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.8, îòðèìó¹ìî óìîâè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (ii′).

Теорема 5.6. Нехай за множиною (5.57), яка задовольняє умову

(5.58), побудована множина (5.59). Задача (ii ′) розв’язна тодi i тiльки

тодi, коли

(a) iснують додатнi константи 𝐶1 i 𝐶2, для яких

‖𝑐𝑖1...𝑖𝑘‖ ≤ 𝑘!𝐶1𝐶
𝑘
2

для всiх 𝑘 ≥ 1 i всiх 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ {0, 1};

(b) для будь-якого ℓ ∈ ℒ′
ℱ , що задовольняє рiвнiсть 𝑐(ℓ) = 0, виконує-

ться 𝑐(𝑦ℓ) = 0 для всiх 𝑦 ∈ ℱ .
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Доведення. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.3.

Äîñòàòíiñòü. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ 𝑐 : ℱ → R𝑛+1 i ïîêàæåìî, ùî

âîíî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 1.8. Çà ïîáóäîâîþ, 𝑐(𝜂1) = (1, 0)T i 𝑐(ℓ) =

(0, 𝑐(ℓ))T äëÿ äîâiëüíîãî ℓ ∈ ℒℱ . Óðàõîâóþ÷è (5.58) i (5.60), îòðèìó¹ìî

𝑐(ℒℱ) = R𝑛+1.

Êðiì òîãî, ç (5.60) âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò ℓ̂ ∈ ℒℱ ìîæíà ïî-

äàòè ÿê ℓ̂ = 𝛼𝜂0+ ℓ, äå 𝛼 ∈ R i ℓ ∈ 𝐿′
ℱ . Îòæå, 𝑐(ℓ̂) = (𝛼, 𝛼𝑐0+ 𝑐(ℓ))

T, çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî 𝑐(ℓ̂) ̸= 0 ïðè 𝛼 ̸= 0. Ó âèïàäêó 𝛼 = 0 i 𝑐(ℓ̂) = 0 îòðèìó¹ìî

𝑐(ℓ) = 0, îòæå, 𝑐(𝑦ℓ) = 0 çà óìîâîþ (b), çâiäêè 𝑐(𝑦ℓ̂) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî

𝑦 ∈ ℱ . Öå îçíà÷à¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (b) òåîðåìè 1.8 äëÿ âiäîáðà-

æåííÿ 𝑐. Óìîâà (a) òåîðåìè 1.8 äëÿ âiäîáðàæåííÿ 𝑐 î÷åâèäíî âèïëèâà¹ ç

óìîâè (a) äàíî¨ òåîðåìè. �

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè òåîðåìè 5.6 ñôîðìóëüîâàíî â òåðìiíàõ âèõiäíî¨

ìíîæèíè (5.57), ùî äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (ii).

Наслiдок 5.9. Умови теореми 5.6 необхiднi i достатнi для розв’яз-

ностi задачi (ii).

Доведення. Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé óìîâè

òåîðåìè 5.6 âèêîíàíî i 𝑎̂(𝑧), 𝑏̂(𝑧) � âiäïîâiäíi âåêòîðíi ïîëÿ. Äîâåäåìî, ùî

𝑎̂(𝑧) = (1, 𝑎(𝑧))T i 𝑏̂(𝑧) = (0, 𝑏(𝑧))T.

Çà îçíà÷åííÿì 𝑐 îòðèìó¹ìî 𝑎̂0(0) = 1 i 𝑏̂0(0) = 0. Íåõàé 𝐻 � àíòè-

ãîìîìîðôiçì, äëÿ ÿêîãî

𝐻(𝜂𝑖1...𝑖𝑘) = 𝐿̂𝑖𝑘 · · · 𝐿̂𝑖1.

Âèáåðåìî òàêi ℓ𝑖 ∈ ℒℱ , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 + 1, äëÿ ÿêèõ âåêòîðè 𝑐(ℓ𝑖) ëiíiéíî

íåçàëåæíi, i ïîçíà÷èìî 𝑔𝑖(𝑧) = 𝐻(ℓ𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛+1. Òîäi çà îçíà÷åííÿì 𝑐

(𝑐(𝜂0ℓ𝑖1 · · · ℓ𝑖𝑗))0 = 𝐿̂𝑔𝑖𝑗 · · · 𝐿̂𝑔𝑖1 𝑎̂0(𝑧)|𝑧=0 = 0,

(𝑐(𝜂1ℓ𝑖1 · · · ℓ𝑖𝑗))0 = 𝐿̂𝑔𝑖𝑗 · · · 𝐿̂𝑔𝑖1 𝑏̂0(𝑧)|𝑧=0 = 0
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äëÿ áóäü-ÿêèõ 𝑗 ≥ 1 i 𝑖1, . . . , 𝑖𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛+1}, äå 𝐿̂𝑔𝜑(𝑧) = 𝜑𝑧(𝑧)𝑔(𝑧). Çà ií-

äóêöi¹þ ïî 𝑗 ëåãêî äîâåñòè, ùî âñi ïîõiäíi 𝑎̂0(𝑧), 𝑏̂(𝑧) ïðè 𝑧 = 0 äîðiâíþþòü

íóëþ, îòæå, 𝑎̂0(𝑧) ≡ 1 i 𝑏̂0(𝑧) ≡ 0, çâiäêè 𝑎̂(𝑧) = (1, 𝑎(𝑧))T i 𝑏̂(𝑧) = (0, 𝑏(𝑧))T.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

𝐿𝑎̂𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑡(𝑡, 𝑥) + 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑅𝑎𝜑(𝑡, 𝑥),

𝐿𝑏̂𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑅𝑏𝜑(𝑡, 𝑥),

òîáòî ïîëÿ 𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑧) i 𝑏(𝑡, 𝑥) = 𝑏(𝑧) ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó (ii). �

Îòæå, ðiçíèöÿ ìiæ àâòîíîìíèì i íåàâòîíîìíèì âèïàäêîì ïîëÿãà¹ â òî-

ìó, ùî â àâòîíîìíîìó âèïàäêó ðàíãîâà óìîâà (b) êðèòåðiþ ðåàëiçîâíîñòi

âêëþ÷à¹ âèìîãè äî åëåìåíòiâ ℒℱ , à â íåàâòîíîìíîìó � äî åëåìåíòiâ (ìåí-

øî¨ ìíîæèíè) ℒ′
ℱ .

5.3.2.2 Óìîâè ðåàëiçîâíîñòi äëÿ ðÿäiâ íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ

Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîòðàïëÿííÿ â íóëü (ÿêèé ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ)

äëÿ ñèñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì � àâòîíîìíèõ i íåàâòîíîìíèõ. Íàãàäà-

¹ìî, ùî çà òåîðåìîþ 1.1 ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ (1.22), äå 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
çàäîâîëü-

íÿþòü ðiâíîñòi (1.23). Çàóâàæèìî, ùî â àâòîíîìíîìó âèïàäêó 𝑅𝑎 = 𝐿𝑎,

𝑅𝑏 = 𝐿𝑏.

Ñôîðìóëþ¹ìî çàäà÷i ðåàëiçîâíîñòi. Íåõàé çàäàíà ìíîæèíà âåêòîðiâ

{𝑣𝑚1...𝑚𝑘
∈ R𝑛 : 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1}, (5.61)

ÿêà çàäà¹ âiäîáðàæåííÿ 𝑣 : 𝒜 → R𝑛 çà ôîðìóëîþ 𝑣(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) = 𝑣𝑚1...𝑚𝑘

. Äàëi

ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ℒ𝒜 äëÿ àëãåáðè

Ëi, ùî ïîðîäæåíà {𝜉𝑚}∞𝑚=0 (äëÿ òîãî, ùîá âiäðiçíÿòè àëãåáðè Ëi ℒℱ i ℒ𝒜).

Áóäåìî ââàæàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ 𝑣 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

𝑣(ℒ𝒜) = R𝑛. (5.62)

(iii) Àâòîíîìíà çàäà÷à: äëÿ çàäàíî¨ ìíîæèíè (5.61), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (5.62), çíàéòè äiéñíî-àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ âåêòîðíi ïîëÿ 𝑎(𝑥),
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𝑏(𝑥), òàêi, ùî

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
=

(−1)𝑚

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
ad𝑚1

𝐿0
𝐿1 · · · ad𝑚𝑘

𝐿0
𝐿1𝐸(0), 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1, (5.63)

äå 𝐿0 = 𝐿𝑎, 𝐿1 = 𝐿𝑏.

(iv) Íåàâòîíîìíà çàäà÷à: äëÿ çàäàíî¨ ìíîæèíè (5.61), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (5.62), çíàéòè äiéñíî-àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ âåêòîðíi ïîëÿ 𝑎(𝑡, 𝑥),

𝑏(𝑡, 𝑥), òàêi, ùî

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
=

(−1)𝑚

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
ad𝑚1

𝑅0
𝑅1 · · · ad𝑚𝑘

𝑅0
𝑅1𝐸(0), 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1,

(5.64)

äå 𝑅0 = 𝑅𝑎, 𝑅1 = 𝑅𝑏.

Ïîêàæåìî, ÿê ìîæíà çâåñòè öi çàäà÷i äî çàäà÷i (i). Ââåäåìî íîâèé åëå-

ìåíò 𝜉−1 /∈ 𝒜 i ðîçãëÿíåìî ðîçøèðåíó àëãåáðó

̃︀𝒜 = Lin{𝜉𝑚1...𝑚𝑘
: 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ −1}

ç îïåðàöi¹þ êîíêàòåíàöi¨. Òåïåð ââåäåìî вiдношення â àëãåáði ̃︀𝒜, à ñàìå,
áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òîòîæíîñòi:

𝜉𝑚+1 =
1

𝑚+ 1
[𝜉−1, 𝜉𝑚] =

1

𝑚+ 1
(𝜉−1𝜉𝑚 − 𝜉𝑚𝜉−1), 𝑚 ≥ 0.

Òîäi 𝜉𝑚 = 1
𝑚!ad

𝑚
𝜉−1
𝜉0, 𝑚 ≥ 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ̃︀𝒜 ¹ âiëüíîþ àëãåáðîþ, ùî

ïîðîäæåíà äâîìà åëåìåíòàìè {𝜉−1, 𝜉0}, à 𝒜 ¹ ¨¨ ïiäàëãåáðîþ, ùî ïîðîäæåíà

ïîñëiäîâíiñòþ åëåìåíòiâ {ad𝑚𝜉−1
𝜉0}∞𝑚=0.

Íåõàé ℒ ̃︀𝒜 ïîçíà÷à¹ àëãåáðó Ëi, ùî ïîðîäæåíà {𝜉−1, 𝜉0}, ç êîìóòàòîðîì
[ℓ1, ℓ2] = ℓ1ℓ2 − ℓ2ℓ1. Òîäi

ℒ ̃︀𝒜 = ℒ𝒜 + Lin {𝜉−1}. (5.65)

Ñêîðèñòà¹ìîñü äèôåðåíöiþâàííÿì 𝜙 (ïîçíà÷åííÿ 5.1). Çàçíà÷èìî, ùî

𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) äîðiâíþ¹ ñóìi 𝑚1 + · · ·+𝑚𝑘 + 𝑘 äîäàíêiâ âèãëÿäó 𝜉𝑗1...𝑗𝑘 , òàêèõ,

ùî 𝑗1 + · · ·+ 𝑗𝑘 = 𝑚1 + · · ·+𝑚𝑘 + 1.

Äèôåðåíöiþâàííÿ 𝜙 i åëåìåíò 𝜉−1 ïîâ'ÿçàíi íàñòóïíèì ÷èíîì. Ðîçãëÿ-

íåìî ïiäïðîñòið

𝑃 = Lin{𝜉𝑗1...𝑗𝑘𝜉−1 : 𝑘 ≥ 0} (5.66)
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i áóäåìî ïèñàòè 𝜔1
∼= 𝜔2, ÿêùî 𝜔1 − 𝜔2 ∈ 𝑃 . Òîäi, î÷åâèäíî, 𝜉−1𝜉𝑚 =

[𝜉−1, 𝜉𝑚]+𝜉𝑚𝜉−1 = (𝑚+1)𝜉𝑚+1+𝜉𝑚𝜉−1 = 𝜙(𝜉𝑚)+𝜉𝑚𝜉−1, îòæå, 𝜉−1𝜉𝑚 ∼= 𝜙(𝜉𝑚).

Çà iíäóêöi¹þ íåâàæêî äîâåñòè, ùî 𝜉−1𝜉𝑚1...𝑚𝑘
∼= 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

). Äiéñíî, ÿêùî

öå âèêîíàíî äëÿ äåÿêîãî 𝑘 ≥ 1, òî

𝜉−1𝜉𝑚1...𝑚𝑘+1
= [𝜉−1, 𝜉𝑚1

]𝜉𝑚2...𝑚𝑘+1
+ 𝜉𝑚1

𝜉−1𝜉𝑚2...𝑚𝑘+1
∼=

∼= 𝜙(𝜉𝑚1
)𝜉𝑚2...𝑚𝑘+1

+ 𝜉𝑚1
𝜙(𝜉𝑚2...𝑚𝑘+1

) = 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘+1
).

Îòæå, çà ëiíiéíiñòþ, 𝜉−1𝑦 ∼= 𝜙(𝑦) äëÿ âñiõ 𝑦 ∈ 𝒜, çâiäêè âèïëèâà¹

𝜉𝑠00 𝜉
𝑝1
−1𝜉

𝑠1
0 · · · 𝜉𝑝𝑞−1

−1 𝜉
𝑠𝑞−1

0 𝜉
𝑝𝑞
−1𝜉

𝑠𝑞
0
∼= 𝜉𝑠00 𝜙

𝑝1
(︁
𝜉𝑠10 · · ·𝜙𝑝𝑞−1

(︀
𝜉
𝑠𝑞−1

0 (𝜙𝑝𝑞(𝜉
𝑠𝑞
0 ))
)︀
· · ·
)︁
.

(5.67)

Ðîçøèðèìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝑣 : 𝒜 → R𝑛 íà àëãåáðó ̃︀𝒜, âèçíà÷èâøè
𝑣(𝑦𝜉𝑚−1) = 0 äëÿ âñiõ 𝑚 ≥ 1 i 𝑦 ∈ 𝒜𝑒 (àáî, åêâiâàëåíòíî, 𝑣(𝑦) = 0 äëÿ âñiõ

𝑦 ∈ 𝑃 ). Òîäi ç (5.67) âèïëèâà¹

𝑣(𝜉𝑠00 𝜉
𝑝1
−1𝜉

𝑠1
0 · · · 𝜉𝑝𝑞−1

−1 𝜉
𝑠𝑞−1

0 𝜉
𝑝𝑞
−1𝜉

𝑠𝑞
0 ) = 𝑣

(︂
𝜉𝑠00 𝜙

𝑝1
(︁
𝜉𝑠10 · · ·𝜙𝑝𝑞−1

(︀
𝜉
𝑠𝑞−1

0 (𝜙𝑝𝑞(𝜉
𝑠𝑞
0 ))
)︀
· · ·
)︁)︂
.

(5.68)

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ 𝑣 âèçíà÷åíå íà ̃︀𝒜 îäíîçíà÷íî, i çà ìíîæèíîþ (5.61)

ìîæíà çíàéòè ìíîæèíó

{𝑣𝑗1...𝑗𝑘 ∈ R𝑛 : 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ∈ {−1, 0}, 𝑘 ≥ 1}. (5.69)

Ðîçøèðèìî ôàçîâèé ïðîñòið i ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ 𝑣 : ̃︀𝒜 → R𝑛+1,

ÿêå çàäà¹òüñÿ ìíîæèíîþ

{𝑣𝑗1...𝑗𝑘 ∈ R𝑛+1 : 𝑗1 . . . 𝑗𝑘 ∈ {−1, 0}, 𝑘 ≥ 1},
äå 𝑣−1 = (1, 𝑣−1)

T = (1, 0)T, 𝑣𝑗1...𝑗𝑘 = (0, 𝑣𝑗1...𝑗𝑘)
T ïðè {𝑗1 . . . 𝑗𝑘} ≠ {−1}.

(5.70)

Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó.

(iv′) Àâòîíîìíà (𝑛 + 1)-âèìiðíà çàäà÷à: äëÿ ìíîæèíè (5.70) çíàéòè

äiéñíî-àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ âåêòîðíi ïîëÿ 𝑎̂(𝑧), 𝑏̂(𝑧), òàêi, ùî

𝑣𝑗1...𝑗𝑘 = 𝐿𝑗1 · · ·𝐿𝑗𝑘𝐸(0), 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ∈ {−1, 0}, 𝑘 ≥ 1,

äå 𝐿−1 = 𝐿𝑎̂, 𝐿0 = 𝐿𝑏̂.

Àíàëîãi÷íî òåîðåìi 5.6, îòðèìó¹ìî óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (iv′).
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Лема 5.9. Нехай за множиною (5.61), яка задовольняє умову (5.62),

побудовано множини (5.69) i (5.70). Задача (iv ′) розв’язна тодi i тiльки

тодi, коли

(a) iснують додатнi константи 𝐶1 i 𝐶2, для яких

‖𝑣𝑗1...𝑗𝑘‖ ≤ 𝑘!𝐶1𝐶
𝑘
2

для всiх 𝑘 ≥ 1 i всiх 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ∈ {−1, 0};

(b) для будь-якого ℓ ∈ ℒ𝒜, що задовольняє рiвнiсть 𝑣(ℓ) = 0, виконує-

ться 𝑣(ℓ𝑦) = 0 для всiх 𝑦 ∈ 𝒜.

Íà âiäìiíó âiä çàäà÷ (i), (ii), â çàäà÷i (iv′) ó âèðàçi äëÿ 𝑣𝑗1...𝑗𝑚 ïîðÿäîê

îïåðàòîðiâ 𝐿𝑗𝑖 çáiãà¹òüñÿ ç ïîðÿäêîì iíäåêñiâ 𝑣𝑗1...𝑗𝑚. Îòæå, çàìiñòü ìíîæè-

íè 𝑣𝑗𝑘...𝑗1 òðåáà ðîçãëÿíóòè ìíîæèíó ̃︀𝑣𝑗1...𝑗𝑘 = 𝑣𝑗𝑘...𝑗1 i ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ

òåîðåìè 5.6 (ç ℒ ̃︀𝒜 çàìiñòü ℒℱ , ℒ𝒜 çàìiñòü ℒ′
ℱ , {𝜉−1, 𝜉0} çàìiñòü {𝜂0, 𝜂1} i

(5.65) çàìiñòü (5.60)).

Наслiдок 5.10. Умови леми 5.9 необхiднi i достатнi для розв’язнос-

тi задачi (iv).

Доведення. Àíàëîãi÷íî íàñëiäêó 5.9, óðàõîâóþ÷è, ùî 𝑣(𝑦𝜉−1) = 0 äëÿ

áóäü-ÿêîãî 𝑦 ∈ 𝒜, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî 𝑎̂(𝑧) ≡ (1, 0)T, 𝑏̂(𝑧) = (0, 𝑏(𝑧))T

(äå 𝑎̂(𝑧), 𝑏̂(𝑧) ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó (iv′)). Îòæå,

𝑚1! . . .𝑚𝑘!𝑣(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) = 𝑣(ad𝑚1

𝜉−1
𝜉0 · · · ad𝑚1

𝜉−1
𝜉0) = ad𝑚1

𝑅0
𝑅1 · · · ad𝑚𝑘

𝑅0
𝑅1𝐸(0),

äå 𝑅1𝜑(𝑧) = 𝐿𝑏̂𝜑(𝑧) = 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏(𝑡, 𝑥), 𝑅0𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝐿𝑎̂𝜑(𝑧) = 𝜑𝑡(𝑡, 𝑥), òîáòî

âåêòîðíi ïîëÿ 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0 i 𝑏(𝑡, 𝑥) ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó (iv). �

Çàóâàæèìî, ùî â óìîâi (a) ëåìè 5.9 âèêîðèñòàíà ìíîæèíà (5.69) çàìiñòü

âèõiäíî¨ ìíîæèíè (5.61), ùî íåçðó÷íî äëÿ çàäà÷i (iv). Ó íàñòóïíié òåîðåìi

öåé íåäîëiê âèïðàâëåíèé.

Теорема 5.7. Нехай множина (5.61) задовольняє умову (5.62). Зада-

ча (iv) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли
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(a) iснують додатнi константи 𝐶1 i 𝐶2, для яких

‖𝑣𝑚1...𝑚𝑘
‖ ≤ 𝑘!𝐶1𝐶

𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘
2

для всiх 𝑘 ≥ 1 i всiх 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0;

(b) для будь-якого ℓ ∈ ℒ𝒜, що задовольняє рiвнiсть 𝑣(ℓ) = 0, виконує-

ться 𝑣(ℓ𝑦) = 0 для всiх 𝑦 ∈ 𝒜.

Доведення. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.1 i îöiíêè (2.31).

Äîñòàòíiñòü. Ìè ïîêàæåìî, ùî ç óìîâè (a) òåîðåìè 5.7 âèïëèâà¹ óìî-

âà (a) ëåìè 5.9 (óìîâè (b) öèõ òâåðäæåíü çáiãàþòüñÿ). Ðîçãëÿíåìî äîâiëü-

íèé åëåìåíò 𝜉𝑗1...𝑗𝑘 , äå 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ∈ {−1, 0}. Éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-

äi 𝜉𝑠00 𝜉
𝑝1
−1𝜉

𝑠1
0 · · · 𝜉𝑝𝑞−1𝜉

𝑠𝑞
0 , äå 𝑞 ≥ 0, 𝑠0, 𝑠𝑞 ≥ 0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑞−1, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑞 ≥ 1 i

𝑠0 + · · · + 𝑠𝑞 + 𝑝1 + · · · + 𝑝𝑞 = 𝑘. ßêùî 𝑠𝑞 = 0, òî 𝑣𝑗1...𝑗𝑘 = 0, òîáòî òðå-

áà ðîçãëÿäàòè ëèøå âèïàäîê 𝑠𝑞 ≥ 1.

Òåïåð óðàõó¹ìî ðiâíiñòü (5.68): 𝑣𝑗1...𝑗𝑘 = 𝑣(𝜉𝑗1...𝑗𝑘) äîðiâíþ¹ ïðàâié ÷àñòè-

íi (5.68). Ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü äîäàíêiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.68).

Çà îçíà÷åííÿì, 𝜙(𝜉𝑗) = (𝑗 + 1)𝜉𝑗+1, òîáòî ìiñòèòü 𝑗 + 1 äîäàíêiâ 𝜉𝑗+1.

Àíàëîãi÷íî, 𝜙(𝜉𝑗1...𝑗𝑞) ìiñòèòü 𝑗1 + · · · + 𝑗𝑞 + 𝑞 äîäàíêiâ âèãëÿäó 𝜉𝑖1...𝑖𝑞 , äå

𝑖1 + · · · + 𝑖𝑞 = 𝑗1 + · · · + 𝑗𝑞 + 1, à òîäi 𝜙𝑝(𝜉𝑗1...𝑗𝑞) ìiñòèòü
𝑝−1∏︀
𝑖=0

(𝑗1 + · · · + 𝑗𝑞 +

𝑞 + 𝑖) äîäàíêiâ âèãëÿäó 𝜉𝑖1...𝑖𝑞 , äå 𝑖1 + · · · + 𝑖𝑞 = 𝑗1 + · · · + 𝑗𝑞 + 𝑝. Îòæå,

ç (5.68) îòðèìó¹ìî, ùî 𝑣𝑗1...𝑗𝑘 äîðiâíþ¹ ñóìi 𝑁 äîäàíêiâ âèãëÿäó 𝑣𝑖1...𝑖ℎ, äå

𝑖1, . . . , 𝑖ℎ ≥ 0, ïðè÷îìó 𝑖1 + · · · + 𝑖ℎ + ℎ = 𝑠0 + · · · + 𝑠𝑞 + 𝑝1 + · · · + 𝑝𝑞 = 𝑘,

ℎ = 𝑠0 + · · ·+ 𝑠𝑞,

𝑁 =

𝑞∏︁
𝑗=1

𝑁𝑗, äå 𝑁𝑗 =

𝑝𝑗−1∏︁
𝑖=0

(𝑠𝑞 + 𝑝𝑞 + · · ·+ 𝑠𝑗+1 + 𝑝𝑗+1 + 𝑠𝑗 + 𝑖).

Òîäi ç óìîâè (a) òåîðåìè 5.7 âèïëèâà¹

‖𝑣𝑗1...𝑗𝑘‖ = ‖𝑣(𝜉𝑠00 𝜉
𝑝1
−1 · · · 𝜉

𝑠𝑞−1

0 𝜉
𝑝𝑞
−1𝜉

𝑠𝑞
0 )‖ ≤ 𝑁ℎ!𝐶1𝐶

𝑘
2 .

Îöiíèìî 𝑁ℎ!. Ïîçíà÷èìî 𝑀𝑗 =
𝑠𝑗−1∏︀
𝑖=0

(𝑠𝑞 + · · · + 𝑠𝑗+1 + 𝑖) ïðè 𝑗 ≤ 𝑞 − 1 i
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𝑀𝑞 = (𝑠𝑞 − 1)! i ïîäàìî ℎ! ó òàêîìó âèãëÿäi:

ℎ! = 1 · · · (𝑠𝑞 − 1)⏟  ⏞  
=𝑀𝑞

· 𝑠𝑞 · · · (𝑠𝑞 + 𝑠𝑞−1)− 1)⏟  ⏞  
=𝑀𝑞−1

×

× · · · (𝑠𝑞 + · · ·+ 𝑠1) · · · (𝑠𝑞 + · · ·+ 𝑠0 − 1)⏟  ⏞  
=𝑀0

(𝑠𝑞 + · · ·+ 𝑠0)⏟  ⏞  
=ℎ

= ℎ

𝑞∏︁
𝑗=0

𝑀𝑗.

Òåïåð ïîçíà÷èìî 𝑀 ′
𝑗 =

𝑠𝑗−1∏︀
𝑖=0

(𝑠𝑞 + 𝑝𝑞 + · · · + 𝑠𝑗+1 + 𝑝𝑗+1 + 𝑖) ïðè 𝑗 ≤ 𝑞 − 1 i

𝑀 ′
𝑞 = (𝑠𝑞−1)! i çàóâàæèìî, ùî𝑀𝑗 ≤𝑀 ′

𝑗 i ℎ ≤ 𝑝1+ · · ·+𝑝𝑞+𝑠0+ · · ·+𝑠𝑞 = 𝑘.

Îñêiëüêè

𝑁𝑗𝑀
′
𝑗 = (𝑠𝑞+𝑝𝑞+· · ·+𝑠𝑗+1+𝑝𝑗+1) · · · (𝑠𝑞+𝑝𝑞+· · ·+𝑠𝑗+1+𝑝𝑗+1+𝑠𝑗+𝑝𝑗−1) =

=

𝑠𝑗+𝑝𝑗−1∏︁
𝑖=0

(𝑠𝑞 + 𝑝𝑞 + · · ·+ 𝑠𝑗+1 + 𝑝𝑗+1 + 𝑖),

îòðèìó¹ìî𝑀 ′
0

𝑞∏︀
𝑗=1

𝑁𝑗𝑀
′
𝑗 = (𝑠𝑞+ 𝑝𝑞+ · · ·+ 𝑠1+ 𝑝1+ 𝑠0− 1)! = (𝑘− 1)!. Îòæå,

𝑁ℎ! = ℎ𝑀0

𝑞∏︁
𝑗=0

𝑁𝑗𝑀𝑗 ≤ ℎ𝑀 ′
0

𝑞∏︁
𝑗=0

𝑁𝑗𝑀
′
𝑗 ≤ 𝑘!,

çâiäêè âèïëèâà¹ óìîâà (a) ëåìè 5.9. �

Ïîâåðíåìîñü äî çàäà÷i (iii). Ïîáóäó¹ìî iíøå ðîçøèðåííÿ âiäîáðàæåííÿ

𝑣 : 𝒜 → R𝑛 íà àëãåáðó ̃︀𝒜: öüîãî ðàçó âèçíà÷èìî 𝑣(𝜉𝑚−1𝑦) = 0 äëÿ âñiõ 𝑚 ≥ 1

i âñiõ 𝑦 ∈ 𝒜𝑒. ßê i ðàíiøå, êîæíèé åëåìåíò 𝑧 ∈ ̃︀𝒜 ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíó

êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ âèãëÿäó 𝜉𝑚−1𝑦, 𝑦 ∈ 𝒜𝑒, 𝑚 ≥ 0, îòæå, âiäîáðàæåííÿ 𝑣

âèçíà÷åíå íà ̃︀𝒜 îäíîçíà÷íî i çà (5.61) ìîæíà ïîáóäóâàòè ìíîæèíó

{𝑣𝑗1...𝑗𝑘 : 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ∈ {−1, 0}, 𝑘 ≥ 1}. (5.71)

(iii′) Àâòîíîìíà çàäà÷à: äëÿ ìíîæèíè (5.71) çíàéòè äiéñíî-àíàëiòè÷íi

â îêîëi íóëÿ âåêòîðíi ïîëÿ 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), òàêi, ùî

𝑣𝑗1...𝑗𝑘 = 𝐿𝑗1 · · ·𝐿𝑗𝑘𝐸(0), 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ∈ {−1, 0}, 𝑘 ≥ 1,

äå 𝐿−1 = 𝐿𝑎, 𝐿0 = 𝐿𝑏.

Çàóâàæèìî, ùî ç óìîâè 𝑣−1 = 0 âèïëèâà¹ 𝑎(0) = 0.
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Лема 5.10. Нехай за множиною (5.61), яка задовольняє умову (5.62),

побудовано множину (5.71). Задача (iii ′) розв’язна тодi i тiльки тодi,

коли

(a) iснують додатнi константи 𝐶1 i 𝐶2, для яких

‖𝑣𝑗1...𝑗𝑘‖ ≤ 𝑘!𝐶1𝐶
𝑘
2

для всiх 𝑘 ≥ 1 i всiх 𝑗1, . . . , 𝑗𝑘 ∈ {−1, 0};

(b) для будь-якого ℓ ∈ ℒ ̃︀𝒜, що задовольняє рiвнiсть 𝑣(ℓ) = 0, виконує-

ться 𝑣(ℓ𝑦) = 0 для всiх 𝑦 ∈ ̃︀𝒜.
Òåïåð ïåðåôîðìóëþ¹ìî óìîâè ëåìè â òåðìiíàõ àëãåáðè 𝒜. Îñêiëüêè

êîæíèé åëåìåíò 𝑧 ∈ 𝒜 ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ åëåìåíòiâ

âèãëÿäó 𝜉𝑚−1𝑦, äå 𝑦 ∈ 𝒜𝑒, 𝑚 ≥ 0, îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíó ôîðìó óìîâè (b):

(b′) äëÿ áóäü-ÿêîãî ℓ ∈ ℒ𝒜, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü 𝑣(ℓ) = 0, âèêîíó¹-

òüñÿ 𝑣(ℓ𝜉𝑚−1𝑦) = 0 äëÿ âñiõ 𝑦 ∈ 𝒜 i 𝑚 ≥ 0.

Ââåäåìî ïiäïðîñòið, àíàëîãi÷íèé (5.66),

𝑃 ′ = Lin{𝜉−1𝜉𝑗1...𝑗𝑘 : 𝑘 ≥ 0}

i áóäåìî ïèñàòè 𝜔1
∼=′ 𝜔2, ÿêùî 𝜔1−𝜔2 ∈ 𝑃 ′. Çà îçíà÷åííÿì, ÿêùî 𝜔1

∼=′ 𝜔2,

òî 𝑣(𝜔1) = 𝑣(𝜔2). Àíàëîãi÷íî âëàñòèâîñòi âiäíîøåííÿ ∼=, îòðèìó¹ìî, ùî
𝑦𝜉−1

∼=′ 𝜙(𝑦) äëÿ âñiõ 𝑦 ∈ 𝒜, çîêðåìà, ℓ𝜉𝑚−1𝑦
∼=′ 𝜙𝑚(ℓ)𝑦, çâiäêè 𝑣(ℓ𝜉𝑚−1𝑦) =

𝑣(𝜙𝑚(ℓ)𝑦). Îòæå, îòðèìó¹ìî ùå îäèí âàðiàíò óìîâè (b):

(b′′) äëÿ áóäü-ÿêîãî ℓ ∈ ℒ𝒜, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü 𝑣(ℓ) = 0, âèêîíó¹-

òüñÿ 𝑣(𝜙𝑚(ℓ)𝑦) = 0 äëÿ âñiõ 𝑦 ∈ 𝒜𝑒 i 𝑚 ≥ 0.

Çàóâàæèìî, ùî 𝜙(ℓ) ∈ ℒ𝒜, ÿêùî ℓ ∈ ℒ𝒜. Òîìó çðó÷íiøèì ¹ òàêå åêâi-

âàëåíòíå ôîðìóëþâàííÿ:

(b′′′) äëÿ áóäü-ÿêîãî ℓ ∈ ℒ𝒜, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü 𝑣(ℓ) = 0, âèêîíó-

¹òüñÿ 𝑣(𝜙(ℓ)) = 0 i 𝑣(ℓ𝑦) = 0 äëÿ âñiõ 𝑦 ∈ 𝒜.
Ùî ñòîñó¹òüñÿ óìîâè (a), òî ¨¨ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè â òåðìiíàõ àë-

ãåáðè Ëi ℒ𝒜 àíàëîãi÷íî òåîðåìi 5.7. Îòæå, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
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Теорема 5.8. Нехай множина (5.61) задовольняє умову (5.62). Зада-

ча (iii) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли

(a) iснують додатнi константи 𝐶1 i 𝐶2, для яких ‖𝑣𝑚1...𝑚𝑘
‖ ≤

𝑘!𝐶1𝐶
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘
2 для всiх 𝑘 ≥ 1 i всiх 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0;

(b) для будь-якого ℓ ∈ ℒ𝒜, що задовольняє рiвнiсть 𝑣(ℓ) = 0, виконує-

ться 𝑣(𝜙(ℓ)) = 0 i 𝑣(ℓ𝑦) = 0 для всiх 𝑦 ∈ 𝒜.

Îòæå, óìîâà àâòîíîìíî¨ ðåàëiçîâíîñòi íàêëàäà¹ äîäàòêîâó âèìîãó íà

âiäîáðàæåííÿ 𝑣: ðàçîì ç áóäü-ÿêèì åëåìåíòîì ℓ ç àëãåáðè Ëi ℒ𝒜, ùî âõî-

äèòü äî ÿäðà âiäîáðàæåííÿ 𝑣, äî öüîãî ÿäðà âõîäèòü íå òiëüêè ïðàâèé iäå-

àë, ïîðîäæåíèé öèì åëåìåíòîì, à ùå é åëåìåíò 𝜙(ℓ). Òîáòî â ïåâíîìó ñåíñi

äëÿ ðÿäiâ íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ (íà âiäìiíó âiä ðÿäiâ iòåðîâàíèõ

iíòåãðàëiâ) áiëüø ïðèðîäíèìè ¹ óìîâè íåàâòîíîìíî¨ ðåàëiçîâíîñòi.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âåêòîðíi ïîëÿ, ÿêi ðîçâ'ÿçóþòü àâòîíîìíi çàäà÷i, ¹ ¹äè-

íèìè, à íåàâòîíîìíi � íi. Ìåòîäè ïîáóäîâè òàêèõ ïîëiâ îáãîâîðþþòüñÿ ó

íàñòóïíîìó ïóíêòi.

5.3.3 Âiäíîâëåííÿ ñèñòåìè ïî ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ïîêàæåìî, ÿê ïîáóäóâàòè âåêòîðíi ïîëÿ, ùî çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíîñòi (5.63) àáî (5.64), ÿêùî âiäïîâiäíi óìîâè ðåàëiçîâíîñòi

âèêîíàíî. Ðåçóëüòàòè ïóíêòó îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [13].

5.3.3.1 Àâòîíîìíèé âèïàäîê

Лема 5.11. Нехай 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) — дiйсно-аналiтичнi в околi нуля

вектор-функцiї, 𝑎(0) = 0, вектори 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
задаються рiвнiстю (5.63) i

лiнiйне вiдображення 𝑣 : 𝒜 → R𝑛 задається на базисних елементах фор-

мулою 𝑣(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) = 𝑣𝑚1...𝑚𝑘

. Тодi

𝑎(𝑆) = −
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣(𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
))𝜉𝑚1...𝑚𝑘

, (5.72)
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𝑏(𝑆) = −𝑣(𝜉0)−
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝑣(𝜓0(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
))𝜉𝑚1...𝑚𝑘

. (5.73)

Òóò 𝑎(𝑆) i 𝑏(𝑆) � ôîðìàëüíi ðÿäè, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî (3.17).

Öþ ëåìó ìîæíà äîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è операторнi ðÿäè, ÿêi âiäïî-

âiäàþòü çîáðàæåííþ (1.22) [2]. Ìè íàâåäåìî iíøå äîâåäåííÿ.

Доведення. Ðîçãëÿíåìî òðà¹êòîðiþ ñèñòåìè

𝑥̇ = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0,

i çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡 + 𝛿), äå 0 < 𝛿 < 𝜃 äîâiëüíå ôiêñîâàíå

÷èñëî. Îòðèìó¹ìî

𝑦̇ = 𝑎(𝑦) + 𝑢(𝑡+ 𝛿)𝑏(𝑦), 𝑦(0) = 𝑥(𝛿), 𝑦(𝜃 − 𝛿) = 0.

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó äëÿ ñóì, àíàëîãi÷íèõ (5.72), (5.73), áóäåìî ïèñàòè

ïðîñòî ïîçíà÷êó
∑︀
. Òîäi çà òåîðåìîþ 1.1

𝑥(𝛿) = 𝑆(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) =
∑︁

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿). (5.74)

Ðîçãëÿíåìî êåðóâàííÿ, íåïåðåðâíi íà [0, 𝛿0]. Äèôåðåíöiþþ÷è (5.74) ïî 𝛿,

ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè 𝛿 → +0 i âðàõîâóþ÷è ëåìó 5.4, îòðèìó¹ìî

𝑑

𝑑𝛿
𝑥(𝛿)|𝛿=+0=−

∑︁
𝑣𝑚1...𝑚𝑘

𝜙′(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
)(𝜃, 𝑢)−𝑢(0)

∑︁
𝑣𝑚1...𝑚𝑘

𝜓′
0(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)(𝜃, 𝑢).

Ç iíøîãî áîêó, 𝑑
𝑑𝛿𝑥(𝛿) = 𝑎(𝑥(𝛿)) + 𝑢(𝛿)𝑏(𝑥(𝛿)), à îòæå, ïðè 𝛿 → +0 ìà¹ìî

𝑑

𝑑𝛿
𝑥(𝛿)|𝛿=+0 = 𝑎(𝑥(0)) + 𝑢(0)𝑏(𝑥(0)).

Ç îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 âèïëèâà¹

𝑎𝑖(𝑆(𝜃, 𝑢)) + 𝑢(0)𝑏𝑖(𝑆(𝜃, 𝑢)) = −𝜙′(𝑆𝑖)(𝜃, 𝑢)− 𝑢(0)𝜓′
0(𝑆𝑖)(𝜃, 𝑢), (5.75)

ùî ìà¹ ìiñöå ïðè äîâiëüíèõ êåðóâàííÿõ, íåïåðåðâíèõ íà [0, 𝛿0] (òóò ëiíiéíi

âiäîáðàæåííÿ 𝜙′, 𝜙′
0 ðîçøèðåíî íà ôîðìàëüíi ðÿäè åëåìåíòiâ 𝒜 ïðèðîäíèì

÷èíîì).
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Ðîçãëÿäàþ÷è äîâiëüíi êåðóâàííÿ, äëÿ ÿêèõ 𝑢(0) = 0, îòðèìó¹ìî, ùî

𝑎𝑖(𝑆(𝜃, 𝑢)) = −𝜙′(𝑆𝑖)(𝜃, 𝑢). (5.76)

À îñêiëüêè áóäü-ÿêå êåðóâàííÿ ç 𝐿∞[0, 𝜃] ìîæíà íàáëèçèòè êåðóâàííÿì,

íåïåðåðâíèì íà [0, 𝛿0], îòðèìó¹ìî, ùî (5.76) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ

êåðóâàíü. À òîäi ç (5.75) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ êåðóâàíü, íåïåðåðâíèõ

íà [0, 𝛿0], ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

𝑏𝑖(𝑆(𝜃, 𝑢)) = −𝜓′
0(𝑆𝑖)(𝜃, 𝑢). (5.77)

Àíàëîãi÷íî, áóäü-ÿêå êåðóâàííÿ ç 𝐿∞[0, 𝜃] ìîæíà íàáëèçèòè êåðóâàííÿì,

íåïåðåðâíèì íà [0, 𝛿0], à îòæå, (5.77) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ êåðóâàíü.

Ç íàñëiäêó 2.2 âèïëèâà¹, ùî òàêi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ i â àëãåáði 𝒜:

𝑎𝑖(𝑆) = −𝜙′(𝑆𝑖), 𝑏(𝑆𝑖) = −𝜓′
0(𝑆𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

(Çàìiñòü òîãî, ùîá íàáëèæàòè äîâiëüíi êåðóâàííÿ íåïåðåðâíèìè, ìîæíà

çãàäàòè äîâåäåííÿ ëåìè 2.4 i ðîçãëÿäàòè ëèøå êóñêîâî-ñòàëi êåðóâàííÿ.)

Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ 5.1. Çàïèñóþ÷è 𝑣𝑖(𝑧) = ⟨𝑆𝑖, 𝑧⟩ äëÿ áóäü-

ÿêîãî 𝑧 ∈ 𝒜 (äå 𝑣𝑖 ïîçíà÷à¹ 𝑖-òó êîìïîíåíòó âåêòîðà 𝑣), îòðèìó¹ìî

𝜙′(𝑆𝑖) =
∑︁

⟨𝜙′(𝑆𝑖), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

=

=
∑︁

⟨𝑆𝑖, 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
)⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

=
∑︁

𝑣𝑖(𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
))𝜉𝑚1...𝑚𝑘

,

𝜓′
0(𝑆𝑖) =

∑︁
⟨𝜓′

0(𝑆𝑖), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

=

=
∑︁

⟨𝑆𝑖, 𝜓0(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
)⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

=
∑︁

𝑣𝑖(𝜓0(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
))𝜉𝑚1...𝑚𝑘

.

çâiäêè âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Íàãàäà¹ìî, ùî îäíà ç óìîâ òåîðåìè 5.8 � óìîâà (5.62) � ìà¹ âèãëÿä

𝑣(ℒ𝒜) = R𝑛. Íåõàé âîíà âèêîíó¹òüñÿ; âèáåðåìî åëåìåíòè ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ𝒜,

äëÿ ÿêèõ 𝑣(ℓ1), . . . , 𝑣(ℓ𝑛) ëiíiéíî íåçàëåæíi, äîïîâíèìî öþ ïîñëiäîâíiñòü

äî áàçèñó àëãåáðè Ëi ℒ𝒜, âèáðàâøè åëåìåíòè {ℓ𝑗}∞𝑗=𝑛+1, i ïîáóäó¹ìî áàçèñ

Ïóàíêàðå-Áiðêãîôà-Âiòòà (3.37). Ïðè öüîìó âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü {ℓ𝑗}∞𝑗=1

òàê, ùîá áàçèñ (3.37) ìàâ ñïðÿæåíèé áàçèñ (äëÿ öüîãî äîñòàòíüî îáèðàòè
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îäíîðiäíi åëåìåíòè ℓ𝑖). Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ 1.6, çíàéäåìî ñïðÿ-

æåíèé áàçèñ i çàïèøåìî 𝑆 ó öüîìó áàçèñi:

𝑆 =
∑︁
𝑞𝑖≥0

𝑣(ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑟
𝑖𝑟
)

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑟!
𝑑ш𝑞1𝑖1

ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑟𝑖𝑟
.

Òåïåð ìè îáìåæèìîñÿ ëèøå òèìè ÷ëåíàìè ðÿäó, ÿêi ìiñòÿòü òiëüêè åëåìåí-

òè 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛, àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó ïóíêòi 3.3.1.

Äåòàëüíiøå, ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíèé ðÿä, äî ÿêîãî âõîäÿòü 𝑑1, . . . , 𝑑𝑛:

𝑆 =
∑︁
𝑞𝑖≥0

𝑣(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 )
1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 ,

i ôîðìàëüíi ðÿäè

𝑆1 = −
∑︁
𝑞𝑖≥0

𝑣(𝜙(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ))
1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛 ,

𝑆2 = −
∑︁
𝑞𝑖≥0

𝑣(𝜓0(ℓ
𝑞1
1 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ))

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑑ш𝑞11 ш · · ·ш 𝑑ш𝑞𝑛𝑛

(çàóâàæèìî, ùî 𝑆2 ìiñòèòü äîäàíîê −𝑣0). Òîäi 𝑆 = 𝑆+𝑇 , −𝜙′(𝑆) = 𝑆1+𝑇1,

−𝜑′0(𝑆) = 𝑆2 + 𝑇2, äå êîæíèé ÷ëåí ðÿäiâ 𝑇 , 𝑇1, 𝑇2 ìiñòèòü õî÷à á îäèí

äîäàíîê 𝑑𝑗, 𝑗 ≥ 𝑛+ 1. Òîäi

𝑎(𝑆) = 𝑎(𝑆+𝑇 ) = 𝑎(𝑆)+𝑇 ′
1 = 𝑆1+𝑇1, 𝑏(𝑆) = 𝑏(𝑆+𝑇 ) = 𝑏(𝑆)+𝑇 ′

2 = 𝑆2+𝑇2,

äå êîæíèé ÷ëåí ðÿäiâ 𝑇 ′
1, 𝑇

′
2 ìiñòèòü õî÷à á îäèí äîäàíîê 𝑑𝑗, 𝑗 ≥ 𝑛 + 1.

Îòæå,

𝑎(𝑆) = 𝑆1, 𝑏(𝑆) = 𝑆2.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Φ,Φ1,Φ2 : R𝑛 → R𝑛 âèãëÿäó

Φ(𝑥) =
∑︁
𝑞𝑖≥0

𝑣(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 )
1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑥𝑞11 · · · 𝑥𝑞𝑛𝑛 , (5.78)

Φ1(𝑥) = −
∑︁
𝑞𝑖≥0

𝑣(𝜙(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ))
1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑥𝑞11 · · ·𝑥𝑞𝑛𝑛 ,

Φ2(𝑥) = −
∑︁
𝑞𝑖≥0

𝑣(𝜓0(ℓ
𝑞1
1 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ))

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑥𝑞11 · · · 𝑥𝑞𝑛𝑛
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(ïðè öüîìó Φ2(0) = −𝑣0). Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè 5.8 öi ðÿäè àáñîëþ-
òíî çáiãàþòüñÿ â îêîëi íóëÿ. Êðiì òîãî, îñêiëüêè 𝑣(ℓ𝑖) ëiíiéíî íåçàëåæíi,

âiäîáðàæåííÿ Φ(𝑥) çâîðîòíå â îêîëi íóëÿ (ñòîâïöi ìàòðèöi Φ𝑥(0) äîðiâíþ-

þòü 𝑣(ℓ𝑖)). Îñêiëüêè 𝑎(𝑥) i 𝑏(𝑥) äiþòü îäíàêîâî íà 𝑆 i íà 𝑥, îòðèìó¹ìî

òîòîæíîñòi â R𝑛:

𝑎(Φ(𝑥)) = Φ1(𝑥), 𝑏(Φ(𝑥)) = Φ2(𝑥). (5.79)

Îñêiëüêè Φ(𝑥) çâîðîòíå, ç íèõ ìîæíà çíàéòè 𝑎(𝑥) i 𝑏(𝑥):

𝑎(𝑥) = Φ1(Φ
−1(𝑥)), 𝑏(𝑥) = Φ2(Φ

−1(𝑥)).

Çîêðåìà, öå îçíà÷à¹, ùî 𝑎(𝑥) i 𝑏(𝑥) âiäíîâëþþòüñÿ îäíîçíà÷íî.

Àëå äëÿ ïðàêòè÷íîãî çíàõîäæåííÿ çðó÷íiøi ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ïîõiäíèõ

𝑎(𝑥) i 𝑏(𝑥), ÿêi ìîæíà îòðèìàòè ç òîòîæíîñòåé (5.79). À ñàìå,

𝑣(ℓ𝑞11 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ) =
𝜕𝑞1+···+𝑞𝑛Φ(𝑥)

𝜕𝑥𝑞11 · · · 𝜕𝑥𝑞𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

,

àáî, ùî òå æ ñàìå,

𝑣(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟) =
𝜕𝑟Φ(𝑥)

𝜕𝑥𝑗1 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

, 1 ≤ 𝑗1 ≤ · · · ≤ 𝑗𝑟 ≤ 𝑛,

i àíàëîãi÷íi ðiâíîñòi ìàþòü ìiñöå äëÿ Φ1 i Φ2, òîìó ç ðiâíîñòi 𝑎(Φ(𝑥)) =

Φ1(𝑥) îòðèìó¹ìî

𝑟∑︁
𝑖=1

1

𝑖!
𝑎(𝑖)(0)

𝜕𝑟(Φ(𝑥))𝑖

𝜕𝑥𝑗1 · · · 𝜕𝑥𝑗𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= −𝑣(𝜙(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟)).

Òîäi, çíàõîäÿ÷è ïîõiäíó âiä äîáóòêó (Φ(𝑥))𝑖, îòðèìó¹ìî

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑎(𝑖)(0)
∑︁′

𝑣(ℓ𝑝11𝑗1
· · · ℓ𝑝𝑟1𝑗𝑟 ) · · · 𝑣(ℓ

𝑝1𝑖
𝑗1

· · · ℓ𝑝𝑟𝑖𝑗𝑟 ) = −𝑣(𝜙(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟)),

äå ñóìà
∑︀′ áåðåòüñÿ ïî âñiõ òàêèõ íàáîðàõ {𝑝𝑘𝑚}, ùî 𝑝𝑘𝑚 äîðiâíþ¹ 0 àáî 1,

ïðè÷îìó
𝑖∑︀

𝑚=1
𝑝𝑘𝑚 = 1,

𝑟∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘𝑚 > 0 i ïîñëiäîâíiñòü ìíîæíèêiâ ó êîæíîìó äî-

äàíêó ñóìè
∑︀′ ôiêñîâàíà, òîáòî áóäü-ÿêèé íàáið ìíîæíèêiâ óðàõîâó¹òüñÿ



226

òiëüêè îäèí ðàç. Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ

ïîõiäíèõ 𝑎(𝑥) â íóëi:

𝑎(𝑟)(0)𝑣(ℓ𝑗1) · · · 𝑣(ℓ𝑗𝑟) =

= −
𝑟−1∑︁
𝑖=1

𝑎(𝑖)(0)
∑︁′

𝑣(ℓ𝑝11𝑗1
· · · ℓ𝑝𝑟1𝑗𝑟 ) · · · 𝑣(ℓ

𝑝1𝑖
𝑗1

· · · ℓ𝑝𝑟𝑖𝑗𝑟 )− 𝑣(𝜙(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟)).
(5.80)

Àíàëîãi÷íî ç ðiâíîñòi 𝑏(Φ(𝑥)) = Φ2(𝑥) îòðèìó¹ìî

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏(𝑖)(0)
∑︁′

𝑣(ℓ𝑝11𝑗1
· · · ℓ𝑝𝑟1𝑗𝑟 ) · · · 𝑣(ℓ

𝑝1𝑖
𝑗1

· · · ℓ𝑝𝑟𝑖𝑗𝑟 ) = −𝑣(𝜓0(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟)),

äå
∑︀′ i {𝑝𝑘𝑚} òàêi, ÿê i âèùå. Ðåêóðåíòíà ôîðìóëà ìà¹ âèãëÿä

𝑏(0) = −𝑣0,
𝑏(𝑟)(0)𝑣(ℓ𝑗1) · · · 𝑣(ℓ𝑗𝑟) =

= −
𝑟−1∑︁
𝑖=1

𝑏(𝑖)(0)
∑︁′

𝑣(ℓ𝑝11𝑗1
· · · ℓ𝑝𝑟1𝑗𝑟 ) · · · 𝑣(ℓ

𝑝1𝑖
𝑗1

· · · ℓ𝑝𝑟𝑖𝑗𝑟 )− 𝑣(𝜓0(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟)), 𝑟 ≥ 1.

(5.81)

Óìîâè (a) i (b) òåîðåìè 5.8 ãàðàíòóþòü, ùî çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ 𝑎(𝑖)(0) i 𝑏(𝑖)(0)

íå çàëåæàòü âiä âèáîðó áàçèñó ℓ1, . . . , ℓ𝑛.

Îòæå, îòðèìàëè òàêèé ðåçóëüòàò.

Теорема 5.9. Нехай множина 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
задовольняє умови теоре-

ми 5.8. Тодi векторнi поля 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), якi розв’язують задачу реалiзов-

ностi, єдинi i можуть бути знайденi за неявними формулами (5.79), або

їх похiднi в нулi можуть бути знайденi рекурентно за явними формула-

ми (5.80), (5.81).

5.3.3.2 Íåàâòîíîìíèé âèïàäîê

Лема 5.12. Нехай 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑡, 𝑥) — дiйсно-аналiтична в околi ну-

ля вектор-функцiя, множина 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
задається рiвнiстю (5.61) i лiнiйне

вiдображення 𝑣 : 𝒜 → R𝑛 задається на базисних елементах формулою

𝑣(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
) = 𝑣𝑚1...𝑚𝑘

. Тодi

𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚
𝑏(0, 𝑆) = −𝑚!𝜓′

𝑚(𝑆), 𝑚 ≥ 1. (5.82)
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Доведення. Îòæå, íåõàé 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0. Ðîçãëÿíåìî òðà¹êòîðiþ ñèñòåìè

𝑥̇ = 𝑏(𝑡, 𝑥)𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0, (5.83)

i àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 5.11 çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ 𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡 + 𝛿),

äå 0 < 𝛿 < 𝜃. Îòðèìó¹ìî

𝑦̇ = 𝑢(𝑡+ 𝛿)𝑏(𝑡+ 𝛿, 𝑦), 𝑦(0) = 𝑥(𝛿), 𝑦(𝜃 − 𝛿) = 0.

Çà òåîðåìîþ 1.1

𝑥(𝛿) = 𝑆(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) =
∑︁

𝑣𝛿𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿), (5.84)

äå 𝜃𝛿 = 𝜃 − 𝛿, 𝑢𝛿(𝑡) = 𝑢(𝑡+ 𝛿), 𝑡 ∈ [0, 𝜃𝛿],

𝑣𝛿𝑚1...𝑚𝑘
=

(−1)𝑚

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(0)

⃒⃒
𝑡=𝛿
, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1.

Îñêiëüêè 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0, òî 𝑅𝑎𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑡(𝑡, 𝑥) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ 𝜑(𝑡, 𝑥),

çâiäêè
𝑑

𝑑𝛿
𝑣𝛿𝑚1...𝑚𝑘

=
(−1)𝑚

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
𝑅𝑎ad

𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(0)

⃒⃒
𝑡=𝛿
.

Íåâàæêî äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ, ùî

𝑅𝑎ad
𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏 =

=
𝑘∑︁
𝑖=1

ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑖+1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏 + ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝑅𝑎.

Àëå 𝑅𝑎𝐸(𝑥) ≡ 0, òîìó

𝑑

𝑑𝛿
𝑣𝛿𝑚1...𝑚𝑘

=
(−1)𝑚

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
𝑅𝑎ad

𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(0)

⃒⃒
𝑡=𝛿

=

=
𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑚

𝑚1! . . . (𝑚𝑖 + 1)! . . .𝑚𝑘!
(𝑚𝑖+1)ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑖+1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(0)

⃒⃒
𝑡=𝛿

=

= 𝑣𝛿(𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
)). (5.85)

Óðàõó¹ìî, ùî

𝑣𝛿𝑖 (𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
)) = ⟨𝑆𝛿𝑖 , 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)⟩ = ⟨𝜙′(𝑆𝛿𝑖 ), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
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äå 𝑣𝑖 ïîçíà÷à¹ 𝑖-òó êîìïîíåíòó âåêòîðà 𝑣.

Ðîçãëÿíåìî êåðóâàííÿ, íåïåðåðâíi íà [0, 𝛿0]. Äèôåðåíöiþþ÷è (5.84) ïî

𝛿 i âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (5.83) i ëåìó 5.4, îòðèìó¹ìî

𝑏𝑖(𝛿, 𝑆
𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿))𝑢(𝛿) =

=
∑︁ 𝑑

𝑑𝛿
𝑣𝛿𝑖 (𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) +

∑︁
𝑣𝛿𝑖 (𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)
𝑑

𝑑𝛿
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿) =

=
∑︁

⟨𝜙′(𝑆𝛿𝑖 ), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)⏟  ⏞  
=𝜙′(𝑆𝛿

𝑖 )(𝜃𝛿,𝑢𝛿)

−
∑︁

⟨𝑆𝛿𝑖 , 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩𝜙′(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)⏟  ⏞  
=𝜙′(𝑆𝛿

𝑖 )(𝜃𝛿,𝑢𝛿)

−

− 𝑢(𝛿)
∑︁

(𝑣𝛿𝑚1...𝑚𝑘
)𝑖𝜓

′
0(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)⏟  ⏞  
=𝜓′

0(𝑆
𝛿
𝑖 )(𝜃𝛿,𝑢𝛿)

, (5.86)

çâiäêè

𝑏𝑖(𝛿, 𝑆
𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿))𝑢(𝛿) = −𝑢(𝛿)𝜓′

0(𝑆
𝛿
𝑖 )(𝜃𝛿, 𝑢𝛿).

Äëÿ áóäü-ÿêîãî êåðóâàííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ 𝑢(𝛿) ̸= 0, îòðèìó¹ìî

𝑏(𝛿, 𝑆𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)) = −𝜓′
0(𝑆

𝛿)(𝜃𝛿, 𝑢𝛿), (5.87)

à îñêiëüêè áóäü-ÿêå êåðóâàííÿ ìîæíà íàáëèçèòè íåïåðåðâíèì i òàêèì, ùî

𝑢(𝛿) ̸= 0, ðiâíiñòü (5.87) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ êåðóâàíü.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî äëÿ âñiõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 i âñiõ 𝑚 ≥ 0 ìàþòü ìiñöå

ðiâíîñòi
𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚
𝑏𝑖(𝛿, 𝑆

𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)) = −𝑚!𝜓′
𝑚(𝑆

𝛿
𝑖 )(𝜃𝛿, 𝑢𝛿). (5.88)

Ñêîðèñòà¹ìîñü iíäóêöi¹þ ïî 𝑚. Ïðè 𝑚 = 0 ðiâíiñòü (5.88) çáiãà¹òüñÿ ç

(5.87). Íåõàé ïðè äåÿêîìó 𝑚 ≥ 0 ðiâíiñòü (5.88) âèêîíàíà. Äèôåðåíöiþþ÷è

¨¨ ïî 𝛿, îòðèìó¹ìî

𝜕𝑚+1

𝜕𝑡𝑚+1
𝑏𝑖(𝛿, 𝑆

𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)) +
𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚
𝑏𝑖(𝛿, 𝑆

𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿))
𝑑

𝑑𝛿
(𝑆𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)) =

= −𝑚!
𝑑

𝑑𝛿
(𝜓′

𝑚(𝑆
𝛿
𝑖 )(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)).

(5.89)

Óðàõîâóþ÷è (5.83) i (5.84), îòðèìó¹ìî

𝑑

𝑑𝛿
(𝑆𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)) = 𝑢(𝛿)𝑏(𝛿, 𝑆𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)). (5.90)
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Çíàéäåìî âèðàç äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (5.89). Óðàõîâóþ÷è (5.85) i ëåìó 5.4,

àíàëîãi÷íî (5.86) îòðèìó¹ìî

𝑑

𝑑𝛿
(𝜓′

𝑚(𝑆
𝛿
𝑖 )(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)) =

∑︁ 𝑑

𝑑𝛿
(𝑣𝛿𝑖 (𝜓𝑚(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

))𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)) =

= 𝜓′
𝑚(𝜙

′(𝑆𝛿𝑖 ))(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)− 𝜙′(𝜓′
𝑚(𝑆

𝛿
𝑖 ))(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)− 𝑢(𝛿)𝜓′

0(𝜓
′
𝑚(𝑆

𝛿
𝑖 ))(𝜃𝛿, 𝑢𝛿).

(5.91)

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî

𝜙(𝜓𝑚(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
))− 𝜓𝑚(𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)) = 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚)− 𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘

)𝜉𝑚 =

= 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
𝜙(𝜉𝑚) = (𝑚+ 1)𝜉𝑚1...𝑚𝑘

𝜉𝑚+1 = (𝑚+ 1)𝜓𝑚+1(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
).

Îòæå,

𝜓′
𝑚(𝜙

′(𝑆𝛿𝑖 ))− 𝜙′(𝜓′
𝑚(𝑆

𝛿
𝑖 )) =

=
∑︁

⟨𝜓′
𝑚(𝜙

′(𝑆𝛿𝑖 )), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

−
∑︁

⟨𝜙′(𝜓′
𝑚(𝑆

𝛿
𝑖 )), 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘
=

=
∑︁

⟨𝑆𝛿𝑖 , 𝜙(𝜓𝑚(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
))⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

−
∑︁

⟨𝑆𝛿𝑖 , 𝜓𝑚(𝜙(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
))⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

=

= (𝑚+ 1)
∑︁

⟨𝑆𝛿𝑖 , 𝜓𝑚+1(𝜉𝑚1...𝑚𝑘
)⟩𝜉𝑚1...𝑚𝑘

= (𝑚+ 1)𝜓′
𝑚+1(𝑆

𝛿
𝑖 ).

(5.92)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.90), (5.91), (5.92) äî (5.89) i âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ äîâiëü-

íîãî 𝛿 ôóíêöiþ 𝑢(𝑡) ìîæíà íàáëèçèòè ôóíêöiÿìè, äëÿ ÿêèõ 𝑢(𝛿) = 0,

îòðèìó¹ìî

𝜕𝑚+1

𝜕𝑡𝑚+1
𝑏𝑖(𝛿, 𝑆

𝛿(𝜃𝛿, 𝑢𝛿)) = −(𝑚+ 1)!𝜓′
𝑚+1(𝑆

𝛿
𝑖 )(𝜃𝛿, 𝑢𝛿),

ùî äîâîäèòü (5.88) çà iíäóêöi¹þ.

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè 𝛿 → +0 ó âèðàçàõ (5.88); âðàõîâóþ÷è íàñëi-

äîê 2.2, îòðèìó¹ìî (5.82). �

Òåïåð ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä ïiäïóíêòó 5.3.3.1 äëÿ ïîáóäóâàííÿ âåê-

òîðíèõ ïîëiâ 𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚𝑏(0, 𝑥), 𝑚 ≥ 0, à îòæå, i 𝑏(𝑡, 𝑥).

Íåõàé 𝑣 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 5.7. Ðàçîì ç âiäîáðàæåííÿì (5.78)

ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ Ψ𝑚 : R𝑛 → R𝑛, 𝑚 ≥ 0, âèãëÿäó

Ψ𝑚(𝑥) = −
∑︁
𝑞𝑖≥0

𝑣(𝜓𝑚(ℓ
𝑞1
1 · · · ℓ𝑞𝑛𝑛 ))

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑛!
𝑥𝑞11 · · ·𝑥𝑞𝑛𝑛
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(çàóâàæèìî, ùî âèïàäîê 𝑞1 = · · · = 𝑞𝑛 = 0 íå âèêëþ÷à¹òüñÿ; âiäïîâiäíèé

äîäàíîê ó ñóìi äëÿ Ψ𝑚(𝑥) äîðiâíþ¹ 𝑣(𝜓𝑚(1)) = 𝑣(𝜉𝑚) = 𝑣𝑚). Òîäi ç (5.82)

âèïëèâàþòü òàêi òîòîæíîñòi â R𝑛:

𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚
𝑏(0,Φ(𝑥)) = 𝑚!Ψ𝑚(𝑥), 𝑚 ≥ 1,

òîáòî

𝑏(𝑡,Φ(𝑥)) =
∞∑︁
𝑚=0

𝑡𝑚Ψ𝑚(𝑥). (5.93)

Îñêiëüêè Φ(𝑥) çâîðîòíå, ìîæíà çíàéòè 𝑏(𝑡, 𝑥):

𝑏(𝑡, 𝑥) =
∞∑︁
𝑚=0

𝑡𝑚Ψ𝑚(Φ
−1(𝑥));

çîêðåìà, 𝑏(𝑡, 𝑥) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî. Äëÿ ÿâíîãî çíàõîäæåííÿ ïîõi-

äíèõ 𝑏(𝑡, 𝑥) àíàëîãi÷íî òåîðåìi 5.9 îòðèìó¹ìî òàêi ôîðìóëè:

𝑟∑︁
𝑖=1

𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚
𝑏(𝑖)(0, 0)

∑︁′
𝑣(ℓ𝑝11𝑗1

· · · ℓ𝑝𝑟1𝑗𝑟 ) · · · 𝑣(ℓ
𝑝1𝑖
𝑗1

· · · ℓ𝑝𝑟𝑖𝑗𝑟 ) = −𝑣(𝜓𝑚(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟)),

äå ñóìà
∑︀′ áåðåòüñÿ ïî âñiõ òàêèõ íàáîðàõ {𝑝𝑘𝑚}, ùî 𝑝𝑘𝑚 äîðiâíþ¹ 0 àáî 1,

ïðè÷îìó
𝑖∑︀

𝑚=1
𝑝𝑘𝑚 = 1,

𝑟∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘𝑚 > 0 i ïîñëiäîâíiñòü ìíîæíèêiâ ó êîæíîìó äî-

äàíêó ñóìè
∑︀′ ôiêñîâàíà, òîáòî áóäü-ÿêèé íàáið ìíîæíèêiâ óðàõîâó¹òüñÿ

òiëüêè îäèí ðàç (òóò 𝑏(𝑖)(0, 0) ïîçíà÷à¹ 𝑖-òó ïîõiäíi ïî 𝑥).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðåêóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîõiäíèõ

𝑏(𝑡, 𝑥) â íóëi:

𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚
𝑏(0, 0) = −𝑚!𝑣𝑚,

𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚
𝑏(𝑟)(0, 0)𝑣(ℓ𝑗1) · · · 𝑣(ℓ𝑗𝑟) =

= −
𝑟−1∑︁
𝑖=1

𝑏(𝑖)(0, 0)
∑︁′

𝑣(ℓ𝑝11𝑗1
· · · ℓ𝑝𝑟1𝑗𝑟 ) · · · 𝑣(ℓ

𝑝1𝑖
𝑗1

· · · ℓ𝑝𝑟𝑖𝑗𝑟 )− 𝑣(𝜓𝑚(ℓ𝑗1 · · · ℓ𝑗𝑟)), 𝑟 ≥ 1,

(5.94)

äå 𝑚 ≥ 0, à
∑︀′ i {𝑝𝑘𝑚} òàêi, ÿê i âèùå.

Теорема 5.10. Нехай множина 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
задовольняє умови теоре-

ми 5.7. Векторне поле 𝑏(𝑡, 𝑥), таке, що пара 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑡, 𝑥) розв’язує
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задачу реалiзовностi, єдине i може бути знайдене за неявною формулою

(5.93), або його похiднi в нулi можуть бути знайденi рекурентно за яв-

ними формулами (5.94).

Íàðåøòi, îïèøåìî âñi ïàðè 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡, 𝑥), ÿêi ðîçâ'ÿçóþòü çàäà÷ó ðåà-

ëiçîâíîñòi.

Íåõàé 𝑎̃(𝑡, 𝑥), 𝑏̃(𝑡, 𝑥) � òàêà ïàðà, òîäi âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

𝑣𝑚1...𝑚𝑘
=

(−1)𝑘

𝑚1! . . .𝑚𝑘!
ad𝑚1

𝑅𝑎̃
𝑅𝑏̃ · · · ad

𝑚𝑘

𝑅𝑎̃
𝑅𝑏̃𝐸(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑡=0,𝑥=0

. (5.95)

Ïîêëàäåìî 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0 i ðîçãëÿíåìî âåêòîðíå ïîëå

𝑏(𝜏, 𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘!
𝜏 𝑘
(︁
ad𝑘𝑅𝑎̃

𝑅𝑏̃𝐸(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑡=0

)︁
. (5.96)

ßêùî 𝑎̃(𝑡, 𝑥), 𝑏̃(𝑡, 𝑥) äiéñíî-àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ, òî öåé ðÿä àáñîëþòíî

çáiãà¹òüñÿ ïðè ìàëèõ 𝑡 i 𝑥, à îòæå, 𝑏(𝜏, 𝑥) äiéñíî-àíàëiòè÷íà â îêîëi íóëÿ.

Òîäi

ad𝑘𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝜕𝑘

𝜕𝑡𝑘
𝑏(0, 𝑥) = ad𝑘𝑅𝑎̃

𝑅𝑏̃𝐸(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑡=0
.

Îñêiëüêè

ad𝑘𝑅𝑎
𝑅𝑏𝜑(𝑡, 𝑥) = 𝜑𝑥(𝑡, 𝑥)ad

𝑘
𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥),

òî äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (5.96) ìîæíà çíàéòè ñïî÷àòêó

îïåðàòîðè ad𝑘𝑅𝑎
𝑅𝑏

⃒⃒
𝑡=0

, à ïîòiì çíàõîäèòè ¨õ êîìïîçèöiþ. À îñêiëüêè

ad𝑚1

𝑅𝑎̃
𝑅𝑏̃ · · · ad

𝑚𝑘

𝑅𝑎̃
𝑅𝑏̃𝐸(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑡=0

= ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥)

⃒⃒⃒
𝑡=0
,

òî, âðàõîâóþ÷è (5.95), îòðèìó¹ìî, ùî ïàðà 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑡, 𝑥) ðîçâ'ÿçó¹

çàäà÷ó ðåàëiçîâíîñòi. ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.10, ïðè 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0 òàêå

𝑏(𝑡, 𝑥) ¹äèíå.

Íàâïàêè, íåõàé ïàðà 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑡, 𝑥) ðîçâ'ÿçó¹ çàäà÷ó ðåàëiçîâíîñòi.

Âèáåðåìî äîâiëüíå 𝑎̃(𝑡, 𝑥) (òàêå, ùî 𝑎̃(𝑡, 0) ≡ 0) i çíàéäåìî 𝑏̃(𝑡, 𝑥) ç ôîðìóëè

(5.96), ïîñëiäîâíî çíàõîäÿ÷è ïîõiäíi 𝜕𝑘

𝜕𝑡𝑘
𝑏̃(0, 𝑥), 𝑘 ≥ 0. Îñêiëüêè òàêå 𝑏(𝑡, 𝑥)

¹äèíå, òî 𝑏̃(𝑡, 𝑥) òåæ ¹äèíå.
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Îïèøåìî iíøèé ñïîñiá çàäàòè 𝑏̃(𝑡, 𝑥). Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçîê 𝐹 (𝑡, 𝑥) ðiâ-

íÿííÿ

𝐹𝑡(𝑡, 𝑥) + 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎̃(𝑡, 𝑥) = 0, (5.97)

òàêèé, ùî 𝐹 (0, 𝑥) = 𝑥; òîäi 𝐹 (𝑡, 𝑥) äiéñíî-àíàëiòè÷íå i 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥) çâîðîòíå

ïðè ìàëèõ 𝑡, 𝑥. Âèçíà÷èìî 𝑏̃(𝑡, 𝑥) = (𝐹𝑥(𝑡, 𝑥))
−1𝑏(𝑡, 𝐹 (𝑡, 𝑥)) i ïîêàæåìî, ùî

𝑏̃(𝑡, 𝑥) çàäîâîëüíÿ¹ (5.96). Äiéñíî, îçíà÷åííÿ 𝑏̃(𝑡, 𝑥) åêâiâàëåíòíå ðiâíîñòi

𝑏(𝑡, 𝐹 (𝑡, 𝑥)) = 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃(𝑡, 𝑥), (5.98)

ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî

𝑏𝑡(𝑡, 𝐹 (𝑡, 𝑥)) + 𝑏𝑥(𝑡, 𝐹 (𝑡, 𝑥))𝐹𝑡(𝑡, 𝑥) = 𝐹𝑡𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃(𝑡, 𝑥) + 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃𝑡(𝑡, 𝑥),

𝑏𝑥(𝑡, 𝐹 (𝑡, 𝑥))𝐹𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝐹𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃(𝑡, 𝑥) + 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃𝑥(𝑡, 𝑥).

Ç ðiâíÿííÿ (5.97) îòðèìó¹ìî

𝐹𝑡𝑥(𝑡, 𝑥) + 𝐹𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎̃(𝑡, 𝑥) + 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎̃𝑥(𝑡, 𝑥) = 0,

îòæå,

𝑏𝑡(𝑡, 𝐹 (𝑡, 𝑥)) =
(︁
−𝐹𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎̃(𝑡, 𝑥)− 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎̃𝑥(𝑡, 𝑥)

)︁
𝑏̃(𝑡, 𝑥)+

+𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃𝑡(𝑡, 𝑥)+
(︁
𝐹𝑥𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃(𝑡, 𝑥)+𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃𝑥(𝑡, 𝑥)

)︁
𝐹−1
𝑥 (𝑡, 𝑥)𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎̃(𝑡, 𝑥) =

= 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)
(︁
𝑏̃𝑥(𝑡, 𝑥)𝑎̃(𝑡, 𝑥) + 𝑏̃𝑡(𝑡, 𝑥)− 𝑎̃𝑥(𝑡, 𝑥)𝑏̃(𝑡, 𝑥)

)︁
=

= 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)ad𝑅𝑎̃
𝑅𝑏̃𝐸(𝑥),

òîáòî 𝑏𝑡(𝑡, 𝐹 (𝑡, 𝑥)) = 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)ad𝑅𝑎̃
𝑅𝑏̃𝐸(𝑥). Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íî, îòðè-

ìó¹ìî ïî iíäóêöi¨

𝜕𝑘

𝜕𝑡𝑘
𝑏(𝑡, 𝐹 (𝑡, 𝑥)) = 𝐹𝑥(𝑡, 𝑥)ad

𝑘
𝑅𝑎̃
𝑅𝑏̃𝐸(𝑥), 𝑘 ≥ 0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî 𝐹 (0, 𝑥) = 0, ïðè 𝑡 = 0 îòðèìó¹ìî

𝜕𝑘

𝜕𝑡𝑘
𝑏(0, 𝑥) = ad𝑘𝑅𝑎̃

𝑅𝑏̃𝐸(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑡=0
, 𝑘 ≥ 0,

òîáòî 𝑏(𝑡, 𝑥) i 𝑏̃(𝑡, 𝑥) ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ (5.96). Çîêðåìà, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

𝑏̃(𝑡, 𝑥) äiéñíî-àíàëiòè÷íå.
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Наслiдок 5.11. Нехай множина 𝑣𝑚1...𝑚𝑘
задовольняє умови теоре-

ми 5.7. Для довiльного дiйсно-аналiтичного векторного поля 𝑎(𝑡, 𝑥) (та-

кого, що 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0) iснує єдине дiйсно-аналiтичне векторне поле 𝑏(𝑡, 𝑥),

таке, що пара 𝑎(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡, 𝑥) розв’язує задачу реалiзовностi.

Зауваження 5.10. Запропонованi у даному пунктi методи вiднов-

лення систем мають вiдношення до канонiчних координат другого роду,

вiдомих у теорiї груп i алгебр Лi [100]. А саме, для автономного випадку

отриманi формули можуть бути записанi як

𝑎(𝑣(𝑒𝑥1ℓ𝑞1 · · · 𝑒𝑥𝑛ℓ𝑞𝑛)) = −𝑣(𝜙(𝑒𝑥1ℓ𝑞1 · · · 𝑒𝑥𝑛ℓ𝑞𝑛)),

𝑏(𝑣(𝑒𝑥1ℓ𝑞1 · · · 𝑒𝑥𝑛ℓ𝑞𝑛)) = −𝑣(𝑒𝑥1ℓ𝑞1 · · · 𝑒𝑥𝑛ℓ𝑞𝑛𝜉0),

а у неавтономному — як

𝑏(𝑡, 𝑣(𝑒𝑥1ℓ𝑞1 · · · 𝑒𝑥𝑛ℓ𝑞𝑛)) = −𝑣(𝑒𝑥1ℓ𝑞1 · · · 𝑒𝑥𝑛ℓ𝑞𝑛𝑒𝑡𝜙(𝜉0)),

де формальнi експоненти визначаються так:

𝑒𝑥1ℓ𝑞1 · · · 𝑒𝑥𝑛ℓ𝑞𝑛 =
∑︁

𝑗1,...,𝑗𝑛≥0

𝑥𝑗11 · · ·𝑥𝑗𝑛𝑛
𝑗1! · · · 𝑗𝑛!

ℓ𝑗1𝑞1 · · · ℓ
𝑗𝑛
𝑞𝑛
, 𝑒𝑡𝜙 =

∞∑︁
𝑗=0

𝑡𝑗

𝑗!
𝜙𝑗.

Приклад 5.6. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 =
1
2𝑡𝑥

2
1𝑢,

òîáòî 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑡, 𝑥) =
(︀
1, 12𝑡𝑥

2
1

)︀T
. ßê ëåãêî áà÷èòè, âiäïîâiäíèé ðÿä

íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ ìà¹ âèãëÿä 𝑆 = (−𝜉0,−𝜉001)T, òîáòî 𝑣0 =

(−1, 0)T, 𝑣001 = (0,−1)T, à ðåøòà êîåôiöi¹íòiâ äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïîêàæåìî,

ÿê çà öèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîâèòè âèõiäíó ñèñòåìó, â ÿêié 𝑎(𝑡, 𝑥) ≡ 0.

Âèáåðåìî ℓ1 = −𝜉0, ℓ2 = −[𝜉0, [𝜉0, 𝜉1]], òîäi 𝑣(ℓ1) = 𝑒1, 𝑣(ℓ2) = 𝑒2, Φ(𝑥) =

(𝑥1, 𝑥2)
T � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ, Ψ0(𝑥) = (1, 0)T, Ψ1(𝑥) = (0, 12𝑥

2
1)

T, ðå-

øòà âiäîáðàæåíü Ψ𝑚(𝑥) äîðiâíþþòü íóëþ. Çà ôîðìóëîþ (5.93) îòðèìó¹ìî

𝑏(𝑡, 𝑥) = Ψ0(𝑥) + 𝑡Ψ1(𝑥) = (1, 12𝑡𝑥
2
1)

T, ùî çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì 𝑏(𝑡, 𝑥).

Ñêîðèñòà¹ìîñü òåïåð ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ (5.94): ìà¹ìî 𝑏(0, 0) =

−𝑣0 i 𝜕𝑚

𝜕𝑡𝑚𝑏(0, 0) = 0 äëÿ âñiõ 𝑚 ≥ 1, òîáòî 𝑏(𝑡, 0) = 𝑒1. Ïðè 𝑟 = 1 óñi ïîõiäíi
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äîðiâíþþòü íóëþ, à ïðè 𝑟 = 2 îòðèìó¹ìî 𝜕
𝜕𝑡𝑏

′′(0, 0)𝑣(ℓ1)𝑣(ℓ1) = −𝑣(ℓ21𝜉1),
𝑏′′(0, 0)𝑒1𝑒1 = 𝜕2𝑏(0,0)

𝜕𝑥21
= 𝑒2 (òóò 𝑚 = 1). Ðåøòà ïîõiäíèõ äîðiâíþþòü íóëþ,

òîáòî 𝑏′(𝑡, 0) = 0, 𝑏′′(𝑡, 0)𝑒1𝑒1 = 𝑡𝑒2, 𝑏(𝑖)(𝑡, 0) = 0. Îòæå, 𝑏(𝑡, 𝑥) = 𝑏(𝑡, 0) +

1
2
𝜕2𝑏(𝑡,0)
𝜕𝑥21

𝑥21 = 𝑒1 +
1
2𝑥

2
1𝑡𝑒2.

Çíàéäåìî iíøó ðåàëiçàöiþ öüîãî ðÿäó. Âèáåðåìî, íàïðèêëàä, 𝑎̃(𝑡, 𝑥) =

(0, 𝑥1)
T. Çíàéäåìî äâà íåçàëåæíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ℎ𝑡 + ℎ𝑥2𝑥1 = 0, íà-

ïðèêëàä, ℎ1(𝑡, 𝑥) = 𝑥1, ℎ2(𝑡, 𝑥) = 𝑡𝑥1 − 𝑥2, òîäi 𝐹 (𝑡, 𝑥) = (𝑥1, 𝑥2 − 𝑡𝑥1)
T

(íàãàäà¹ìî, ùî çà îçíà÷åííÿì 𝐹 (0, 𝑥) = 𝑥), à òîäi ðiâíiñòü (5.98) íàáóâà¹

âèãëÿäó (︃
1

1
2𝑥

2
1𝑡

)︃
=

(︃
1 0

−𝑡 1

)︃(︃
𝑏̃1(𝑡, 𝑥)

𝑏̃2(𝑡, 𝑥)

)︃
,

çâiäêè 𝑏̃(𝑡, 𝑥) =
(︀
1, 12𝑥

2
1𝑡+ 𝑡

)︀T
. Òàêîãî æ âèñíîâêó ìîæíà äiéòè, âèêîðèñòî-

âóþ÷è ôîðìóëó (5.96). Ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî: 𝑏(0, 𝑥) = 𝑒1 = 𝑏̃(0, 𝑥),

𝑏𝑡(𝑡, 𝑥) =
1
2𝑥

2
1𝑒2 = ad𝑅𝑎̃

𝑅𝑏̃𝐸(𝑥)
⃒⃒⃒
𝑡=0
= 𝑏̃𝑥(0, 𝑥)⏟  ⏞  

=0

𝑎̃(0, 𝑥)+ 𝑏̃𝑡(0, 𝑥)−𝑎̃𝑥(0, 𝑥)𝑏̃(0, 𝑥) =

= 𝑏̃𝑡(0, 𝑥)−

(︃
0 0

0 1

)︃(︃
0

1

)︃
= 𝑏̃𝑡(0, 𝑥)− 𝑒2,

çâiäêè 𝑏̃𝑡(0, 𝑥) = (1 + 1
2𝑥

2
1)𝑒2, à ðåøòà ïîõiäíèõ äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå,

𝑏̃(𝑡, 𝑥) = 𝑏̃(0, 𝑥) + 𝑡𝑏̃𝑡(0, 𝑥) = 𝑒1 + 𝑡(1 + 1
2𝑥

2
1)𝑒2,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç îòðèìàíèì âèùå. Òîáòî ðåàëiçàöi¹þ äàíîãî âiäîáðàæåííÿ

¹ òàêîæ ñèñòåìà

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥1 + 𝑡𝑢+ 1
2𝑡𝑥

2
1𝑢.

Íàðåøòi, çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ 𝑣 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðå-

ìè 5.8, òîìó ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè àâòîíîìíó ñèñòåìó çà òåîðåìîþ 5.9.

Îñêiëüêè Φ(𝑥) = 𝑥, Φ1(𝑥) = −1
6𝑣(𝜙(𝜉

3
0))𝑥

3
1 = 1

6𝑥
3
1𝑒2, Φ2(𝑥) = −𝑣(𝜓0(1)) =

−𝑣0 = 𝑒1, ç ôîðìóë (5.79) âèïëèâà¹, ùî 𝑎(𝑥) = 1
6𝑥

3
1𝑒2, 𝑏(𝑥) = 𝑒1, òîáòî

ðåàëiçàöi¹þ äàíîãî âiäîáðàæåííÿ ¹ òàêîæ àâòîíîìíà ñèñòåìà

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 =
1
6𝑥

3
1.
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Висновки до роздiлу 5

Ó ðîçäiëi 5 ðîçãëÿíóòà çàäà÷à àïðîêñèìàöi¨ äëÿ íåëiíiéíèõ äiéñíî-

àíàëiòè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ¹ àôiííèìè çà êåðóâàííÿì. Ó ïiäðîçäiëi 5.1 çà-

ñòîñîâàíî ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 äî ïîáóäóâàííÿ i äîñëiäæåííÿ ãîëîâíî¨ ÷à-

ñòèíè ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ i îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ òàêèõ

ñèñòåì. À ñàìå, ââåäåíi i äîñëiäæåíi ïîíÿòòÿ ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi i ïðàâî-

ãî iäåàëó, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ ñèñòåìîþ, i ïîêàçàíî, ùî êîæíèé ç öèõ îá'¹êòiâ

âèçíà÷à¹ îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ ñèñòåìè. Çàïðîïîíîâàíi áåçêîîðäèíàòíå

îçíà÷åííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨, íàäàíà êëàñèôiêàöiÿ îäíîðiäíèõ àïðî-

êñèìàöié i çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ¨õ ïîáóäîâè.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äîñëiäæåíî çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåì, àôiííèõ çà

êåðóâàííÿì. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i øâèäêîäi¨ äëÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ íàáëèæà¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

øâèäêîäi¨ äëÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè â îêîëi íóëÿ. Âèâ÷åíå i çâîðîòíå ïèòàííÿ:

çíàéäåíi óìîâè, çà ÿêèõ ç åêâiâàëåíòíîñòi ó ñåíñi øâèäêîäi¨ äëÿ äâîõ ñèñòåì

âèïëèâà¹ ¨õ àëãåáðà¨÷íà åêâiâàëåíòíiñòü.

Ó ïiäðîçäiëi 5.3 âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ àëãåáðîþ iòåðîâàíèõ iíòåãðà-

ëiâ, ùî âèâ÷àëàñÿ â ðîçäiëi 4, i àëãåáðîþ íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ.

Êðiì òîãî, îòðèìàíi óìîâè ðåàëiçîâíîñòi ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìî-

ìåíòiâ ÿê ðÿäó äëÿ âiäîáðàæåííÿ äî ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ äåÿêî¨ (àâòîíîì-

íî¨ àáî íåàâòîíîìíî¨) êåðîâàíî¨ ñèñòåìè, à òàêîæ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä

âiäíîâëåííÿ òàêî¨ ñèñòåìè.

Ó ïiäðîçäiëi ïåðåâàæíî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê îäíîâèìiðíîãî êåðóâàí-

íÿ, àëå âñi ðåçóëüòàòè ùîäî îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ïðèïóñêàþòü óçàãàëü-

íåííÿ íà âèïàäîê áàãàòîâèìiðíîãî êåðóâàííÿ òà áiëüø çàãàëüíèõ îáìåæåíü

íà êåðóâàííÿ; âiäïîâiäíi çàóâàæåííÿ çðîáëåíî ó ïóíêòi 5.1.3.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi ó ðîáîòàõ [35, 13, 14, 17, 37,

128, 129, 130, 131, 140, 85].



РОЗДIЛ 6

КЛАСИФIКАЦIЯ ВЕКТОРIВ ЗРОСТУ СИСТЕМ,

ЛIНIЙНИХ ЗА КЕРУВАННЯМ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçâèâà¹ìî ìåòîäè ðîçäiëó 3 äëÿ äîñëiäæåííÿ âå-

êòîðiâ çðîñòó ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì. Ó ïiäðîçäiëi 6.1 ìè äà¹ìî

îïèñ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi ÿê âiëüíèõ àëãåáð Ëi. ßê íàñëiäîê, îòðèìàíèé

ïîâíèé îïèñ óñiõ âåêòîðiâ çðîñòó ñèñòåì.

Ó ïiäðîçäiëi 6.2 ìè âèâ÷à¹ìî ìíîæèíó âñiõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi ñè-

ñòåì, ÿêi ìàþòü îäèí i òîé ñàìèé âåêòîð çðîñòó. Äëÿ âèïàäêó äâîâèìiðíî-

ãî êåðóâàííÿ îòðèìàíèé ïîâíèé îïèñ âåêòîðiâ çðîñòó, äëÿ ÿêèõ ìíîæèíà

òàêèõ ñèñòåì (ç òî÷íiñòþ äî íåâèðîäæåíèõ çàìií çìiííèõ i êåðóâàííÿ) ¹

ñêií÷åííîþ.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [82, 83].

6.1 Реалiзовнi вектори зросту i опис ядерних пiдалгебр Лi

6.1.1 Ðåàëiçîâíi âåêòîðè çðîñòó

Ïîâåðíåìîñü äî ïîíÿòòÿ âåêòîðà çðîñòó (îçíà÷åííÿ 2.6): âåêòîð çðî-

ñòó 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝) áóäü-ÿêî¨ ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíî¨ ñèñòåìè ¹ íåñïàäíîþ

ïîñëiäîâíiñòþ öiëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë:

𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝), 1 ≤ 𝑣1 ≤ · · · ≤ 𝑣𝑝−1 < 𝑣𝑝 = 𝑛, (6.1)

äå 𝑝 � ñòåïiíü íåãîëîíîìíîñòi ñèñòåìè. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî 𝑣0 = 0.

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå ïèòàííÿ: äëÿ çàäàíî¨ íåñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi öi-

ëèõ äîäàòíèõ ÷èñåë âèçíà÷èòè, ÷è ¹ âîíà âåêòîðîì çðîñòó äåÿêî¨ ñèñòåìè,

ëiíiéíî¨ çà êåðóâàííÿì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öÿ çàäà÷à òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç âëà-

ñòèâîñòÿìè ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi.
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Íàãàäà¹ìî, ùî âåêòîð çðîñòó â ïåâíîìó ñåíñi îïèñó¹ ïîâåäiíêó ñèñòå-

ìè â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò. À ñàìå, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó äîñÿæíîñòi ç

ïî÷àòêó êîîðäèíàò çà ÷àñ 𝜃 äëÿ ñèñòåìè (2.1) ç êåðóâàííÿìè ç 𝐵𝜃, òîáòî

ìíîæèíó 𝐷(𝜃) = {ℰ𝑋1,...,𝑋𝑚
(𝜃, 𝑢) : 𝑢 ∈ 𝐵𝜃}. Òîäi ó ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäè-

íàòàõ äëÿ äîñèòü ìàëèõ 𝜃 ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà îöiíêà (¾Ball-Box Theorem¿

[50, 92]):

𝐵𝑣(𝑐1, 𝜃) ⊂ 𝐷(𝜃) ⊂ 𝐵𝑣(𝑐2, 𝜃)

, äå 𝐵𝑣(𝑐, 𝜃) � öå ïàðàëåëåïiïåä

𝐵𝑣(𝑐, 𝜃) = {𝑧 ∈ R𝑛 : |𝑧𝑖| ≤ 𝑐𝜃𝑘 äëÿ 𝑣𝑘−1 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝},

à 0 < 𝑐1 < 𝑐2 � äåÿêi êîíñòàíòè. Àëå òî÷íèé îïèñ ïîâåäiíêè ñèñòåìè â

òåðìiíàõ òðà¹êòîðié íàäà¹òüñÿ ÿäåðíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi.

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ââàæà¹ìî, ùî 𝑛 ≥ 2, 𝑚 ≥ 2.

Означення 6.1. Нехай заданi послiдовнiсть цiлих чисел (6.1) i цiле

число 𝑚. Ми кажемо, що (6.1) реалiзується як вектор зросту (системи

з 𝑚 керуваннями), якщо iснує система вигляду (2.1), для якої (6.1) є її

вектором зросту.

Означення 6.2. Пiдалгебру Лi, що породжується пiдпростором
𝑘∑︀
𝑞=1

𝒫𝑞 (тобто мiнiмальну за включенням пiдалгебру Лi, яка мiстить цей

пiдпростiр), ми називаємо зведеною ядерною пiдалгеброю Лi до порядку 𝑘,

що вiдповiдає системi (2.1). Ми позначаємо її ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

.

Äëÿ 𝑘 = 0 ïîçíà÷èìî ℒ[0]
𝑋1,...,𝑋𝑚

= {0}. Î÷åâèäíî,

ℒ[0]
𝑋1,...,𝑋𝑚

⊂ ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

⊂ · · · ⊂ ℒ[𝑘−1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

⊂ ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

⊂ · · · ⊂ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
.

Ïîñëiäîâíiñòü çâåäåíèõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi äà¹ ïåâíå îáìåæåííÿ äëÿ

ìîæëèâèõ çíà÷åíü êîìïîíåíò âåêòîðà çðîñòó (6.1). Äiéñíî, äëÿ áóäü-ÿêîãî

𝑘 ≥ 1 âñi åëåìåíòè ℒ[𝑘−1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘 обов’язково íàëåæàòü 𝒫𝑘. Îòæå,

𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1 ≤ dimℒ𝑘 − dim(ℒ[𝑘−1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝.
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Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1 äëÿ

величини 𝑘-го кроку ïîñëiäîâíîñòi (6.1), 𝑘 = 1, . . . , 𝑝. ßêùî 𝑑1 = 0, òî

𝑋1(0) = · · · = 𝑋𝑚(0) = 0, à òîäi 𝑣1 = · · · = 𝑣𝑝 = 0, ùî ñóïåðå÷èòü ïîâíié

íåãîëîíîìíîñòi ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì, äàëi ìè ââàæà¹ìî, ùî 𝑣1 = 𝑑1 ≥ 1.

6.1.2 ßäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ÿê âiëüíà àëãåáðà

ßäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
áóëà âèçíà÷åíà ÿê (ïðÿìà) ñóìà îäíîði-

äíèõ ïiäïðîñòîðiâ 𝒫𝑘 (îçíà÷åííÿ 4.1). Àëå ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
ÿê ïiäàëãåáðà âiëüíî¨

àëãåáðè Ëi ñàìà ¹ âiëüíîþ àëãåáðîþ Ëi [43, 158]. Ó öüîìó ïóíêòi ìè âêàæå-

ìî âiëüíèé породжувальний базис äëÿ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
, òîáòî ìíîæèíó ¾ëiòåð¿,

çà ÿêèìè ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
áóäó¹òüñÿ ÿê âiëüíà àëãåáðà Ëi.

Îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì ¹ òåîðåìà 1.7 ïðî âèêëþ÷åííÿ. Ó öié òåîðåìi

ìíîæèíà 𝐼 ¹ äîâiëüíîþ; ó íàñ öå áóäå ìíîæèíà ìóëüòèiíäåêñiâ. Íàãàäà¹ìî,

ùî Lie{𝒬} îçíà÷à¹ âiëüíó àëãåáðó Ëi, ÿêà âiëüíî ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæè-

íîþ 𝒬.

Лема 6.1. Нехай система (2.1) є повнiстю неголономною i (6.1) є

її вектором зросту. Тодi iснують такi лiнiйно незалежнi елементи

𝜁1, . . . , 𝜁𝑛 ∈ ℒ, що для будь-якого 𝑘 = 1, . . . , 𝑝

ord(𝜁𝑣𝑘+𝑞) = 𝑘 + 1 для 𝑘 = 0, . . . , 𝑝− 1, 𝑞 = 1, . . . , 𝑑𝑘+1,

i мають мiсце наступнi рiвностi: прямий розклад

ℒ = Lin{𝜁1, . . . , 𝜁𝑣𝑘}+ Lie{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘} (6.2)

i зображення

ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

= Lie
{︁
𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘, ord(𝜂

𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘
}︁
, (6.3)

де Ω𝑣𝑘 — множини мультиiндексiв i

ord(𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) =
𝑘∑︁
𝑞=1

𝑞
(︁ 𝑣𝑞∑︁
𝑟=𝑣𝑞−1+1

𝑖𝑟

)︁
+ 1. (6.4)
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Доведення. Âèêîðèñòà¹ìî iíäóêöiþ. Íåõàé 𝑘 = 1; ïîçíà÷èìî 𝑚1 = 𝑚.

Îñêiëüêè dimℒ1 = 𝑚1, òî, âðàõîâóþ÷è (4.4), îòðèìó¹ìî dim𝒫1 = 𝑚1 −
𝑑1. Ïîçíà÷èìî 𝒩 1 = 𝒫1, îáåðåìî áàçèñ 𝒩 1 i ïîçíà÷èìî éîãî åëåìåíòè̃︀𝜂𝑑1+1, . . . , ̃︀𝜂𝑚1; íåõàé ̃︀𝜂1, . . . , ̃︀𝜂𝑑1 � äåÿêå äîïîâíåííÿ öüîãî áàçèñó äî áàçèñó

ℒ1, òîáòî ℒ1 = 𝒩 1 + Lin{̃︀𝜂1, . . . , ̃︀𝜂𝑑1}.
Ïîçíà÷èìî Ω0 = Ω1

0 = {1, . . . ,𝑚1}, òîäi

ℒ = Lie{𝜂𝑗 : 𝑗 ∈ Ω0} = Lie{̃︀𝜂𝑗 : 𝑗 ∈ Ω0}.

Îòæå, ìíîæèíà {̃︀𝜂𝑗 : 𝑗 ∈ Ω0} òàêîæ ¹ âiëüíèì ïîðîäæóâàëüíèì áàçèñîì ℒ.
Ïîçíà÷èìî 𝜁1 = ̃︀𝜂1. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.7 äî àëãåáðè Ëi ℒ ç ℓℎ = ̃︀𝜂ℎ,
𝐼 = Ω0 i ℎ0 = 1, îòðèìó¹ìî

ℒ = Lin{𝜁1}+ Lie{ad𝑖1𝜁1̃︀𝜂𝑗 : 𝑖1 ≥ 0, 𝑗 ∈ Ω0∖{1}}.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Ω1 = {(𝑖1, 𝑗) : 𝑖1 ≥ 0, 𝑗 ∈ Ω0∖{1}} i 𝜂𝑖1𝑗 = ad𝑖1𝜁1̃︀𝜂𝑗, òîäi
îòðèìó¹ìî ïðÿìèé ðîçêëàä

ℒ = Lin{𝜁1}+ Lie{𝜂𝑖1𝑗 : (𝑖1, 𝑗) ∈ Ω1}. (6.5)

Íåõàé 𝑑1 ≥ 2. Ïîçíà÷èìî 𝜁2 = 𝜂02 (ùî íàñïðàâäi äîðiâíþ¹ 𝜁2 = ad0𝜁1̃︀𝜂2 =̃︀𝜂2). Òåïåð ìè çàñòîñîâó¹ìî òåîðåìó 1.7 äî âiëüíî¨ àëãåáðè Ëi ó ïðàâié

÷àñòèíi (6.5) ç 𝐼 = Ω1, ℎ0 = (0, 2) i ℓℎ = 𝜂𝑖1𝑗 äëÿ âñiõ ìóëüòèiíäåêñiâ

ℎ = (𝑖1, 𝑗) ∈ Ω1. Îòðèìó¹ìî ïðÿìèé ðîçêëàä

ℒ = Lin{𝜁1, 𝜁2}+ Lie{ad𝑖2𝜁2𝜂
𝑖1𝑗 : 𝑖2 ≥ 0, (𝑖1, 𝑗) ∈ Ω1∖{(0, 2)}} =

= Lin{𝜁1, 𝜁2}+ Lie{𝜂𝑖2𝑖1𝑗 : (𝑖2, 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω2},

äå
Ω2 = {(𝑖2, 𝑖1, 𝑗) : 𝑖2 ≥ 0, (𝑖1, 𝑗) ∈ Ω1∖{(0, 2)}} =

= {(𝑖2, 𝑖1, 𝑗) : 𝑖2, 𝑖1 ≥ 0, 𝑗 ∈ Ω0, 𝑗 ̸= 1, (𝑖1, 𝑗) ̸= (0, 2)}

i 𝜂𝑖2𝑖1𝑗 = ad𝑖2𝜁2𝜂
𝑖1𝑗 = ad𝑖2𝜁2ad

𝑖1
𝜁1
̃︀𝜂𝑗. Ïðîäîâæóþ÷è, ïiñëÿ 𝑑1 òàêèõ êðîêiâ îòðè-

ìó¹ìî

ℒ = Lin{𝜁1, . . . , 𝜁𝑣1}+ Lie{𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣1, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣1}, (6.6)
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äå 𝜁𝑗 = ̃︀𝜂𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑣1, 𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 = ad
𝑖𝑣1
𝜁𝑣1

· · · ad𝑖1𝜁1̃︀𝜂𝑗 i
Ω𝑣1 =

{︂
(𝑖𝑣1, . . . , 𝑖1, 𝑗) : 𝑖𝑣1, . . . , 𝑖1 ≥ 0, 𝑗 ∈ Ω0,

𝑗 ̸= 1, (𝑖1, 𝑗) ̸= (0, 2),

. . . , (𝑖𝑣1−1, . . . , 𝑖1, 𝑗) ̸= (0, . . . , 0, 𝑑1),

}︂
ùî çáiãà¹òüñÿ ç (6.2) ïðè 𝑘 = 1.

Çíàéäåìî çâåäåíó àëãåáðó ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

; çà îçíà÷åííÿì, âîíà ïîðîäæó¹òüñÿ

ïiäïðîñòîðîì 𝒫1 = 𝒩 1, òîáòî ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

= Lie{̃︀𝜂𝑑1+1, . . . , ̃︀𝜂𝑚1}. Äîâåäåìî,
ùî

ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

= Lie{𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣1, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣1, ord(𝜂
𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗) = 1}. (6.7)

Çàóâàæèìî, ùî ïîðÿäîê åëåìåíòà 𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 = ad
𝑖𝑣1
𝜁𝑣1

· · · ad𝑖1𝜁1̃︀𝜂𝑗 äîðiâíþ¹

ord(𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗) = 𝑖𝑣1+ · · ·+𝑖1+1. Çîêðåìà, öå îçíà÷à¹, ùî ord(𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗) = 1 òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè 𝑖𝑣1 = · · · = 𝑖1 = 0. Îòæå, 𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 = ad0𝜁𝑣1 · · · ad
0
𝜁1
̃︀𝜂𝑗 = ̃︀𝜂𝑗.

Çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè Ω𝑣1, ç óìîâè (𝑖𝑣1, . . . , 𝑖1, 𝑗) = (0, . . . , 0, 𝑗) ∈ Ω𝑣1

âèïëèâà¹, ùî 𝑗 ìîæå áóòè äîâiëüíèì åëåìåíòîì Ω0 крiм {1, . . . , 𝑑1}. Îò-
æå, ìíîæèíà (âiëüíèõ) ïîðîäæóâàëüíèõ åëåìåíòiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi (6.7)

äîðiâíþ¹ {̃︀𝜂𝑑1+1, . . . , ̃︀𝜂𝑚1}. Ç öüîãî âèïëèâà¹ (6.7), ùî çáiãà¹òüñÿ ç (6.3) ïðè

𝑘 = 1.

Êðîê iíäóêöi¨ ¾âiä 𝑘 äî 𝑘 + 1¿. Ïðèïóñòèìî, ùî (6.2) i (6.3) âèêîíà-

íi äëÿ äåÿêîãî 𝑘, òàêîãî ùî 1 ≤ 𝑘 < 𝑝. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið ℒ𝑘+1. Çà

ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ℒ𝑘+1 ∩ Lin{𝜁1, . . . , 𝜁𝑣𝑘} = {0}. Îòæå, ç (6.2) i (6.3)
âèïëèâà¹

ℒ𝑘+1 = (Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘}∩ℒ𝑘+1)+(ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ℒ𝑘+1). (6.8)

Öåé ðîçêëàä ¹ ïðÿìèì, îñêiëüêè ïîðîäæóâàëüíi åëåìåíòè â (6.2) ¹ âiëü-

íèìè, à îòæå, ïîðîäæóâàëüíi åëåìåíòè 𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 ∈ ℒ𝑘+1 íå çàëåæàòü âiä

åëåìåíòiâ (6.3). Íàãàäà¹ìî, ùî çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ïîðÿäîê 𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗

âèçíà÷à¹òüñÿ (6.4), i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Ω𝑘+1
𝑣𝑘

= Ω𝑣𝑘 ∩
{︁
(𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) :

𝑘∑︁
𝑞=1

𝑞
(︁ 𝑣𝑞∑︁
𝑟=𝑣𝑞−1+1

𝑖𝑟

)︁
+ 1 = 𝑘 + 1

}︁
. (6.9)
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Òîäi ïðÿìèé ðîçêëàä (6.8) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ℒ𝑘+1 = Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘+1
𝑣𝑘

}+ (ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘+1), (6.10)

äå åëåìåíòè 𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 ó ïåðøîìó äîäàíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið 𝒫𝑘+1 ⊂ ℒ𝑘+1. Çà îçíà÷åííÿì 𝒫𝑘+1 i ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

,

(ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘+1) ⊂ 𝒫𝑘+1.

Îòæå, ç (6.10) âèïëèâà¹ ïðÿìèé ðîçêëàä

𝒫𝑘+1 = 𝒩 𝑘+1 + (ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘+1), (6.11)

äå 𝒩 𝑘+1 = Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘+1
𝑣𝑘

} ∩ 𝒫𝑘+1.

Çíàéäåìî dim𝒩 𝑘+1. Íåõàé 𝑚𝑘+1 ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi

Ω𝑘+1
𝑣𝑘

. Òîäi ç (6.10) i (6.11) âèïëèâà¹

dimℒ𝑘+1 = 𝑚𝑘+1 + dim(ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘+1),

dim𝒫𝑘+1 = dim𝒩 𝑘+1 + dim(ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘+1).

Áåðó÷è äî óâàãè (4.4) (ç 𝑘+1 çàìiñòü 𝑘), îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî dim𝒩 𝑘+1 =

𝑚𝑘+1 − 𝑑𝑘+1. Îòæå, çîêðåìà, 𝑚𝑘+1 ≥ 𝑑𝑘+1.

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî 𝑑𝑘+1 = 𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘 > 0. Âèïàäîê 𝑑𝑘+1 = 0 áóäå

îáãîâîðåíèé íèæ÷å.

Âèáåðåìî íîâèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘+1
𝑣𝑘

},
ùîá𝑚𝑘+1−𝑑𝑘+1 éîãî åëåìåíòiâ óòâîðþâàëè áàçèñ𝒩 𝑘+1. Çðó÷íî iíäåêñóâàòè

åëåìåíòè íîâîãî áàçèñó àíàëîãi÷íî åëåìåíòàì âèõiäíîãî áàçèñó � ìíîæè-

íîþ Ω𝑘+1
𝑣𝑘

. Çàïèøåìî ìóëüòèiíäåêñè ç Ω𝑘+1
𝑣𝑘

ó деякому ïîðÿäêó i âèêîðè-

ñòà¹ìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ äëÿ íèõ: Ω𝑘+1
𝑣𝑘

= {⟨1⟩, ⟨2⟩, . . . , ⟨𝑚𝑘+1⟩}. Òåïåð
âèáåðåìî áàçèñ 𝒩 𝑘+1 i ïîçíà÷èìî éîãî åëåìåíòè ̃︀𝜂⟨𝑑𝑘+1+1⟩, . . . , ̃︀𝜂⟨𝑚𝑘+1⟩. Äàëi

âèáåðåìî åëåìåíòè ̃︀𝜂⟨1⟩, . . . , ̃︀𝜂⟨𝑑𝑘+1⟩, ÿêi äîïîâíþþòü öåé áàçèñ, òîáòî

Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘+1
𝑣𝑘

} = 𝒩 𝑘+1 + Lin{̃︀𝜂⟨1⟩, . . . , ̃︀𝜂⟨𝑑𝑘+1⟩}.
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Ïîçíà÷èìî òàêîæ ̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 = 𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 äëÿ âñiõ (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘∖Ω𝑘+1
𝑣𝑘

. Òîäi

Lie{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘} = Lie{̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘}.
(6.12)

Òåïåð çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1.7 äî âiëüíî¨ àëãåáðè â ïðàâié ÷àñòèíi (6.12). À

ñàìå, íåõàé 𝜁𝑣𝑘+𝑞 = ̃︀𝜂⟨𝑞⟩, 𝑞 = 1, . . . , 𝑑𝑘+1. Ìiðêóþ÷è ÿê i ó âèïàäêó 𝑘 = 1 i

çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.7 (𝑑𝑘+1 ðàçiâ), îòðèìó¹ìî ïðÿìèé ðîçêëàä

Lie{̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘} =

= Lin{𝜁𝑣𝑘+1, . . . , 𝜁𝑣𝑘+1
}+ Lie{𝜂𝑖𝑣𝑘+1

...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘+1
, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1

},
(6.13)

äå 𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗 = ad

𝑖𝑣𝑘+1

𝜁𝑣𝑘+1
· · · ad𝑖𝑣𝑘+1

𝜁𝑣𝑘+1
̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 i ìíîæèíà Ω𝑣𝑘+1

ìà¹ âèãëÿä

Ω𝑣𝑘+1
=

{︂
(𝑖𝑣𝑘+1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) : 𝑖𝑣𝑘+1
, . . . , 𝑖𝑣𝑘+1 ≥ 0, (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘,

(𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ̸= ⟨1⟩,
(𝑖𝑣𝑘+1, 𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ̸= (0, ⟨2⟩),
. . .

(𝑖𝑣𝑘+1−1, . . . , 𝑖𝑣𝑘+1, 𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ̸= (0, . . . , 0, ⟨𝑑𝑘+1⟩)
}︂
.

Îñêiëüêè ord(𝜁𝑣𝑘+1) = · · · = ord(𝜁𝑣𝑘+1
) = 𝑘 + 1, òî

ord(𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗) = (𝑘+1)(𝑖𝑣𝑘+1

+· · ·+𝑖𝑣𝑘+1)+ord(̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) = 𝑘+1∑︁
𝑞=1

𝑞
(︁ 𝑣𝑞∑︁
𝑟=𝑣𝑞−1+1

𝑖𝑟

)︁
+1.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è (6.2), (6.12) i (6.13), îòðèìó¹ìî ïðÿìèé ðîçêëàä

ℒ = Lin{𝜁1, . . . , 𝜁𝑣𝑘+1
}+ Lie{𝜂𝑖𝑣𝑘+1

...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘+1
, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1

}, (6.14)

çâiäêè âèïëèâà¹ (6.2) i (6.4) äëÿ 𝑘 + 1.

Òåïåð ïîâåðíåìîñü äî çîáðàæåííÿ çâåäåíî¨ ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè ℒ[𝑘+1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

.

Çà îçíà÷åííÿì, âîíà ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ
𝑘+1∑︀
𝑞=1

𝒫𝑞 àáî, ÿê âèïëèâà¹ ç

(6.11), ìíîæèíîþ 𝒩 𝑘+1 + ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

. Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (6.3) âèïëèâà¹,

ùî ÿê ìíîæèíó ïîðîäæóâàëüíèõ åëåìåíòiâ äëÿ ℒ[𝑘+1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

ìîæíà îáðàòè

{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘, ord(𝜂
𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘} ∪ {̃︀𝜂⟨𝑑𝑘+1+1⟩, . . . , ̃︀𝜂⟨𝑚𝑘+1⟩}.

(6.15)
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Ïîêàæåìî, ùî öÿ ìíîæèíà çáiãà¹òüñÿ ç

{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘+1
, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1

, ord(𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘 + 1}, (6.16)

ÿêà ¹ âiëüíîþ, îñêiëüêè ¹ ÷àñòèíîþ âiëüíîãî ïîðîäæóâàëüíîãî áàçèñó ç

ïðàâî¨ ÷àñòèíè (6.14). Äiéñíî, ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü ord(𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘+1

ó âèãëÿäi

(𝑘+1)(𝑖𝑣𝑘+1
+· · ·+𝑖𝑣𝑘+1)+𝑘(𝑖𝑣𝑘+· · ·+𝑖𝑣𝑘−1+1)+· · ·+(𝑖𝑣1+· · ·+𝑖1)+1 ≤ 𝑘+1,

çâiäêè 𝑖𝑣𝑘+1
= · · · = 𝑖𝑣𝑘+1 = 0, à îòæå, ìíîæèíà (6.16) ñêëàäà¹òüñÿ ç

òàêèõ åëåìåíòiâ 𝜂0...0𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 = ̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗, ùî (0, . . . , 0, 𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1
i

ord(̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1,𝑗) ≤ 𝑘 + 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ord(̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘, òîäi çà ïîáóäîâîþ ̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 = 𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 i

ìóëüòèiíäåêñ (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó Ω𝑣𝑘 . Îòæå, öi åëåìåíòè çáiãà-

þòüñÿ ç ïîðîäæóâàëüíèìè åëåìåíòàìè ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

, òîáòî

{𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘+1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1
, ord(𝜂𝑖𝑣𝑘+1

...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘} =

= {𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘, ord(𝜂
𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘}.

Íåõàé ord(̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) = 𝑘 + 1. Îñêiëüêè (0, . . . , 0, 𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1
, òî

çà îçíà÷åííÿì Ω𝑣𝑘+1
îòðèìó¹ìî, ùî ìóëüòèiíäåêñ (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ìîæå áóòè

äîâiëüíèì åëåìåíòîì Ω𝑘+1
𝑣𝑘

êðiì {⟨1⟩, . . . , ⟨𝑑𝑘+1⟩}. Îòæå,

{𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘+1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1
, ord(𝜂𝑖𝑣𝑘+1

...𝑖1𝑗) = 𝑘 + 1} =

= {̃︀𝜂⟨𝑑𝑘+1+1⟩, . . . , ̃︀𝜂⟨𝑚𝑘+1⟩}.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà (6.15) çáiãà¹òüñÿ ç (6.16), à îòæå,

ℒ[𝑘+1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

= Lie
{︁
𝜂𝑖𝑣𝑘+1

...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘+1
, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1

, ord(𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘 + 1

}︁
ùî äà¹ (6.3) äëÿ 𝑘 + 1.

Ìè ïîâíiñòþ ðîçãëÿíóëè âèïàäîê 𝑑𝑘+1 > 0. Íåõàé òåïåð 𝑑𝑘+1 = 0. Î÷å-

âèäíî, â öüîìó âèïàäêó çîáðàæåííÿ (6.2) äëÿ 𝑘 i 𝑘+1 çáiãàþòüñÿ (îñêiëüêè

𝑣𝑘+1 = 𝑣𝑘). Óðàõîâóþ÷è (6.8) i ðiâíiñòü ℒ𝑘+1 = 𝒫𝑘+1, ìà¹ìî

𝒫𝑘+1 = Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘, ord(𝜂
𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) = 𝑘 + 1} +
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+(ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘+1).

Îñêiëüêè 𝑣𝑘+1 = 𝑣𝑘, ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ (6.3) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà

{𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘+1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1
, ord(𝜂𝑖𝑣𝑘+1

...𝑖1𝑗) ≤ 𝑘 + 1}

ïîðîäæó¹ ℒ[𝑘+1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

i ¹ âiëüíîþ, çâiäêè îòðèìó¹ìî (6.3) äëÿ 𝑘 + 1. �

Теорема 6.1. Ядерна пiдалгебра Лi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
вiльно породжується

множиною

{𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛},

де елементи 𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 i множина Ω𝑛 = Ω𝑣𝑝 описанi в лемi 6.1.

Доведення. Äiéñíî, âèáèðàþ÷è 𝑘 = 𝑝 ó ëåìi 6.1, îòðèìó¹ìî

ℒ = Lin{𝜁1, . . . , 𝜁𝑛}+ Lie{𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛}, (6.17)

ℒ[𝑝]
𝑋1,...,𝑋𝑚

= Lie
{︁
𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛, ord(𝜂

𝑖𝑛...𝑖1𝑗) ≤ 𝑝
}︁
. (6.18)

Äîâåäåìî, ùî

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
= Lie{𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛}. (6.19)

Çà îçíà÷åííÿì,
𝑝∑︀

𝑘=1

𝒫𝑘 ⊂ ℒ[𝑝]
𝑋1,...,𝑋𝑚

i, çàâäÿêè (6.18), ℒ[𝑝]
𝑋1,...,𝑋𝑚

âõîäèòü äî ïðà-

âî¨ ÷àñòèíè (6.19). Îòæå,
𝑝∑︀

𝑘=1

𝒫𝑘 âõîäèòü äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (6.19). Îñêiëüêè

ord(𝜁𝑖) ≤ 𝑝, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, òî ç (6.17) âèïëèâà¹, ùî
∞∑︀

𝑘=𝑝+1

𝒫𝑘 òàêîæ âõîäèòü

äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (6.19). Îòæå,

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
=

∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘 ⊂ Lie{𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛}.

Íàâïàêè, ðîçãëÿíåìî ïîðîäæóâàëüíi åëåìåíòè 𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗. Ó âèïàäêó

ord(𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗) ≤ 𝑝 çàâäÿêè (6.18) ìà¹ìî 𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 ∈ ℒ[𝑝]
𝑋1,...,𝑋𝑚

⊂ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
. Ó

âèïàäêó ord(𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗) = 𝑟 ≥ 𝑝+1 ìà¹ìî 𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 ∈ ℒ𝑟 = 𝒫𝑟 ⊂ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
. Îòæå,

Lie{𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛} ⊂ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
,

îñêiëüêè ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
¹ àëãåáðîþ Ëi. �
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Зауваження 6.1. Добре вiдомо, що теорема 1.7 використовується

для побудування однорiдного градуйованого базису вiльної алгебри Лi

[120, 153]. Це класичне застосування вiдповiдає «вiльному» випадку, коли

𝑑𝑘 = 𝑚𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝. Тодi елементи 𝜁1, . . . , 𝜁𝑛 є першими 𝑛 елементами

однорiдного базису алгебри Лi ℒ.

Ëåìà 6.1 i òåîðåìà 6.1 äàþòü íåîáõiäíi óìîâè ðåàëiçîâíîñòi ïîñëiäîâíî-

ñòi (6.1) ÿê âåêòîðà çðîñòó. Äiéñíî, ÿê áóëî ïîêàçàíî ó äîâåäåííi ëåìè 6.1,

ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (6.1) ¹ âåêòîðîì çðîñòó, òî 𝑑𝑘 ≤ 𝑚𝑘 äëÿ áóäü-ÿêîãî

𝑘 = 1, . . . , 𝑝, äå 𝑚𝑘 � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi Ω𝑘
𝑚𝑘−1

. Àëå ìíîæèíè

Ω2
𝑣1
, . . . ,Ω𝑝

𝑣𝑝−1
ìîæóòü áóòè ïîáóäîâàíi áåç âèêîðèñòàííÿ àëãåáðè Ëi, ëèøå

âèõîäÿ÷è ç ÷èñåë 𝑣1, . . . , 𝑣𝑝 (i 𝑚). Òàêèé àëãîðèòì îïèñàíèé ÿâíî â íàñòó-

ïíîìó íàñëiäêó.

Наслiдок 6.1. Якщо послiдовнiсть (6.1) є вектором зросту деякої си-

стеми вигляду (2.1), то мають мiсце нерiвностi 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘− 𝑣𝑘−1 ≤ 𝑚𝑘 для

всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑝, де 𝑣0 = 0, а числа 𝑚𝑘 можуть бути знайденi за таким

алгоритмом.

Початковi позначення: 𝑚1 = 𝑚, Ω𝑣0 = Ω1
𝑣0
= {1, . . . ,𝑚1}.

𝑘-й крок (𝑘 = 1, . . . , 𝑝− 1):

(a) якщо 𝑣𝑘 > 𝑣𝑘−1, то перенумерувати елементи множини Ω𝑘
𝑣𝑘−1

Ω𝑘
𝑣𝑘−1

= {⟨1⟩, . . . , ⟨𝑚𝑘⟩}

i покласти

Ω𝑣𝑘=

{︂
(𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) : 𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖𝑣𝑘−1+1 ≥ 0, (𝑖𝑣𝑘−1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘−1
,

(𝑖𝑣𝑘−1
, . . . , 𝑖1, 𝑗) ̸= ⟨1⟩,

(𝑖𝑣𝑘−1+1, 𝑖𝑣𝑘−1
, . . . , 𝑖1, 𝑗) ̸= (0, ⟨2⟩),

. . .

(𝑖𝑣𝑘−1, . . . , 𝑖𝑣𝑘−1
, 𝑖𝑣𝑘−1+1 . . . , 𝑖1, 𝑗) ̸= (0, . . . , 0, ⟨𝑑𝑘⟩)

}︂
;

якщо 𝑣𝑘 = 𝑣𝑘−1, то Ω𝑣𝑘 = Ω𝑣𝑘−1
;
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(b) позначити 𝑚𝑘+1 кiлькiсть елементiв у множинi

Ω𝑘+1
𝑣𝑘

= Ω𝑣𝑘 ∩
{︁
(𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) :

𝑘∑︁
𝑞=1

𝑞
(︁ 𝑣𝑞∑︁
𝑟=𝑣𝑞−1+1

𝑖𝑟

)︁
+ 1 = 𝑘 + 1

}︁
. (6.20)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîáóäîâè ìíîæèíè Ω𝑛 ç òåîðåìè 6.1 òðåáà ùå âè-

êîíàòè ïóíêò (a) íà 𝑝-ìó êðîöi àëãîðèòìó.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà Ω𝑣𝑘 çàäà¹òüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòþ (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘), à íå

òiëüêè ÷èñëîì 𝑣𝑘, àëå ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ Ω𝑣𝑘 äëÿ ñêîðî÷åííÿ

çàïèñó.

Ïîáóäîâàíèé àëãîðèòì ¹ äîñèòü ãðîìiçäêèì, àëå ÷èñòî êîìáiíàòîðíèì.

Öå îçíà÷à¹, ùî ìîæíà îòðèìàòè ÿâíó ôîðìóëó, ÿêà âèðàæà¹ 𝑚𝑘+1 ÷åðåç 𝑚

i 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, çà äîïîìîãîþ àíàëiçó ìíîæèíè Ω𝑘+1
𝑣𝑘

. Àëå òàêi ôîðìóëè ñòàþòü

äóæå ñêëàäíèìè íàâiòü äëÿ ìàëèõ 𝑘. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî îçíà÷åííÿ

Ω𝑘+1
𝑣𝑘

âêëþ÷à¹ äâà ðiçíi îáìåæåííÿ: îáìåæåííÿ ïîðÿäêó i íåðiâíîñòi, ÿêi

âèêëþ÷àþòü äåÿêi ìóëüòèiíäåêñè (ùî çàäàþòüñÿ íå òiëüêè íà 𝑘-ìó êðîöi,

àëå é íà ïîïåðåäíiõ êðîêàõ, êîëè áóäóþòüñÿ ìíîæèíè Ω𝑣1, . . . ,Ω𝑣𝑘). Òîìó,

çàïèñóþ÷è îáìåæåííÿ ïîðÿäêó

𝑘(𝑖𝑣𝑘+· · ·+𝑖𝑣𝑘−1+1)+(𝑘−1)(𝑖𝑣𝑘−1
+· · ·+𝑖𝑣𝑘−2+1)+· · ·+(𝑖𝑣2+· · ·+𝑖𝑣1)+1 = 𝑘+1,

ìè çíàõîäèìî âñi âàðiàíòè ðîçêëàñòè 𝑘 + 1 ó ñïåöiàëüíó ñóìó 𝑣𝑘 + 1 íå-

âiä'¹ìíèõ äîäàíêiâ (ùî ¹ äîñèòü ñòàíäàðòíîþ çàäà÷åþ), àëå ïîòiì ìóñèìî

âðàõóâàòè, ùî äåÿêi ìóëüòèiíäåêñè çàáîðîíåíi i ìàþòü áóòè âèêëþ÷åíi.

Ìè îòðèìà¹ìî òàêó ÿâíó ôîðìóëó â ïóíêòi 6.1.4. Çàóâàæèìî, ùî ¨¨

ìîæíà îòðèìàòè iíøèì, ÷èñòî êîìáiíàòîðíèì øëÿõîì, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ

ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [95].

6.1.3 Ïîáóäîâà ñèñòåìè ç äàíèì âåêòîðîì çðîñòó

Íàñëiäîê 6.1 äà¹ íåîáõiäíi óìîâè ðåàëiçîâíîñòi âåêòîðà çðîñòó. Ó öüîìó

ïóíêòi ìè äîâåäåìî, ùî öi óìîâè òàêîæ ¹ äîñòàòíiìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíî íåðiâíîñòi 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1 ≤ 𝑚𝑘 äëÿ âñiõ 𝑘 =

1, . . . , 𝑝, äå ÷èñëà 𝑚𝑘 çíàéäåíi çà àëãîðèòìîì ç íàñëiäêó 6.1. Çàñòîñîâóþ÷è
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öåé àëãîðèòì, îòðèìà¹ìî ìíîæèíè Ω𝑣1, . . . ,Ω𝑣𝑝−1
i Ω2

𝑣1
, . . . ,Ω𝑝

𝑣𝑝−1
. Âèêîíà¹ìî

ùå ïóíêò (a) íà 𝑝-ìó êðîöi i ïîáóäó¹ìî ìíîæèíó Ω𝑣𝑝 = Ω𝑛.

Лема 6.2. Припустимо, що для послiдовностi (6.1) i числа 𝑚 вико-

нуються нерiвностi 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘−𝑣𝑘−1 ≤ 𝑚𝑘 при 𝑘 = 1, . . . , 𝑝, де числа 𝑚𝑘 зна-

йденi за алгоритмом з наслiдку 6.1. Тодi iснують такi лiнiйно незалежнi

однорiднi елементи 𝜁1, . . . , 𝜁𝑛 ∈ ℒ, що ord(𝜁𝑣𝑘+𝑞) = 𝑘+1 для 𝑞 = 1, . . . , 𝑑𝑘+1,

𝑘 = 0, . . . , 𝑝− 1, i має мiсце наступний прямий розклад

ℒ = Lin{𝜁1, . . . , 𝜁𝑣𝑘}+ Lie{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘} (6.21)

для 𝑘 = 1, . . . , 𝑝, де

ord(𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗) =
𝑘∑︁
𝑞=1

𝑞
(︁ 𝑣𝑞∑︁
𝑟=𝑣𝑞−1+1

𝑖𝑟

)︁
+ 1. (6.22)

Доведення. Ðîçãëÿíåìî àëãåáðó Ëi ℒ = Lie{𝜂1, . . . , 𝜂𝑚} =
∞∑︀
𝑘=1

ℒ𝑘. Ìið-

êó¹ìî çà iíäóêöi¹þ, àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 6.2.

Äëÿ 𝑘 = 1 ïîçíà÷èìî 𝑚1 = 𝑚 i 𝑑1 = 𝑣1 i âèáåðåìî äîâiëüíèé áàçèñ̃︀𝜂1, . . . , ̃︀𝜂𝑚1 ïiäïðîñòîðó ℒ1. Çà ïðèïóùåííÿì, 𝑑1 ≤ 𝑚1. Ïîçíà÷èìî 𝜁𝑗 =̃︀𝜂𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑1. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1.7 (𝑑1 ðàçiâ), îòðèìó¹ìî ïðÿìèé

ðîçêëàä

ℒ = Lin{𝜁1, . . . , 𝜁𝑣1}+ Lie{𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣1, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣1},

äå 𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 = ad
𝑖𝑣1
𝜁𝑣1

· · · ad𝑖1𝜁1̃︀𝜂𝑗, ùî äà¹ (6.21), (6.22) ïðè 𝑘 = 1.

Êðîê iíäóêöi¨ ¾âiä 𝑘 äî 𝑘+1¿. Ïðèïóñòèìî, ùî çîáðàæåííÿ (6.21), (6.22)

ìàþòü ìiñöå äëÿ äåÿêîãî 𝑘, òàêîãî ùî 1 ≤ 𝑘 < 𝑝. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Ω𝑘+1
𝑣𝑘

= Ω𝑣𝑘 ∩
{︁
(𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) :

𝑘∑︁
𝑞=1

𝑞
(︁ 𝑣𝑞∑︁
𝑟=𝑣𝑞−1+1

𝑖𝑟

)︁
+ 1 = 𝑘 + 1

}︁
i ïiäïðîñòið

Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘+1
𝑣𝑘

}. (6.23)

Çà ïðèïóùåííÿì, 𝑑𝑘+1 ≤ 𝑚𝑘+1, äå 𝑚𝑘+1 ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ

ó ìíîæèíi Ω𝑘+1
𝑣𝑘

. Çàïèøåìî öþ ìíîæèíó ÿê Ω𝑘+1
𝑣𝑘

= {⟨1⟩, . . . , ⟨𝑚𝑘+1⟩}.
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Âèáåðåìî äîâiëüíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó (6.23) i ïîçíà÷èìî éîãî åëåìåíòè̃︀𝜂⟨1⟩, . . . , ̃︀𝜂⟨𝑚𝑘+1⟩. Òàêîæ ïîçíà÷èìî ̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 = 𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 äëÿ âñiõ (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈
Ω𝑣𝑘∖Ω𝑘+1

𝑣𝑘
i ââåäåìî 𝜁𝑣𝑘+𝑞 = ̃︀𝜂⟨𝑞⟩, 𝑞 = 1, . . . , 𝑑𝑘+1. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 1.7

(𝑑𝑘+1 ðàçiâ); öå можна çðîáèòè, îñêiëüêè 𝑑𝑘+1 ≤ 𝑚𝑘+1. Îòðèìó¹ìî ïðÿìèé

ðîçêëàä

Lie{𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘} =

= Lin{𝜁𝑣𝑘+1, . . . , 𝜁𝑣𝑘+1
}+ Lie{𝜂𝑖𝑣𝑘+1

...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘+1
, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣𝑘+1

},

äå 𝜂𝑖𝑣𝑘+1
...𝑖1𝑗 = ad

𝑖𝑣𝑘+1

𝜁𝑣𝑘+1
· · · ad𝑖𝑣𝑘+1

𝜁𝑣𝑘+1
̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗 i ìíîæèíà Ω𝑣𝑘+1

âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ó

ïóíêòi (a) àëãîðèòìó ç íàñëiäêó 6.1. Çà âèáîðîì, ord(𝜁𝑣𝑘+𝑞) = 𝑘 + 1, 𝑞 =

1, . . . , 𝑑𝑘+1, i ord(𝜂
𝑖𝑣𝑘+1

...𝑖1𝑗) = (𝑘+1)(𝑖𝑣𝑘+1
+ · · ·+ 𝑖𝑣𝑘+1)+ord(̃︀𝜂𝑖𝑣𝑘 ...𝑖1𝑗), çâiäêè

î÷åâèäíî âèïëèâà¹ (6.21), (6.22) ïðè 𝑘 + 1. �

Теорема 6.2. Послiдовнiсть (6.1) реалiзовна як вектор зросту си-

стеми вигляду (2.1) тодi i тiльки тодi, коли мають мiсце нерiвностi

𝑑𝑘 = 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1 ≤ 𝑚𝑘 для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑝, де 𝑣0 = 0 i числа 𝑚𝑘 знаходя-

ться за алгоритмом з наслiдку 6.1.

Доведення. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 6.1.

Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíi ïîñëiäîâíiñòü (6.1) i ÷èñëî 𝑚, äëÿ

ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi 𝑑𝑘 = 𝑣𝑘 − 𝑣𝑘−1 ≤ 𝑚𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝. Ìè ïîêà-

æåìî, ÿê ïîáóäóâàòè ñèñòåìó âèãëÿäó (2.1), ÿêà ìà¹ âåêòîð çðîñòó (6.1).

Çà ëåìîþ 6.2, iñíóþòü òàêi ëiíiéíî íåçàëåæíi åëåìåíòè 𝜁1, . . . , 𝜁𝑛 ∈ ℒ,
ùî ord(𝜁𝑣𝑘+𝑞) = 𝑘 + 1 äëÿ 𝑞 = 1, . . . , 𝑑𝑘+1, 𝑘 = 0, . . . , 𝑝− 1, i

ℒ = Lin{𝜁1, . . . , 𝜁𝑛}+ Lie{𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛}.

Âèáåðåìî îäíîðiäíèé áàçèñ ïiäïðîñòîðó

Lie{𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛} (6.24)

i ïîçíà÷èìî éîãî åëåìåíòè {𝜁𝑞}∞𝑞=𝑛+1. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäåìî

ââàæàòè, ùî ord(𝜁𝑞1) ≥ ord(𝜁𝑞2) ïðè 𝑞1 > 𝑞2 ≥ 𝑛+ 1.
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Íåõàé àñîöiàòèâíà àëãåáðà ℱ ¹ óíiâåðñàëüíîþ îãîðòîþ÷îþ äëÿ ℒ [19,

120]. Ðîçãëÿíåìî áàçèñ Ïóàíêàðå-Áiðêãîôà-Âiòòà

{𝜁𝑞𝑘 · · · 𝜁𝑞1 : 𝑞𝑘 ≥ · · · ≥ 𝑞1 ≥ 1, 𝑘 ≥ 1} (6.25)

i ïîáóäó¹ìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ 𝑐 : ℱ → R𝑛, äëÿ ÿêîãî

𝑐(𝜁𝑠) =

{︃
𝑒𝑠 ïðè 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛,

0 ïðè 𝑠 ≥ 𝑛+ 1,
(6.26)

äå 𝑒𝑠 = (0, . . . , 1, . . . , 0) (îäèíèöÿ íà 𝑠-ìó ìiñöi), i

𝑐(𝜁𝑞𝑘 · · · 𝜁𝑞1) = 0, 𝑞𝑘 ≥ · · · ≥ 𝑞1 ≥ 1, 𝑘 ≥ 2. (6.27)

Öå âiäîáðàæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 1.8, à îòæå, iñíóþòü òàêi

äiéñíî-àíàëiòè÷íi â îêîëi íóëÿ âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥), ùî

𝑐(𝑎) = 𝐻(𝑎)𝐸(0) äëÿ âñiõ 𝑎 ∈ ℱ ,

äå 𝐻 � àíòè-ãîìîìîðôiçì (2.20). Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíi ïîëÿ 𝑌𝑠 = 𝐻(𝜁𝑠),

𝑠 ≥ 1, òîäi

𝑌𝑠(0) =

{︃
𝑒𝑠 ïðè 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛,

0 ïðè 𝑠 ≥ 𝑛+ 1,
(6.28)

𝑌𝑞𝑘 · · ·𝑌𝑞1(0) = 0, 𝑞𝑘 ≥ · · · ≥ 𝑞1 ≥ 1, 𝑘 ≥ 2. (6.29)

Îòæå, âåêòîð çðîñòó ñèñòåìè 𝑥̇ =
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢𝑖𝑋𝑖(𝑥) äîðiâíþ¹ (6.1). Êðiì òîãî,

ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
öi¹¨ ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç (6.24).

Âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè

𝑋𝑗

(︁
exp(𝑥𝑛𝑌𝑛) · · · exp(𝑥1𝑌1)(0)

)︁
= exp(𝑥𝑛𝑌𝑛) · · · exp(𝑥1𝑌1)𝑋𝑗(0),

𝑗 = 1, . . . ,𝑚, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ îçíà÷åííÿì îïåðàòîðíî¨ åêñïîíåíòè

(1.33); ðàçîì ç (6.28), (6.29) öå äà¹

𝑋
(𝑠)
𝑗 (0)𝑒𝑞𝑠 · · · 𝑒𝑞1 = 𝑌𝑞𝑠 · · ·𝑌𝑞1𝑋𝑗(0), 𝑠 ≥ 1, 𝑛 ≥ 𝑞𝑠 ≥ · · · ≥ 𝑞1 ≥ 1,

òîáòî

𝑋𝑗(𝑥) =
∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑛≥0

𝑥𝑖11 · · ·𝑥𝑖𝑛𝑛
𝑖1! · · · 𝑖𝑛!

𝑌 𝑖𝑛
𝑛 · · ·𝑌 𝑖1

1 𝑋𝑗(0), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. (6.30)
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Óðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 𝑌𝑖, îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ

𝑋𝑗(𝑥) =
∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑛≥0

𝑥𝑖11 · · ·𝑥𝑖𝑛𝑛
𝑖1! · · · 𝑖𝑛!

𝑐(𝜁 𝑖𝑛𝑛 · · · 𝜁 𝑖11 𝜂𝑗)(0), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚. (6.31)

Îñêiëüêè 𝜁 𝑖𝑛𝑛 · · · 𝜁 𝑖11 𝜂𝑗 ìîæíà ïîäàòè ÿê ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ åëåìåíòiâ (6.25),

çà ïîáóäîâîþ (6.26), (6.27) âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋𝑗(𝑥) ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè. À ñàìå,

ÿêùî

𝜁 𝑖𝑛𝑛 · · · 𝜁 𝑖11 𝜂𝑗 =
∑︁

𝛼𝑖𝑛...𝑖1𝑗𝑞𝑘...𝑞1
𝜁𝑞𝑘 · · · 𝜁𝑞1,

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî 𝑞𝑘 ≥ · · · ≥ 𝑞1, òî

𝑋𝑗(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑞=1

∑︁′𝑥𝑖11 · · ·𝑥𝑖𝑛𝑛
𝑖1! · · · 𝑖𝑛!

𝛼𝑖𝑛...𝑖1𝑗𝑞 𝑒𝑞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, (6.32)

äå ñóìà
∑︀′ áåðåòüñÿ ïî âñiõ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 ≥ 0, òàêèõ ùî

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑖𝑘ord(𝜁𝑘) + 1 =

ord(𝜁𝑞), 𝑞 = 1, . . . , 𝑛. Öå îçíà÷à¹, ùî êîìïîíåíòè 𝑋𝑗 ¹ îäíîðiäíèìè, ÿêùî

ord(𝜁𝑞) çáiãà¹òüñÿ ç âàãîþ êîîðäèíàòè 𝑥𝑞, 𝑞 = 1, . . . , 𝑛. �

Зауваження 6.2. У доведеннi леми 6.2 позначимо

𝒩 𝑘 = Lin{̃︀𝜂⟨𝑑𝑘+1⟩, . . . , ̃︀𝜂⟨𝑚𝑘⟩}, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝.

За побудовою 𝒩 𝑘 може бути довiльним (𝑚𝑘−𝑑𝑘)-вимiрним пiдпростором

простору

Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘−1
...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘−1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘
𝑣𝑘−1

}.

Отже, з теореми 6.2 випливає, що будь-яка множина пiдпросторiв

𝒩 𝑘 ⊂ Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘−1
...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘−1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘
𝑣𝑘−1

}, dim𝒩 𝑘 = 𝑚𝑘 − 𝑑𝑘,

𝑘 = 1, . . . , 𝑝, породжує систему вигляду (2.1) з вектором зросту (6.1).

6.1.4 Óìîâè ðåàëiçîâíîñòi â òåðìiíàõ òâiðíî¨ ôóíêöi¨

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ñôîðìóëþ¹ìî iíøó ôîðìó óìîâ ðåàëiçîâíîñòi âåêòî-

ðà çðîñòó. Äëÿ çàäàíîãî âåêòîðà (6.1) ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑑1

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑑2

, . . . , 𝑝, . . . , 𝑝⏟  ⏞  
𝑑𝑝

). (6.33)
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Òîäi 𝑤𝑞 = ord(𝜁𝑞) = 𝑘 ïðè 𝑣𝑘−1 + 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑣𝑘, 𝑞 = 1, . . . , 𝑛 (à îòæå, 𝑤𝑞 ¹

âàãîþ êîîðäèíàòè 𝑥𝑞 ç (6.32)).

Ïîâåðíåìîñü äî ìíîæèí Ω𝑣𝑘 i Ω
𝑘+1
𝑣𝑘

, ïîáóäîâàíèõ ó íàñëiäêó 6.1. Çàóâà-

æèìî, ùî
𝑘∑︁
𝑞=1

𝑞
(︁ 𝑣𝑞∑︁
𝑟=𝑣𝑞−1+1

𝑖𝑟

)︁
+ 1 =

𝑣𝑘∑︁
𝑡=1

𝑖𝑡𝑤𝑡 + 1.

Ìíîæèíè Ω𝑣1, . . . ,Ω𝑣𝑝 ìîæíà âêëþ÷èòè äî ïîñëiäîâíîñòi Ω0, . . . ,Ω𝑛, äëÿ

ÿêî¨ Ω0 = {1, . . . ,𝑚} i

Ω𝑞 = {(𝑖𝑞, . . . , 𝑖1, 𝑗) : 𝑖𝑞 ≥ 0, (𝑖𝑞−1, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑞−1∖el(Ω
𝑤𝑞

𝑞−1)}, 𝑞 = 1, . . . , 𝑛,

äå

Ω𝑟
𝑞−1 =

{︂
(𝑖𝑞−1, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑞−1 :

𝑞−1∑︁
𝑡=1

𝑖𝑡𝑤𝑡 + 1 = 𝑟

}︂
i el(Ω𝑟

𝑞−1) îçíà÷à¹ îäíîåëåìåíòíó ìíîæèíó, ÿêà ìiñòèòü äîâiëüíèé åëåìåíò

ç Ω𝑟
𝑞−1.

Íåõàé 𝑠𝑞(𝑟) ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi Ω𝑟
𝑞, 𝑞 = 0, . . . , 𝑛.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïðèïóñòèìî, ùî −∞ < 𝑟 < ∞, i ïîçíà÷èìî 𝑠𝑞(𝑟) = 0 ïðè

𝑟 ≤ 0. Íàøà ìåòà � ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíîñòi {𝑠𝑞(𝑟)}∞𝑟=−∞, 𝑞 = 0, . . . , 𝑛.

Íà ïåðøîìó êðîöi ââåäåìî ïîñëiäîâíiñòü {𝑠0(𝑟)}∞𝑟=−∞ âèãëÿäó

𝑠0(𝑟) =

{︃
0 ïðè 𝑟 ̸= 1,

𝑚 ïðè 𝑟 = 1.

Î÷åâèäíî, 𝑠0(𝑟) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi Ω𝑟
0, ÿêó ìîæíà

ïîäàòè ÿê Ω𝑟
0 = {𝑗 ∈ Ω0 : 1 = 𝑟}.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {𝑠𝑞(𝑟)}∞𝑟=−∞, äå 0 ≤ 𝑞 < 𝑛, óæå âiäîìà,

Çíàéäåìî {𝑠𝑞+1(𝑟)}∞𝑟=−∞. Ìà¹ìî

Ω𝑟
𝑞+1=

{︁
(𝑖𝑞+1, . . . , 𝑖1, 𝑗) : 𝑖𝑞+1≥0, (𝑖𝑞, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑞∖el(Ω𝑤𝑞+1

𝑞 ),

𝑞+1∑︁
𝑡=1

𝑖𝑡𝑤𝑡+1=𝑟
}︁
,

îòæå,
𝑞∑︀
𝑡=1

𝑖𝑡𝑤𝑡 + 1 = 𝑟 − 𝑖𝑞+1𝑤𝑞+1. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâà-

íîãî 𝑖𝑞+1 ≥ 0 ìóëüòèiíäåêñ (𝑖𝑞, . . . , 𝑖1, 𝑗) ìîæå áóòè довiльним åëåìåíòîì
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Ω
𝑟−𝑖𝑞+1𝑤𝑞+1
𝑞 крiм одного елемента ìíîæèíè Ω

𝑤𝑞+1
𝑞 (ÿêèé ïîçíà÷åíèé âèùå ÿê

el(Ω
𝑤𝑞+1
𝑞 )). Îòæå, ùîá çíàéòè {𝑠𝑞+1(𝑟)}∞𝑟=−∞, ïîêëàäåìî

̃︀𝑠𝑞(𝑟) = {︃ 𝑠𝑞(𝑟) ïðè 𝑟 ̸= 𝑤𝑞+1,

𝑠𝑞(𝑟)− 1 ïðè 𝑟 = 𝑤𝑞+1,
(6.34)

𝑠𝑞+1(𝑟) =
∑︁
𝑖≥0

̃︀𝑠𝑞(𝑟 − 𝑖𝑤𝑞+1). (6.35)

Îñêiëüêè 𝑠𝑞(𝑟) = 0 äëÿ 𝑟 ≤ 0, òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü äîäàíêiâ ó ñóìi â

ïðàâié ÷àñòèíi íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïîâòîðþþ÷è òàêi êðîêè, ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi {𝑠𝑞(𝑟)}∞𝑟=−∞ äëÿ âñiõ

𝑞 = 1, . . . , 𝑛.

Лема 6.3. Послiдовнiсть (6.1) реалiзовна як вектор зросту тодi i

тiльки тодi, коли всi елементи послiдовностi {𝑠𝑛(𝑟)}∞𝑟=−∞ невiд’ємнi.

Бiльш того, ця умова виконується тодi i тiльки тодi, коли всi елементи

𝑠𝑛(1), . . . , 𝑠𝑛(𝑝) невiд’ємнi.

Доведення. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé (6.1) ðåàëiçîâíà, òîäi 𝑚𝑘 ≥ 𝑑𝑘, 𝑘 =

1, . . . , 𝑝. Ïîêàæåìî, ùî âñi åëåìåíòè âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé 𝑠0(𝑟), . . . , 𝑠𝑛(𝑟) íå-

âiä'¹ìíi.

Óñi åëåìåíòè 𝑠0(𝑟) = 𝑠𝑣0(𝑟) íåâiä'¹ìíi. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî

0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 1 óñi åëåìåíòè 𝑠𝑣𝑘(𝑟) íåâiä'¹ìíi. Ïðèïóñòèìî, ùî 𝑑𝑘+1 ≥ 1, i

äîâåäåìî öþ âëàñòèâiñòü äëÿ ïîñëiäîâíîñòi 𝑠𝑣𝑘+1(𝑟), . . . , 𝑠𝑣𝑘+1
(𝑟).

Çàóâàæèìî, ùî 𝑤𝑞 = 𝑘 + 1 ïðè 𝑞 = 𝑣𝑘 + 1, . . . 𝑣𝑘+1. Îñêiëüêè 𝑠𝑞(𝑤𝑞) =̃︀𝑠𝑞−1(𝑤𝑞) = 𝑠𝑞−1(𝑤𝑞)− 1, ìà¹ìî

𝑠𝑣𝑘+1
(𝑘+1) = 𝑠𝑣𝑘+1−1(𝑘+1)−1 = · · · = 𝑠𝑣𝑘(𝑘+1)−𝑑𝑘+1 = 𝑚𝑘+1−𝑑𝑘+1. (6.36)

Çà ïðèïóùåííÿì, 𝑚𝑘+1 − 𝑑𝑘+1 ≥ 0, îòæå,

𝑠𝑞(𝑘 + 1) ≥ 1, 𝑞 = 𝑣𝑘, . . . , 𝑣𝑘+1 − 1. (6.37)

Çàâäÿêè (6.34), (6.35), ÿêùî âñi åëåìåíòè 𝑠𝑞(𝑟) íåâiä'¹ìíi i 𝑠𝑞(𝑤𝑞+1) ≥ 1, òî

âñi åëåìåíòè 𝑠𝑞+1(𝑟) òåæ íåâiä'¹ìíi. Óðàõîâóþ÷è öå, ìîæíà ëåãêî äîâåñòè
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çà iíäóêöi¹þ, ùî ç ïðèïóùåííÿ 𝑠𝑣𝑘(𝑟) ≥ 0 äëÿ âñiõ 𝑟 i íåðiâíîñòåé (6.37)

âèïëèâà¹ íåâiä'¹ìíiñòü óñiõ åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòåé 𝑠𝑣𝑘+1(𝑟), . . . , 𝑠𝑣𝑘+1
(𝑟).

Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî 𝑠𝑛(1), . . . , 𝑠𝑛(𝑝) íåâiä'¹ìíi, àëå (6.1) íå ¹

ðåàëiçîâíîþ, òîäi 𝑚𝑘+1 < 𝑑𝑘+1 äëÿ äåÿêîãî 𝑘 + 1 ≤ 𝑝. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è (6.36), îòðèìó¹ìî 𝑠𝑣𝑘+1
(𝑘 + 1) = 𝑚𝑘+1 − 𝑑𝑘+1 < 0. Òîäi 𝑠𝑞(𝑘 + 1) =

𝑠𝑣𝑘+1
(𝑘 + 1) < 0 äëÿ âñiõ 𝑞 ≥ 𝑣𝑘+1 i, çîêðåìà, 𝑠𝑛(𝑘 + 1) < 0, ùî ñóïåðå÷èòü

ïðèïóùåííþ. �

Ïiäêðåñëèìî, ùî ÷èñëà 𝑚𝑘 = 𝑠𝑣𝑘−1
(𝑘) ìîæóòü áóòè çíàéäåíi ç ¹äèíî¨

ïîñëiäîâíîñòi 𝑠𝑛(𝑟). À ñàìå, îñêiëüêè 𝑠𝑛(𝑘) = 𝑠𝑣𝑘−1
(𝑘) − 𝑑𝑘, ìà¹ìî 𝑚𝑘 =

𝑠𝑛(𝑘) + 𝑑𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝.

Зауваження 6.3. Нагадаємо, що ядерна пiдалгебра Лi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
є вiль-

ною алгеброю, що породжується множиною {𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑛}.
Кожний елемент цiєї множини є однорiдним, ord(𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗) =

𝑛∑︀
𝑡=1

𝑖𝑡𝑤𝑡 + 1.

Кiлькiсть елементiв порядку 𝑟 у цiй множинi дорiвнює 𝑠𝑛(𝑟). Отже,

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
є градуйованою алгеброю Лi, яка вiльно породжується градуйо-

ваним пiдпростором
∞∑︀
𝑟=1

𝑉𝑟, де 𝑉𝑟 = Lin{𝜂𝑖𝑛...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑛, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑟
𝑛} i

dim𝑉𝑟 = 𝑠𝑛(𝑟).

Наслiдок 6.2. Якщо 𝑚 ≥ 𝑛, то умови реалiзовностi виконуються

автоматично.

Доведення. Íåõàé 𝑚 ≥ 𝑛. Äîâåäåìî, ùî 𝑠𝑞(𝑟) ≥ 𝑛 − 𝑞, 𝑟 ≥ 1, äëÿ âñiõ

𝑞 = 1, . . . , 𝑛.

Òóò ìè ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó¹ìî, ùî 𝑤1 = 1, çâiäêè âèïëèâà¹ 𝑠1(𝑟) =

𝑚− 1 ≥ 𝑛− 1 äëÿ 𝑟 ≥ 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî 𝑠𝑞(𝑟) ≥ 𝑛−𝑞 äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛−1. Çà îçíà÷åííÿì

𝑠𝑞(𝑟), ÿêùî åëåìåíòè 𝑠𝑞(𝑟) äîäàòíi, òî 𝑠𝑞+1(𝑟) ≥ 𝑠𝑞(𝑟) − 1. Îñêiëüêè çà

ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ 𝑠𝑞(𝑟) ≥ 𝑛− 𝑞 > 0, òî 𝑠𝑞+1(𝑟) ≥ 𝑠𝑞(𝑟)− 1 ≥ 𝑛− 𝑞− 1.

Çàñòîñîâóþ÷è iíäóêöiþ, îòðèìó¹ìî, ùî 𝑠𝑞(𝑟) ≥ 𝑛 − 𝑞 äëÿ 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛.

Çîêðåìà, 𝑠𝑛(𝑟) ≥ 0 äëÿ âñiõ 𝑟 ≥ 1 i óìîâè ðåàëiçîâíîñòi âèêîíóþòüñÿ. �
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Òåïåð çíàéäåìî òâiðíó ôóíêöiþ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi 𝑠𝑛(𝑟). Î÷åâèäíî,

òâiðíà ôóíêöiÿ äëÿ 𝑠0(𝑟) äîðiâíþ¹ 𝑓0(𝑧) = 𝑚𝑧. Íåõàé 𝑓𝑞(𝑧) � òâiðíà ôóí-

êöiÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi 𝑠𝑞(𝑟). Òîäi ̃︀𝑓𝑞(𝑧) = 𝑓𝑞(𝑧)− 𝑧𝑤𝑞+1 ¹ òâiðíîþ ôóíêöi¹þ

äëÿ ̃︀𝑠𝑞(𝑟), à
𝑓𝑞+1(𝑧) = ̃︀𝑓𝑞(𝑧)∑︁

𝑖≥0

𝑧𝑖𝑤𝑞+1 =
̃︀𝑓𝑞(𝑧)

1− 𝑧𝑤𝑞+1
=
𝑓𝑞(𝑧)− 𝑧𝑤𝑞+1

1− 𝑧𝑤𝑞+1
=
𝑓𝑞(𝑧)− 1

1− 𝑧𝑤𝑞+1
+ 1

¹ òâiðíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ 𝑠𝑞+1(𝑟). Îòæå,

𝑓𝑞+1(𝑧)− 1 =
𝑓𝑞(𝑧)− 1

1− 𝑧𝑤𝑞+1
, 𝑞 = 0, . . . , 𝑛− 1.

Òàêèì ÷èíîì,

𝑓𝑛(𝑧)−1 =
𝑓𝑛−1(𝑧)− 1

1− 𝑧𝑤𝑛
=

𝑓𝑛−2(𝑧)− 1

(1− 𝑧𝑤𝑛)(1− 𝑧𝑤𝑛−1)
= · · ·= 𝑓0(𝑧)− 1

(1− 𝑧𝑤𝑛) · · · (1− 𝑧𝑤1)
.

Îñêiëüêè
𝑛∏︀
𝑖=1

(1−𝑧𝑤𝑖) =
𝑝∏︀

𝑘=1

(1−𝑧𝑘)𝑑𝑘 , îòðèìó¹ìî äâà çîáðàæåííÿ äëÿ òâiðíî¨

ôóíêöi¨ 𝑓𝑛(𝑧):

𝑓𝑛(𝑧) =
𝑚𝑧 − 1

𝑛∏︀
𝑖=1

(1− 𝑧𝑤𝑖)
+ 1 =

𝑚𝑧 − 1
𝑝∏︀

𝑘=1

(1− 𝑧𝑘)𝑑𝑘
+ 1. (6.38)

Óðàõîâóþ÷è òåîðåìó 6.2 i ëåìó 6.3, îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Наслiдок 6.3. Послiдовнiсть (6.1) реалiзовна як вектор зросту тодi

i тiльки тодi, коли всi коефiцiєнти ряду Тейлора функцiї (6.38) в точцi

𝑧 = 0 невiд’ємнi. Бiльш того, ця умова виконується тодi i тiльки тодi,

коли тiльки коефiцiєнти 𝑧1, . . . , 𝑧𝑝 невiд’ємнi.

Зауваження 6.4. Як згадано в зауваженнi 6.1, у вiльному випадку,

коли 𝑑𝑘 = 𝑚𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝, наш алгоритм дає першi 𝑛 елементiв одно-

рiдного базису алгебри Лi ℒ; отже, 𝑑𝑘 = dimℒ𝑘. У цьому випадку всi

коефiцiєнти 𝑧1, . . . , 𝑧𝑝 ряду Тейлора функцiї 𝑓𝑛(𝑧) в точцi 𝑧 = 0 дорiвню-

ють нулю. Отже,
1−𝑚𝑧

𝑝∏︀
𝑘=1

(1− 𝑧𝑘)𝑑𝑘
= 1 + 𝑜(𝑧𝑝).
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Беручи логарифм вiд обох частин i розглядаючи тiльки члени до степеня

𝑝, отримуємо рiвностi 𝑚𝑞 =
∑︀
𝑘|𝑞
𝑘𝑑𝑘, 𝑞 = 1, . . . , 𝑝, звiдки, пiсля засто-

сування формули обернення, отримуємо вiдому формулу 𝑑𝑘 = dimℒ𝑘 =

1
𝑘

∑︀
𝑞|𝑘
𝜇(𝑞)𝑚𝑘/𝑞, де 𝜇(𝑞) є функцiєю Мебiуса [120, 153].

Çàóâàæèìî, ùî çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (6.38) ìîæíà îäíî÷àñíî

ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i ðåàëiçîâíîñòi äëÿ âñiõ 𝑚 ≥ 2 (i ôiêñîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

(6.1)). Çà íàñëiäêîì 6.2, äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (6.1) iñíó¹ òàêå 𝑚, äëÿ

ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ðåàëiçîâíîñòi. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ¾ìiíiìàëüíî¨

ðåàëiçîâíîñòi¿: äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (6.1) çíàéòè мiнiмальне ÷èñëî

𝑚, äëÿ ÿêîãî (6.1) ðåàëiçîâíà ÿê âåêòîð çðîñòó. Ðîçãëÿíåìî ðÿä

1
𝑛∏︀
𝑖=1

(1− 𝑧𝑤𝑖)
=

1
𝑝∏︀

𝑘=1

(1− 𝑧𝑘)𝑑𝑘
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, (6.39)

òîäi 𝑓𝑛(𝑧) =
∞∑︀
𝑘=1

(𝑚𝑐𝑘−1 − 𝑐𝑘)𝑧
𝑘. Îñêiëüêè 𝑤1 = 1, òî 𝑐𝑘 ≥ 1 äëÿ âñiõ 𝑘 ≥ 0.

Òîäi øóêàíå ìiíiìàëüíå ÷èñëî 𝑚𝑚𝑖𝑛 äîðiâíþ¹

𝑚𝑚𝑖𝑛 =

⌈︂
max

{︂
𝑐𝑘
𝑐𝑘−1

, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝

}︂⌉︂
, (6.40)

äå ⌈𝑥⌉ ïîçíà÷à¹ íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, íå ìåíøå, íiæ 𝑥. Î÷åâèäíî, äëÿ 𝑛 ≥ 2

îòðèìó¹ìî 𝑚𝑚𝑖𝑛 ≥ 2.

Âêàæåìî ùå îäíå óçàãàëüíåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîðíi ïîëÿ

𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 ìàþòü ðiçíó (öiëó äîäàòíó) âàãó 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚 âiäïîâiäíî. Öå ïîðî-

äæó¹ íîâå ãðàäóþâàííÿ â àëãåáði Ëi ℒ i, ÿê íàñëiäîê, â ÿäåðíié ïiäàëãåáði

Ëi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
, à ñàìå, ord(𝜂𝑖) = 𝑟𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Òîäi çàäà÷à ðåàëiçîâíîñòi

ôîðìóëþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì: äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (6.1) âèçíà÷èòè, ÷è

iñíóþòü òàêi âåêòîðíi ïîëÿ ôiêñîâàíî¨ âàãè 𝑟1, . . . , 𝑟𝑚, ùî (6.1) ¹ âåêòîðîì

çðîñòó ñèñòåìè (2.1).

Öÿ çàäà÷à ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ òâiðíî¨ ôóíêöi¨ âèãëÿäó

𝑓𝑛(𝑧) =

𝑚∑︀
𝑘=1

𝑧𝑟𝑘 − 1

𝑛∏︀
𝑖=1

(1− 𝑧𝑤𝑖)
+ 1.
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À ñàìå, (6.1) ðåàëiçîâíà ÿê âåêòîð çðîñòó â çàçíà÷åíîìó ñåíñi òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó Òåéëîðà ôóíêöi¨ (6.38) â òî÷öi 𝑧 = 0

íåâiä'¹ìíi.

6.1.5 Îïèñ óñiõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi ç çàäàíèì âåêòîðîì çðîñòó

Ó öüîìó ïóíêòi ìè îòðèìà¹ìî îïèñ óñiõ ìîæëèâèõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi

(ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíèõ) ñèñòåì âèãëÿäó (2.1) iç çàäàíèì âåêòîðîì çðîñòó.

ßê çãàäàíî â çàóâàæåííi 6.2, áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ

𝒩 𝑘 ⊂ Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘−1
...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘−1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘
𝑣𝑘−1

}, dim𝒩 𝑘 = 𝑚𝑘 − 𝑑𝑘,

𝑘 = 1, . . . , 𝑝, ïîðîäæó¹ äåÿêó ñèñòåìó ç âåêòîðîì çðîñòó (6.1). Àëå ìíî-

æèíè Lin{𝜂𝑖𝑣𝑘−1
...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣𝑘−1

, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑘
𝑣𝑘−1

} çàëåæàòü âiä âèáîðó áàçèñíèõ
åëåìåíòiâ 𝜁1, . . . , 𝜁𝑣𝑘−1

. Îïèøåìî iíâàðiàíòíèé àíàëîã ïiäïðîñòîðiâ 𝒩 𝑘.

Íàãàäà¹ìî, ùî Gr𝑖(𝑉 ) ïîçíà÷à¹ ãðàññìàíiàí (ìíîãîâèä Ãðàññìàíà), òîá-

òî ìíîæèíó âñiõ 𝑖-âèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó 𝑉 ; ó

âèïàäêó 𝑉 = R𝑗 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîçíà÷åííÿ Gr𝑗𝑖 . Ìè áóäåìî ââàæàòè,

ùî ÿêùî 𝑉 � 𝑗-âèìiðíèé ïðîñòið íàä R, òî Gr𝑖(𝑉 ) = Gr𝑗𝑖

Теорема 6.3. Множина всiх ядерних пiдалгебр Лi, якi вiдповiдають

системам вигляду (2.1) з фiксованим вектором зросту (6.1), знаходиться

у взаємно однозначнiй вiдповiдностi з
𝑝∑︀

𝑘=1

𝑑𝑘(𝑚𝑘 − 𝑑𝑘)-вимiрним многови-

дом Gr𝑚1

𝑚1−𝑑1 × · · · ×Gr
𝑚𝑝

𝑚𝑝−𝑑𝑝.

Доведення. Çàóâàæèìî, ùî𝒩 1 ìîæå áóòè äîâiëüíèì (𝑚1−𝑑1)-âèìiðíèì
ïiäïðîñòîðîì 𝑚1-âèìiðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ℒ1 = Lin{𝜂1, . . . , 𝜂𝑚}. Ií-
øèìè ñëîâàìè,𝒩 1 ìîæå áóòè äîâiëüíèì åëåìåíòîì ãðàññìàíiàíàGr𝑚1

𝑚1−𝑑1 =

Gr𝑚1−𝑑1(ℒ1).

Ïðèïóñòèìî, ùî 𝒩 1 îáðàíèé; ïîáóäó¹ìî ïiäàëãåáðó Ëi ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

, ÿêà ïî-

ðîäæó¹òüñÿ 𝒩 1. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið ℒ2. Âií ïðèïóñêà¹ ïðÿìèé ðîçêëàä

ℒ2 = (Lin{𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣1, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω𝑣1} ∩ ℒ2) + (ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ2),
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à 𝒩 2 ìîæå áóòè äîâiëüíèì (𝑚2−𝑑2)-âèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì 𝑚2-âèìiðíîãî

ïðîñòîðó Lin{𝜂𝑖𝑣1 ...𝑖1𝑗 : (𝑖𝑣1, . . . , 𝑖1, 𝑗) ∈ Ω2
𝑣1
}, ÿêèé çàëåæèòü âiä âèáî-

ðó 𝜁1, . . . , 𝜁𝑣1. Àëå ôàêòîð-ïiäïðîñòið ℒ2/ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

(ÿêèé ¹ 𝑚2-âèìiðíèì)

çàëåæèòü òiëüêè âiä 𝒩 1. Òîäi 𝒩 2 âèçíà÷à¹ ôàêòîð-ïiäïðîñòið [𝒩 2] ⊂
ℒ2/ℒ[1]

𝑋1,...,𝑋𝑚
(äå [𝒩 2] îçíà÷à¹ ïiäïðîñòið êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòiâ

ℳ2). Îòæå, [𝒩 2] ìîæå áóòè äîâiëüíèì åëåìåíòîì ãðàññìàíiàíà Gr𝑚2

𝑚2−𝑑2 =

Gr𝑚2−𝑑2(ℒ2/ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

).

Äàëi, ïîáóäó¹ìî ℒ[2]
𝑋1,...,𝑋𝑚

ÿê ïiäàëãåáðó Ëi, ÿêà ïîðîäæåíà 𝒩 1 i áóäü-

ÿêèì ïðåäñòàâíèêîì 𝒩 2 êëàñó [𝒩 2] (î÷åâèäíî, ℒ[2]
𝑋1,...,𝑋𝑚

íå çàëåæèòü âiä

âèáîðó öüîãî ïðåäñòàâíèêà). Òîäi [𝒩 2] = (ℒ[2]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ2)/ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

. Äëÿ

çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî [𝒩 1] = 𝒩 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî [𝒩 1], . . . , [𝒩 𝑘] âæå îáðàíi i ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

ïîáóäîâàíà. Ðîç-

ãëÿíåìî ℒ𝑘+1, ùî ïðèïóñêà¹ ïðÿìèé ðîçêëàä (6.8), i ôàêòîð-ïiäïðîñòið

ℒ𝑘+1/ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä [𝒩 1], . . . , [𝒩 𝑘]. Òîäi 𝒩 𝑘+1 âèçíà-

÷à¹ ôàêòîð-ïiäïðîñòið [𝒩 𝑘+1] ⊂ ℒ𝑘+1/ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

, ÿêèé ìîæå áóòè äîâiëüíèì

åëåìåíòîì ãðàññìàíiàíà Gr
𝑚𝑘+1

𝑚𝑘+1−𝑑𝑘+1
= Gr𝑚𝑘+1−𝑑𝑘+1

(ℒ𝑘+1/ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

). Îáåðå-

ìî [𝒩 𝑘+1] i ïîáóäó¹ìî ℒ[𝑘+1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

ÿê àëãåáðó Ëi, ùî ïîðîäæåíà 𝒩 1, . . . ,𝒩 𝑘+1

(äå 𝒩 𝑗 ¹ ïðåäñòàâíèêàìè êëàñiâ [𝒩 𝑗] i, î÷åâèäíî, ℒ[𝑘+1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

íå çàëåæèòü âiä

âèáîðó öèõ ïðåäñòàâíèêiâ). Òîäi [𝒩 𝑘+1] = (ℒ[𝑘+1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ ℒ𝑘+1)/ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

.

Òàê, ïiñëÿ 𝑝 êðîêiâ, ìè îáåðåìî 𝑝 ïiäïðîñòîðiâ [𝒩 1], . . . , [𝒩 𝑝], ÿêi ïîðî-

äæóþòü ïiäàëãåáðó Ëi ℒ[𝑝]
𝑋1,...,𝑋𝑚

. Îñêiëüêè ℒ𝑟 ⊂ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
äëÿ âñiõ 𝑟 ≥ 𝑝+1,

ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ïîâíiñòþ âèçíà÷åíà.

Çâîðîòíî, ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
ïîðîäæó¹ ïîñëiäîâíiñòü çâåäå-

íèõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

. Òîäi [𝒩 𝑘] = (ℒ[𝑘]
𝑋1,...,𝑋𝑚

∩ℒ𝑘)/ℒ[𝑘−1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

¹

(𝑚𝑘 − 𝑑𝑘)-âèìiðíèìè ôàêòîð-ïiäïðîñòîðàìè 𝑚𝑘-âèìiðíèõ ôàêòîð-ïðîñòî-

ðiâ ℒ𝑘/ℒ[𝑘−1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

, 𝑘 = 1, . . . , 𝑝. Îòæå, ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
âèçíà÷à¹ åëåìåíò ìíîãîâèäó

Gr𝑚1−𝑑1(ℒ1)×Gr𝑚2−𝑑2(ℒ2/ℒ[1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

)× · · · ×Gr𝑚𝑝−𝑑𝑝(ℒ𝑝/ℒ
[𝑝−1]
𝑋1,...,𝑋𝑚

).

�

Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 6.3 â çàäà÷i À-

åêâiâàëåíòíîñòi çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì.
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Приклад 6.1. Ðîçãëÿíåìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü:

𝑣 = (2, 2, 5, 5, 6).

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî, äëÿ ÿêèõ 𝑚 âîíà ðåàëiçó¹òüñÿ ÿê âåêòîð çðîñòó (ïðè

𝑛 = 6). Ðîçãëÿíåìî ðÿä (6.39) i âèêîðèñòà¹ìî îöiíêó (6.40). Îñêiëüêè 𝑤 =

(1, 1, 3, 3, 3, 5), îòðèìó¹ìî

1

(1− 𝑧)2(1− 𝑧3)3(1− 𝑧5)
= 1 + 2𝑧 + 3𝑧2 + 7𝑧3 + 11𝑧4 + 16𝑧5 + · · · ,

çâiäêè âèïëèâà¹

𝑚𝑚𝑖𝑛 =
⌈︀
max

{︀
2, 32 ,

7
3 ,

11
7 ,

16
11

}︀⌉︀
= 3.

Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ 𝑚 ≥ 3 ïîñëiäîâíiñòü 𝑣 ðåàëiçîâíà ÿê âåêòîð çðîñòó.

Íåõàé 𝑚 = 3, òîäi

𝑓6(𝑧) =
3𝑧 − 1

(1− 𝑧)2(1− 𝑧3)3(1− 𝑧5)
+ 1 =

= 𝑧 + 3𝑧2 + 2𝑧3 + 10𝑧4 + 17𝑧5 + 21𝑧6 + 43𝑧7 + 62𝑧8 + · · · .

Öå îçíà÷à¹, ùî {𝑠6(𝑘)}∞𝑘=1 = (1, 3, 2, 10, 17, 21, 43, 62, . . .). Òåïåð çíàéäåìî

÷èñëà 𝑚1, . . . ,𝑚5 çà ôîðìóëîþ 𝑚𝑘 = 𝑠6(𝑘) + 𝑑𝑘. Îñêiëüêè 𝑑 = (2, 0, 3, 0, 1),

ìà¹ìî

𝑚1 = 3, 𝑚2 = 3, 𝑚3 = 5, 𝑚4 = 10, 𝑚5 = 18.

Îòæå, ïðîñòið óñiõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi äëÿ ñèñòåì ç òàêèì âåêòîðîì

çðîñòó ¹ 2 + 6 + 17 = 25-âèìiðíèì. Òàêîæ îòðèìó¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü

(2, 2, 5, 5, 6, . . . , 6⏟  ⏞  
𝑞≥1

, 𝑣𝑞+5)

ðåàëiçó¹òüñÿ ÿê âåêòîð çðîñòó (ç 𝑚 = 3) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 𝑣𝑞+5 ≤
6 + 𝑠6(𝑞 + 5). Íàïðèêëàä, äëÿ 𝑞 = 1 ìà¹ìî 𝑣6 ≤ 27.

Òåïåð çíàéäåìî ÿêó-íåáóäü ñèñòåìó ç âåêòîðîì çðîñòó 𝑣 (ÿê ïîêàçàíî

âèùå, ìíîæèíà îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié всiх òàêèõ ñèñòåì ¹ 25-âèìiðíèì

ìíîãîâèäîì). Âèáåðåìî 𝜁1 = 𝜂1, 𝜁2 = 𝜂2, 𝜁3 = ad2𝜁1𝜂2, 𝜁4 = ad2𝜁1𝜂3,

𝜁5 = ad𝜁2ad𝜁1𝜂2 i 𝜁6 = ad4𝜁1𝜂2. Çà ìåòîäîì ïóíêòó 6.1.3 îòðèìó¹ìî îäíîðiäíó

ñèñòåìó

𝑥̇1 = 𝑢1, 𝑥̇2 = 𝑢2, 𝑥̇3 =
1
2𝑥

2
1𝑢2, 𝑥̇4 =

1
2𝑥

2
1𝑢3, 𝑥̇5 = 𝑥1𝑥2𝑢2, 𝑥̇6 =

1
24𝑥

4
1𝑢2.
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6.2 А-еквiвалентнiсть i нормалiзацiя однорiдних

апроксимацiй

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òåîðåìó 6.3 i ðîçâèâà¹ìî äåÿêi

iäå¨ ðîáiò [47, 46, 112]. Ïðîïîíó¹òüñÿ îçíà÷åííÿ À-íîðìàëüíîãî i À-ïðîñòîãî

âåêòîðà çðîñòó i äà¹òüñÿ ïîâíèé îïèñ À-íîðìàëüíèõ i À-ïðîñòèõ âåêòîðiâ

çðîñòó äëÿ âèïàäêó ñèñòåì ç äâîâèìiðíèì êåðóâàííÿì. Ðåçóëüòàòè ïiäðîç-

äiëó îïóáëiêîâàíi â [83].

6.2.1 À-åêâiâàëåíòíi òà À-ïðîñòi âåêòîðè çðîñòó

Означення 6.3. Ми кажемо, що двi системи вигляду (2.1) є А-

еквiвалентними, якщо їх ядернi пiдалгебри Лi збiгаються.

Òàêèì ÷èíîì, äâi ñèñòåìè ¹ À-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî âîíè ìàþòü îäíó

é òó ñàìó îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ.

Äåòàëüíiøå, âëàñòèâiñòü À-åêâiâàëåíòíîñòi ìîæå áóòè ïîÿñíåíà òà-

êèì ÷èíîì. Ïðèïóñòèìî, ùî íàì çàäàíi äâi âiëüíi àëãåáðè Ëi ℒ =

Lie{𝜂1, . . . , 𝜂𝑚} i ℒ′ = Lie{𝜂′1, . . . , 𝜂′𝑚}. Íåõàé äâi ñèñòåìè âèãëÿäó (2.1)

âèçíà÷àþòü ÿäåðíi ïiäàëãåáðè Ëi ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
⊂ ℒ i ℒ𝑋 ′

1,...,𝑋
′
𝑚

⊂ ℒ′ âiäïî-

âiäíî. Ââåäåìî içîìîðôiçì 𝜓 ìiæ âiëüíèìè àëãåáðàìè Ëi çà ïðàâèëîì

𝜓(𝜂𝑖) = 𝜂′𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Òîäi äàíi ñèñòåìè ¹ À-åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

𝜓(ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
) = ℒ𝑋 ′

1,...,𝑋
′
𝑚
.

Î÷åâèäíî, çàìiíà çìiííèõ â ñèñòåìi íå çìiíþ¹ ¨¨ êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ òåîði¨ êåðóâàííÿ ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè âè-

ãëÿäó (2.1) íå òiëüêè ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè çìiííèõ, àëå é ç òî÷íiñòþ äî

çàìiíè êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàìiíè êå-

ðóâàííÿ âèãëÿäó

𝑢𝑖 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔𝑗𝑖(𝑥)̂︀𝑢𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, det{𝑔𝑖𝑗(0)} ≠ 0, (6.41)

äå 𝑔𝑗𝑖(𝑥) � äiéñíî-àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ â îêîëi íóëÿ. Òîáòî ñèñòåìó (2.1) ìî-

æíà iäåíòèôiêóâàòè ç модулем âåêòîðíèõ ïîëiâ (𝑋1, . . . , 𝑋𝑚), ùî ïîðîäæå-
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íèé 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚, íàä ìíîæèíîþ äiéñíî-àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Çàóâàæèìî,

ùî âåêòîð çðîñòó iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî òàêî¨ çàìiíè êåðóâàííÿ.

Означення 6.4. Ми кажемо, що двi системи вигляду (2.1) є

А-еквiвалентними за зворотним зв’язком, якщо вони стають А-

еквiвалентними пiсля деякої замiни керування вигляду (6.41) в однiй з

цих систем.

Iíøèìè ñëîâàìè, äâi ìíîæèíè âåêòîðíèõ ïîëiâ {𝑋1, . . . , 𝑋𝑚} i

{𝑌1, . . . , 𝑌𝑚} ¹ À-åêâiâàëåíòíèìè çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé

áàçèñ ̂︀𝑋1, . . . , ̂︀𝑋𝑚 ìîäóëÿ (𝑋1, . . . , 𝑋𝑚), ùî ℒ ̂︀𝑋1,..., ̂︀𝑋𝑚
= ℒ𝑌1,...,𝑌𝑚.

Приклад 6.2. Ïîâåðíåìîñü äî ïðèêëàäó 2.2. Äëÿ ñèñòåì (2.45) � (2.48)

ìà¹ìî 𝒫1 = {0}, 𝒫2 = Lin{[𝜂1, 𝜂2]}, 𝒫𝑘 = ℒ𝑘 ïðè 𝑘 ≥ 4. Ïðîòå äëÿ ñèñòåìè

(2.46) ìà¹ìî 𝒫3 = Lin{[𝜂2, [𝜂1, 𝜂2]]}, à äëÿ ñèñòåì (2.45), (2.47) i (2.48) ìà¹ìî

𝒫3 = Lin{[𝜂2, [𝜂1, 𝜂2]] + [𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]]}. Îòæå, ñèñòåìè (2.47) i (2.48) ¹ îäíî-

ðiäíèìè àïðîêñèìàöiÿìè äëÿ (2.45), à ñèñòåìà (2.46) � íi. Òàêèì ÷èíîì,

(2.45), (2.47) i (2.48) ¹ À-åêâiâàëåíòíèìè, à (2.46) íå ¹ À-åêâiâàëåíòíîþ ¨ì.

Àëå âñi öi ñèñòåìè ¹ À-åêâiâàëåíòíèìè çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì. Äiéñíî,

ðîçãëÿíåìî çàìiíó êåðóâàííÿ 𝑢1 = ̂︀𝑢2−̂︀𝑢1, 𝑢2 = ̂︀𝑢2+̂︀𝑢1, òîäi ñèñòåìà (2.46)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑦̇1 = ̂︀𝑢2 − ̂︀𝑢1, 𝑦̇2 = ̂︀𝑢2 + ̂︀𝑢1, 𝑦̇3 = (12𝑦
2
1 − 𝑦1𝑦2)(̂︀𝑢2 + ̂︀𝑢1).

Ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ 𝑧1 = 1
2(𝑦2 − 𝑦1), 𝑧2 = 1

2(𝑦2 + 𝑦1), îòðèìó¹ìî

𝑧̇1 = ̂︀𝑢1, 𝑧̇2 = ̂︀𝑢2, 𝑦̇3 = (32𝑧
2
1 − 1

2𝑧
2
2 − 𝑧1𝑧2)(̂︀𝑢2 + ̂︀𝑢1).

Íàðåøòi, íåõàé 𝑧3 = 1
4(𝑦3+

1
2(𝑧

2
1𝑧2+𝑧1𝑧

2
2)+

1
6𝑧

3
2− 1

2𝑧
3
1), òîäi 𝑧̇3 =

1
2𝑧

2
1̂︀𝑢2. Îòæå,

(2.46) À-åêâiâàëåíòíà (2.45) çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ðîçãëÿäàííÿ åêâiâàëåíòíîñòi îäíîðiäíèõ àïðîêñèìà-

öié äîñòàòíüî çàìiñòü (6.41) ðîçãëÿäàòè çàìiíè êåðóâàííÿ âèãëÿäó

𝑢𝑖 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔𝑗𝑖̂︀𝑢𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, det{𝑔𝑖𝑗} ≠ 0. (6.42)
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Çàóâàæèìî, ùî çàìiíà êåðóâàííÿ (6.42) çâîäèòü (2.1) äî ñèñòåìè

𝑥̇ =
𝑚∑︁
𝑖=1

̂︀𝑢𝑖 ̂︀𝑋𝑖(𝑥), äå ̂︀𝑋𝑖(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗𝑋𝑗(𝑥).

Îòæå, ç òî÷êè çîðó âiëüíî¨ àëãåáðè ℱ âëàñòèâiñòü À-åêâiâàëåíòíîñòi çà

çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì ìîæíà ïîÿñíèòè òàêèì ÷èíîì. Äâi ìíîæèíè âåêòîð-

íèõ ïîëiâ {𝑋1, . . . , 𝑋𝑚} i {𝑌1, . . . , 𝑌𝑚} ¹ À-åêâiâàëåíòíèìè çà çâîðîòíèì

çâ'ÿçêîì, ÿêùî iñíó¹ òàêèé áàçèñ â àëãåáði Ëi ℒ

̂︀𝜂𝑖 = 𝑚∑︁
𝑗=1

𝑔𝑖𝑗𝜂𝑗, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, det{𝑔𝑖𝑗} ≠ 0, (6.43)

ùî içîìîðôiçì 𝜓 : ℒ → ℒ, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ 𝜓(̂︀𝜂𝑖) = 𝜂𝑖, 𝑖 =

1, . . . ,𝑚, ïåðåâîäèòü ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi, ùî âiäïîâiäà¹ îäíié ìíîæèíi

âåêòîðíèõ ïîëiâ, ó ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi, ùî âiäïîâiäà¹ iíøié ìíîæèíi:

𝜓(ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
) = ℒ𝑌1,...,𝑌𝑚.

Iíøèìè ñëîâàìè, çàãàëüíà ëiíiéíà ãðóïà GL𝑚 äi¹ íà ìíîæèíi ÿäåðíèõ

ïiäàëãåáð Ëi, i äâi ñèñòåìè ¹ À-åêâiâàëåíòíèìè çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ÿäåðíi ïiäàëãåáðè Ëi íàëåæàòü îäíié i òié ñàìié îðáiòi.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð çðîñòó (6.1). (Íàãàäà¹ìî, ùî âåêòîð çðî-

ñòó ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî çàìií êåðóâàííÿ (6.42), òîáòî âñi åëåìåíòè îð-

áiòè äåÿêî¨ ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi ìàþòü îäíàêîâèé âåêòîð çðîñòó.)

Означення 6.5. Ми кажемо, що вектор зросту 𝑣 є А-нормальним,

якщо множина ядерних пiдалгебр Лi всiх систем з цим вектором зросту

покривається скiнченною кiлькiстю орбiт.

Iíøèìè ñëîâàìè, öå îçíà÷à¹, ùî 𝑣 ¹ À-íîðìàëüíèì, ÿêùî iñíó¹ òàêà

ñêií÷åííà ìíîæèíà Σ ñèñòåì, ùî áóäü-ÿêà ñèñòåìà âèãëÿäó (2.1) ç öèì

âåêòîðîì çðîñòó ¹ À-åêâiâàëåíòíîþ çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì äåÿêié ñèñòåìi

ç Σ. Ìè íàçèâà¹ìî ñèñòåìè ç Σ А-нормальними формами.

Íàñòóïíèé êðîê � ðîçãëÿíóòè ìàëi çáóðåííÿ ñèñòåì âèãëÿäó (2.1). Ìè

êàæåìî, ùî ìíîæèíà ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíèõ ñèñòåì ç âåêòîðíèìè ïîëÿìè

𝑋 ′
1, . . . , 𝑋

′
𝑚, äëÿ ÿêèõ ‖𝑋𝑖(0)−𝑋 ′

𝑖(0)‖ ≤ 𝜀, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, óòâîðþ¹ окiл (2.1).
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Означення 6.6. Ми кажемо, що вектор зросту 𝑣 є А-простим, якщо

для будь-якої системи з цим вектором зросту iснує такий окiл, що мно-

жина ядерних пiдалгебр Лi всiх систем з об’єднання всiх цих околiв по-

кривається скiнченною кiлькiстю орбiт.

Iíøèìè ñëîâàìè, 𝑣 ¹ À-ïðîñòèì, ÿêùî ÿêùî iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ìíî-

æèíà Σ′ ñèñòåì, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âèãëÿäó (2.1) ç öèì âåêòîðîì

çðîñòó áóäü-ÿêå ¨¨ ìàëå çáóðåííÿ ¹ À-åêâiâàëåíòíèì çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì

äåÿêié ñèñòåìi ç Σ′. Ïiäêðåñëèìî, ùî â öüîìó îçíà÷åííi ìè íå öiêàâèìîñü

âëàñòèâiñòþ À-ïðîñòîòè окремої ñèñòåìè, à íàêëàäà¹ìî âèìîãè íà ìíîæè-

íó всiх ñèñòåì ç äàíèì âåêòîðîì çðîñòó.

Çîêðåìà, ÿê äîáðå âiäîìî, вiльнi âåêòîðè çðîñòó, òîáòî òàêi, äëÿ ÿêèõ

𝑑𝑘 = dimℒ𝑘, ¹ À-ïðîñòèìè.
Äàëi ìè îïèñó¹ìî âñi À-íîðìàëüíi i À-ïðîñòi âåêòîðè çðîñòó äëÿ ñèñòåì

ç äâîìà êåðóâàííÿìè, òîáòî ïðè 𝑚 = 2.

Íàãàäà¹ìî, ùî òåîðåìà 6.3 îïèñó¹ ìíîæèíó âñiõ ÿäåðíèõ ïiäàëãåáð Ëi,

ÿêi âiäïîâiäàþòü ñèñòåìàì ç ôiêñîâàíèì âåêòîðîì çðîñòó, çà äîïîìîãîþ
𝑝∑︀

𝑘=1

𝑑𝑘(𝑚𝑘 − 𝑑𝑘)-âèìiðíîãî ìíîãîâèäó

𝐺 = Gr𝑚1

𝑚1−𝑑1 × · · · ×Gr
𝑚𝑝

𝑚𝑝−𝑑𝑝.

ßêùî ïåðåïèñàòè ïiäïðîñòîðè {[𝒩 1], . . . , [𝒩 𝑝]} ó íîâîìó áàçèñi (6.43), îòðè-
ìà¹ìî iíøó òî÷êó𝐺, â ÿêî¨ ëîêàëüíi êîîðäèíàòè ¹ ïîëiíîìàìè âiä 𝑔𝑖𝑗. Òîáòî

çàãàëüíà ëiíiéíà ãðóïàGL𝑚 äi¹ íà𝐺, à âëàñòèâiñòü À-íîðìàëüíîñòi âåêòîðà

çðîñòó îçíà÷à¹, ùî ñêií÷åííà êiëüêiñòü îðáiò öi¹¨ äi¨ ïîêðèâà¹ âåñü ìíîãî-

âèä, à îòæå, ÿêàñü ç îðáiò ìà¹ ïîâíó âèìiðíiñòü. Ãðàññìàíàií Gr𝑗𝑖 ìà¹ âè-

ìiðíiñòü 𝑖(𝑗 − 𝑖), à îòæå, âèìiðíiñòü ìíîãîâèäó 𝐺 äîðiâíþ¹
𝑝∑︀
𝑞=1

𝑑𝑞(𝑚𝑞 − 𝑑𝑞).

Ó ïåâíîìó ñåíñi ÷èñëà 𝑑𝑘(𝑚𝑘 − 𝑑𝑘), 𝑘 = 1, . . . , 𝑝, ãðàþòü ðîëü ¾ñòåïåíiâ

ñâîáîäè¿ äëÿ ìíîæèíè îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié.

×èñëà 𝑚1, . . . ,𝑚𝑝 ìîæíà çíàéòè ç ôîðìóëè (6.38): êîåôiöi¹íò ïðè 𝑧𝑖 ó

ðîçâèíåííi â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ 𝑓𝑛(𝑧) â òî÷öi 𝑧 = 0 äîðiâíþ¹ 𝑚𝑖− 𝑑𝑖 äëÿ

𝑖 = 1, . . . , 𝑝.
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Îñêiëüêè íåâèðîäæåíi ìàòðèöi, ÿêi ïðîïîðöiéíi îäèíè÷íié ìàòðèöi, çáå-

ðiãàþòü âñi òî÷êè âêàçàíîãî ìíîãîâèäó, íåîáõiäíîþ óìîâîþ À-íîðìàëüíîñòi

âåêòîðà çðîñòó ¹ òàêà óìîâà:
𝑝∑︁
𝑞=1

𝑑𝑞(𝑚𝑞 − 𝑑𝑞) ≤ 𝑚− 1. (6.44)

Означення 6.7. Ми кажемо, що 𝑘-й крок вектора зросту 𝑣 тривi-

альний, якщо 𝑑𝑘 = 0, i є вiльним, якщо 𝑑𝑘 = 𝑚𝑘. У супротивному разi

𝑘-й крок називається обмеженим.

Ми кажемо, що вектор зросту є вiльним, якщо всi його кроки вiльнi.

Ми кажемо, що вектор зросту є псевдо-вiльним, якщо всi його кроки

вiльнi або тривiальнi (зокрема, вiльнi вектори зросту є псевдо-вiльними).

Iíøèìè ñëîâàìè, òðèâiàëüíèé êðîê ¹ íóëüîâèì, à âiëüíèé êðîê ¹ ìàêñè-

ìàëüíî ìîæëèâèì. Âåêòîð çðîñòó ¹ âiëüíèì, ÿêùî âñi éîãî êðîêè ìàêñè-

ìàëüíi (òîäi êîåôiöi¹íòè ïðè 𝑧, . . . , 𝑧𝑝 ó ðÿäi Òåéëîðà ôóíêöi¨ 𝑓(𝑧) â òî÷öi

𝑧 = 0 äîðiâíþþòü íóëþ).

Îòæå, ìîæíà çàïðîïîíóâàòè òàêèé ìåòîä äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ À-

íîðìàëüíèõ âåêòîðiâ çðîñòó. Ñïî÷àòêó äëÿ çàäàíîãî âåêòîðà çðîñòó çíà-

éòè âñi òàêi 𝑘, äëÿ ÿêèõ 𝑑𝑘(𝑚𝑘 − 𝑑𝑘) ̸= 0 (îáìåæåíi êðîêè) i âèðàçèòè âñi

âiäïîâiäíi [𝒩 𝑘] (àáî ¨õ ïðåäñòàâíèêiâ) çà äîïîìîãîþ
𝑝∑︀

𝑘=1

𝑑𝑘(𝑚𝑘−𝑑𝑘) äîâiëü-

íèõ ïàðàìåòðiâ. Ïîòiì çíàéòè, ÿê öi ïàðàìåòðè ïåðåòâîðþþòüñÿ ïðè çàìiíi

áàçèñó (6.43). ßêùî áóäü-ÿêà ìíîæèíà ïàðàìåòðiâ ìîæå áóòè çâåäåíà äî

îäíî¨ çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ìíîæèí, òîäi âåêòîð çðîñòó ¹ À-íîðìàëüíèì.

Зауваження 6.5. Якщо деяка система має вектор зросту 𝑣, то її

досить мале збурення має такий вектор зросту ̂︀𝑣 = (̂︀𝑣1, . . . , ̂︀𝑣̂︀𝑝), що
̂︀𝑝 ≤ 𝑝 i ̂︀𝑣𝑘 ≥ 𝑣𝑘 для всiх 𝑘 = 1, . . . , ̂︀𝑝. (6.45)

У такому разi ми пишемо ̂︀𝑣 ≥ 𝑣. Оскiльки ̂︀𝑣̂︀𝑝 = 𝑛, iснує тiльки скiн-

ченна кiлькiсть векторiв ̂︀𝑣, якi задовольняють нерiвнiсть ̂︀𝑣 ≥ 𝑣. Отже,

достатньою умовою А-простоти вектора зросту є А-нормальнiсть усiх

таких реалiзовних векторiв ̂︀𝑣, що ̂︀𝑣 ≥ 𝑣.
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6.2.2 Îïèñ À-íîðìàëüíèõ i À-ïðîñòèõ âåêòîðiâ çðîñòó äëÿ ñèñòåì ç

äâîâèìiðíèì êåðóâàííÿì

Äàëi ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìè ç äâîâèìiðíèì êåðó-

âàííÿì, òîáòî âèïàäîê 𝑚 = 2:

𝑥̇ = 𝑋1(𝑥)𝑢1 +𝑋2(𝑥)𝑢2, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢1, 𝑢2 ∈ R. (6.46)

i çàìiíè êåðóâàííÿ âèãëÿäó

𝑢𝑖 = 𝑔1𝑖̂︀𝑢1 + 𝑔2𝑖̂︀𝑢2, 𝑖 = 1, 2, 𝑔11𝑔22 − 𝑔12𝑔21 ̸= 0. (6.47)

Íåîáõiäíà óìîâà (6.44) íàáóâà¹ âèãëÿäó

𝑝∑︁
𝑞=1

𝑑𝑞(𝑚𝑞 − 𝑑𝑞) ≤ 3. (6.48)

Ç íå¨ âèïëèâà¹:

(a) A-íîðìàëüíi âåêòîðè çðîñòó ìàþòü íå áiëüøå òðüîõ îáìåæåíèõ êðî-

êiâ;

(b) ÿêùî 𝑖-é êðîê îáìåæåíèé, òî𝑚𝑖 ≤ 4; ÿêùî𝑚𝑖 = 4, òî öåé îáìåæåíèé

êðîê ¹äèíèé i 𝑑𝑖 = 1 i 𝑑𝑖 = 3;

(c) ÿêùî îáìåæåíèõ êðîêiâ òðè, ñêàæiìî, 𝑖1-é, 𝑖2-é i 𝑖3-é, òî 𝑚𝑖𝑗 = 2 i

𝑑𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 2, 3.

Êðiì òîãî, âñi ïñåâäî-âiëüíi âåêòîðè çðîñòó ¹ A-íîðìàëüíèìè.

Çàôiêñó¹ìî 𝑞 ≥ 1 i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Ω𝑞
𝑣𝑘
= Ω𝑣𝑘 ∩

{︁
(𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1) :

𝑘∑︁
ℎ=1

ℎ
(︁ 𝑣ℎ∑︁
𝑟=𝑣ℎ−1+1

𝑖𝑟

)︁
+ 1 = 𝑞

}︁
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑞 − 1.

ßê ëåãêî áà÷èòè, êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi Ω𝑞
𝑣𝑞−1

íå ìåíøà, íiæ êiëü-

êiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi Ω𝑞
𝑣1
, . . . ,Ω𝑞

𝑣𝑞−2
. Äiéñíî, ÿêùî (𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1) ∈ Ω𝑞

𝑣𝑘
,

äå 𝑘 ≤ 𝑞 − 2, òî îáîâ'ÿçêîâî (0, . . . , 0, 𝑖𝑣𝑘, . . . , 𝑖1) ∈ Ω𝑞
𝑣𝑞−1

. Îñêiëüêè 𝑚𝑞 �

êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó Ω𝑞
𝑣𝑞−1

, òî ìíîæèíè Ω𝑞
𝑣1
, . . . ,Ω𝑞

𝑣𝑞−2
äàþòü íèæíþ îöiíêó

äëÿ 𝑚𝑞.
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Ç iíøîãî áîêó, êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi Ω𝑞
𝑣𝑘
, 𝑘 ≤ 𝑞 − 1, äîðiâíþ¹

êîåôiöi¹íòó 𝑧𝑞 ó ðîçâèíåííi

𝑓𝑘(𝑧) =
2𝑧 − 1

𝑘∏︀
𝑖=1

(1− 𝑧𝑖)𝑑𝑖
+ 1. (6.49)

Îòæå, îòðèìó¹ìî íàñòóïíå çàóâàæåííÿ.

Íåõàé (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘) ¹ ïî÷àòêîâèì ñåãìåíòîì äåÿêîãî âåêòîðà çðîñòó,

𝑘 < 𝑝. Òîäi

(i) ÷èñëî 𝑚𝑘+1 äîðiâíþ¹ êîåôiöi¹íòó 𝑧𝑘+1 ó ðîçâèíåííi (6.49);

(ii) äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑞 ≥ 𝑘 + 1 ÷èñëî 𝑚𝑞+1 íå ìåíøå, íiæ êîåôiöi¹íò 𝑧𝑞+1

ó ðîçâèíåííi (6.49).

Çîêðåìà, ÿêùî (𝑞 + 1)-é êðîê îáìåæåíèé i äëÿ äåÿêîãî 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑞

êîåôiöi¹íò 𝑧𝑞+1 áiëüøå 4, òî âåêòîð çðîñòó íå ¹ À-íîðìàëüíèì.

Випадок 𝑛 = 2. Óñi âåêòîðè çðîñòó ìàþòü âèãëÿä

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2), 𝑠 ≥ 0. (6.50)

Теорема 6.4. Усi вектори зросту вигляду (6.50) є А-нормальними i

А-простими.

Доведення. ßêùî 𝑠 = 0, ìà¹ìî âåêòîð çðîñòó 𝑣 = (2), ÿêèé ¹ ïðîñòèì.

Íåõàé 𝑠 ≥ 1. Òîäi ïåðøèé êðîê 𝑣 îáìåæåíèé, îñêiëüêè 𝑚1 = 2 i 𝑑1 = 1.

Îòæå, 𝒩 1 ¹ îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì Lin{𝜂1, 𝜂2}. Öå îçíà÷à¹, ùî 𝒩 1 =

Lin{𝑎1𝜂1 + 𝑎2𝜂2}, äå 𝑎21 + 𝑎22 ̸= 0. Âèáåðåìî íîâèé áàçèñ ̂︀𝜂1, ̂︀𝜂2 âèãëÿäó(︃ ̂︀𝜂1̂︀𝜂2
)︃

=

(︃
𝑎2 −𝑎1
𝑎1 𝑎2

)︃(︃
𝜂1

𝜂2

)︃
. (6.51)

Òîäi 𝒩 1 íàáóâà¹ íîðìàëüíî¨ ôîðìè 𝒩 1 = Lin{̂︀𝜂2}. Ïîçíà÷èìî 𝜁1 = ̂︀𝜂1.
Ðîçãëÿäàþ÷è ôóíêöiþ 𝑓𝑠(𝑧) =

2𝑧−1
1−𝑧 +1 (òîáòî (6.49) ç 𝑘 = 𝑠), îòðèìó¹ìî

𝑚𝑠+1 = 1. Îòæå, 𝑑𝑠+1 = 𝑚𝑠+1 = 1, à òîäi (𝑠+1)-é êðîê âåêòîðà çðîñòó (6.50)

¹ âiëüíèì. Îòæå, 𝑣 ¹ À-íîðìàëüíèì.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî âñi âåêòîðè (6.50) ¹ À-ïðîñòèìè. Äiéñíî, áóäü-ÿêèé

âåêòîð ̂︀𝑣, äëÿ ÿêîãî ̂︀𝑣 ≥ 𝑣, òåæ ìà¹ âèãëÿä (6.50) ç ̂︀𝑠 çàìiñòü 𝑠, äå ̂︀𝑠 ≤ 𝑠,
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à îòæå, ¹ À-íîðìàëüíèì. Çà çàóâàæåííÿì 6.5, óñi âåêòîðè çðîñòó (6.50) ¹

À-ïðîñòèìè. �

ßê íîðìàëüíi ôîðìè, ìîæíà çàïðîïîíóâàòè òàêi ñèñòåìè:

𝑥̇ = 𝑢1

(︃
1

0

)︃
+ 𝑢2

(︃
0

1
𝑠!𝑥

𝑠
1

)︃
. (6.52)

Випадок 𝑛 = 3. Óñi âåêòîðè çðîñòó ìàþòü âèãëÿä

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑟−𝑠

, 3), 𝑠 ≥ 0, 𝑟 ≥ 𝑠+ 1. (6.53)

Теорема 6.5. Вектори зросту вигляду (6.53) є А-нормальними тодi

i тiльки тодi, коли:

(a) 𝑠 = 0 s 1 ≤ 𝑟 ≤ 4;

або

(b) 𝑠 ≥ 1 i 𝑠+ 1 ≤ 𝑟 ≤ 3𝑠+ 2 або 𝑟 = 4𝑠+ 3.

А-простими є наступнi вектори зросту:

𝑣1 = (2, 3); 𝑣2 = (2, 2, 3); 𝑣3 = (2, 2, 2, 3); 𝑣4 = (2, 2, 2, 2, 3);

𝑣5 = (1, 2, 3); 𝑣6 = (1, 2, 2, 3); 𝑣7 = (1, 1, 2, 3); 𝑣8 = (1, 2, 2, 2, 3);

𝑣9 = (1, 1, 2, 2, 3); 𝑣10 = (1, 1, 1, 2, 3).

Доведення. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âåêòîðà çðîñòó (6.53) ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ

óìîâà 𝑟 ≥ 𝑠 + 1 (òîáòî âåêòîð 𝑣 = (1, . . . , 1, 3) íå ¹ ðåàëiçîâíèì). Äiéñíî,

äëÿ 𝑠 = 0 öå òàê, îñêiëüêè 𝑚 = 2. Ùîäî 𝑠 ≥ 1, ó äîâåäåííi òåîðåìè 6.4

áóëî ïîêàçàíî, ùî 𝑚𝑠+1 = 1. Îòæå, 𝑑𝑠+1 = 1, à òîäi 𝑟 ≥ 𝑠+ 1.

Ìè ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ íà äâi ÷àñòèíè.

Перший крок є вiльним, òîáòî 𝑠 = 0:

𝑣 = (2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑟

, 3), 𝑟 ≥ 1. (6.54)

Ìîæíà âèáðàòè 𝜁1 = 𝜂1, 𝜁2 = ad0𝜁1𝜂2 = 𝜂2. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè 𝑚𝑟+1,

ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ 𝑓𝑟(𝑧) =
2𝑧−1
(1−𝑧)2 + 1, òîäi 𝑚𝑟+1 = 𝑟. Îñêiëüêè 𝑑𝑟+1 = 1,

òî çà óìîâîþ (6.48), ÿêùî âåêòîð çðîñòó À-íîðìàëüíèé, òî 𝑚𝑟+1 − 1 ≤ 3,

òîáòî 𝑟 ≤ 4.
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Îòæå âèáèðà¹òüñÿ (𝑟 − 1)-âèìiðíèé ïiäïðîñòið 𝒩 𝑟 ó 𝑟-âèìiðíîìó ïðî-

ñòîði Lin{𝜂𝑖2𝑖1 : (𝑖2, 𝑖1) ∈ Ω𝑟+1
2 }, äå 𝜂𝑖2𝑖1 = ad𝑖2𝜂2ad

𝑖1
𝜂1
𝜂2 i Ω𝑟+1

2 = {(𝑖2, 𝑖1) :

𝑖1, 𝑖2 ≥ 0, 𝑖1 ̸= 0, 𝑖2 + 𝑖1 = 𝑟}. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 𝑏𝑖 = 𝜂⟨𝑖⟩, äå ⟨𝑖⟩ ïîçíà÷à¹
𝑖-é åëåìåíò ìíîæèíè Ω𝑟+1

2 (ó ëåêñèêîãðàôi÷íîìó ïîðÿäêó). Òîäi äîâiëüíèé

åëåìåíò Lin{𝜂𝑖2𝑖1 : (𝑖2, 𝑖1) ∈ Ω𝑟+1
2 } ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç áàçèñ 𝑏1, . . . , 𝑏𝑟 ÿê

𝑟∑︀
𝑖=1

𝑧𝑖𝑏𝑖, 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑟)
T ∈ R𝑟. À òîäi ìîæíà îïèñàòè 𝒩 𝑟 çà äîïîìîãîþ éîãî

àíiãiëÿòîðó, òîáòî 𝑟-âèìiðíîãî íåíóëüîâîãî ðÿäêà 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑟), òàêîãî

ùî 𝛾𝑧 = 0 äëÿ òèõ 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑟)
T, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

𝑟∑︀
𝑖=1

𝑧𝑖𝑏𝑖 ∈ 𝒩 𝑟. Çàóâà-

æèìî, ùî àíiãiëÿòîð âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà.

Âèáåðåìî íîâèé áàçèñ ̂︀𝜂1, ̂︀𝜂2:(︃ ̂︀𝜂1̂︀𝜂2
)︃

=

(︃
𝑔11 𝑔12

𝑔21 𝑔22

)︃(︃
𝜂1

𝜂2

)︃
, 𝛿 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔12𝑔21 ̸= 0. (6.55)

Òîäi åëåìåíòè̂︀𝑏1, . . . ,̂︀𝑏𝑟 âèãëÿäó̂︀𝑏𝑖 = ̂︀𝜂⟨𝑖⟩, äå ̂︀𝜂𝑖2𝑖1 = ad𝑖2̂︀𝜂2ad𝑖1̂︀𝜂1̂︀𝜂2, âèðàæàþòüñÿ
÷åðåç 𝑏1, . . . , 𝑏𝑟 ÿê ̂︀𝑏𝑖 = 𝑟∑︀

𝑗=1

𝑓𝑗𝑖𝑏𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, äå ìàòðèöþ 𝐹 = {𝑓𝑖𝑗}𝑟𝑖,𝑗=1 ìîæå

áóòè çíàéäåíî çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi𝐺 = {𝑔𝑖𝑗}2𝑖,𝑗=1. Òîäi
𝑟∑︀
𝑖=1

𝑧𝑖𝑏𝑖 =
𝑟∑︀
𝑖=1

̂︀𝑧𝑖̂︀𝑏𝑖, äå
𝑧 = 𝐹̂︀𝑧. Îòæå, ó íîâîìó áàçèñi ïiäïðîñòið 𝒩 𝑟 îïèñó¹òüñÿ àíiãiëÿòîðîì ̂︀𝛾 =

𝛾𝐹 . Íàøà ìåòà � íîðìàëiçóâàòè ̂︀𝛾. Ðîçãëÿíåìî ÷îòèðè ìîæëèâi âèïàäêè

𝑟 ≤ 4.

(i) 𝑟 = 1. Îñêiëüêè 𝑑2 = 𝑚2 = 1, òî âåêòîð çðîñòó 𝑣 = (2, 3) ¹ âiëüíèì,

à îòæå, À-íîðìàëüíèì.

(ii) 𝑟 = 2. Ó öüîìó âèïàäêó 𝒩 2 ⊂ Lin{𝜂02, 𝜂11}, äå 𝜂02 = ad2𝜂1𝜂2 =

[𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]] i 𝜂11 = ad𝜂2ad𝜂1𝜂2 = [𝜂2, [𝜂1, 𝜂2]]. Ó íîâîìó áàçèñi

̂︀𝜂02=[̂︀𝜂1, [̂︀𝜂1, ̂︀𝜂2]]=[𝑔11𝜂1+𝑔12𝜂2, [𝑔11𝜂1+𝑔12𝜂2, 𝑔21𝜂1+𝑔22𝜂2]]=𝛿(𝑔11𝜂
02+𝑔12𝜂

11),

̂︀𝜂11=[̂︀𝜂2, [̂︀𝜂1, ̂︀𝜂2]]=[𝑔21𝜂1+𝑔22𝜂2, [𝑔11𝜂1+𝑔12𝜂2, 𝑔21𝜂1+𝑔22𝜂2]]=𝛿(𝑔21𝜂
02+𝑔22𝜂

11).

Ïîçíà÷èìî 𝑏1 = 𝜂02, 𝑏2 = 𝜂11 i ̂︀𝑏1 = ̂︀𝜂02, ̂︀𝑏2 = ̂︀𝜂11, òîäi
̂︀𝑏1 = 𝛿(𝑔11𝑏1 + 𝑔12𝑏2), ̂︀𝑏2 = 𝛿(𝑔21𝑏1 + 𝑔22𝑏2),

òîáòî 𝐹 = 𝛿𝐺T. Òîäi ̂︀𝛾 = 𝛾𝐹 = 𝛿𝛾𝐺T, äå 𝛿 = 𝑔11𝑔22−𝑔12𝑔21 ̸= 0, ïðè÷îìó áåç
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îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà âèáðàòè 𝛾21+𝛾
2
2 = 1. Âèáåðåìî 𝑔11 = 𝑔22 = 𝛾1,

𝑔12 = −𝑔21 = 𝛾2, òîäi ̂︀𝛾 = (1, 0), à îòæå, 𝒩 2 = Lin{̂︀𝜂11}.
(iii) 𝑟 = 3. Ó öüîìó âèïàäêó 𝒩 3 ⊂ Lin{𝜂03, 𝜂12, 𝜂21} ¹ äâîâèìiðíèì.

Âèáåðåìî

𝑏1 = 𝜂03 = ad3𝜂1𝜂2, 𝑏2 = 𝜂12 = ad𝜂2ad
2
𝜂1
𝜂2, 𝑏3 = 𝜂21 = ad2𝜂2ad𝜂1𝜂2.

Âèêîíóþ÷è çàìiíó áàçèñó (6.55) i âðàõîâóþ÷è òîòîæíiñòü

[𝜂1, [𝜂2, [𝜂1, 𝜂2]]] = [𝜂2, [𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]]] = 𝜂12, (6.56)

îòðèìó¹ìî

̂︀𝑏1 = ̂︀𝜂03 = 𝛿(𝑔211𝜂
03 + 2𝑔11𝑔12𝜂

12 + 𝑔212𝜂
21) = 𝛿(𝑔211𝑏1 + 2𝑔11𝑔12𝑏2 + 𝑔212𝑏3),̂︀𝑏2 = ̂︀𝜂12 = 𝛿(𝑔11𝑔21𝜂

03 + (𝑔12𝑔21 + 𝑔11𝑔22)𝜂
12 + 𝑔12𝑔22𝜂

21) =

= 𝛿(𝑔11𝑔21𝑏1 + (𝑔12𝑔21 + 𝑔11𝑔22)𝑏2 + 𝑔12𝑔22𝑏3),̂︀𝑏3 = ̂︀𝜂21 = 𝛿(𝑔221𝜂
03 + 2𝑔21𝑔22𝜂

12 + 𝑔222𝜂
21) = 𝛿(𝑔221𝑏1 + 2𝑔21𝑔22𝑏2 + 𝑔222𝑏3).

Îòæå,

𝐹 = 𝛿

⎛⎜⎜⎝
𝑔211 𝑔11𝑔21 𝑔221

2𝑔11𝑔12 𝑔12𝑔21 + 𝑔11𝑔22 2𝑔21𝑔22

𝑔212 𝑔12𝑔22 𝑔222

⎞⎟⎟⎠ , (6.57)

(̂︀𝛾1, ̂︀𝛾2, ̂︀𝛾3) = (𝛾1, 𝛾2, 𝛾3)𝐹. (6.58)

Çðó÷íî ïîäàòè öþ ðiâíiñòü â iíøié ôîðìi. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 𝛾11 = 𝛾1,

𝛾12 = 𝛾21 = 𝛾2, 𝛾22 = 𝛾3, and the same notations for ̂︀𝛾𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, i ðîçãëÿíå-

ìî äâi ñèìåòðè÷íi ìàòðèöi Γ = {𝛾𝑖𝑗}2𝑖,𝑗=1 i ̂︀Γ = {̂︀𝛾𝑖𝑗}2𝑖,𝑗=1. Òîäi (6.57), (6.58)

çâîäÿòüñÿ äî âèãëÿäó ̂︀Γ = 𝛿𝐺Γ𝐺T (6.59)

Îòæå, çàäà÷ó çâåäåíî äî íîðìàëiçàöi¨ ñèìåòðè÷íî¨ 2× 2 ìàòðèöi. ßê äîáðå

âiäîìî, äëÿ äîâiëüíîãî 𝛾 ̸= 0 iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ 𝐺, ùî ̂︀𝛾
äîðiâíþ¹ (1, 0,±1) àáî (1, 0, 0). Öå îçíà÷à¹, ùî 𝒩 3 = Lin{̂︀𝜂12, ̂︀𝜂21∓ ̂︀𝜂03} àáî
𝒩 3 = Lin{̂︀𝜂12, ̂︀𝜂21}.
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(iv) 𝑟 = 4. Ó öüîìó âèïàäêó 𝒩 4 ⊂ Lin{𝜂04, 𝜂13, 𝜂22, 𝜂31} ¹ òðèâèìiðíèì.
Âèáåðåìî

𝑏1 = 𝜂04 = ad4𝜂1𝜂2, 𝑏2 = 𝜂13 = ad𝜂2ad
3
𝜂1
𝜂2,

𝑏3 = 𝜂22 = ad2𝜂2ad
2
𝜂1
𝜂2, 𝑏4 = 𝜂31 = ad3𝜂2ad𝜂1𝜂2.

Âèêîíà¹ìî çàìiíó áàçèñó (6.55) i âðàõó¹ìî (6.56) i òàêó âëàñòèâiñòü:

[𝜂1, [𝜂2, [𝜂𝑖, [𝜂1, 𝜂2]]]] = [𝜂2, [𝜂1, [𝜂𝑖, [𝜂1, 𝜂2]]]] + ℓ′𝑖,

äå ℓ′𝑖 = [[𝜂1, 𝜂2], [𝜂𝑖, [𝜂1, 𝜂2]]] ∈ ℒ[3]
𝑋1,𝑋2

, 𝑖 = 1, 2. Îòðèìó¹ìî

̂︀𝑏1 = ̂︀𝜂04 = 𝛿(𝑔311𝜂
04 + 3𝑔211𝑔12𝜂

13 + 3𝑔11𝑔
2
12𝜂

22 + 𝑔312𝜂
31) + ℓ1,̂︀𝑏2 = ̂︀𝜂13 = 𝛿(𝑔211𝑔21𝜂

04 + (𝑔211𝑔22 + 2𝑔11𝑔12𝑔21)𝜂
13+

+(2𝑔11𝑔12𝑔22 + 𝑔212𝑔21)𝜂
22 + 𝑔212𝑔22𝜂

31) + ℓ2,̂︀𝑏3 = ̂︀𝜂22 = 𝛿(𝑔11𝑔
2
21𝜂

04 + (2𝑔11𝑔21𝑔22 + 𝑔221𝑔12)𝜂
13+

+(𝑔11𝑔
2
22 + 2𝑔12𝑔21𝑔22)𝜂

22 + 𝑔12𝑔
2
22𝜂

31) + ℓ3,̂︀𝑏4 = ̂︀𝜂31 = 𝛿(𝑔321𝜂
04 + 3𝑔221𝑔22𝜂

13 + 3𝑔21𝑔
2
22𝜂

22 + 𝑔322𝜂
31) + ℓ4,

äå ℓ1, . . . , ℓ4 ∈ ℒ[3]
𝑋1,𝑋2

. Ïðèñóòíiñòü ℓ𝑖 îçíà÷à¹, ùî çàìiíà áàçèñó íå çáåði-

ãà¹ ïiäïðîñòið Lin{𝜂04, 𝜂13, 𝜂22, 𝜂31}. Àëå íàãàäà¹ìî, ùî ìè íîðìàëiçó¹ìî

ôàêòîð-ïiäïðîñòið [𝒩 4] = ℳ4|ℒ[3]
𝑋1,𝑋2

, à íå 𝒩 4.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îòðèìó¹ìî

𝐹 = 𝛿

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑔311 𝑔211𝑔21 𝑔11𝑔
2
21 𝑔321

3𝑔211𝑔12 𝑔211𝑔22 + 2𝑔11𝑔12𝑔21 2𝑔11𝑔21𝑔22 + 𝑔221𝑔12 3𝑔221𝑔22

3𝑔11𝑔
2
12 2𝑔11𝑔12𝑔22 + 𝑔212𝑔21 𝑔11𝑔

2
22 + 2𝑔12𝑔21𝑔22 3𝑔21𝑔

2
22

𝑔312 𝑔212𝑔22 𝑔12𝑔
2
22 𝑔322

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

(̂︀𝛾1, ̂︀𝛾2, ̂︀𝛾3, ̂︀𝛾4) = (𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4)𝐹. (6.60)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

𝛾111 = 𝛾1, 𝛾112 = 𝛾121 = 𝛾211 = 𝛾2, 𝛾122 = 𝛾212 = 𝛾221 = 𝛾3, 𝛾222 = 𝛾4,
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à òàêîæ àíàëîãi÷íi ïîçíà÷åííÿ äëÿ ̂︀𝛾𝑖𝑗𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2. Òîäi (6.60) íàáóâà¹

âèãëÿäó

̂︀𝛾𝑖1𝑖2𝑖3 = 𝛿
2∑︁

𝑗1,𝑗2,𝑗3=1

𝛾𝑗1𝑗2𝑗3𝑔𝑖1𝑗1𝑔𝑖2𝑗2𝑔𝑖3𝑗3, 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 = 1, 2. (6.61)

Îòæå, çàäà÷ó çâåäåíî äî íîðìàëiçàöi¨ ñèìåòðè÷íîãî (íåòðèâiàëüíîãî) òåí-

çîðà ðàíãó 3. ßê âiäîìî [156], iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ, ùî ̂︀𝛾 íàáó-
âà¹ îäíîãî ç ÷îòèðüîõ íàñòóïíèõ âèãëÿäiâ: (1, 0, 0, 1), (1, 0,−1, 0), (0, 0, 1, 0),

(1, 0, 0, 0). Îòæå, 𝒩 4 ∼= Lin{̂︀𝜂13, ̂︀𝜂22, ̂︀𝜂04 − ̂︀𝜂31}, 𝒩 4 ∼= Lin{̂︀𝜂13, ̂︀𝜂31, ̂︀𝜂04 + ̂︀𝜂22},
𝒩 4 ∼= Lin{̂︀𝜂04, ̂︀𝜂13, ̂︀𝜂31} àáî 𝒩 4 ∼= Lin{̂︀𝜂13, ̂︀𝜂22, ̂︀𝜂31} (ïîçíà÷êà ∼= îçíà÷à¹

ïðåäñòàâíèêiâ îäíîãî é òîãî ñàìîãî ôàêòîð-ïiäïðîñòîðó).

Перший крок є обмеженим, òîáòî 𝑠 ≥ 1:

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑟−𝑠

, 3), 𝑠 ≥ 1, 𝑟 ≥ 𝑠+ 1, (6.62)

ïðè÷îìó 𝑟 ≥ 𝑠+ 1.

Лема 6.4. Нехай 𝑟 = (𝑠+1)𝑞+𝑝, де 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑠 i 𝑞 ≥ 0 (𝑝 i 𝑞 є цiлими).

Тодi

𝑚𝑟+1 =

{︃
𝑞 + 1, якщо 𝑝 ≤ 𝑠− 1,

𝑞, якщо 𝑝 = 𝑠.

Доведення.Íàãàäà¹ìî, ùî𝑚𝑟+1 � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó ìíîæèíiΩ𝑟+1
𝑣𝑟

=

Ω𝑟+1
2 . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Ω2 = {(𝑖2, 𝑖1) : 𝑖1, 𝑖2 ≥ 0, 𝑖1 ̸= ⟨1⟩}, äå ⟨1⟩ ¹

(¹äèíèì) åëåìåíòîì ìíîæèíè Ω𝑠+1
1 = {𝑠}. Òîäi Ω2 = {(𝑖2, 𝑖1) : 𝑖1, 𝑖2 ≥

0, 𝑖1 ̸= 𝑠} i

Ω𝑟+1
2 = {(𝑖2, 𝑖1) : 𝑖1, 𝑖2 ≥ 0, 𝑖1 ̸= 𝑠, (𝑠+ 1)𝑖2 + 𝑖1 + 1 = 𝑟 + 1}. (6.63)

Îòæå, îòðèìó¹ìî 𝑟 = (𝑠+1)𝑞+𝑝 = (𝑠+1)𝑖2+𝑖1, à òîäi 𝑖1 = (𝑠+1)(𝑞−𝑖2)+𝑝.
ßêùî 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑠−1, òîäi ïàðà (𝑖2, 𝑖1) íàëåæèòü Ω𝑟+1

2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

𝑖2 íàáóâà¹ çíà÷åíü âiä 0 äî 𝑞. ßêùî 𝑝 = 𝑠, òî (𝑖2, 𝑖1) íàëåæèòü Ω𝑟+1
2 òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè 𝑖2 íàáóâà¹ çíà÷åíü âiä 0 äî 𝑞 − 1. �
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Наслiдок 6.4. Нехай вектор зросту (6.62) є А-нормальним. Тодi

𝑟 ≤ 3𝑠+ 2 або 𝑟 = 4𝑠+ 3.

Доведення. Îñêiëüêè 𝑚1 = 2, 𝑑1 = 1 i 𝑑𝑟+1 = 1, ç íåîáõiäíî¨ óìîâè

À-íîðìàëüíîñòi (6.48) âèïëèâà¹, ùî 𝑑1(𝑚1 − 𝑑1) + 𝑑𝑟+1(𝑚𝑟+1 − 𝑑𝑟+1) = 1 +

(𝑚𝑟+1 − 1) ≤ 3, òîáòî 𝑚𝑟+1 ≤ 3. Ç iíøîãî áîêó, çàâäÿêè ëåìi 6.4

𝑚𝑟+1 = 1 ïðè 𝑟 = 2𝑠+ 1, (6.64)

𝑚𝑟+1 = 2 ïðè 𝑠+ 1 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 or 𝑟 = 3𝑠+ 2, (6.65)

𝑚𝑟+1 = 3 ïðè 2𝑠+ 2 ≤ 𝑟 ≤ 3𝑠+ 1 or 𝑟 = 4𝑠+ 3. (6.66)

Ó ðåøòi âèïàäêiâ 𝑚𝑟+1 ≥ 4, îòæå, âåêòîð çðîñòó íå ¹ À-íîðìàëüíèì. �

Íåõàé âåêòîð çðîñòó çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì íàñëiäêó 6.4. Ïiäïðîñòið 𝒩 1

¹ îäíîâèìiðíèì, òîáòî 𝒩 1 = Lin{𝑎1𝜂1 + 𝑎2𝜂2}, äå 𝑎21 + 𝑎22 ̸= 0. Âèáåðåìî̃︀𝜂1 = 𝑎2𝜂1 − 𝑎1𝜂2 i ̃︀𝜂2 = 𝑎1𝜂1 + 𝑎2𝜂2, òîäi 𝜁1 = ̃︀𝜂1, 𝒩 1 = Lin{̃︀𝜂2}.
Äàëi ìè øóêàòèìåìî íîâèé áàçèñ ̂︀𝜂1, ̂︀𝜂2 ó âèãëÿäi(︃ ̂︀𝜂1̂︀𝜂2

)︃
=

(︃
𝑎2 + 𝑐2𝑎1 −𝑎1 + 𝑐2𝑎2

𝑐1𝑎1 𝑐1𝑎2

)︃(︃
𝜂1

𝜂2

)︃
, 𝑐1 ̸= 0, (6.67)

äå ÷èñëà 𝑐1 i 𝑐2 áóäóòü âêàçàíi íèæ÷å. Òîäi

̂︀𝜂1 = 𝑎2𝜂1 − 𝑎1𝜂2 + 𝑐2𝑎1𝜂1 + 𝑐2𝑎2𝜂2 = ̃︀𝜂1 + 𝑐2̃︀𝜂2,
̂︀𝜂2 = 𝑐1𝑎1𝜂1 + 𝑐1𝑎2𝜂2 = 𝑐1̃︀𝜂2, (6.68)

à îòæå, ïiäïðîñòið 𝒩 1 ¹ íîðìàëiçîâàíèì: 𝒩 1 = Lin{̂︀𝜂2}.
Íàãàäà¹ìî, ùî (𝑠+1)-é êðîê âåêòîðà çðîñòó (6.62) ¹ âiëüíèì. Ïåðåéäåìî

äî éîãî (𝑟+1)-ãî êðîêó i ðîçãëÿíåìî 𝒩 𝑟+1 ÿê ïiäïðîñòið Lin{𝜂𝑖2𝑖1 : (𝑖2, 𝑖1) ∈
Ω𝑟+1

2 }, äå Ω𝑟+1
2 ìà¹ âèãëÿä (6.63) i 𝜂𝑖2𝑖1 = ad𝑖2𝜁2ad

𝑖1
𝜁1
̃︀𝜂2, äå 𝜁1 = ̃︀𝜂1, 𝜁2 = ad𝑠𝜁1̃︀𝜂2.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè íîðìàëiçóþ÷èé áàçèñ, âèðàçèìî äîâiëüíèé 𝒩 𝑟+1 ÿê

ïiäïðîñòið Lin{̂︀𝜂𝑖2𝑖1 : (𝑖2, 𝑖1) ∈ Ω𝑟+1
2 }, äå ̂︀𝜂𝑖2𝑖1 = ad𝑖2̂︀𝜁2ad𝑖1̂︀𝜁1̂︀𝜂2 i ̂︀𝜁1 = ̂︀𝜂1, ̂︀𝜁2 =

ad𝑠̂︀𝜁1̂︀𝜂2.
Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè, âêàçàíi ó íàñëiäêó 6.4.

Випадок 𝑟 = 2𝑠+1.Ìà¹ìî 𝑑𝑟+1 = 𝑚𝑟+1 = 1, îòæå, (𝑟+1)-é êðîê âiëüíèé.

Òîäi âåêòîð çðîñòó ìà¹ ¹äèíèé (ïåðøèé) îáìåæåíèé êðîê. Áóäü-ÿêèé áàçèñ
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âèãëÿäó (6.67) äà¹ 𝒩 1 = Lin{̂︀𝜂2}, îòæå, âåêòîð çðîñòó ¹ À-íîðìàëüíèì

(íàïðèêëàä, ìîæíà âèáðàòè 𝑐1 = 1 i 𝑐2 = 0 i îòðèìàòè áàçèñ (6.51).

Випадок 𝑠+1 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 або 𝑟 = 3𝑠+2. Ïiäïðîñòið 𝒩 𝑟+1 ¹ îäíîâèìiðíèì

ïiäïðîñòîðîì Lin{𝜂0𝑟, 𝜂1(𝑟−𝑠−1)}, òîáòî 𝒩 𝑟+1 = Lin{𝑧1𝜂0𝑟 + 𝑧2𝜂
1(𝑟−𝑠−1)}, äå

𝑧21 + 𝑧22 ̸= 0.

Ðîçãëÿíåìî íîâèé áàçèñ (6.67) i çàïèøåìî åëåìåíòè ̂︀𝜂0𝑟 i ̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1) ç âè-

êîðèñòàííÿì (6.68):

̂︀𝜂0𝑟 = ad𝑟̂︀𝜂1̂︀𝜂2 = [̂︀𝜂1 · · · [̂︀𝜂1⏟  ⏞  
𝑟

, ̂︀𝜂2] · · · ] = [(̃︀𝜂1 + 𝑐2̃︀𝜂2) · · · [(̃︀𝜂1 + 𝑐2̃︀𝜂2)⏟  ⏞  
𝑟

, 𝑐1̃︀𝜂2] · · · ] =
= 𝑐1[̃︀𝜂1 · · · [̃︀𝜂1⏟  ⏞  

𝑟

, ̃︀𝜂2] · · · ] + 𝑐1𝑐2
𝑟−2∑︀
𝑝=0

[̃︀𝜂1, · · · [̃︀𝜂1⏟  ⏞  
𝑝

, [̃︀𝜂2, [̃︀𝜂1, · · · , [̃︀𝜂1⏟  ⏞  
𝑟−𝑝−1

, ̃︀𝜂2] · · · ] + ℓ1 =

= 𝑐1𝜂
0𝑟 + 𝑐1𝑐2

𝑟−2∑︁
𝑝=0

ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑝−1
𝜁1

̃︀𝜂2] + ℓ1,

(6.69)̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1) = ad̂︀𝜁2ad𝑟−𝑠−1̂︀𝜁1 ̂︀𝜂2 = [ad𝑠̂︀𝜁1̂︀𝜂2, ad𝑟−𝑠−1̂︀𝜁1 ̂︀𝜂2] =
= [[̂︀𝜂1 · · · [̂︀𝜂1⏟  ⏞  

𝑠

, ̂︀𝜂2] · · · ], [̂︀𝜂1 · · · [̂︀𝜂1⏟  ⏞  
𝑟−𝑠−1

, ̂︀𝜂2] · · · ]] =
= [[(̃︀𝜂1+𝑐2̃︀𝜂2) · · · [(̃︀𝜂1+𝑐2̃︀𝜂2)⏟  ⏞  

𝑠

, 𝑐1̃︀𝜂2] · · · ], [(̃︀𝜂1+𝑐2̃︀𝜂2) · · · [(̃︀𝜂1+𝑐2̃︀𝜂2)⏟  ⏞  
𝑟−𝑠−1

, 𝑐1̃︀𝜂2] · · · ]]=
= 𝑐21[ad

𝑠
𝜁1
̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑠−1

𝜁1
̃︀𝜂2] + ℓ2 = 𝑐21𝜂

1(𝑟−𝑠−1) + ℓ2,

(6.70)

äå ℓ1 i ℓ2 âêëþ÷àþòü äîäàíêè âèãëÿäó [̃︀𝜂𝑖1 · · · [̃︀𝜂𝑖𝑟 , ̃︀𝜂𝑖𝑟+1] · · · ], äå áiëüø íiæ äâà

iíäåêñè 𝑖𝑗 äîðiâíþþòü 2. Êîæåí ç íèõ äîðiâíþ¹ ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ äóæîê,

ÿêi ìiñòÿòü òðè àáî áiëüøå åëåìåíòiâ âèãëÿäó ad𝑞𝜁1̃︀𝜂2. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

çà óìîâè 𝑠+ 1 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 àáî 𝑟 = 3𝑠+ 2 âîíè íàëåæàòü ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

.

Ç iíøîãî áîêó, êîæíèé åëåìåíò âèãëÿäó ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑝−1
𝜁1

̃︀𝜂2] äîðiâíþ¹ ëi-
íiéíié êîìáiíàöi¨ äóæîê âèãëÿäó [ad𝑞1𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑞2𝜁1̃︀𝜂2], äå 𝑞1 + 𝑞2 + 1 = 𝑟. Òàêi

äóæêè íàëåæàòü ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

, ÿêùî 𝑞1 ̸= i 𝑞2 ̸= 𝑠. ßêùî îäèí ç iíäåêñiâ 𝑞1, 𝑞2 äî-

ðiâíþ¹ 𝑠, òîäi iíøèé äîðiâíþ¹ 𝑟−𝑠−1, îòæå, äóæêè äîðiâíþþòü ±𝜂1(𝑟−𝑠−1).
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Îòæå,
𝑟−2∑︁
𝑝=0

ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑝−1
𝜁1

̃︀𝜂2] = 𝜇1𝜂
1(𝑟−𝑠−1) + ℓ3,

äå ℓ3 ∈ ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

. Ùîá çíàéòè 𝜇1, çàñòîñó¹ìî òàêó êîìáiíàòîðíó ëåìó.

Лема 6.5. Нехай ℓ1, ℓ2 — елементи алгебри Лi. Позначимо

𝑁 𝑟
𝑝 = ad𝑝ℓ1[ℓ2, ad

𝑟−𝑝−1
ℓ1

ℓ2], 𝑝 ≥ 0, 𝑟 ≥ 𝑝+ 2. (6.71)

Тодi 𝑁 𝑟
𝑝 =

𝑝∑︀
𝑖=0

𝐶 𝑖
𝑝 [ad

𝑖
ℓ1
ℓ2, ad

𝑟−𝑖−1
ℓ1

ℓ2] де 𝐶 𝑖
𝑝 =

𝑝!
𝑖!(𝑝−𝑖)!.

Äîâåäåííÿ ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè çà iíäóêöi¹þ.

Ïîêëàäåìî ℓ1 = 𝜁1, ℓ2 = ̃︀𝜂2, òîäi ç ëåìè 6.5 âèïëèâà¹ òîòîæíiñòü
𝑟−2∑︁
𝑝=0

ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑝−1
𝜁1

̃︀𝜂2] = 𝑟−2∑︁
𝑝=0

𝑁 𝑟
𝑝 =

𝑟−2∑︁
𝑝=0

𝑝∑︁
𝑖=0

𝐶 𝑖
𝑝 [ad

𝑖
𝜁1
̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑖−1

𝜁1
̃︀𝜂2] =

=
𝑟−2∑︁
𝑖=0

(︃
𝑟−2∑︁
𝑝=𝑖

𝐶 𝑖
𝑝

)︃
[ad𝑖𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑖−1

𝜁1
̃︀𝜂2] = 𝑟−2∑︁

𝑖=0

𝐶 𝑖+1
𝑟−1[ad

𝑖
𝜁1
̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑖−1

𝜁1
̃︀𝜂2] =

= (𝐶𝑠+1
𝑟−1 − 𝐶𝑟−𝑠

𝑟−1)[ad
𝑠
𝜁1
̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑠−1

𝜁1
̃︀𝜂2] + ℓ3 = (𝐶𝑠+1

𝑟−1 − 𝐶𝑟−𝑠
𝑟−1)𝜂

1(𝑟−𝑠−1) + ℓ3,

(6.72)

äå ℓ3 ∈ ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

(ìè ââàæà¹ìî, ùî 𝐶𝑗
𝑖 = 0 ïðè 𝑗 > 𝑖). Îòæå, ç (6.69), (6.70) i

(6.72) îòðèìó¹ìî

̂︀𝜂0𝑟 = 𝑐1𝜂
0𝑟 + 𝑐1𝑐2𝜇1𝜂

1(𝑟−𝑠−1) + ℓ′1,̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1) = 𝑐21𝜂
1(𝑟−𝑠−1) + ℓ2,

(6.73)

äå ℓ′1, ℓ2 ∈ ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

i 𝜇1 = 𝐶𝑠+1
𝑟−1 − 𝐶𝑟−𝑠

𝑟−1 ̸= 0, îñêiëüêè 𝑟 ̸= 2𝑠+ 1. Çîáðàæåííÿ

(6.73) äà¹

𝒩 𝑟+1 = Lin{𝑧1𝜂0𝑟 + 𝑧2𝜂
1(𝑟−𝑠−1)} ∼= Lin{𝑧1𝑐1̂︀𝜂0𝑟 + (𝑧2 − 𝑧1𝑐2𝜇1)̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1)},

äå 𝑧21 + 𝑧22 ̸= 0. Ìà¹ìî äâà âèïàäêè. ßêùî 𝑧1 = 0 (à, îòæå, 𝑧2 ̸= 0), òî

áóäü-ÿêèé âèáið 𝑐1, 𝑐2 ó (6.67) (íàïðèêëàä, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0) äà¹ 𝒩 𝑟+1 ∼=
Lin{̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1)}. ßêùî 𝑧1 ̸= 0, òî âèáåðåìî 𝑐1 = 1 i 𝑐2 = 𝑧2

𝑧1𝜇1
, òîäi 𝒩 𝑟+1 ∼=

Lin{̂︀𝜂0𝑟}.
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Îòæå, ìè íîðìàëiçóâàëè [𝒩 𝑟+1].

Випадок 2𝑠 + 2 ≤ 𝑟 ≤ 3𝑠 + 1 або 𝑟 = 4𝑠 + 3. Ïiäïðîñòið 𝒩 𝑟+1 ¹ äâîâè-

ìiðíèì ïiäïðîñòîðîì Lin{𝜂0𝑟, 𝜂1(𝑟−𝑠−1), 𝜂2(𝑟−2𝑠−2)}. Ìiðêóþ÷è ÿê ó ïîïåðå-

äíüîìó âèïàäêó, äëÿ áàçèñó (6.67) îòðèìó¹ìî

̂︀𝜂0𝑟 = 𝑐1𝜂
0𝑟 + 𝑐1𝑐2

𝑟−2∑︁
𝑝=0

ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑝−1
𝜁1

̃︀𝜂2] +
+ 𝑐1𝑐

2
2

𝑟−3∑︁
𝑝=0

𝑟−3−𝑝∑︁
𝑞=0

ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑞𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑝−𝑞−2
𝜁1

̃︀𝜂2]] + ℓ1 =

= 𝑐1𝜂
0𝑟 + 𝜇1𝑐1𝑐2𝜂

1(𝑟−𝑠−1) + 𝜇2𝑐1𝑐
2
2𝜂

2(𝑟−2𝑠−2) + ℓ′1,

(6.74)

̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1) = 𝑐21𝜂
1(𝑟−𝑠−1) + 𝑐21𝑐2

𝑠−2∑︁
𝑝=0

[ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑠−𝑝−1
𝜁1

̃︀𝜂2], ad𝑟−𝑠−1
𝜁1

̃︀𝜂2] +
+ 𝑐21𝑐2

𝑟−𝑠−3∑︁
𝑝=0

[ad𝑠𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑠−𝑝−2
𝜁1

̃︀𝜂2]] + ℓ2 =

= 𝑐21𝜂
1(𝑟−𝑠−1) + 𝜇3𝑐

2
1𝑐2𝜂

2(𝑟−2𝑠−2) + ℓ′2,

(6.75)

̂︀𝜂2(𝑟−2𝑠−2) = 𝑐31𝜂
2(𝑟−2𝑠−2) + ℓ3, (6.76)

äå ℓ1, ℓ′1, ℓ2, ℓ
′
2, ℓ3 ∈ ℒ[𝑟]

𝑋1,𝑋2
.

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, 𝜇1 = 𝐶𝑠+1
𝑟−1 − 𝐶𝑟−𝑠

𝑟−1 ̸= 0, îñêiëüêè

𝑟 ̸= 2𝑠+ 1. Çíàéäåìî 𝜇3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 6.5 i ìiðêóþ÷è ÿê ó (6.72),

îòðèìó¹ìî

𝑠−2∑︁
𝑝=0

[ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑠−𝑝−1
𝜁1

̃︀𝜂2]⏟  ⏞  
𝑁𝑠

𝑝

, ad𝑟−𝑠−1
𝜁1

̃︀𝜂2] + 𝑟−𝑠−3∑︁
𝑝=0

[ad𝑠𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑠−𝑝−2
𝜁1

̃︀𝜂2]⏟  ⏞  
𝑁𝑟−𝑠−1

𝑝

] =

=
𝑠−2∑︁
𝑖=0

𝐶 𝑖+1
𝑠−1 [[ad

𝑖
𝜁1
̃︀𝜂2, ad𝑠−𝑖−1

𝜁1
̃︀𝜂2], ad𝑟−𝑠−1

𝜁1
̃︀𝜂2]+

+
𝑟−𝑠−3∑︁
𝑖=0

𝐶 𝑖+1
𝑟−𝑠−2 [ad

𝑠
𝜁1
̃︀𝜂2, [ad𝑖𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑠−𝑖−2

𝜁1
̃︀𝜂2]]. (6.77)

Êîæíèé åëåìåíò âèãëÿäó [ad𝑞1𝜁1̃︀𝜂2, [ad𝑞2𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑞3𝜁1̃︀𝜂2]], äå 𝑞1 + 𝑞2 + 𝑞3 + 2 = 𝑟,

íàëåæèòü ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

, ÿêùî 𝑞1 ̸= 𝑠, îòæå, ïåðøà ñóìà (6.77) íàëåæèòü ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

(îñêiëüêè 𝑟 ̸= 2𝑠 + 1). Íåõàé 𝑞1 = 𝑠; çà òîòîæíiñòþ ßêîái, åëåìåíòè
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[ad𝑠𝜁1̃︀𝜂2, [ad𝑞2𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑞3𝜁1̃︀𝜂2]] íàëåæàòü ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

, ÿêùî 𝑞2 ̸= 𝑠 i 𝑞3 ̸= 𝑠. ßêùî 𝑞2 = 𝑠,

òî 𝑞3 = 𝑟−2𝑠−2, i íàâïàêè, îòæå, âiäïîâiäíi äóæêè äîðiâíþþòü ±𝜂2(𝑟−𝑠−2).

Îòæå, ç (6.75) i (6.77) âèïëèâà¹ 𝜇3 = 𝐶𝑠+1
𝑟−𝑠−2−𝐶𝑟−2𝑠−1

𝑟−𝑠−2 . ßêùî 𝑟 = 2𝑠+2,

òî 𝜇3 = −𝐶𝑟−2𝑠−1
𝑟−𝑠−2 = −𝐶1

𝑠 ̸= 0 (íàãàäà¹ìî, ùî 𝑠 ≥ 1). ßêùî 𝑟 ≥ 2𝑠+ 3, òî

𝜇3 = 𝐶𝑠+1
𝑟−𝑠−2 − 𝐶𝑟−2𝑠−1

𝑟−𝑠−2 ̸= 0, îñêiëüêè 𝑟 ̸= 3𝑠+ 2. Îòæå, 𝜇3 ̸= 0.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè 𝜇2 ó âèðàçi (6.74), ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíîþ êîì-

áiíàòîðíîþ ëåìîþ.

Лема 6.6. Нехай ℓ1, ℓ2 — елементи алгебри Лi. Позначимо

𝑀 𝑟
𝑝𝑞 = ad𝑝ℓ1[ℓ2, 𝑁

𝑟−𝑝−1
𝑞 ], 𝑝 ≥ 0, 𝑞 ≥ 0, 𝑟 ≥ 𝑝+ 𝑞 + 3, (6.78)

де 𝑁 𝑟−𝑝−1
𝑞 визначаються (6.71). Тодi 𝑀 𝑟

𝑝𝑞 =
𝑝∑︀
𝑖=0

𝐶 𝑖
𝑝 [ad

𝑖
ℓ1
ℓ2, 𝑁

𝑟−𝑖−1
𝑝+𝑞−𝑖 ].

Ïiäñòàâëÿþ÷è ℓ1 = 𝜁1, ℓ2 = ̃︀𝜂2, îòðèìó¹ìî ç ëåì 6.6 i 6.6 òîòîæíiñòü

𝑟−3∑︁
𝑝=0

𝑟−3−𝑝∑︁
𝑞=0

𝑀𝑟
𝑝𝑞⏞  ⏟  

ad𝑝𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑞𝜁1[̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑝−𝑞−2
𝜁1

̃︀𝜂2]⏟  ⏞  
𝑁𝑟−𝑝−1

𝑞

] =
𝑟−3∑︁
𝑝=0

𝑟−3−𝑝∑︁
𝑞=0

𝑝∑︁
𝑖=0

𝐶 𝑖
𝑝 [ad

𝑖
𝜁1
̃︀𝜂2, 𝑁 𝑟−𝑖−1

𝑝+𝑞−𝑖 ] =

=
𝑟−3∑︁
𝑖=0

𝑟−3−𝑖∑︁
𝑗=0

⎛⎝ 𝑟−3∑︁
𝑝=𝑖

𝐶 𝑖
𝑝

𝑟−3−𝑖∑︁
(𝑝+𝑞−𝑖)=𝑗

𝐶𝑘
𝑝+𝑞−𝑖

⎞⎠ [ad𝑖𝜁1̃︀𝜂2, [ad𝑗𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑖−𝑗−2
𝜁1

̃︀𝜂2]] =
=

𝑟−3∑︁
𝑖=0

𝑟−3−𝑖∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑖+1
𝑟−2𝐶

𝑗+1
𝑟−𝑖−2[ad

𝑖
𝜁1
̃︀𝜂2, [ad𝑗𝜁1̃︀𝜂2, ad𝑟−𝑖−𝑗−2

𝜁1
̃︀𝜂2]]. (6.79)

ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, âñi äîäàíêè (6.79) íàëåæàòü ℒ[𝑟]
𝑋1,𝑋2

, êðiì òèõ, ùî

âiäïîâiäàþòü 𝑖 = 𝑗 = 𝑠 àáî 𝑖 = 𝑠, 𝑗 = 𝑟 − 2𝑠 − 2. Îòæå, ç (6.74) i (6.79)

îòðèìó¹ìî 𝜇2 = 𝐶𝑠+1
𝑟−2

(︀
𝐶𝑠+1
𝑟−𝑠−2 − 𝐶𝑟−2𝑠−1

𝑟−𝑠−2

)︀
= 𝐶𝑠+1

𝑟−2𝜇3. Îñêiëüêè 𝑠 ≥ 1 i 𝑟 ≥
2𝑠+ 2, ìà¹ìî 𝐶𝑠+1

𝑟−2 ̸= 0, à îòæå, 𝜇2 ̸= 0.

Òàêèì ÷èíîì, ç (6.74)�(6.76) âèïëèâà¹

̂︀𝜂0𝑟 = 𝑐1𝜂
0𝑟 + 𝜇1𝑐1𝑐2𝜂

1(𝑟−𝑠−1) + 𝜇2𝑐1𝑐
2
2𝜂

2(𝑟−2𝑠−2) + ℓ′1,

̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1) = 𝑐21𝜂
1(𝑟−𝑠−1) + 𝜇3𝑐

2
1𝑐2𝜂

2(𝑟−2𝑠−2) + ℓ′2,

̂︀𝜂2(𝑟−2𝑠−2) = 𝑐31𝜂
2(𝑟−2𝑠−2) + ℓ3,

(6.80)
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äå ℓ′1, ℓ
′
2, ℓ3 ∈ ℒ[𝑟]

𝑋1,𝑋2
i íåíóëüîâi êîíñòàíòè 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 íå çàëåæàòü âiä 𝑐1, 𝑐2.

Íåõàé ïiäïðîñòið [𝒩 𝑟+1] îïèñàíèé àíiãiëÿòîðîì 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2, 𝛾3) ̸= 0, òîäi

𝛾𝑧 = 0 ïðè 𝑧1𝜂0𝑟+𝑧2𝜂1(𝑟−𝑠−1)+𝑧3𝜂
2(𝑟−2𝑠−2)+ℓ ∈ 𝒩 𝑟+1, äåℓ ∈ ℒ[𝑟]

𝑋1,𝑋2
. Çàâäÿêè

(6.80), ó íîâîìó áàçèñi àíiãiëÿòîð íàáóâà¹ âèãëÿäó ̂︀𝛾 = (̂︀𝛾1, ̂︀𝛾2, ̂︀𝛾3), äå
̂︀𝛾1 = 𝑐1𝛾1 + 𝜇1𝑐1𝑐2𝛾2 + 𝜇2𝑐1𝑐

2
2𝛾3, ̂︀𝛾2 = 𝑐21𝛾2 + 𝜇3𝑐

2
1𝑐2𝛾3, ̂︀𝛾3 = 𝑐31𝛾3,

i 𝛾 i ̂︀𝛾 âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîæíèêà. Ìà¹ìî êiëüêà âè-

ïàäêiâ. (i) Íåõàé 𝛾3 = 0.

� ßêùî 𝛾2 = 0, òî âèáåðåìî 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0 i îòðèìà¹ìî ̂︀𝛾 = (1, 0, 0).

� ßêùî 𝛾2 ̸= 0, òî âèáåðåìî 𝑐1 = 1, 𝑐2 = − 𝛾1
𝜇1𝛾2

i îòðèìà¹ìî ̂︀𝛾 = (0, 1, 0).

(ii) Íåõàé 𝛾3 ̸= 0. Âèáåðåìî 𝑐2 = − 𝛾2
𝜇3𝛾3

i ðîçãëÿíåìî ÷èñëî 𝐾 = 𝛾1 +

𝜇1𝑐2𝛾2 + 𝜇2𝑐
2
2𝛾3 = 𝛾1 +

𝛾22
𝛾3𝜇2

3
(𝜇2 − 𝜇1𝜇3).

� ßêùî 𝐾 = 0, òî âèáåðåìî 𝑐1 = 1 i îòðèìà¹ìî ̂︀𝛾 = (0, 0, 1).

� ßêùî 𝐾 ̸= 0, òî âèáåðåìî 𝑐1 =

√︂⃒⃒⃒
𝐾
𝛾3

⃒⃒⃒
i îòðèìà¹ìî ̂︀𝛾 = (±1, 0, 1).

Îòæå, 𝒩 𝑟+1 ∼= Lin{̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1), ̂︀𝜂2(𝑟−2𝑠−2)}, 𝒩 𝑟+1 ∼= Lin{̂︀𝜂0𝑟, ̂︀𝜂2(𝑟−2𝑠−2)},
𝒩 𝑟+1 ∼= Lin{̂︀𝜂0𝑟, ̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1)} àáî 𝒩 𝑟+1 ∼= Lin{̂︀𝜂0𝑟 ∓ ̂︀𝜂2(𝑟−2𝑠−2), ̂︀𝜂1(𝑟−𝑠−1)}.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.5 çàëèøèëîñü îòðèìàòè ïåðåëiê À-ïðîñòèõ

âåêòîðiâ çðîñòó, ùî ëåãêî çðîáèòè ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 6.5. �

Íàâåäåìî ïåðåëiê À-íîðìàëüíèõ ôîðì òðèâèìiðíèõ ñèñòåì, ïîáóäîâà-

íèõ çà ìåòîäîì ïiäðîçäiëó 6.1.3.

Перший крок є вiльним, òîáòî âåêòîð çðîñòó ìà¹ âèãëÿä (6.54).

Äëÿ 𝑟 = 1:

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎝
0

1

𝑥1

⎞⎟⎟⎠ ,

äëÿ 𝑟 = 2:

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎝
0

1

1
2𝑥

2
1

⎞⎟⎟⎠ ,
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äëÿ 𝑟 = 3:

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎝
0

1

1
6𝑥

3
1 ± 1

2𝑥1𝑥
2
2

⎞⎟⎟⎠ , 𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎝
0

1

1
6𝑥

3
2

⎞⎟⎟⎠ ,

äëÿ 𝑟 = 4:

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠+𝑢2

⎛⎜⎜⎝
0

1

1
24𝑥

4
1 +

1
6𝑥1𝑥

3
2

⎞⎟⎟⎠ , 𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠+𝑢2

⎛⎜⎜⎝
0

1

1
24𝑥

4
1 − 1

4𝑥
2
1𝑥

2
2

⎞⎟⎟⎠ ,

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎝
0

1

1
4𝑥

2
1𝑥

2
2

⎞⎟⎟⎠ , 𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎝
0

1

1
24𝑥

4
1

⎞⎟⎟⎠ .

Перший крок є обмеженим, òîáòî âåêòîð çðîñòó ìà¹ âèãëÿä (6.62).

Äëÿ 𝑟 = 2𝑠+ 1:

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1
𝑠!𝑥

𝑠
1

1
𝑟!𝑥

𝑟
1

⎞⎟⎟⎟⎠ , (6.81)

äëÿ 𝑠+ 1 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠 àáî 𝑟 = 3𝑠+ 2: (6.81) i

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1
𝑠!𝑥

𝑠
1

1
(𝑟−𝑠−1)!𝑥

𝑟−𝑠−1
1 𝑥2

⎞⎟⎟⎟⎠ , (6.82)

äëÿ 2𝑠+ 2 ≤ 𝑟 ≤ 3𝑠+ 1 àáî 𝑟 = 4𝑠+ 3: (6.81), (6.82) i

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1
𝑠!𝑥

𝑠
1

1
2(𝑟−2𝑠−2)!𝑥

𝑟−2𝑠−2
1 𝑥22

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑥̇ = 𝑢1

⎛⎜⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝑢2

⎛⎜⎜⎜⎝
0

1
𝑠!𝑥

𝑠
1

1
𝑟!𝑥

𝑟
1 ± 1

2(𝑟−2𝑠−2)!𝑥
𝑟−2𝑠−2
1 𝑥22

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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Загальний випадок. Ó íàñòóïíié òåîðåìi ìè îïèñó¹ìî âñi A-íîðìàëü-

íi âåêòîðè çðîñòó äëÿ äîâiëüíîãî 𝑛 ≥ 2. Ìè íàâîäèìî êiëüêà ïåðøèõ êðîêiâ

êîæíîãî âåêòîðà çðîñòó; усi подальшi кроки мають бути тривiальними

або вiльними. Çîêðåìà, öå îçíà÷à¹, ùî êîæíèé òèï âåêòîðiâ çðîñòó ìîæå

iñíóâàòè òiëüêè â îêðåìèõ âèìiðíîñòÿõ.

Теорема 6.6. Для довiльного 𝑛 ≥ 2 вектор зросту є А-нормальним

тодi i тiльки тодi, коли вiн псевдо-вiльний або має одну з наступних

форм (зокрема, вiн може бути початковим сегментом одної з цих форм):

(2, 2, 3, . . .), (2, 3, 4, . . .), (A1)

(2, 2, 2, 𝑣4, . . .), 𝑣4 = 3 або 4, (2, 2, 4, 𝑣4, . . .), 𝑣4 = 5 або 6, (A2)

(2, 3, 3, 𝑣4, . . .), 𝑣4 = 4 або 5, (2, 3, 5, 𝑣4, . . .), 𝑣4 = 6 або 7, (A3)

(2, 2, 3, 𝑣4, . . .), 𝑣4 = 4 або 5, (2, 3, 4, 𝑣4, . . .), 𝑣4 = 5 або 6, (A4)

(2, 2, 2, 2, 𝑣5, . . .), 𝑣5 = 3 або 5, (A5)

(2, 2, 2, 5, 𝑣5, . . .), 𝑣5 = 6 або 8, (A6)

𝑣 = (1, . . .), (B0)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑟−𝑠

, 3, . . .), 𝑠+ 1 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑠, (B1)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑘−𝑠

, 4, . . . , 4⏟  ⏞  
2𝑠+1−𝑘

, 𝑣2𝑠+2, . . .), 𝑣2𝑠+2 = 5 або 6, 𝑠+ 1 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑠,

(B2)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑘−𝑠

, 3, . . . , 3⏟  ⏞  
2𝑠+1−𝑘

, 4, . . .), 𝑠+ 1 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑠, (B3)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑟−2𝑠−1

, 4, . . . , 4⏟  ⏞  
𝑠+1

, 𝑣𝑟+1, . . .), 𝑣𝑟+1 = 5 or 6, 2𝑠+ 2 ≤ 𝑟 ≤ 3𝑠+ 1,

(B4)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑟−𝑠

, 𝑣𝑟+1, . . .), 𝑣𝑟+1 = 3 або 4, 2𝑠+2 ≤ 𝑟 ≤ 3𝑠+1, (B5)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
2𝑠+2

, 3, . . .), (B6)
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𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑠+1

, 3, . . . , 3⏟  ⏞  
𝑠+1

, 4, . . .), (B7)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑘−𝑠

, 4, . . . , 4⏟  ⏞  
3𝑠+2−𝑘

, 𝑣3𝑠+3, . . .), 𝑣3𝑠+3 = 5 або 6, 2𝑘 = 3𝑠+ 1,

(B8)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑘−𝑠

, 4, . . . , 4⏟  ⏞  
2𝑠+1−𝑘

, 7, . . . , 7⏟  ⏞  
𝑠+1

, 𝑣3𝑠+3, . . .), 𝑣3𝑠+3 = 8 або 9, 2𝑘=3𝑠+1,

(B9)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
3𝑠+3

, 𝑣4𝑠+4, . . .), 𝑣4𝑠+4 = 3 або 4, (B10)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑠+1

, 3, . . . , 3⏟  ⏞  
2𝑠+2

, 𝑣4𝑠+4, . . .), 𝑣4𝑠+4 = 4 або 5, (B11)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
2𝑠+2

, 4, . . . , 4⏟  ⏞  
𝑠+1

, 𝑣4𝑠+4, . . .), 𝑣4𝑠+4 = 5 або 6, (B12)

𝑣 = (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑠

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑠+1

, 3, . . . , 3⏟  ⏞  
𝑠+1

, 5, . . . , 5⏟  ⏞  
𝑠+1

, 𝑣4𝑠+4, . . .), 𝑣4𝑠+4 = 6 або 7, (B13)

де у випадках (B1)–(B13) вважається, що 𝑠 ≥ 1. У випадках (B8) i (B9)

вважається, що 𝑠 непарне.

А-простими, крiм перерахованих векторiв при 𝑛 = 2 i 𝑛 = 3, є такi

вектори зросту:

при 𝑛 = 4:

𝑣1 = (2, 2, 2, 4); 𝑣2 = (2, 2, 4); 𝑣3 = (2, 2, 3, 4); 𝑣4 = (2, 3, 3, 4);

𝑣5 = (2, 3, 4); 𝑣6 = (1, 2, 4); 𝑣7 = (1, 2, 3, 4); 𝑣8 = (1, 1, 2, 4);

при 𝑛 = 5:

𝑣1 = (2, 2, 2, 5); 𝑣2 = (2, 2, 3, 5); 𝑣3 = (2, 2, 4, 5); 𝑣4 = (2, 3, 3, 5);

𝑣5 = (2, 3, 4, 5); 𝑣6 = (2, 3, 5); 𝑣7 = (1, 2, 3, 5); 𝑣8 = (1, 2, 4, 5);

при 𝑛 = 6:

𝑣1 = (2, 2, 3, 6); 𝑣2 = (2, 2, 4, 6); 𝑣3 = (2, 3, 3, 6); 𝑣4 = (2, 3, 4, 6);

𝑣5 = (2, 3, 5, 6); 𝑣6 = (1, 2, 4, 6)

при 𝑛 = 7:

𝑣1 = (2, 2, 4, 7); 𝑣2 = (2, 3, 4, 7); 𝑣3 = (2, 3, 5, 7); 𝑣4 = (1, 2, 4, 7).
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При 𝑛 ≥ 8 тiльки вiльнi вектори зросту (якщо вони iснують) є А-

простими.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.6 ñõîæå íà äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.5, àëå ¹ áiëüø ãðî-

ìiçäêèì; âîíî ìiñòèòüñÿ â ðîáîòi [83]. Òóò ìè îáãîâîðèìî ëèøå îòðèìàííÿ

âñiõ À-ïðîñòèõ âåêòîðiâ çðîñòó.

(à) Ðîçãëÿíåìî âèìiðíiñòü 𝑛 ≥ 4, ÿêà íå ïðèïóñêà¹ âiëüíîãî âåêòîðà

çðîñòó. Çíàéäåìî ìàêñèìàëüíå 𝑛′ < 𝑛 i ìiíiìàëüíå 𝑛′′ > 𝑛, ÿêi ïðèïóñêà-

þòü âiëüíèé âåêòîð çðîñòó; ïîçíà÷èìî öi âåêòîðè 𝑣′ = (𝑣′1, . . . , 𝑣
′
𝑝′) i 𝑣

′′ =

(𝑣′1, . . . , 𝑣
′
𝑝′, 𝑣

′
𝑝′+1), òîäi 𝑛

′ = 𝑣′𝑝′ i 𝑛
′′ = 𝑣′𝑝′+1. Ââåäåìî максимальний âåêòîð

çðîñòó ó âèìiðíîñòi 𝑛, ÿêèé äîðiâíþ¹ ̂︀𝑣 = (𝑣′1, . . . , 𝑣
′
𝑝′, 𝑛). Î÷åâèäíî, âiä ¹ ðå-

àëiçîâíèì i éîãî (𝑝′+1)-é êðîê ¹ îáìåæåíèì,𝑚𝑝′+1 = 𝑛′′−𝑛′ < 𝑑𝑝′+1 = 𝑛−𝑛′.
Íàïðèêëàä, äëÿ 𝑛 = 7 ìà¹ìî 𝑛′ = 5, 𝑛′′ = 8 i 𝑣′ = (2, 3, 5), 𝑣′′ = (2, 3, 5, 8),̂︀𝑣 = (2, 3, 5, 7) i 𝑚4 = 3.

Ìè ïîêàæåìî, ùî áóäü-ÿêà ñèñòåìà âèãëÿäó (6.46) ìà¹ äîâiëüíî ìàëå

çáóðåííÿ ç âåêòîðîì çðîñòó ̂︀𝑣. Íåõàé 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝), 𝑣𝑝 = 𝑛, � âåêòîð çðî-

ñòó ñèñòåìè (6.46). Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìó çâåäåíî (çàìiíîþ çìiííèõ) äî

трикутного âèãëÿäó 𝑋1(𝑥) = (1, 0, . . . , 0)T i 𝑋2(𝑥) = (𝑅1, 𝑃2+𝑅2, . . . , 𝑃𝑛+

𝑅𝑛)
T, äå 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1) � îäíîðiäíi ïîëiíîìè âiäíîñíî ïîðÿäêó 𝑤𝑖−1,

äå âàãà êîîðäèíàò âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ (6.33), i 𝑅𝑖 âêëþ÷àþòü äî-

äàíêè ïîðÿäêó áiëüøå 𝑤𝑖 − 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïî÷àòêîâèé ñåãìåíò (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−1) ïðè 𝑘 < 𝑝 ¹ âiëüíèì

âåêòîðîì çðîñòó, à 𝑑𝑘 < 𝑚𝑘 (ìè íå âèêëþ÷à¹ìî âèïàäîê 𝑘 = 1). Ðîçãëÿíåìî

âåêòîð çðîñòó (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−1, 𝑣𝑘+1); î÷åâèäíî, âií ¹ ðåàëiçîâíèì. Ïîçíà÷èìî̃︀𝑛 = 𝑣𝑘 + 1 ≤ 𝑛 i ðîçãëÿíåìî ̃︀𝑛-âèìiðíó ñèñòåìó (ç âåêòîðíèìè ïîëÿìè

𝑌1(𝑥) i 𝑌2(𝑥)) ç öèì âåêòîðîì çðîñòó. Íàïðèêëàä, ìîæåìî âèáðàòè 𝑌1(𝑥) =

(1, 0, . . . , 0)T i 𝑌2(𝑥) = (0, ̃︀𝑃2, . . . , ̃︀𝑃̃︀𝑛)T, äå ̃︀𝑃𝑖 = ̃︀𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1) � îäíîðiäíi

ïîëiíîìè i, êðiì òîãî, ̃︀𝑃𝑖 i 𝑃𝑖 ìàþòü îäíàêîâèé ïîðÿäîê äëÿ 𝑖 ≤ ̃︀𝑛 − 1 i

ïîðÿäîê ̃︀𝑃̃︀𝑛 ìåíøèé, íiæ ïîðÿäîê 𝑃̃︀𝑛.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìàëå çáóðåííÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑋2 âèãëÿäó ̃︀𝑋2 =

𝑋2 + 𝜀̃︀𝑌 , äå ̃︀𝑌 = (0, ̃︀𝑃2, . . . , ̃︀𝑃̃︀𝑛, 0, . . . , 0)T. ßêùî 𝜀 äîñèòü ìàëå, ñèñòåìà ç
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âåêòîðíèìè ïîëÿìè 𝑋1 i ̃︀𝑋2 ìà¹ âåêòîð çðîñòó ̃︀𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−1, ̃︀𝑣𝑘, . . . , ̃︀𝑣̃︀𝑝),̃︀𝑣̃︀𝑝 = 𝑛, äå ̃︀𝑣𝑘 ≥ 𝑣𝑘 + 1. Îòæå, ̃︀𝑣 > 𝑣. Ïåâíà çàìiíà çìiííèõ (à ñàìå, êîîðäè-

íàò 𝑥̃︀𝑛+1, . . . , 𝑥𝑛) çâîäèòü çáóðåíó ñèñòåìó äî òðèêóòíî¨ ôîðìè, â ÿêié âàãà

êîîðäèíàò âèçíà÷à¹òüñÿ ̃︀𝑣.
Ïiñëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi òàêèõ êðîêiâ îòðèìó¹ìî ñèñòåìó, ÿêà ¹ ìàëèì

çáóðåííÿì âèõiäíî¨ ñèñòåìè, ç ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèì âåêòîðîì çðîñòó ̂︀𝑣.
Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà çâåäåíà äî òðèêóòíî¨ ôîðìè, íåõàé ̂︀𝑋1, ̂︀𝑋2 � âiäïî-

âiäíi âåêòîðíi ïîëÿ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî 𝑛′′-âèìiðíó ñèñòåìó ç âåêòîðîì çðîñòó 𝑣′′; íåõàé 𝑍1,

𝑍2 âiäïîâiäíi âåêòîðíi ïîëÿ. À ñàìå, ïðèïóñòèìî 𝑍1(𝑥) = (1, 0, . . . , 0)T

i 𝑍2(𝑥) = (0, 𝑃 ′
2, . . . , 𝑃

′
𝑛′′)

T, äå 𝑃 ′
𝑖 = 𝑃 ′

𝑖 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1) � îäíîðiäíi ïîëi-

íîìè (ïîðÿäêó 𝑤′′
𝑖 − 1, äå âàãà êîîðäèíàò 𝑤′′

𝑗 âèçíà÷à¹òüñÿ 𝑣′′). Âèáå-

ðåìî 𝑄𝑖(𝑥) = 𝑃 ′
𝑖 +

𝑛′′∑︀
𝑘=𝑛+1

𝜀𝑖𝑘𝑃
′
𝑘, 𝑖 = 𝑛′ + 1, . . . , 𝑛; öå îäíîðiäíi ïîëiíî-

ìè (ïîðÿäêó 𝑝′). Òîäi ñèñòåìà ç âåêòîðíèìè ïîëÿìè ̂︀𝑋1 i ̂︀𝑋2 + 𝜀𝑍 ′, äå

𝑍 ′ = (0, 𝑃 ′
2, . . . , 𝑃

′
𝑛′, 𝑄𝑛′+1, . . . , 𝑄𝑛)

T, ¹ ìàëèì çáóðåííÿì âèõiäíî¨ ñèñòåìè.

Îñêiëüêè 𝜀𝑖𝑗 ¹ довiльними ïàðàìåòðàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó

|𝜀𝑖𝑗| ≤ 1, îòðèìó¹ìî, ùî îêië âèõiäíî¨ ñèñòåìè ìiñòèòü ìíîãîâèä âèìiðíîñòi

(𝑛− 𝑛′)(𝑛′′ − 𝑛) = 𝑑𝑝′+1(𝑚𝑝′+1 − 𝑑𝑝′+1). ßêùî âií ïîêðèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ

êiëüêiñòþ îðáiò GL2, òî 𝑚𝑝′+1 ≤ 4.

(á) Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèìiðíiñòü 𝑛 ≥ 3, ÿêà ïðèïóñêà¹ âiëüíèé âåêòîð

çðîñòó 𝑣′ = (𝑣′1, . . . , 𝑣
′
𝑝′), 𝑣

′
𝑝′ = 𝑛. Ââåäåìî майже максимальний âåêòîð

çðîñòó ̂︀𝑣 = (𝑣′1, . . . , 𝑣
′
𝑝′−1, 𝑛−1, 𝑛); âií ðåàëiçîâíèé i éîãî (𝑝′+1)-é êðîê îáìå-

æåíèé. Íåõàé ñèñòåìà âèãëÿäó (6.46) ìà¹ âåêòîð çðîñòó 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝),

𝑣𝑝 = 𝑛. Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà òðè-

êóòíà, òîáòî 𝑋1(𝑥) = (1, 0, . . . , 0)T i 𝑋2(𝑥) = (𝑅1, 𝑃2 + 𝑅2, . . . , 𝑃𝑛 + 𝑅𝑛)
T,

äå 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1) � îäíîðiäíi ïîëiíîìè âiäíîñíî ïîðÿäêó 𝑤𝑖 − 1 i

𝑅𝑖 ìiñòèòü äîäàíêè ïîðÿäêó áiëüøå íiæ 𝑤𝑖 − 1. Ñåðåä âñiõ òàêèõ ñèñòåì

îáåðåìî ñèñòåìó ç 𝑃𝑛 = 𝑥𝑝−1
1 i 𝑅𝑛 = 0; î÷åâèäíî, âîíà iñíó¹. Çàóâàæèìî,

ùî îñêiëüêè 𝑣 íå ¹ âiëüíèì, âàãà 𝑥𝑛 áiëüøà, íiæ âàãà 𝑝′, òîáòî 𝑝 > 𝑝′.

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñèñòåìà ìà¹ äîâiëüíî ìàëå çáóðåííÿ ç âåêòîðîì çðîñòó
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̂︀𝑣. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî (𝑛− 1)-âèìiðíi âåêòîðíi ïîëÿ 𝑋 ′
1 = (1, 0, . . . , 0)T i

𝑋 ′
2 = (𝑅1, 𝑃2 + 𝑅2, . . . , 𝑃𝑛−1 + 𝑅𝑛−1)

T. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüî-

ìó âèïàäêó, çíàéäåìî ìàëå çáóðåííÿ ̃︀𝑋 ′
2, òàêå, ùî ñèñòåìà ç âåêòîðíè-

ìè ïîëÿìè 𝑋 ′
1 i ̃︀𝑋 ′

2 = (𝑅′
1, 𝑃

′
2 + 𝑅′

2, . . . , 𝑃
′
𝑛−1 + 𝑅′

𝑛−1)
T ìà¹ âåêòîð çðîñòó

(𝑣′1, . . . , 𝑣
′
𝑝′−1, 𝑛− 1), ÿêèé ¹ ìàêñèìàëüíèì ó âèìiðíîñòi 𝑛− 1 (êðiì âèïàä-

êó 𝑛 = 3, äå òàêà êîíñòðóêöiÿ î÷åâèäíà). Ïiäêðåñëèìî, ùî âñi ïåðåòâîðåííÿ

(â òîìó ÷èñëi çàìiíè çìiííèõ) íå çìiíþþòü êîîðäèíàòè 𝑥1 i 𝑥𝑛.

Ðîçãëÿíåìî 𝑛-âèìiðíå âåêòîðíå ïîëå ̃︀𝑋2 = (𝑅′
1, 𝑃

′
2 + 𝑅′

2, . . . , 𝑃
′
𝑛−1 +

𝑅′
𝑛−1, 𝑥

𝑝−1
1 )T; âîíî ¹ ìàëèì çáóðåííÿì 𝑋2. Îñêiëüêè 𝑝 > 𝑝′, âàãà 𝑥𝑛 áiëü-

øà, íiæ 𝑝′. Îòæå, âåêòîð çðîñòó ñèñòåìè ç âåêòîðíèìè ïîëÿìè 𝑋1 i ̃︀𝑋2 íå

¹ âiëüíèì. Íàðåøòi, âèáåðåìî 𝑌 = (0, . . . , 0, 𝑥𝑝
′

1 )
T; òîäi ñèñòåìà ç 𝑋1 and̃︀𝑋2 + 𝜀𝑌 ìà¹ âåêòîð çðîñòó ̂︀𝑣.

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îêië âèõiäíî¨

ñèñòåìè ìiñòèòü (𝑚𝑝′+1−1)-âèìiðíèé ìíîãîâèä, îòæå, ÿêùî 𝑣 ¹ À-ïðîñòèì,

òî 𝑚𝑝′+1 ≤ 4.

(â) Òàêèì ÷èíîì, â îáîõ âèïàäêàõ (à) i (á), ÿêùî 𝑣 ¹ À-ïðîñòèì, òî

𝑚𝑝′+1 ≤ 4. Çíàéäåìî âèìiðíîñòi, â ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ öÿ óìîâà. Äëÿ 𝑛 = 3

îòðèìó¹ìî ̂︀𝑣 = (2, 2, 3) i 𝑚3 = 2. Íåõàé 𝑛 ≥ 4, òîäi ̂︀𝑣 = (2, 3, . . .). Äëÿ òîãî,

ùîá îöiíèòè 𝑚𝑝′+1, âèêîðèñòà¹ìî çàóâàæåííÿ 6.5. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

𝑓2(𝑧) =
2𝑧 − 1

(1− 𝑧)2(1− 𝑧2)
+ 1 =

= 2𝑧3 + 3𝑧4 + 6𝑧5 + · · ·+ 𝑘(𝑘 + 1)𝑧2𝑘+1 + 𝑘(𝑘 + 2)𝑧2𝑘+2 + · · ·

Îñêiëüêè 𝑚𝑝′+1 íå ìåíøå, íiæ êîåôiöi¹íò 𝑧𝑝
′+1 ó öüîìó ðÿäi, òî ç óìîâè

𝑚𝑝′+1 ≤ 4 âèïëèâà¹, ùî 𝑝′+1 ≤ 4. Òîáòî ÿêùî ̂︀𝑣 ¹ À-íîðìàëüíèì, òî 𝑛 ≤ 7.

Îòæå, À-ïðîñòi âåêòîðè çðîñòó, ÿêi íå ¹ âiëüíèìè, ìîæóòü iñíóâàòè ëèøå

ó âèìiðíîñòÿõ 𝑛 ≤ 7.

(ã) Ðîçãëÿíåìî 4 ≤ 𝑛 ≤ 7. Àíàëîãi÷íî ñêàçàíîìó âèùå ó ïóíêòi (á),

äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà çðîñòó 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝), ÿêèé íå ¹ âiëüíèì, iñíó¹

ñèñòåìà ç öèì âåêòîðîì çðîñòó, ÿêà â áóäü-ÿêîìó îêîëi ìiñòèòü ñèñòåìó ç

âåêòîðîì çðîñòó 𝑣′ = (2, 3, . . . , 𝑣′𝑝) такої самої довжини 𝑝. ßêùî 𝑣 ¹ À-

ïðîñòèì, òî 𝑣′ ¹ À-íîðìàëüíèì. Çà ìiðêóâàííÿìè ïóíêòó (â) àáî 𝑝 ≤ 4, àáî
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𝑝-é êðîê ¹ âiëüíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî 𝑝-é êðîê ¹ âiëüíèì; îñêiëüêè 𝑚𝑝 ≥ 6

äëÿ 𝑝 ≥ 5, îòðèìó¹ìî 𝑑𝑝 = 𝑚𝑝 ≥ 6, ùî íåìîæëèâî äëÿ 𝑛 ≤ 7. Îòæå, ÿêùî

𝑣 ¹ À-ïðîñòèì, òî 𝑝 ≤ 4.

Äëÿ 𝑛 = 3 àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äàþòü 𝑝 ≤ 5.

Çàëèøèëîñÿ âèïèñàòè âñi ðåàëiçîâíi âåêòîðè çðîñòó äîâæèíè íå áiëü-

øå 5 äëÿ 𝑛 = 3 i íå áiëüøå 4 äëÿ 4 ≤ 𝑛 ≤ 7; âîíè ïåðåðàõîâàíi â òåîðåìàõ

6.5 i 6.6. Çà òåîðåìàìè 6.5 i 6.6 âîíè ¹ À-íîðìàëüíèìè, à çà çàóâàæåííÿì 6.5

âîíè ¹ À-ïðîñòèìè.

Ó íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàííÿõ ìè, ïî ñóòi, ïîáóäóâàëè огороджуваль-

нi âåêòîðè çðîñòó [161]. À ñàìå, äëÿ 𝑛 ≥ 8 ìàêñèìàëüíèé àáî ìàéæå ìà-

êñèìàëüíèé âåêòîð çðîñòó ¹ îãîðîäæóâàëüíèì: âií íå ¹ À-ïðîñòèì i äëÿ

áóäü-ÿêîãî iíøîãî (êðiì âiëüíèõ) âåêòîðà çðîñòó iñíó¹ ñèñòåìà, äëÿ ÿêî¨

äîâiëüíî ìàëå çáóðåííÿ ìà¹ öåé îãîðîäæóâàëüíèé âåêòîð çðîñòó (òîáòî óñi

iíøi âåêòîðè çðîñòó ìåæóþòü ç íèì). Ç öüîãî é âèïëèâà¹, ùî âñi âåêòîðè

çðîñòó, êðiì âiëüíèõ, íå ¹ À-ïðîñòèìè.

Äëÿ 3 ≤ 𝑛 ≤ 7 îãîðîäæóâàëüíèìè ¹ âåêòîðè (2, 2, 2, 2, 2, 3), (2, 3, 3, 3, 4),

(2, 3, 4, 4, 5), (2, 3, 5, 5, 6) i (2, 3, 5, 6, 7).

Приклад 6.3. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð çðîñòó 𝑣 = (1, 1, 2, 2, 3, 5). Éîãî ïî-

÷àòêîâèé ñåãìåíò (1, 1, 2, 2, 3) ìà¹ âèãëÿä (B1) ç 𝑠 = 2, 𝑟 = 4. Êîåôiöi-

¹íò 𝑧6 ó ðÿäi Òåéëîðà ôóíêöi¨ (6.49) â òî÷öi 𝑧 = 0 äîðiâíþ¹ íóëþ, îòæå,

𝑚6 = 𝑑6 = 2, òîáòî 6-é êðîê ¹ âiëüíèì. Çà òåîðåìîþ 6.6, 𝑣 ¹ À-íîðìàëüíèì.

Àëå 𝑣 íå ¹ À-ïðîñòèì. Ïîêàæåìî öå ÿâíî. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âèãëÿäó

(6.46) ç 𝑋1(𝑥) = (1, 0, 0, 0, 0)T i 𝑋2(𝑥) = (0, 𝑥21, 𝑥
4
1, 𝑥3, 𝑥

5
1)

T; ¨ ¨ âåêòîð çðîñòó

äîðiâíþ¹ 𝑣. Âîíà ìà¹ ìàëå çáóðåííÿ ç ̂︀𝑋1 = 𝑋1 i ̂︀𝑋2 = 𝑋2 + 𝜀𝑌 , äå 𝑌 (𝑥) =

(0, 1, 0, 0, 0)T. Î÷åâèäíî, éîãî âåêòîð çðîñòó äîðiâíþ¹ ̂︀𝑣 = (2, 2, 2, 2, 3, 5).

Ïðîòå äëÿ öüîãî âåêòîðà 𝑚6 = 5, îòæå, éîãî 6-é êðîê íå ¹ âiëüíèì, i çà

òåîðåìîþ 6.6 ̂︀𝑣 íå ¹ À-íîðìàëüíèì. Áiëüø òîãî, âèõiäíà ñèñòåìà ìà¹ ìàëå

çáóðåííÿ ç ̂︀𝑋 ′
2 = 𝑋2 + 𝜀𝑌 ′, äå 𝑌 ′(𝑥) = (0, 1, 0, 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑥))

T i 𝜙𝑖(𝑥) =

𝜀𝑖1𝑥
3
1𝑥

2
2+𝜀

𝑖
2𝑥

2
1𝑥

3
2+𝜀

𝑖
3𝑥1𝑥

4
2, äå 𝜀

𝑖
𝑗 ¹ довiльними ïàðàìåòðàìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

|𝜀𝑖𝑗| ≤ 1. Ñèñòåìè ç ðiçíèìè íàáîðàìè ïàðàìåòðiâ 𝜀𝑖𝑗 ìàþòü ðiçíi ÿäåðíi
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ïiäàëãåáðè Ëi. Îòæå, îêië âèõiäíî¨ ñèñòåìè ìiñòèòü 6-âèìiðíèé ìíîãîâèä;

éîãî íå ìîæíà ïîêðèòè ñêií÷åííþ êiëüêiñòþ îðáiò GL2.

Означення 6.8. Скажемо, що система (2.1) є А-простою, якщо вона

має такий окiл, що множина ядерних пiдалгебр Лi усiх систем з цього

околу покривається скiнченною кiлькiстю орбiт.

Îïèñ À-ïðîñòèõ ñèñòåì âèÿâëÿ¹òüñÿ çíà÷íî ñêëàäíiøèì ïèòàííÿì, íiæ

îïèñ À-ïðîñòèõ âåêòîðiâ çðîñòó, ùî ïîêàçàíî â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi.

Приклад 6.4. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

𝑥̇1 = 𝑢1, 𝑥̇2 = 𝑥21𝑢2, 𝑥̇3 = 𝑥51𝑢2. (6.83)

�¨ âåêòîð çðîñòó äîðiâíþ¹ 𝑣 = (1, 1, 2, 2, 2, 3) i ¹ À-íîðìàëüíèì çà òåîðå-

ìîþ 6.5, õî÷à íå ¹ À-ïðîñòèì. Áóäü-ÿêèé îêië (6.83) ìiñòèòü ñèñòåìó ç

𝑋 ′
1 = (1, 0, 0)T i 𝑋 ′

2 = (0, 𝑥21 + 𝜀, 𝑥51 + 𝜙(𝑥))T, äå 𝜙(𝑥) = 𝜀1𝑥
4
1𝑥2 + 𝜀2𝑥

3
1𝑥

2
2 +

𝜀3𝑥
2
1𝑥

3
2 + 𝜀4𝑥1𝑥

4
2 (ó ÿêî¨ âåêòîð çðîñòó äîðiâíþ¹ 𝑣

′ = (2, 2, 2, 2, 2, 3) i íå ¹ À-

íîðìàëüíèì). Òîáòî îêië ìiñòèòü 4-âèìiðíèé ìíîãîâèä i òîìó íå ìîæå áóòè

ïîêðèòèé ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ îðáiò. Îòæå, ñèñòåìà (6.83) íå ¹ À-ïðîñòîþ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

𝑥̇1 = 𝑢1, 𝑥̇2 = 𝑥21𝑢2, 𝑥̇3 = (𝑥51 + 𝑥31𝑥2)𝑢2. (6.84)

�¨ îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ çáiãà¹òüñÿ ç (6.83). Çîêðåìà, ¨¨ âåêòîð çðîñòó

äîðiâíþ¹ 𝑣 i íå ¹ À-ïðîñòèì. Àëå ìîæíà ïîêàçàòè, ùî óñi ìàëi çáóðåííÿ

ñèñòåìè (6.84) ìàþòü âåêòîð çðîñòó (6.53) ç 𝑠 = 0, 1 ≤ 𝑟 ≤ 4 àáî 1 ≤ 𝑠 ≤ 2,

𝑠+ 1 ≤ 𝑟 ≤ 5, ÿêi ¹ À-íîðìàëüíèìè. Îòæå, ñèñòåìà (6.84) ¹ À-ïðîñòîþ.

Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî âëàñòèâiñòü À-ïðîñòîòè òðåáà âèâ÷àòè äëÿ

ñèñòåì, à íå äëÿ ¨õ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié.

Ñôîðìóëþ¹ìî êiëüêà âëàñòèâîñòåé À-ïðîñòèõ ñèñòåì äëÿ âèïàäêó

𝑚 = 2, ÿêi âèïëèâàþòü ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

(i) ßêùî âåêòîð çðîñòó ¹ À-ïðîñòèì, òî âñi ñèñòåìè ç öèì âåêòîðîì

çðîñòó ¹ À-ïðîñòèìè.
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(ii) ßêùî âåêòîð çðîñòó íå ¹ À-ïðîñòèì, òî iñíó¹ ñèñòåìà ç öèì âåêòîðîì

çðîñòó, ÿêà íå ¹ À-ïðîñòîþ.

Îòæå, вектор зросту є А-простим тодi i тiльки тодi, коли всi систе-

ми з цим вектором зросту є А-простими. Àëå ÿêùî âåêòîð çðîñòó íå ¹

À-ïðîñòèì, òî можуть iснувати À-ïðîñòi ñèñòåìè ç öèì âåêòîðîì çðîñòó

(ÿê ó ïðèêëàäi 6.4).

(iii) ßêùî 𝑛 ≥ 9 íå ïðèïóñêà¹ âiëüíîãî âåêòîðà çðîñòó, òî всi системи

öi¹¨ âèìiðíîñòi íå ¹ À-ïðîñòèìè.

(iv) ßêùî 𝑛 ≥ 8 ïðèïóñêà¹ âiëüíèé âåêòîð çðîñòó, òî iснують ñèñòåìè

öi¹¨ âèìiðíîñòi, ÿêi íå ¹ À-ïðîñòèìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî äàíà ñèñòåìà âèãëÿäó (6.46). Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî будь-

який ¨¨ îêië ìiñòèòü
𝑝∑︀

𝑘=1

𝑑𝑘(𝑚𝑘 − 𝑑𝑘)-âèìiðíèé ìíîãîâèä. Îòæå, îòðèìó¹ìî

òàêó âëàñòèâiñòü.

(v) ßêùî ñèñòåìà ¹ À-ïðîñòîþ, òî ¨¨ âåêòîð çðîñòó ¹ À-íîðìàëüíèì.

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó íàïðÿìêó çàëèøàþòüñÿ âiäêðèòi ïèòàííÿ, à

ïðèêëàä 6.4 ïîêàçó¹, ùî ¨õ äîñëiäæåííÿ ïîòðåáó¹ íîâèõ ìåòîäiâ, ÿêi âèõî-

äÿòü çà ìåæi äîñëiäæåííÿ îäíîðiäíèõ àïðîêñèìàöié.

Висновки до роздiлу 6

Ó ðîçäiëi 6 ðîçãëÿíóòà çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ âåêòîðiâ çðîñòó íåëiíiéíèõ

ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì. Ó ïiäðîçäiëi 6.1 îòðèìàíèé êðèòåðié ðåàëi-

çîâíîñòi âåêòîðà ÿê âåêòîðà çðîñòó äåÿêî¨ ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíî¨ ñèñòåìè;

äîñëiäæåííÿ ñïèðà¹òüñÿ íà îòðèìàíèé îïèñ ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi ÿê âiëü-

íî¨ àëãåáðè Ëi.

Ó ïiäðîçäiëi 6.2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü ñèñòåì ç òî÷íiñòþ äî

çàìiíè çìiííèõ i (íåâèðîäæåíî¨) çàìiíè êåðóâàííÿ. Ââåäåíi ïîíÿòòÿ À-íîð-

ìàëüíîãî i À-ïðîñòîãî âåêòîðà çðîñòó. Äëÿ ñèñòåì ç äâîâèìiðíèì êåðóâà-

ííÿì îòðèìàíî ïîâíèé îïèñ À-íîðìàëüíèõ i À-ïðîñòèõ âåêòîðiâ çðîñòó.

Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [82, 83].



РОЗДIЛ 7

ЗАДАЧА ВIДОБРАЖУВАНОСТI ТА ПОБУДУВАННЯ

ОПТИМАЛЬНИХ КЕРУВАНЬ

7.1 Вiдображуванiсть у класi 𝐶1

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó âiäîáðàæåííÿ ñèñòåì çà äî-

ïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ i çàìiíè êåðóâàííÿ íà ëiíiéíi ñèñòåìè i ñèñòåìè

ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Çàäà÷à âiäîáðàæåííÿ íà ëiíiéíi ñèñòåìè äîáðå äî-

ñëiäæåíà äëÿ íåñêií÷åííî-äèôåðåíöiéîâíèõ àáî äiéñíî-àíàëiòè÷íèõ ñèñòåì

[104, 91, 81, 119, 123]. Äîñëiäæåííÿ çàäà÷ âiäîáðàæóâàíîñòi â êëàñi 𝐶1 ðîç-

ïî÷àòî â ðîáîòi [22]. Ðåçóëüòàòè äàíîãî ïiäðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ

[143, 15, 144].

7.1.1 Âiäîáðàæóâàíiñòü íà ëiíiéíi ñèñòåìè

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíi êåðîâàíi ñèñòåìè âèãëÿäó

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ 𝑄 ⊂ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑟, 𝑓(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄× R𝑟), (7.1)

äå 𝑄 ⊂ R𝑛 � ôiêñîâàíà îáëàñòü. Áóäåìî çàñòîñîâóâàòè çàìiíè çìiííèõ

âèãëÿäó

𝑧 = 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), det𝐹𝑥(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, (7.2)

i çàìiíè êåðóâàííÿ âèãëÿäó

𝑣 = 𝑔(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄× R𝑟), 𝑔(𝑥,R𝑟) = R𝑟, det 𝑔𝑢(𝑥, 𝑢) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑢 ∈ R𝑟.

(7.3)

Çàóâàæèìî, ùî âèìîãè ùîäî ãëàäêîñòi 𝑓 , 𝐹 i 𝑔 óçãîäæåíi. ßêùî äî

ñèñòåìè êëàñó 𝐶1 çàñòîñóâàòè çàìiíó çìiííèõ (7.2) i çàìiíó êåðóâàííÿ (7.3),

âîíà çàëèøèòüñÿ â êëàñi 𝐶1. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ñèñòåìà çà äîïîìîãîþ
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çàìiíè çìiííèõ (7.2) i çàìiíè êåðóâàííÿ (7.3) çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè,

òî âîíà, î÷åâèäíî, íàëåæèòü êëàñó 𝐶1.

Означення 7.1. Система (7.1) локально лiнеаризовна за зворотним

зв’язком в областi 𝑄, якщо iснує замiна змiнних (7.2) i замiна керування

(7.3), якi зводять систему до вигляду

𝑧̇ = 𝐴𝑧 +𝐵𝑣, rank(𝐵,𝐴𝐵, . . . , 𝐴𝑛−1𝐵) = 𝑛, rank(𝐵) = 𝑟. (7.4)

Âiäçíà÷èìî î÷åâèäíó âëàñòèâiñòü ñèñòåì, ëiíåàðèçîâíèõ çà çâîðîòíèì

çâ'ÿçêîì.

Лема 7.1. Якщо система (7.1) локально лiнеаризовна за зворотним

зв’язком в областi 𝑄, то вона має вигляд

𝑥̇ = 𝑎(𝑥) +𝐵(𝑥)𝜑(𝑥, 𝑢) = 𝑎(𝑥) +
𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)𝜑𝑖(𝑥, 𝑢), (7.5)

де

𝑎(𝑥), 𝐵(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), 𝜑(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄× R𝑟), 𝜑(𝑥,R𝑟) = R𝑟,

det𝜑𝑢(𝑥, 𝑢) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑢 ∈ R𝑟.
(7.6)

Доведення. ßêùî ñèñòåìà ëiíåàðèçîâíà çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì, òî 𝑧̇ =

𝐹𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝐴𝑧+𝐵𝑣 = 𝐴𝐹 (𝑥)+𝐵𝑔(𝑥, 𝑢), çâiäêè 𝑎(𝑥) = (𝐹𝑥(𝑥))
−1𝐴𝐹 (𝑥),

𝐵(𝑥) = (𝐹𝑥(𝑥))
−1𝐵, 𝜑(𝑥, 𝑢) = 𝑔(𝑥, 𝑢). �

Î÷åâèäíî, ïðè ëiíåàðèçàöi¨ çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì âèáið 𝑎(𝑥), 𝐵(𝑥),

𝜑(𝑥, 𝑢) ó (7.5) íå¹äèíèé. Ðîçãëÿíåìî äâà ðiçíi çîáðàæåííÿ 𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝑎(𝑥)+

𝐵(𝑥)𝜑(𝑥, 𝑢) = ̃︀𝑎(𝑥) + ̃︀𝐵(𝑥)̃︀𝜑(𝑥, 𝑢). Òîäi 𝐵(𝑥)𝜑𝑢(𝑥, 𝑢) = ̃︀𝐵(𝑥)̃︀𝜑𝑢(𝑥, 𝑢), çâiä-
êè ̃︀𝐵(𝑥) = 𝐵(𝑥)𝜆(𝑥) ç íåâèðîäæåíîþ 𝜆(𝑥) = 𝜑𝑢(𝑥, 𝑢0)(̃︀𝜑𝑢(𝑥, 𝑢0))−1, äå

𝑢0 ∈ R𝑟 äîâiëüíå. Îñêiëüêè 𝐵(𝑥) ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã, 𝜆(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄)

i ̃︀𝑎(𝑥) = 𝑎(𝑥) + 𝐵(𝑥)𝜌(𝑥), äå 𝜌(𝑥) = 𝜑(𝑥, 𝑢0)− 𝜆(𝑥)̃︀𝜑(𝑥, 𝑢0) ∈ 𝐶1(𝑄). Ëåãêî

áà÷èòè, ùî óìîâè íàñòóïíèõ ëåìè i òåîðåìè äëÿ ̃︀𝑎(𝑥), ̃︀𝐵(𝑥) âèïëèâàþòü ç

òàêèõ óìîâ äëÿ 𝑎(𝑥), 𝐵(𝑥).

ßê çàçíà÷åíî â ïóíêòi 1.4, êîæíó ëiíiéíó ñèñòåìó (1.56), ùî çàäîâîëüíÿ¹

âèìîãè (1.57), ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó (1.58), îòæå, â çàäà÷i ëiíåàðèçàöi¨
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çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ñàìå òàêi ëiíiéíi ñèñòåìè. Ïðè

öüîìó iíäåêñè êåðîâàíîñòi 𝑛1, . . . , 𝑛𝑟 ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî лiнiйних çà-

ìií çìiííèõ i êåðóâàííÿ [159]. Àëå ìîæíà ðîçãëÿäàòè нелiнiйнi çàìiíè, ùî

çâîäÿòü îäíó ëiíiéíó ñèñòåìó äî iíøî¨ ëiíiéíî¨. Íàïðèêëàä, ñèñòåìà

𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑢1, 𝑥̇3 = 𝑥1 + 𝑢2

âiäîáðàæó¹òüñÿ íà ñèñòåìó 𝑧̇1 = 𝑧2, 𝑧̇2 = 𝑣1, 𝑧̇3 = 𝑣2 íåëiíiéíîþ çàìiíîþ

𝑧1 = 𝑥1, 𝑧2 = 𝑥2, 𝑧3 = 𝑥3 + |𝑥3|3, 𝑣1 = 𝑢1, 𝑣2 = (1 + 3|𝑥3|𝑥3)(𝑥1 + 𝑢2) â

îáëàñòi 𝑄 = {𝑥 ∈ R3 : 1 + 3|𝑥3|𝑥3 > 0}. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è çáiãàþòüñÿ

iíäåêñè êåðîâàíîñòi öèõ ñèñòåì. Iíâàðiàíòíiñòü iíäåêñiâ êåðîâàíîñòi â êëà-

ñi 𝐶∞ ìàéæå î÷åâèäíà. Ó íàñòóïíié òåîðåìi öåé ôàêò âñòàíîâëþ¹òüñÿ â

êëàñi 𝐶1.

Теорема 7.1. Нехай замiна змiнних (7.2) i замiна керування (7.3)

зводять лiнiйну систему (7.4) до лiнiйної системи

𝑧̇ = ̃︀𝐴𝑧 + ̃︀𝐵𝑣. (7.7)

Тодi обидвi системи можуть бути зведенi до канонiчної форми (1.58) з

одним i тим самим набором iндексiв керованостi 𝑛1 ≥ · · · ≥ 𝑛𝑟.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ëiíåàðèçîâíîñòi çà çâî-

ðîòíèì çâ'ÿçêîì äëÿ ñèñòåì ç áàãàòîâèìiðíèì êåðóâàííÿì.

Теорема 7.2. Нелiнiйна керована система вигляду (7.1) локально лi-

неаризовна за зворотним зв’язком в областi 𝑄 тодi i тiльки тодi, коли

виконуються наступнi умови:

(A) система має вигляд (7.5), (7.6);

(B1) для деякого цiлого числа 𝑛1 iснують неперервнi функцiї 𝜇𝑠𝑝𝑘𝑖(𝑥), для

яких векторнi поля 𝜒𝑘𝑖 (𝑥), 𝑘 = 0, . . . , 𝑛1−1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, що визначаються

рекурентно за формулами

𝜒0
𝑖 (𝑥) = 𝑏𝑖(𝑥),

𝜒𝑘+1
𝑖 (𝑥) = [𝑎(𝑥), 𝜒𝑘𝑖 (𝑥)] +

𝑘∑︀
𝑠=0

𝑟∑︀
𝑝=1

𝜇𝑠𝑝𝑘𝑖(𝑥)𝜒
𝑠
𝑝(𝑥), 𝑘 = 0, . . . , 𝑛1 − 2,
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iснують i належать класу 𝐶1(𝑄);

(B2) rank{𝜒0
1(𝑥), . . . , 𝜒

0
𝑟(𝑥), . . . , 𝜒

𝑗−1
1 (𝑥), . . . , 𝜒𝑗−1

𝑟 (𝑥)} = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑤𝑗, 𝑥 ∈ 𝑄,

для всiх 𝑗 = 1, . . . , 𝑛1, де 𝑟 = 𝑤1 < · · · < 𝑤𝑛1 = 𝑛;

(B3) [𝜒𝑘𝑝(𝑥), 𝜒
𝑗
𝑞(𝑥)] =

𝑟∑︀
𝑠=1

𝑘∑︀
𝑖=0

𝜂𝑖𝑠𝑘𝑗𝑝𝑞(𝑥)𝜒
𝑖
𝑠(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑄, для всiх 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛1−2

i 𝑝, 𝑞 = 1, . . . , 𝑟, де 𝜂𝑖𝑠𝑘𝑗𝑝𝑞(𝑥) — деякi неперервнi функцiї;

(B4) для всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 iснує розв’язок 𝜙𝑖(𝑥) системи

𝜙𝑥(𝑥)𝜒
𝑗
𝑠(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑖 − 2, (7.8)

де 𝑛𝑖 = max{𝑗 : 𝑤𝑗 − 𝑤𝑗−1 ≥ 𝑖}, причому

𝐿𝑘𝑎𝜙𝑖(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), 𝑘 = 0, . . . , 𝑛𝑖 − 1, (7.9)

що задовольняє таку властивiсть: рядки

𝐻𝑖(𝑥) = (𝜙𝑖(𝑥))𝑥
(︀
𝜒𝑛𝑖−1
1 (𝑥), . . . , 𝜒𝑛𝑖−1

𝑟 (𝑥)
)︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟,

лiнiйно незалежнi при 𝑥 ∈ 𝑄.

За даних умов, 𝑛1, . . . , 𝑛𝑟 — iндекси керованостi системи (7.4).

Îñêiëüêè äîâåäåííÿ òåîðåì 7.1 i 7.2 îòðèìàíi ó ñïiâàâòîðñòâi ç

Ê. Â. Ñêëÿð, âîíè âèíåñåíi ó äîäàòîê Â.

Ïiäêðåñëèìî, ùî óìîâà (B4) íå âèïëèâà¹ ç ðåøòè óìîâ òåîðåìè 7.2;

âiäïîâiäíèé ïðèêëàä äëÿ 𝑟 = 1 íàâåäåíèé ó ðîáîòi [143, p. 1105].

Приклад 7.1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êëàñó 𝐶1

𝑥̇1 = 𝑥2, 𝑥̇2 = 𝑥3, 𝑥̇3 = 𝑢1|𝑥1| sin𝑥1 + 𝑢2 cos𝑥1, 𝑥̇4 = 𝑢1 cos𝑥1 − 𝑢2|𝑥1| sin𝑥1

â îáëàñòi 𝑄 = {𝑥 : ‖𝑥‖ ≤ 10}. Öÿ ñèñòåìà, î÷åâèäíî, ëiíåàðèçîâíà çà

çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì. Àëå äóæå ïðîñòà çàìiíà çìiííèõ (íàïðèêëàä, 𝑧1 =

𝑥1(𝑥3 + 20), 𝑧2 = 𝑥2(20− 𝑥4), 𝑧3 = 𝑥3, 𝑧4 = 𝑥4) ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ ñèñòåìó,

i ¨¨ ëiíåàðèçîâíiñòü ñòà¹ íåî÷åâèäíîþ.

Âèáåðåìî 𝜒0
1(𝑥) = 𝑏1(𝑥), 𝜒0

2(𝑥) = 𝑏2(𝑥), òîäi

ad𝑎𝑏1(𝑥) = (0, −|𝑥1| sin𝑥1, 𝑥2(|𝑥1| cos𝑥1 + sign(𝑥1) sin𝑥1), −𝑥2 sin𝑥1)T,
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ad𝑎𝑏2(𝑥) = (0, − cos𝑥1, −𝑥2 sin𝑥1, −𝑥2(|𝑥1| cos𝑥1 + sign(𝑥1) sin𝑥1))
T.

Îòæå, ad𝑎𝑏1(𝑥), ad𝑎𝑏2(𝑥) íå íàëåæèòü êëàñó 𝐶1(𝑄) i ad2𝑎𝑏𝑗(𝑥) íå iñíóþòü.

Àëå iñíóþòü 𝜇1(𝑥), 𝜇2(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄), äëÿ ÿêèõ

𝑥2(|𝑥1| cos𝑥1 + sign(𝑥1) sin𝑥1) = 𝜇1(𝑥)|𝑥1| sin𝑥1 + 𝜇2(𝑥) cos𝑥1,

−𝑥2 sin𝑥1 = 𝜇1(𝑥) cos𝑥1 − 𝜇2(𝑥)|𝑥1| sin𝑥1,

îñêiëüêè öÿ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî 𝜇1(𝑥), 𝜇2(𝑥) ç íåïåðåðâíèìè

êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ íåâèðîäæåíó ìàòðèöþ. Âèáåðåìî 𝜒1
1(𝑥) = [𝑎(𝑥), 𝜒0

1(𝑥)]−
𝜇1(𝑥)𝜒

0
1(𝑥) − 𝜇2(𝑥)𝜒

0
2(𝑥) = (0,−|𝑥1| sin𝑥1, 0, 0)T. Àíàëîãi÷íî, 𝜒1

2(𝑥) =

(0,− cos𝑥1, 0, 0)
T. Êîæíå ç ïîëiâ 𝜒1

1(𝑥), 𝜒
1
2(𝑥) ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ, àëå

â êîæíié òî÷öi ïðèíàéìíi îäíå ç íèõ ëiíiéíî íåçàëåæíå âiä 𝜒0
1(𝑥), 𝜒

0
2(𝑥).

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, îáåðåìî 𝜒2
1(𝑥) = (|𝑥1| sin𝑥1, 0, 0, 0)T, 𝜒2

2(𝑥) =

(cos𝑥1, 0, 0, 0)
T; òîäi 𝑤1 = 2, 𝑤2 = 3, 𝑤3 = 4 = 𝑛, i (B1)�(B3) âèêîíóþòüñÿ ç

𝑛1 = 3, 𝑛2 = 1. Â óìîâi (B4) ìà¹ìî (𝜙1(𝑥))𝑥(𝜒
0
1(𝑥), 𝜒

0
2(𝑥), 𝜒

1
1(𝑥), 𝜒

1
2(𝑥)) = 0,

òîäi âèáåðåìî 𝜙1(𝑥) = 𝜙1(𝑥1). Òàêîæ ç (B4) îòðèìó¹ìî 𝜙1(𝑥1) ∈ 𝐶3(𝑄),

𝜙2(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄). Íàðåøòi,

𝐻(𝑥) =

(︃
𝜙′
1(𝑥1) 0
𝜕𝜙2(𝑥)
𝜕𝑥3

𝜕𝜙2(𝑥)
𝜕𝑥4

)︃(︃
|𝑥1| sin𝑥1 cos𝑥1

cos𝑥1 −|𝑥1| sin𝑥1

)︃
,

òîìó ðÿäêè 𝐻1(𝑥) i 𝐻2(𝑥) ëiíiéíî íåçàëåæíi, ÿêùî 𝜙′
1(𝑥1)·

𝜕𝜙2(𝑥)
𝜕𝑥4

̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄.

Îòæå, âñi óìîâè òåîðåìè 7.2 âèêîíóþòüñÿ ç äîâiëüíèìè 𝜙1(𝑥) ∈ 𝐶3(𝑄)

i 𝜙2(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), äëÿ ÿêèõ 𝜙1(𝑥) = 𝜙1(𝑥1), 𝜙′
1(𝑥1) ̸= 0, 𝜕𝜙2(𝑥)

𝜕𝑥4
̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄,

òîáòî äàíà ñèñòåìà ëîêàëüíî ëiíåàðèçîâíà çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì.

7.1.2 Âiäîáðàæóâàíiñòü íà ñèñòåìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì

Ó öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à âiäîáðàæóâàíîñòi íà ñèñòåìè ñïå-

öiàëüíîãî âèãëÿäó. Ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíî â ðîáîòi [15].

Ðîçãëÿíåìî êëàñ ñèñòåì ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì (feedforward) âèãëÿäó

𝑦̇𝑘 = 𝜓𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (7.10)
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Âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ òàêèõ ñèñòåì ¹ ìîæëèâiñòü çà çàäàíèì êåðóâàííÿì

𝑢 = 𝑢(𝑡) çíàéòè òðà¹êòîðiþ, ïîñëiäîâíî âèêîíóþ÷è iíòåãðóâàííÿ: ÿêùî

𝑦1(𝑡), . . . , 𝑦𝑖−1(𝑡) âæå çíàéäåíi, òî 𝑦𝑖(𝑡) çíàõîäèòüñÿ çà ÿâíîþ ôîðìóëîþ

𝑦𝑖(𝑡) = 𝑦𝑖(0) +
∫𝑡
0 𝜓𝑖(𝑦1(𝜏), . . . , 𝑦𝑖−1(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏 . Ñèñòåìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì

àêòèâíî äîñëiäæóþòüñÿ i ÷àñòî âèíèêàþòü ó çàñòîñóâàííÿõ [49, 48, 105]).

Çîêðåìà, ñèñòåìè, ùî ¹ îäíîðiäíèìè àïðîêñèìàöiÿìè àôiííèõ çà êåðóâàí-

íÿì ñèñòåì, ¹ ñèñòåìàìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì.

Óçàãàëüíåííÿì öüîãî êëàñó ¹ ¾íåñòðîãi¿ ñèñòåìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì

âèãëÿäó

𝑦̇𝑘 = 𝜓𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘, 𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. (7.11)

Äëÿ òàêèõ ñèñòåì çà çàäàíèì êåðóâàííÿì 𝑢 = 𝑢(𝑡) ìîæíà çíà-

éòè òðà¹êòîðiþ, ïîñëiäîâíî ðîçâ'ÿçóþ÷è äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ: ÿêùî

𝑦1(𝑡), . . . , 𝑦𝑖−1(𝑡) âæå çíàéäåíi, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ 𝑦𝑖(𝑡) òðåáà çíàéòè

ðîçâ'ÿçîê одного äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

𝑦̇𝑖 = 𝜓𝑖(𝑦1(𝑡), . . . , 𝑦𝑖−1(𝑡), 𝑦𝑖, 𝑢(𝑡)) = ̂︀𝜓𝑖(𝑡, 𝑦𝑖)
âiäíîñíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ 𝑦𝑖 = 𝑦𝑖(𝑡).

7.1.2.1 Âiäîáðàæóâàíiñòü áåç çàìiíè êåðóâàííÿ

Äàëi [𝑄]𝑘 ïîçíà÷à¹ ïðîåêöiþ îáëàñòi 𝑄 íà 𝑘-âèìiðíèé ïiäïðîñòið, ïîáó-

äîâàíèé çà ïåðøèìè 𝑘 êîîðäèíàòíèìè âåêòîðàìè, òîáòî

[𝑄]𝑘 = {𝑧 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) : 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑄}.

Означення 7.2. Ми кажемо, що система

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑥 ∈ 𝑄 ⊂ R𝑛, 𝑢 ∈ R1, 𝑓(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄× R), (7.12)

локально вiдображується на систему з прямим зв’язком класу 𝐶1 в обла-

стi 𝑄, якщо iснує замiна змiнних

𝑦 = 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), det𝐹𝑥(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, (7.13)
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яка зводить систему (7.12) до вигляду (7.10), де 𝜓𝑘 ∈ 𝐶1([𝐹 (𝑄)]𝑘−1 ×R),
𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Çàçíà÷èìî, ùî ¾ëîêàëüíà âiäîáðàæóâàíiñòü â îáëàñòi 𝑄¿ îçíà÷à¹, ùî

âiäîáðàæåííÿ 𝑦 = 𝐹 (𝑥) ¹ çâîðîòíèì, âçàãàëi êàæó÷è, ëîêàëüíî, ó äåÿêîìó

îêîëi êîæíî¨ òî÷êè îáëàñòi 𝑄.

Äàëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî 𝑓(𝑥, 𝑢) ÿê âåêòîðíå ïîëå âiäíîñíî 𝑥, ââàæà-

þ÷è 𝑢 ïàðàìåòðîì; çîêðåìà [𝑍(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] ïîçíà÷à¹ äóæêó Ëi âèãëÿäó

[𝑍(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] = 𝑓𝑥(𝑥, 𝑢)𝑍(𝑥)− 𝑍𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢).

Теорема 7.3. Система (7.12) локально вiдображується на систему з

прямим зв’язком класу 𝐶1 в областi 𝑄 тодi i тiльки тодi, коли iснують

такi векторнi поля 𝑍1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), що:

(i) для деяких функцiй 𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶(𝑄× R) виконано

[𝑍𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] =
𝑛∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑖(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) для кожного 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 система

𝜙𝑥(𝑥)𝑍
𝑘(𝑥) = 1,

𝜙𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑛,

(7.14)

має розв’язок у класi 𝐶2(𝑄).

Доведення. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé óìîâè (i), (ii) âèêîíàíi. Äëÿ êîæíîãî

𝑘 = 1, . . . , 𝑛 íåõàé 𝜙𝑘(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7.14). Ðîçãëÿíåìî

çàìiíó çìiííèõ 𝑦𝑘 = 𝐹𝑘(𝑥) = 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, ó ñèñòåìi (7.12). Ç óìîâè

(ii) âèïëèâà¹, ùî

𝐹𝑥(𝑥)(𝑍
1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥)) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 . . . 0

* 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

* * * . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (7.15)
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äå ïîçíà÷êà * îçíà÷à¹ äåÿêi (âçàãàëi êàæó÷è, ðiçíi) ôóíêöi¨ êëàñó 𝐶1.

Çîêðåìà, ðiâíiñòü (7.15) îçíà÷à¹, ùî det𝐹𝑥(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄. Òîäi

𝑦̇𝑘 = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Ïîêàæåìî, ùî 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢) ¹ ôóíêöi¹þ âiä 𝐹1(𝑥), . . . , 𝐹𝑘−1(𝑥) i 𝑢. Îñêiëüêè

𝜙𝑘(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), òî

(𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑗(𝑥) = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)[𝑍

𝑗(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)]+ (𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢). (7.16)

Îñêiëüêè 𝜙𝑘(𝑥) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (7.14), òî 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ïðè

𝑗 ≥ 𝑘, îòæå, (𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥))𝑥 = 0, 𝑗 ≥ 𝑘. Óðàõîâóþ÷è (i), îòðèìó¹ìî ç (7.16)

(︀
𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢)

)︀
𝑥
𝑍𝑗(𝑥) = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)[𝑍

𝑗(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] =
𝑛∑︁

𝑖=𝑗+1

𝜇𝑗𝑖(𝑥, 𝑢)𝜙
𝑘
𝑥(𝑥)𝑍

𝑖(𝑥) = 0

ïðè 𝑗 ≥ 𝑘. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó 𝑢 ôóíêöiÿ 𝜙(𝑥) =

𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

𝜙𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 = 𝑘, . . . , 𝑛. (7.17)

Çà óìîâîþ (ii), ñèñòåìà (7.17) ìà¹ 𝑘 − 1 íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

𝜙1(𝑥), . . . , 𝜙𝑘−1(𝑥). Ç (7.15) âèïëèâà¹, ùî rank{𝑍𝑘(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥)} = 𝑛−𝑘+1,

𝑥 ∈ 𝑄, òîìó áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7.17) (êëàñó 𝐶1) ¹ ôóíêöi¹þ

(êëàñó 𝐶1) âiä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Òîáòî iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ 𝜓𝑘 ∈ 𝐶1, ùî

𝜙𝑘𝑥𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝜓𝑘(𝜙
1(𝑥), . . . , 𝜙𝑘−1(𝑥), 𝑢).

Îòæå, çàìiíà çìiííèõ 𝑦𝑘 = 𝐹𝑘(𝑥) = 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, ïðèâîäèòü ñèñòåìó

(7.12) äî ñèñòåìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì (7.10).

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ñèñòåìà (7.12) ëîêàëüíî âiäîáðàæó¹òüñÿ íà ñèñòåìó

(7.10) êëàñó 𝐶1 çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ (7.13). Öå îçíà÷à¹, ùî

(𝐹𝑘(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝜓𝑘(𝐹1(𝑥), . . . , 𝐹𝑘−1(𝑥), 𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

äå 𝑓(𝑥, 𝑢) i 𝜓1, . . . , 𝜓𝑛 íàëåæàòü êëàñó 𝐶1.
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Ïîêëàäåìî

𝑍𝑘(𝑥) = (𝐹𝑥(𝑥))
−1𝑒𝑘 ∈ 𝐶1(𝑄), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

𝜙𝑘(𝑥) = 𝐹𝑘(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,
(7.18)

i ïîêàæåìî, ùî âåêòîðíi ïîëÿ 𝑍1, . . . , 𝑍𝑛 i ôóíêöi¨ 𝜙1, . . . , 𝜙𝑛 çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâè (i) i (ii) òåîðåìè 7.3.

Ìà¹ìî

𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥) = (𝐹𝑘(𝑥))𝑥(𝐹𝑥(𝑥))

−1𝑒𝑗 = 𝛿𝑘𝑗,

äå 𝛿𝑘𝑗 � ñèìâîë Êðîíåêåðà, çâiäêè âèïëèâà¹ (ii).

Îñêiëüêè 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), òî

𝐹𝑥(𝑥)[𝑍
𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] = (𝐹𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍

𝑘(𝑥)−(𝐹𝑥(𝑥)𝑍
𝑘(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢). (7.19)

Çà îçíà÷åííÿì (7.18), 𝐹𝑥(𝑥)𝑍𝑘(𝑥) = 𝑒𝑘, îòæå, (𝐹𝑥(𝑥)𝑍𝑘(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢) = 0.

Ðîçãëÿíåìî äàëi

(𝐹𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗((𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥).

Îñêiëüêè (𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝜓𝑗(𝐹1(𝑥), . . . , 𝐹𝑗−1(𝑥), 𝑢), òî

((𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥 =

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝜕𝜓𝑗(𝑦1, . . . , 𝑦𝑗−1, 𝑢)

𝜕𝑦𝑖
|𝑦=𝐹 (𝑥)(𝐹𝑖(𝑥))𝑥

Ïîçíà÷èìî

𝜇𝑖𝑗(𝑥, 𝑢) =
𝜕𝜓𝑗(𝑦1, . . . , 𝑦𝑗−1, 𝑢)

𝜕𝑦𝑖
|𝑦=𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶(𝑄× R),

òîäi

((𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥) =

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑗(𝑥, 𝑢)(𝐹𝑖(𝑥))𝑥(𝐹𝑥(𝑥))
−1𝑒𝑘 =

=

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑗(𝑥, 𝑢)𝛿𝑖𝑘 =

{︃
0 ïðè 𝑗 ≤ 𝑘,

𝜇𝑘𝑗(𝑥, 𝑢) ïðè 𝑗 ≥ 𝑘 + 1.

Îòæå,

((𝐹𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑒𝑗((𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘+1

𝜇𝑘𝑗(𝑥, 𝑢)𝑒𝑗.
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Îñòàòî÷íî, îòðèìó¹ìî ç (7.19)

[𝑍𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] = (𝐹𝑥(𝑥))
−1((𝐹𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍

𝑘(𝑥) =

=
𝑛∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜇𝑘𝑗(𝑥, 𝑢)(𝐹𝑥(𝑥))
−1𝑒𝑗 =

𝑛∑︁
𝑗=𝑘+1

𝜇𝑘𝑗(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑗(𝑥),

ùî çáiãà¹òüñÿ ç (i). �

Çàçíà÷èìî, ùî àíàëîãi÷íî [143] â óìîâi (ii) çàìiñòü ðiâíîñòi 𝜙𝑥(𝑥)𝑍𝑘(𝑥) =

1 äîñòàòíüî âèìàãàòè, ùîá

𝜙𝑥(𝑥)𝑍
𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘(𝜙(𝑥)), (7.20)

äå 𝑐𝑘(𝜏) ∈ 𝐶1(𝜙(𝑄)) � äåÿêi ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ 𝑐𝑘(𝜏) ̸= 0, 𝜏 ∈ 𝜙(𝑄). Ñïðàâäi,

íåõàé ôóíêöiÿ 𝜙(𝑥) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ 𝜙𝑥(𝑥)𝑍𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 = 𝑘+1, . . . , 𝑛, i

óìîâó (7.20). Òîäi ôóíêöiÿ ̃︀𝜙(𝑥) = Φ𝑘(𝜙(𝑥)) ∈ 𝐶2(𝑄), äå Φ𝑘(𝑡) =
∫

1
𝑐𝑘(𝜏)

𝑑𝜏 ∈
𝐶2(𝜙(𝑄)), î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (7.14).

Êðiì òîãî, ñèñòåìè (7.14) ìîæíà çàìiíèòè íà ñèñòåìè

𝜙𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥) = 𝛿𝑘𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Äiéñíî, íåõàé âåêòîðíi ïîëÿ 𝑍1, . . . , 𝑍𝑛 çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 7.3,

i íåõàé 𝜙𝑘(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 � ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (7.14). Ïîáóäó¹ìî

âåêòîðíi ïîëÿ ̃︀𝑍1, . . . , ̃︀𝑍𝑛, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (i) òåîðåìè 7.3 i ðiâíîñòi

𝜙𝑘𝑥(𝑥) ̃︀𝑍𝑗(𝑥) = 𝛿𝑘𝑗 ïðè 𝑘, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. À ñàìå, øóêà¹ìî ̃︀𝑍𝑘(𝑥) ó âèãëÿäĩ︀𝑍𝑘(𝑥) = 𝑍𝑘(𝑥) +
𝑛∑︀

𝑖=𝑘+1

𝛼𝑘𝑖(𝑥)𝑍
𝑖(𝑥), äå 𝛼𝑘𝑖(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄). Òîäi óìîâà (i) äëÿ

öèõ âåêòîðíèõ ïîëiâ, î÷åâèäíî, âèêîíàíà. Äàëi, äëÿ êîæíîãî 𝑘 = 1, . . . , 𝑛

ìà¹ìî 𝜙𝑘𝑥(𝑥) ̃︀𝑍𝑘(𝑥) = 1 i 𝜙𝑗𝑥(𝑥) ̃︀𝑍𝑘(𝑥) = 0 ïðè 𝑗 ≤ 𝑘 − 1. Íàðåøòi, äëÿ

𝑗 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑛 áóäåìî âèìàãàòè, ùîá

𝜙𝑗𝑥(𝑥) ̃︀𝑍𝑘(𝑥) = 𝜙𝑗𝑥(𝑥)𝑍
𝑘(𝑥) +

𝑗−1∑︁
𝑖=𝑘+1

𝛼𝑘𝑖(𝑥)𝜙
𝑗
𝑥(𝑥)𝑍

𝑖(𝑥) + 𝛼𝑘𝑗(𝑥) = 0,

çâiäêè ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî 𝛼𝑘𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), 𝑗 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑛.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäîáðàæóâàíiñòü íà íåñòðîãi ñèñòåìè ç ïðÿìèì

çâ'ÿçêîì.
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Означення 7.3. Ми кажемо, що система (7.12) локально вiдображу-

ється на нестрогу систему з прямим зв’язком класу 𝐶1 в областi 𝑄,

якщо iснує замiна змiнних (7.13), яка зводить систему (7.12) до вигляду

(7.11), де 𝜓𝑘 ∈ 𝐶1([𝐹 (𝑄)]𝑘 × R), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Теорема 7.4. Система (7.12) локально вiдображується на нестрогу

систему з прямим зв’язком класу 𝐶1 в областi 𝑄 тодi i тiльки тодi,

коли iснують такi векторнi поля 𝑍1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄),що:

(i) для деяких функцiй 𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶(𝑄× R) виконано

[𝑍𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] =
𝑛∑︁
𝑖=𝑘

𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑖(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) для кожного 𝑘=1, . . . , 𝑛 система (7.14) має розв’язок у класi 𝐶2(𝑄).

Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 7.3.

Çàçíà÷èìî, ùî â óìîâi (ii) çàìiñòü ðiâíîñòi 𝜙𝑥(𝑥)𝑍𝑘(𝑥) = 1 äîñòàòíüî

âèìàãàòè, ùîá 𝜙𝑥(𝑥)𝑍𝑘(𝑥) ̸= 0 ïðè 𝑥 ∈ 𝑄. Ñïðàâäi, íåõàé âåêòîðíi ïîëÿ

𝑍1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥) òàêi, ùî ñèñòåìè

𝜙𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥) = 0, 𝑗 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑛,

ìàþòü ðîçâ'ÿçêè 𝜙𝑘(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), äëÿ ÿêèõ 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑍
𝑘(𝑥) ̸= 0 ïðè 𝑥 ∈ 𝑄. Ââå-

äåìî ôóíêöi¨ 𝛼𝑘(𝑥) = (𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑍
𝑘(𝑥))−1 ∈ 𝐶1(𝑄) i ðîçãëÿíåìî âåêòîðíi ïîëÿ̃︀𝑍𝑘(𝑥) = 𝛼𝑘(𝑥)𝑍

𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄). Öi âåêòîðíi ïîëÿ i ôóíêöi¨ 𝜙1(𝑥), . . . , 𝜙𝑛(𝑥),

î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿþòü (7.14). Äàëi,

[ ̃︀𝑍𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] = 𝛼𝑘(𝑥)[𝑍
𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)]− (𝛼𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢))𝑍

𝑘(𝑥) =

=
(︁
𝜇𝑘𝑘(𝑥, 𝑢)− 𝛼𝑘

𝑥(𝑥)𝑓(𝑥,𝑢)
𝛼𝑘(𝑥)

)︁ ̃︀𝑍𝑘(𝑥) +
𝑛∑︀

𝑖=𝑘+1

𝛼𝑘(𝑥)
𝛼𝑖(𝑥)

𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢) ̃︀𝑍 𝑖(𝑥),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (i) òåîðåìè 7.4 äëÿ âåêòîðíèõ ïîëiẫ︀𝑍1(𝑥), . . . , ̃︀𝑍𝑛(𝑥).
Äëÿ àôiííèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì îòðèìó¹ìî òàêi íàñëiäêè.
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Наслiдок 7.1. Афiнна система

𝑥̇ = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)𝑢, 𝑥 ∈ 𝑄 ⊂ R𝑛, 𝑢 ∈ R1, 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), (7.21)

локально вiдображується на систему з прямим зв’язком класу 𝐶1

в областi 𝑄 тодi i тiльки тодi, коли iснують такi векторнi поля

𝑍1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), що:

(i) для деяких функцiй 𝜇1𝑘𝑖(𝑥), 𝜇
2
𝑘𝑖(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄) виконано

[𝑍𝑘(𝑥), 𝑎(𝑥)]=
𝑛∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜇1𝑘𝑖(𝑥)𝑍
𝑖(𝑥), [𝑍𝑘(𝑥), 𝑏(𝑥)]=

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝜇2𝑘𝑖(𝑥)𝑍
𝑖(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) для кожного 𝑘=1, . . . , 𝑛 система (7.14) має розв’язок у класi 𝐶2(𝑄).

У цьому випадку система (7.10) також афiнна, тобто має вигляд

𝑦̇𝑘 = 𝜓1
𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1) + 𝜓2

𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1)𝑢, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Доведення. Äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî óìîâà (i) íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç óìîâ

òåîðåìè 7.3.

Ç óìîâè (i) òåîðåìè 7.3 äëÿ ñèñòåìè (7.21) îòðèìó¹ìî

[𝑍𝑘(𝑥), 𝑎(𝑥)] + [𝑍𝑘(𝑥), 𝑏(𝑥)]𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑖(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íîçíà÷íó ôóíêöiþ 𝑀(𝑥) = (𝑍1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥)) ∈
𝐶1(𝑄). Ç óìîâè (ii) òåîðåìè 7.3 âèïëèâà¹, ùî det𝑀(𝑥) ̸= 0. Ìà¹ìî

(𝑀(𝑥))−1𝑍 𝑖(𝑥) = 𝑒𝑖, îòæå,

(𝑀(𝑥))−1[𝑍𝑘(𝑥), 𝑎(𝑥)] + (𝑀(𝑥))−1[𝑍𝑘(𝑥), 𝑏(𝑥)]𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖=𝑘+1

𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢)𝑒𝑖,

çâiäêè îòðèìó¹ìî 𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢) = 𝜇1𝑘𝑖(𝑥) + 𝜇2𝑘𝑖(𝑥)𝑢, äå 𝜇
1
𝑘𝑗(𝑥), 𝜇

2
𝑘𝑗(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄), ùî

é äà¹ óìîâó (i) íàñëiäêó 7.1. �

Наслiдок 7.2. Афiнна система (7.21) локально вiдображується на

нестрогу систему з прямим зв’язком класу 𝐶1 в областi 𝑄 тодi i тiльки

тодi, коли iснують такi векторнi поля 𝑍1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), що:
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(i) для деяких функцiй 𝜇1𝑘𝑖(𝑥), 𝜇
2
𝑘𝑖(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄) виконано

[𝑍𝑘(𝑥), 𝑎(𝑥)]=
𝑛∑︁
𝑖=𝑘

𝜇1𝑘𝑖(𝑥)𝑍
𝑖(𝑥), [𝑍𝑘(𝑥), 𝑏(𝑥)]=

𝑛∑︁
𝑖=𝑘

𝜇2𝑘𝑖(𝑥)𝑍
𝑖(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) для кожного 𝑘=1, . . . , 𝑛 система (7.14) має розв’язок у класi 𝐶2(𝑄).

У цьому випадку система (7.10) також афiнна, тобто має вигляд

𝑦̇𝑘 = 𝜓1
𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) + 𝜓2

𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘)𝑢, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

7.1.2.2 Âiäîáðàæóâàíiñòü iç çàìiíîþ êåðóâàííÿ

Äàëi [𝑄]′𝑘 ïîçíà÷à¹ ïðîåêöiþ 𝑛+1-âèìiðíî¨ îáëàñòi𝑄 íà (𝑘+1)-âèìiðíèé

ïiäïðîñòið, ïîáóäîâàíèé çà ïåðøèìè 𝑘 i îñòàííiì êîîðäèíàòíèìè âåêòîðà-

ìè, òîáòî

[𝑄]′𝑘 = {𝑧 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑥𝑛+1) : 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) ∈ 𝑄}.

Означення 7.4. Ми кажемо, що система (7.12) локально вiдображу-

ється на систему з прямим зв’язком класу 𝐶1 в областi 𝑄 iз замiною

керування, якщо iснує замiна змiнних (7.13) i замiна керування

𝑣 = 𝑔(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄× R), 𝑔𝑢(𝑥, 𝑢) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑢 ∈ R, (7.22)

якi зводять систему (7.12) до вигляду

𝑦̇𝑘 = 𝜓𝑘(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘−1, 𝑣), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, (7.23)

де 𝜓𝑘 ∈ 𝐶1([𝐹 (𝑄 × R)]′𝑘−1), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, а вiдображення 𝐹 має вигляд

𝐹 (𝑥, 𝑢) = (𝐹 (𝑥), 𝑔(𝑥, 𝑢))T.

Зауваження 7.1. Означення 7.4 не передбачає, взагалi кажучи, що

𝑔(𝑥,R) = R. Це означає, що задача з необмеженим керуванням для вихi-

дної системи (7.12) може бути зведена до задачi з обмеженим керуван-

ням системи (7.23).
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Теорема 7.5. Система (7.12) локально вiдображується на систему

з прямим зв’язком класу 𝐶1 в областi 𝑄 iз замiною керування тодi i

тiльки тодi, коли iснують такi векторнi поля 𝑍1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄)

i функцiї 𝑍1
0(𝑥, 𝑢), . . . , 𝑍

𝑛
0 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶(𝑄× R), що:

(i) для деяких функцiй 𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶(𝑄× R) виконано

[𝑍𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] + 𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑘
0 (𝑥, 𝑢) =

𝑛∑︁
𝑖=𝑘+1

𝜇𝑘𝑖(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑖(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) для кожного 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 система (7.14) має розв’язок у класi

𝐶2(𝑄), а також система

𝜙𝑥(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑘(𝑥) + 𝜙𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑘
0 (𝑥, 𝑢) = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, (7.24)

має нетривiальний розв’язок у класi 𝐶1(𝑄× R).

Доведення. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé óìîâè òåîðåìè âèêîíàíi, i íåõàé 𝜙𝑘(𝑥) ∈
𝐶2(𝑄) � ðîçâ'ÿçêè (7.14), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, à 𝑔(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄 × R) � íåòðèâi-

àëüíèé ðîçâ'ÿçîê (7.24). Ðîçãëÿíåìî çàìiíó çìiííèõ 𝑦𝑘 = 𝐹𝑘(𝑥) = 𝜙𝑘(𝑥),

𝑘 = 1, . . . , 𝑛, ó ñèñòåìi (7.12). Ç óìîâè (ii) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (7.15), çâiäêè

îòðèìó¹ìî, ùî det𝐹𝑥(𝑥) ̸= 0 i rank{𝑍1(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥)} = 𝑛, 𝑥 ∈ 𝑄. Çîêðåìà,

äëÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (7.24) ìà¹ìî 𝑔𝑢(𝑥, 𝑢) ̸= 0 ïðè 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑢 ∈ R.
Òîäi

𝑦̇𝑘 = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Ïîêàæåìî, ùî 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢) ¹ ôóíêöi¹þ âiä 𝐹1(𝑥), . . . , 𝐹𝑘−1(𝑥) i 𝑔(𝑥, 𝑢). Ðîç-

ãëÿíåìî äîâiëüíi ôóíêöi¨ 𝑍𝑘
0 (𝑥, 𝑢, 𝜀), íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi ïî 𝑥, 𝑢 i

òàêi, ùî 𝑍𝑘
0 (𝑥, 𝑢, 𝜀) → 𝑍𝑘

0 (𝑥, 𝑢) ïðè 𝜀 → 0. Ïîçíà÷èìî 𝑧 = (𝑥, 𝑢) i ðîçãëÿ-

íåìî ¾ðîçøèðåíi¿ âåêòîðíi ïîëÿ

̃︀𝑓(𝑧) = (︃ 𝑓(𝑥, 𝑢)

0

)︃
, ̃︀𝑍𝑘(𝑧) =

(︃
𝑍𝑘(𝑥)

𝑍𝑘
0 (𝑥, 𝑢)

)︃
, ̃︀𝑍𝑘(𝑧, 𝜀) =

(︃
𝑍𝑘(𝑥)

𝑍𝑘
0 (𝑥, 𝑢, 𝜀)

)︃

i ôóíêöi¨ ̃︀𝜙𝑘(𝑧) = 𝜙𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Î÷åâèäíî, ìà¹ìî ̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑓(𝑧) =

𝜙𝑘𝑥𝑓(𝑥, 𝑢) i ̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀) = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥). Îñêiëüêè ̃︀𝜙𝑘(𝑧) ∈ 𝐶2(𝑄× R), òî

(̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑓(𝑧))𝑧 ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀) = ̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧)[ ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀), ̃︀𝑓(𝑧)] + (̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀))𝑧 ̃︀𝑓(𝑧). (7.25)
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Îñêiëüêè 𝜙𝑘(𝑥) � ðîçâ'ÿçîê (7.14), òî ̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀) = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑍
𝑗(𝑥) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

ïðè 𝑗 ≥ 𝑘, òîìó (̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀))𝑧 ̃︀𝑓(𝑧) = 0 ïðè 𝑗 ≥ 𝑘. Äàëi,

[ ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀), ̃︀𝑓(𝑧)] = (︃ [𝑍𝑗(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] + 𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑗
0(𝑥, 𝑢, 𝜀)

−(𝑍𝑗
0(𝑥, 𝑢, 𝜀))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢)

)︃
.

Îñêiëüêè ̃︀𝜙𝑘(𝑧) íå çàëåæèòü âiä 𝑢, ìà¹ìî
̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧)[ ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀), ̃︀𝑓(𝑧)] = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)

(︁
[𝑍𝑗(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] + 𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑗
0(𝑥, 𝑢, 𝜀)

)︁
.

Îòæå, ç (7.25) îòðèìó¹ìî

(̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑓(𝑧))𝑧 ̃︀𝑍𝑗(𝑧, 𝜀) = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)
(︁
[𝑍𝑗(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] + 𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑗
0(𝑥, 𝑢, 𝜀)

)︁
, 𝑗 ≥ 𝑘.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè 𝜀 → 0 i çàñòîñîâóþ÷è óìîâó (i) òåîðåìè 7.5,

îòðèìó¹ìî

(̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑓(𝑧))𝑧 ̃︀𝑍𝑗(𝑧) = 𝜙𝑘𝑥(𝑥)
(︁
[𝑍𝑗(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] + 𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑗
0(𝑥, 𝑢)

)︁
=

=
𝑛∑︁

𝑖=𝑗+1

𝜇𝑗𝑖(𝑥, 𝑢)𝜙
𝑘
𝑥(𝑥)𝑍

𝑖(𝑥) = 0 ïðè 𝑗 ≥ 𝑘.

Îòæå, ôóíêöiÿ 𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢) = ̃︀𝜙𝑘𝑧(𝑧) ̃︀𝑓(𝑧) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

̃︀𝜙𝑧(𝑧) ̃︀𝑍𝑗(𝑧) = 0, 𝑗 = 𝑘, . . . , 𝑛.

Öå � ñèñòåìà ç 𝑛 − 𝑘 + 1 ðiâíÿíü âiäíîñíî ôóíêöi¨ âiä 𝑛 + 1 íåâiäîìî-

ãî. ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, rank{𝑍𝑘(𝑥), . . . , 𝑍𝑛(𝑥)} = 𝑛 − 𝑘 + 1, à îòæå,

rank{ ̃︀𝑍𝑘(𝑧), . . . , ̃︀𝑍𝑛(𝑧)} = 𝑛 − 𝑘 + 1. Çà óìîâîþ (ii), öÿ ñèñòåìà ìà¹ 𝑘 íå-

çàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ 𝜙1(𝑥), . . . , 𝜙𝑘−1(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝑢) êëàñó 𝐶1, òîìó áóäü-ÿêèé

¨¨ ðîçâ'ÿçîê (êëàñó 𝐶1) ¹ ôóíêöi¹þ (êëàñó 𝐶1) âiä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Îòæå,

çíàéäåòüñÿ òàêà ôóíêöiÿ 𝜓𝑘 ∈ 𝐶1, ùî

𝜙𝑘𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝜓𝑘(𝜙
1(𝑥), . . . , 𝜙𝑘−1(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝑢)).

Òîáòî ïðè 𝑣 = 𝑔(𝑥, 𝑢) ñèñòåìà (7.12) ó íîâèõ çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä (7.23).
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Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ñèñòåìà (7.12) ëîêàëüíî âiäîáðàæó¹òüñÿ íà ñèñòåìó

(7.23) êëàñó 𝐶1 çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ (7.13) i çàìiíè êåðóâàííÿ

(7.22). Òîäi, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, 𝑓(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶1(𝑄× R) i

(𝐹𝑘(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝜓𝑘(𝐹1(𝑥), . . . , 𝐹𝑘−1(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝑢)), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Ïîçíà÷èìî

𝑍𝑘(𝑥) = (𝐹𝑥(𝑥))
−1𝑒𝑘 ∈ 𝐶1(𝑄), 𝜙𝑘(𝑥) = 𝐹𝑘(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

𝑍𝑘
0 (𝑥, 𝑢) = − 1

𝑔𝑢(𝑥,𝑢)
𝑔𝑥(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑘(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄× R).
(7.26)

Î÷åâèäíî, ùî ââåäåíi âåêòîðíi ïîëÿ i ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (ii)

òåîðåìè 7.5. Îñêiëüêè 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), òî, ç óðàõóâàííÿì (7.26), îòðèìó¹ìî

𝐹𝑥(𝑥)[𝑍
𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] = (𝐹𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍

𝑘(𝑥). (7.27)

Ðîçãëÿíåìî (𝐹𝑥(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥) =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝑒𝑗((𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥). Îñêiëüêè

(𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢) = 𝜓𝑗(𝐹1(𝑥), . . . , 𝐹𝑗−1(𝑥), 𝑔(𝑥, 𝑢)), (7.28)

òî, ïîçíà÷àþ÷è

𝜇𝑖𝑗(𝑥, 𝑢) =
𝜕𝜓𝑗(𝑦1, . . . , 𝑦𝑗−1, 𝑔(𝑥, 𝑢))

𝜕𝑦𝑖

⃒⃒
𝑦=𝐹 (𝑥)

∈ 𝐶(𝑄× R), 𝑖 = 1, . . . , 𝑗 − 1,

𝜇0𝑗(𝑥, 𝑢) =
𝜕𝜓𝑗(𝐹1(𝑥), . . . , 𝐹𝑗−1(𝑥), 𝑣)

𝜕𝑣

⃒⃒
𝑣=𝑔(𝑥,𝑢)

∈ 𝐶(𝑄× R),

i âðàõîâóþ÷è (7.26), îòðèìó¹ìî

((𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥) =

=

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑗(𝑥, 𝑢)(𝐹𝑖(𝑥))𝑥𝑍
𝑘(𝑥) + 𝜇0𝑗(𝑥, 𝑢)𝑔𝑥(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑘(𝑥) =

=

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑗(𝑥, 𝑢)𝛿𝑖𝑘 − 𝜇0𝑗(𝑥, 𝑢)𝑔𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑘
0 (𝑥, 𝑢).

Êðiì òîãî, ç (7.28) âèïëèâà¹, ùî (𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓𝑢(𝑥, 𝑢) = 𝜇0𝑗(𝑥, 𝑢)𝑔𝑢(𝑥, 𝑢), òîìó

((𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓(𝑥, 𝑢))𝑥𝑍
𝑘(𝑥)=

{︃
−(𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑘
0 (𝑥, 𝑢), 𝑗 ≤ 𝑘,

𝜇𝑘𝑗(𝑥, 𝑢)−(𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑘
0 (𝑥, 𝑢), 𝑗 ≥ 𝑘+1.
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Îòæå, ç (7.27) îòðèìó¹ìî

[𝑍𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥, 𝑢)] = (𝐹𝑥(𝑥))
−1

𝑛∑︁
𝑗=𝑘+1

𝑒𝑗 𝜇𝑘𝑗(𝑥, 𝑢)−

−
𝑛∑︁
𝑗=1

(𝐹𝑥(𝑥))
−1𝑒𝑗(𝐹𝑗(𝑥))𝑥𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑘
0 (𝑥, 𝑢) =

=
𝑛∑︁

𝑗=𝑘+1

𝜇𝑘𝑗(𝑥, 𝑢)𝑍
𝑗(𝑥)− 𝑓𝑢(𝑥, 𝑢)𝑍

𝑘
0 (𝑥, 𝑢),

ùî çáiãà¹òüñÿ ç (i). �

7.2 Оптимальнi за швидкодiєю керування для одного

класу систем спецiального вигляду

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à øâèäêîäi¨ äëÿ îäíîãî êëàñó

ñèñòåì ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Îòðèìàíèé îïèñ ìíîæèíè ìîæëèâèõ îïòè-

ìàëüíèõ êåðóâàíü. Íàâåäåíî êîíêðåòíèé ïðèêëàä ïîâíîãî àíàëiòè÷íîãî

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i øâèäêîäi¨ äëÿ îäíî¨ ñóòò¹âî íåëiíiéíî¨ òðèâèìiðíî¨ ñè-

ñòåìè. Ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíî â ðîáîòàõ [142, 84].

7.2.1 Çàãàëüíèé âèãëÿä îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì âèãëÿäó

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇𝑖 = 𝑃𝑖(𝑥1), 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, 𝑃2(0) = · · · = 𝑃𝑛(0) = 0, (7.29)

|𝑢(𝑡)| ≤ 1, 𝑡 ∈ [0, 𝜃], 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0, 𝜃 → min, (7.30)

äå 𝑃2(𝑧), . . . , 𝑃𝑛(𝑧) � äiéñíî-àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨ â îêîëi íóëÿ â R.
Çàôiêñó¹ìî ïî÷àòêîâó òî÷êó 𝑥0 ̸= 0 ç îêîëó íóëÿ i ïðèïóñòèìî, ùî ̂︀𝜃 > 0

� îïòèìàëüíèé ÷àñ i ̂︀𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃] � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó çàäà÷i (7.29),

(7.30); íåõàé ̂︀𝑥(𝑡) = (̂︀𝑥1(𝑡), . . . , ̂︀𝑥𝑛(𝑡)) � âiäïîâiäíà îïòèìàëüíà òðà¹êòîðiÿ

i ̂︀𝑥1(𝑡) ∈ [−𝛼, 𝛼], 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃]. Çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà:
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ââåäåìî 𝐻 = 𝜓1𝑢+
∑︀𝑛

𝑖=2 𝜓𝑖𝑃𝑖(𝑥1) i ðîçãëÿíåìî ñïðÿæåíó ñèñòåìó

𝜓̇1 = −
𝑛∑︁
𝑖=2

𝜓𝑖𝑃
′
𝑖 (̂︀𝑥1(𝑡)), 𝜓̇2 = 0, . . . , 𝜓̇𝑛 = 0, (7.31)

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî 𝜓2(𝑡), . . . , 𝜓𝑛(𝑡) ¹ ñòàëèìè, 𝜓𝑘(𝑡) = 𝜓𝑘, 𝑘 = 2, . . . , 𝑛.

Çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó, iñíó¹ 𝜓0 ≤ 0 i íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(7.31), äëÿ ÿêèõ

̂︀𝑢(𝑡) = sign(𝜓1(𝑡)) a. e. for all 𝑡 such that 𝜓1(𝑡) ̸= 0, (7.32)

𝜓0 + 𝜓1(𝑡)̂︀𝑢(𝑡) + 𝑛∑︁
𝑖=2

𝜓𝑖𝑃𝑖(̂︀𝑥1(𝑡)) = 0, 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃]. (7.33)

Îñêiëüêè 𝜓(𝑡) = (𝜓1(𝑡), 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛) íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ìà¹ìî

(𝜓1(𝑡))
2 + 𝜓2

2 + . . .+ 𝜓2
𝑛 > 0, 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃], (7.34)

à îòæå, ç (7.32), (7.33) îòðèìó¹ìî

𝜓2
0 + 𝜓2

2 + . . .+ 𝜓2
𝑛 > 0. (7.35)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

𝑃 (𝑧) = −𝜓0 −
𝑛∑︁
𝑖=2

𝜓𝑖𝑃𝑖(𝑧), 𝑧 ∈ [−𝛼, 𝛼]; (7.36)

çàóâàæèìî, ùî êîåôiöi¹íòè 𝜓0, 𝜓2, . . . , 𝜓𝑛 âèçíà÷àþòüñÿ íå òiëüêè çà ïî÷à-

òêîâîþ òî÷êîþ 𝑥0, àëå i çà îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì ̂︀𝑢(𝑡).
Îòæå, ç (7.32), (7.33) âèïëèâà¹, ùî

|𝜓1(𝑡)| = 𝑃 (̂︀𝑥1(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃]. (7.37)

Îñêiëüêè 𝑃2(𝑧), . . . , 𝑃𝑛(𝑧) ëiíiéíî íåçàëåæíi i 𝑃2(0) = · · · = 𝑃𝑛(0) = 0, ç

íåðiâíîñòi (7.35) îòðèìó¹ìî, ùî 𝑃 (𝑧) íå ¹ òîòîæíèì íóëåì. Çàçíà÷èìî, ùî̂︀𝑥1(𝑡) íàëåæèòü çâ'ÿçíié êîìïîíåíòi ìíîæèíè {𝑧 : 𝑃 (𝑧) ≥ 0}, ùî ìiñòèòü
òî÷êó 𝑧 = 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêå 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃], äëÿ ÿêîãî 𝜓1(𝑡) = 0, òîäi ç (7.34)

ìà¹ìî

𝜓2
2 + . . .+ 𝜓2

𝑛 > 0.
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Ó öüîìó âèïàäêó 𝑃 (𝑧) íå ¹ òîòîæíîþ êîíñòàíòîþ, òîáòî ¨¨ ïîõiäíà 𝑃 ′(𝑧)

íå ¹ òîòîæíèì íóëåì.

Âiäçíà÷èìî ìàéæå î÷åâèäíó âëàñòèâiñòü îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

ÿêùî 𝜓1(𝑡) ≡ 0 íà äåÿêîìó âiäðiçêó 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], äå 0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 ≤ ̂︀𝜃, òî̂︀𝑢(𝑡) = 0 ïðè 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]. Ñïðàâäi, ç (7.37) âèïëèâà¹, ùî ̂︀𝑥1(𝑡) � êîðiíü

ôóíêöi¨ 𝑃 (𝑧) äëÿ äîâiëüíîãî 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]. Îñêiëüêè ̂︀𝑥1(𝑡) íåïåðåðâíà, âîíà
òîòîæíî äîðiâíþ¹ îäíîìó ç öèõ êîðåíiâ ïðè 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], òîáòî ̂︀𝑥1(𝑡) ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,

çâiäêè ̂︀𝑢(𝑡) = ̂̇︀𝑥1(𝑡) ≡ 0 ïðè 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2].

Лема 7.2. Нехай 𝜓1(𝑡) = 0, де 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃]. Тодi iснує 𝜀 > 0, для якого

sign(𝜓1(𝑡)) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при всiх 𝑡 ∈ (𝑡−𝜀, 𝑡) (якщо 𝑡 > 0) i при всiх 𝑡 ∈ (𝑡, 𝑡+𝜀)

(якщо 𝑡 < ̂︀𝜃).
Доведення. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: íàïðèêëàä, íåõàé äëÿ äîâiëüíîãî

𝜀 > 0 ôóíêöiÿ 𝜓1(𝑡) çìiíþ¹ çíàê íà (𝑡, 𝑡 + 𝜀), òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî 𝜀 > 0

iñíóþòü òî÷êè 𝑡1, 𝑡2 ∈ (𝑡, 𝑡+ 𝜀), äëÿ ÿêèõ 𝜓(𝑡1) = 0 i 𝜓(𝑡2) ̸= 0. Òîäi iñíóþòü

òàêi ïîñëiäîâíîñòi 𝑡′𝑘 → +𝑡 i 𝑡′′𝑘 → +𝑡, ùî 𝑡′𝑘 < 𝑡′′𝑘, 𝜓1(𝑡
′
𝑘) = 𝜓1(𝑡

′′
𝑘) = 0, àëå

𝜓1(𝑡) ̸= 0 ïðè 𝑡 ∈ (𝑡′𝑘, 𝑡
′′
𝑘), 𝑘 ≥ 1.

Îñêiëüêè 𝜓1(𝑡) ̸= 0 ïðè 𝑡 ∈ (𝑡′𝑘, 𝑡
′′
𝑘), îòðèìó¹ìî, ùî |̂̇︀𝑥1(𝑡)| = |̂︀𝑢(𝑡)| = 1

ïðè 𝑡 ∈ (𝑡′𝑘, 𝑡
′′
𝑘), à îòæå, |̂︀𝑥1(𝑡′𝑘) − ̂︀𝑥1(𝑡′′𝑘)| = 𝑡′′𝑘 − 𝑡′𝑘, òîáòî ̂︀𝑥1(𝑡′𝑘) i ̂︀𝑥1(𝑡′′𝑘) �

рiзнi òî÷êè, i âiäñòàíü ìiæ ïàðàìè òî÷îê ̂︀𝑥1(𝑡′𝑘) i ̂︀𝑥1(𝑡′′𝑘) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè
𝑘 → ∞. À îñêiëüêè 𝜓1(𝑡

′
𝑘) = 𝜓1(𝑡

′′
𝑘) = 0, òî ̂︀𝑥1(𝑡′𝑘) i ̂︀𝑥1(𝑡′′𝑘) � ðiçíi êîðåíi

ôóíêöi¨ 𝑃1(𝑧), ùî ñóïåðå÷èòü ¨¨ àíàëiòè÷íîñòi. �

Ç ëåìè 7.2 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ 𝜓1(𝑡) ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü êîðåíiâ

íà âiäðiçêó [0, ̂︀𝜃], ïðè÷îìó
̂︀𝑢(𝑡) = sign(𝜓1(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃] ì. â., (7.38)

äå ââàæà¹òüñÿ ùî sign(0) = 0. Îòæå, îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Теорема 7.6. Оптимальне керування ̂︀𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, ̂︀𝜃] у задачi швид-

кодiї (7.29), (7.30) є кусково-сталим, набуває значень −1, 0, +1 i має

скiнченну кiлькiсть перемикань.
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Íåõàé 0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝑁 < ̂︀𝜃 � òî÷êè ïåðåìèêàíü ̂︀𝑢(𝑡) (ç îäíîãî çi

çíà÷åíü−1, 0,+1 íà ÿêåñü iíøå). ßê ïîêàçàíî âèùå, ̂︀𝑥1(𝑡𝑖)� êîðåíi ôóíêöi¨

𝑃 (𝑧). Ïðèïóñòèìî, ùî ̂︀𝑢(𝑡) ≡ 0 ïðè 𝑡 ∈ (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1), òîäi ̂︀𝑥1(𝑡) ≡ ̂︀𝑥1(𝑡𝑖) ïðè
𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1]. Ç (7.38) âèïëèâà¹, ùî 𝜓1(𝑡) ≡ 0, à òîäi (7.31) îçíà÷à¹, ùî

𝜓̇1(𝑡) = −𝑃 ′(̂︀𝑥1(𝑡)) ≡ 0, òîáòî ̂︀𝑥1(𝑡𝑖) � êîðiíü ôóíêöi¨ 𝑃 ′(𝑧). Öå îçíà÷à¹,

ùî ̂︀𝑥1(𝑡𝑖) � êðàòíèé êîðiíü ôóíêöi¨ 𝑃 (𝑧).

Iíøèìè ñëîâàìè, îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ̂︀𝑢(𝑡) i ïåðøà êîìïîíåíòà îïòè-
ìàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ ̂︀𝑥1(𝑡) ïîâ'ÿçàíi òàêèì ÷èíîì: êåðóâàííÿ ìà¹ ïåðåìèêà-

ííÿ ó òàêi ìîìåíòè ÷àñó 𝑡𝑖, äëÿ ÿêèõ ̂︀𝑥1(𝑡𝑖) ¹ êîðåíåì ôóíêöi¨ 𝑃 (𝑧); îïòè-

ìàëüíå êåðóâàííÿ ïåðåìèêà¹òüñÿ íà çíà÷åííÿ 0 òiëüêè ó òàêi ìîìåíòè ÷àñó

𝑡𝑖, äëÿ ÿêèõ ̂︀𝑥1(𝑡𝑖) ¹ êðàòíèì êîðåíåì ôóíêöi¨ 𝑃 (𝑧) (òîäi ̂︀𝑥1(𝑡) ¹ ñòàëîþ íà

iíòåðâàëi (𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1)).

Òåïåð îáãîâîðèìî ìîæëèâó êiëüêiñòü ïåðåìèêàíü.

Íàãàäà¹ìî, ùî ̂︀𝑥1(𝑡) � íåïåðåðâíà êóñêîâî-ëiíiéíà ôóíêöiÿ. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî iñíóþòü òðè ìîìåíòè ÷àñó 0 < 𝑡1 < 𝑡1 + 𝛿1 < 𝑡1 + 𝛿1 + 𝛿2 < ̂︀𝜃, ÿêi
не є точками перемикання îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ̂︀𝑢(𝑡), àëå äëÿ ÿêèõ̂︀𝑥1(𝑡1) = ̂︀𝑥1(𝑡1 + 𝛿1) = ̂︀𝑥1(𝑡1 + 𝛿1 + 𝛿2). Ðîçãëÿíåìî òîäi òàêå êåðóâàííÿ:

̃︀𝑢(𝑡) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
̂︀𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1),̂︀𝑢(𝑡+ 𝛿1), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡1 + 𝛿2),̂︀𝑢(𝑡− 𝛿2), 𝑡 ∈ [𝑡1 + 𝛿2, 𝑡1 + 𝛿1 + 𝛿2),̂︀𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1 + 𝛿1 + 𝛿2, ̂︀𝜃],

(7.39)

i íåõàé ̃︀𝑥1(𝑡) � âiäïîâiäíà òðà¹êòîðiÿ. Ç âèãëÿäó ñèñòåìè (7.29) âèïëèâà¹,

ùî êåðóâàííÿ ̃︀𝑢(𝑡) ïåðåâîäèòü òî÷êó 𝑥0 â 0 çà òîé ñàìèé ÷àñ, ùî i êåðóâàí-
íÿ ̂︀𝑢(𝑡), òîáòî âîíî òåæ ¹ îïòèìàëüíèì. Öå îçíà÷à¹, ùî ̃︀𝑥1(𝑡1) � (ïðîñòèé)

êîðiíü ôóíêöi¨ 𝑃 (𝑧). Îñêiëüêè òðè âêàçàíi ìîìåíòè ÷àñó íå ¹ òî÷êàìè ïå-

ðåìèêàííÿ êåðóâàííÿ ̂︀𝑢(𝑡), òî â îêîëi êîæíî¨ ç íèõ ̂︀𝑥1(𝑡) ðîñòå àáî ñïàäà¹ ç
îäíàêîâîþ øâèäêiñòþ 1, òîáòî äëÿ äåÿêîãî 𝜀 > 0 äëÿ âñiõ 𝜏1 ∈ (𝑡1−𝜀, 𝑡1−𝜀)
êåðóâàííÿ, ïîáóäîâàíå çà ôîðìóëîþ (7.39) (ç 𝜏1 çàìiñòü 𝑡1) òåæ îïòèìàëüíå.

Çàóâàæèìî, ùî çà ïîáóäîâîþ ̃︀𝑥1(𝜏1) = ̂︀𝑥1(𝜏1); öå îçíà÷à¹, ùî íåñêií÷åííà
êiëüêiñòü рiзних ̂︀𝑥1(𝜏1) ¹ êîðåíÿìè ôóíêöi¨ 𝑃 (𝑧), ùî íåìîæëèâå.
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Àíàëîãi÷íå ìiðêóâàííÿ ìîæëèâå i äëÿ âèïàäêó 𝑡1 = 0, 𝑡1+ 𝛿1+ 𝛿2 < ̂︀𝜃, i
äëÿ âèïàäêó 𝑡1 > 0, 𝑡1+𝛿1+𝛿2 = ̂︀𝜃. Îòæå, ÿêùî äåÿêå êåðóâàííÿ ïåðåâîäèòü
òî÷êó 𝑥0 äî íóëÿ âçäîâæ òðà¹êòîði¨ 𝑥(𝑡), ïðè÷îìó 𝑥1(𝑡) íàáóâà¹ ÿêîãîñü

çíà÷åííÿ õî÷à á òðè÷i (çà âèêëþ÷åííÿì âèïàäêó, êîëè 𝑥1(𝑡) = 𝑥01 = 0), òî

òàêå êåðóâàííÿ íå ¹ îïòèìàëüíèì. Ó âêàçàíîìó îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè

𝑥1(𝑡) = 𝑥01 = 0, çíà÷åííÿ 0 ìîæå íàáóâàòèñÿ òðè÷i.

Êðiì òîãî, ðîçãëÿäàþ÷è ïåðåòâîðåííÿ êåðóâàíü âèãëÿäó (7.39), äëÿ

áóäü-ÿêîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ìîæíà ïîáóäóâàòè òàêå îïòèìàëüíå

êåðóâàííÿ, äëÿ ÿêîãî ïðîìiæêè, äå ̂︀𝑥1(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ëåæàòü ìiæ òî÷êàìè

åêñòðåìóìiâ ̂︀𝑥1(𝑡) (ïðè÷îìó ̂︀𝑥1(𝑡) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ìàêñèìóìó i îäíîãî
ìiíiìóìó).

Îïèñàíi âëàñòèâîñòi äîçâîëÿþòü îáìåæèòè êiëüêiñòü ïåðåìèêàíü îïòè-

ìàëüíèõ êåðóâàíü i óòî÷íèòè ¨õ âèãëÿä.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó çàãàëüíî¨ ñèñòåìè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ìî-

æå áóòè äîñèòü ñêëàäíèì: íàïðèêëàä, ìîæå ìàòè íåñêií÷åííó êiëüêiñòü

ïåðåìèêàíü, ùî áóëî âèÿâëåíî À. Ôóëåðîì [74]; âiäïîâiäíi ïðèêëàäè äå-

òàëüíî âèâ÷åíi ó ðîáîòàõ [11, 111, 122].

Îäíîðiäíi ñèñòåìè (7.29), ÿêi ¹ îäíîðiäíèìè àïðîêñèìàöiÿìè, ìàþòü

âèãëÿä

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑟𝑖1 , 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, (7.40)

äå 1 ≤ 𝑟2 < · · · < 𝑟𝑛 � öiëi ÷èñëà. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà (2.25)

ìà¹ îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ (7.40) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(i) Lin{𝑏(0, 0)}+ Lin{ad𝑘𝑅𝑏
𝑅𝑎𝐸(𝑥)|𝑡=0,𝑥=0}∞𝑘=1 = R𝑛,

(ii) [ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏, · · · [ad

𝑚𝑗−1

𝑅𝑎
𝑅𝑏, ad

𝑚𝑗

𝑅𝑎
𝑅𝑏]]𝐸(𝑥)|𝑡=0,𝑥=0 ∈

∈ Lin{𝑏(0, 0)}+ Lin{ad𝑘𝑅𝑏
𝑅𝑎𝐸(𝑥)|𝑡=0,𝑥=0}𝑚−2

𝑘=1 ,

äå 𝑚1 + · · · + 𝑚𝑗 + 𝑗 = 𝑚, äëÿ áóäü-ÿêèõ 𝑗 ≥ 2, 𝑚1 + · · · + 𝑚𝑗 ≥ 2.

Âêàçàíi óìîâè íàãàäóþòü óìîâè òåîðåìè 1.2, òîìó â ðîáîòi [142] ñèñòåìè

(7.29) íàçâàíi ¾ñïðÿæåíèìè äî ëiíiéíèõ¿.

Äëÿ äåÿêèõ òðèâèìiðíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì ïåâíèé îïèñ îïòèìàëüíèõ çà

øâèäêîäi¹þ êåðóâàíü áóâ îäåðæàíèé ó ðîáîòàõ [54, 55, 121], àëå âè÷åðïíîãî
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ðîçâ'ÿçêó îòðèìàíî íå áóëî. Äëÿ ñèñòåìè

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥1, 𝑥̇3 = 𝑥21

ó ðîáîòi [129] çàäà÷à îïòèìàëüíî¨ øâèäêîäi¨ áóëà ðîçâ'ÿçàíà áåç âèêîðè-

ñòàííÿ çàçíà÷åíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ, àëå öåé àíàëiç âèÿâèâñÿ äîñèòü ãðî-

ìiçäêèì. Ó íàñòóïíîìó ïiäïóíêòi îòðèìàíèé ÿâíèé îïèñ îïòèìàëüíèõ çà

øâèäêîäi¹þ êåðóâàíü äëÿ iíøî¨, áiëüø ñêëàäíî¨ òðèâèìiðíî¨ ñèñòåìè.

7.2.2 Ïðèêëàä

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ ñèñòåìè

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥1, 𝑥̇3 = 𝑥31. (7.41)

Ôóíêöiÿ (7.36) ìà¹ âèãëÿä 𝑃 (𝑧) = −𝜓0 − 𝜓2𝑧 − 𝜓3𝑧
3, îòæå, âîíà ìà¹ íå

áiëüøå òðüîõ ïðîñòèõ êîðåíiâ àáî íå áiëüøå îäíîãî êðàòíîãî i îäíîãî ïðî-

ñòîãî êîðåíÿ. Êðiì òîãî, ÿêùî 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 � ¨¨ êîðåíi (ìîæëèâî, êðàòíi), òî

𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 = 0.

Íà ðèñ. 7.1 ïîêàçàíi ÷îòèðè ìîæëèâi òèïè 𝑃 (𝑧), äëÿ ÿêèõ îïòèìàëüíi

êåðóâàííÿ ìîæóòü ìàòè ùîíàéìåíøå äâà ïåðåìèêàííÿ (êåðóâàííÿ ç îäíèì

ïåðåìèêàííÿì àáî áåç ïåðåìèêàíü ¹ îïòèìàëüíèìè, àëå ¨õ ìîæíà ââàæàòè

÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè i íå ðîçãëÿäàòè îêðåìî).

Ðèñ. 7.1 � ×îòèðè ìîæëèâi òèïè ôóíêöi¨ 𝐹 (𝑧)

Íåõàé 𝑥01 > 0 (çàâäÿêè ñèìåòði¨ âèïàäîê 𝑥01 < 0 ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íèé).

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî êåðóâàííÿ ç ïðèíàéìíi äâîìà ïåðåìèêàííÿìè, ñó-

ìiñíi ç âèìîãàìè, âêàçàíèìè âèùå, ðîçáèâàþòüñÿ íà 8 âèäiâ, íàâåäåíèõ íà

ðèñ. 7.2. (ßêùî êåðóâàííÿ çàäà¹òüñÿ ÷îòèðìà ïàðàìåòðàìè, ìiæ íèìè âè-

íèêà¹ çâ'ÿçîê.)
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Âèïàäîê 1 Âèïàäîê 2 Âèïàäîê 3 Âèïàäîê 4

Âèïàäîê 5 Âèïàäîê 6 Âèïàäîê 7 Âèïàäîê 8

Ðèñ. 7.2 � Ìîæëèâi âèäè ̂︀𝑥1(𝑡)
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ çíàõîäæåííÿ îáëàñòi òî÷îê, äëÿ ÿêèõ òå ÷è iíøå

êåðóâàííÿ ïðèïóñòèìå, äîñòàòíüî ðîçâ'ÿçóâàòè ëiíiéíi àáî êâàäðàòíi ðiâíÿ-

ííÿ. Äåÿêi ç óêàçàíèõ îáëàñòåé ïåðåòèíàþòüñÿ (ïî äâi), i íà ¨õ ïåðåòèíi äâà

êåðóâàííÿ, ñóìiñíèõ ç âèìîãàìè, ¹ ïðèïóñòèìèìè. Àëå ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

îáèäâà âîíè ¹ îïòèìàëüíèìè ëèøå íà äåÿêèõ ïîâåðõíÿõ.

Äåòàëüíå äîñëiäæåííÿ íàâåäåíå ó ðîáîòi [84]. Íà ðèñ. 7.3 i 7.4 íàâåäåíèé

îñòàòî÷íèé âèãëÿä îáëàñòåé, ó ÿêèõ êåðóâàííÿ ç ðèñ. 7.2 ¹ îïòèìàëüíèìè:

íà ðèñ. 7.3 ïîêàçàíèé ïåðåòèí öèõ îáëàñòåé ç ïëîùèíîþ 𝑥1 = 1, à íà ðèñ. 7.4

� ç ïëîùèíîþ 𝑥1 = 0. Çàçíà÷èìî, ùî çàâäÿêè îäíîðiäíîñòi i ñèìåòðè÷íî-

ñòi äëÿ îòðèìàííÿ âiäïîâiäíîãî ïåðåòèíó ïðè äîâiëüíîìó 𝑥1 > 0 ðèñ. 7.3

òðåáà ðîçòÿãíóòè ó 𝑥21 ðàçiâ ó ãîðèçîíòàëüíîìó íàïðÿìêó i ó 𝑥
4
1 ðàçiâ ó âåð-

òèêàëüíîìó, à ïðè äîâiëüíîìó 𝑥1 < 0 � âiääçåðêàëèòè âiäíîñíî ïî÷àòêó

êîîðäèíàò.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â îá'¹äíàííi îáëàñòåé, ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì

1,2,7,8, à òàêîæ â îá'¹äíàííi îáëàñòåé, ùî âiäïîâiäàþòü âèïàäêàì 3,4,5,6,

îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ¹äèíå. Îòæå, ç òåîðåìè 5.3 i

íàñëiäêó 5.5 âèïëèâà¹, ùî ó êîæíîìó ç öèõ îá'¹äíàíü ñèñòåìà (7.41) ó ñåíñi

øâèäêîäi¨ íàáëèæà¹ áóäü-ÿêó ñèñòåìó

𝑥̇1 = 𝑢, 𝑥̇2 = 𝑥1 + 𝑝2(𝑥1), 𝑥̇3 = 𝑥31 + 𝑝3(𝑥1), (7.42)

äå 𝑝2 � ïîëiíîì ñòåïåíÿ íå íèæ÷å 2, à äå 𝑝3 � ïîëiíîì ñòåïåíÿ íå íèæ÷å 4.

Òîáòî îïòèìàëüíi êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè (7.42) ìîæóòü ìàòè áàãàòî ïåðå-
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Ðèñ. 7.3 � Îïòèìàëüíi êåðó-

âàííÿ íà ïëîùèíi 𝑥1 = 1

Ðèñ. 7.4 � Îïòèìàëüíi êåðó-

âàííÿ íà ïëîùèíi 𝑥1 = 0

ìèêàíü, àëå ïðè 𝑥0 → 0 âîíè íàáëèæàþòüñÿ (ó ñåíñi (5.18)) êåðóâàííÿìè

îäíîãî çi âêàçàíèõ âèùå 8 âèäiâ.

Íàâåäåìî ïðèêëàä êîíêðåòíî¨ òî÷êè, äëÿ ÿêî¨ iñíóþòü äâà îïòèìàëüíèõ

êåðóâàííÿ. Íåõàé 𝑥01 = 1, 𝑥02 = −8.

Ðèñ. 7.5 � Äâi îïòèìàëüíi òðà¹êòîði¨ äëÿ òî÷êè 𝑥0 = (1,−8,−1.879)

ßê ïîêàçàíî â ðîáîòi [84], äëÿ çíàõîäæåííÿ 𝑥03 òðåáà ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿ-

ííÿ √︁
−375
2+8𝑧 +

2
3 =

34+
√
271−72𝑧√

2(17+
√
271−72𝑧)

âiäíîñíî 𝑧 íà ïðîìiæêó [−15
4 ,−

1
4) (äå iñíó¹ ¹äèíèé êîðiíü). Îòðèìó¹ìî

𝑥03 ≈ −1.879. Êîìïîíåíòè òðà¹êòîðié, ùî âiäïîâiäàþòü äâîì îïòèìàëüíèì
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êåðóâàííÿì, çîáðàæåíi íà ðèñ. 7.5. Îïòèìàëüíèé ÷àñ äîðiâíþ¹ ̂︀𝜃 ≈ 17.092.

Висновки до роздiлу 7

Ó ðîçäiëi 7 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó âiäîáðàæóâàíîñòi êåðîâàíèõ ñèñòåì êëàñó

𝐶1 íà ëiíiéíi ñèñòåìè i íà ñèñòåìè îäíîãî ñïåöiàëüíîãî êëàñó (ñèñòåìè ç

ïðÿìèì çâ'ÿçêîì).

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ëiíåàðèçîâíîñòi äîáðå âiäîìèé ó êëàñi 𝐶∞. Äëÿ ñèñòåì

êëàñó 𝐶1 âiäïðàâíîþ òî÷êîþ áóëà òåîðåìà Â. I. Êîðîáîâà ïðî âiäîáðàæó-

âàíiñòü òðèêóòíèõ ñèñòåì íà ëiíiéíi. Ó ðîçäiëi 7 îòðèìàíi êðèòåði¨ ëiíåðè-

çîâíîñòi ç çàìiíîþ êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåì ç áàãàòîâèìiðíèì êåðóâàííÿì, à

òàêîæ êðèòåðié âiäîáðàæóâàíîñòi íà ñèñòåìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì.

Êðiì òîãî, ðîçãëÿíóòà çàäà÷à øâèäêîäi¨ äëÿ îäíîãî ñïåöiàëüíîãî êëàñó

íåëiíiéíèõ ñèñòåì i îòðèìàíèé ïîâíèé îïèñ óñiõ ìîæëèâèõ îïòèìàëüíèõ

êåðóâàíü.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [143, 15, 142, 144, 84].



ВИСНОВКИ

Ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíî i ðîçâèíóòî ìåòîäè àíàëiçó íåëiíiéíèõ

êåðîâàíèõ ñèñòåì, îñíîâàíi íà çîáðàæåííi ñèñòåìè ó âèãëÿäi ðÿäó åëåìåíòiâ

âiëüíî¨ àëãåáðè i äîñëiäæåííi ñòðóêòóð ó öié âiëüíié àëãåáði, ÿêi ïîðîäæó¹

ñèñòåìà.

Äåòàëüíiøå, ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòî äâi çàäà÷i: çàäà÷ó Êîøi äëÿ íåëiíié-

íèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, i çàäà÷ó ïîòðàïëÿííÿ â òî-

÷êó ñïîêîþ äëÿ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì. Äëÿ

ïåðøî¨ ç öèõ çàäà÷ ðîçãëÿíóòå ðîçâèíåííÿ âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü òðà¹êòî-

ði¨ â ðÿä iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ, à äëÿ äðóãî¨ � ðîçâèíåííÿ âiäîáðàæåííÿ äî

ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ â ðÿä íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ (â îáîõ âèïàäêàõ

ðîçãëÿäàþòüñÿ äiéñíî-àíàëiòè÷íi ñèñòåìè). Êîåôiöi¹íòè ðÿäiâ ¹ ñòàëèìè

âåêòîðàìè, ÿêi ìiñòÿòü ó ñîái âñþ iíôîðìàöiþ ùîäî êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè, à

ôóíêöiîíàëè � iòåðîâàíi iíòåãðàëè àáî íåëiíiéíi ñòåïåíåâi ìîìåíòè � íå

çàëåæàòü âiä ñèñòåìè i óòâîðþþòü âiëüíó ãðàäóéîâàíó àñîöiàòèâíó àëãå-

áðó (ìè ïîçíà÷à¹ìî ¨¨ ℱ ó âèïàäêó iòåðîâàíèõ iíòåãðàëiâ i 𝒜 ó âèïàäêó

íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ).

Îäíà ç îñíîâíèõ iäåé íàïðÿìêó, ùî ðîçâèâà¹òüñÿ, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá

ðîçãëÿäàòè öi ðÿäè çàìiñòü ñèñòåì, àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê ðÿä Òåéëîðà ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ çàìiñòü äiéñíî-àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨. Çîêðåìà, çàìiíè çìiííèõ ó

ñèñòåìi çâîäÿòüñÿ äî ïåðåòâîðåííÿ ðÿäiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü îïåðàöi¨ òàñóþ-

÷îãî äîáóòêó ó âiäïîâiäíié àëãåáði, à ãðàäóþâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ îáìåæåí-

íÿìè íà êåðóâàííÿ. Êîåôiöi¹íòè ðÿäó ïîðîäæóþòü ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ ç

àëãåáðè äî R𝑛, ÿêå, ó ñâîþ ÷åðãó, iíäóêó¹ ïåâíi ñòðóêòóðè â àëãåáði. Çîêðå-

ìà, åëåìåíòàì âiëüíî¨ àëãåáðè Ëi ℒ (â ℱ àáî 𝒜) âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ

äóæîê Ëi ó ïî÷àòêîâié àáî êiíöåâié òî÷öi.

Ó ðîçäiëi 3 ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàãàëüíà àëãåáðà¨÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i. À

ñàìå, ðîçãëÿäà¹òüñÿ àáñòðàêòíà âiëüíà àñîöiàòèâíà ãðàäóéîâàíà àëãåáðà

A, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ñêií÷åííîþ àáî ç÷èñëåííîþ ìíîæèíîþ ëiòåð, i âè-
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â÷àþòüñÿ ðÿäè çi ñòàëèìè âåêòîðíèìè êîåôiöi¹íòàìè åëåìåíòiâ ç A, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi óìîâè, ùî âiäïîâiäàþòü óìîâàì ðåàëiçîâíîñòi öèõ ðÿ-

äiâ ÿê ïîâíiñòþ íåãîëîíîìíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì (áåç óðàõóâàííÿ âèìîãè

äiéñíî¨ àíàëiòè÷íîñòi). Êîæíèé òàêèé ðÿä îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹ ëiíiéíå âiä-

îáðàæåííÿ 𝑔 : A → R𝑛. Öåíòðàëüíèìè îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹ ââåäåíà

ó äèñåðòàöi¨ ÿäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi L𝑔 i îäíîñòîðîííié iäåàë J𝑔, ÿêi ïîðî-

äæóþòüñÿ âiäîáðàæåííÿì 𝑔. ßäåðíà ïiäàëãåáðà Ëi âèçíà÷à¹òüñÿ ëiíiéíèìè

çàëåæíîñòÿìè ìiæ îáðàçàìè 𝑔(ℓ) åëåìåíòiâ ℓ ∈ L âiëüíî¨ àëãåáðè Ëi, ÿêà

ïîðîäæó¹òüñÿ òèìè ñàìèìè ëiòåðàìè, ùî é A. Ïîêàçàíî, ùî ÿäåðíi ïiä-

àëãåáðè Ëi � öå (âñi) ãðàäóéîâàíi ïiäàëãåáðè Ëi â L êîâèìiðíîñòi 𝑛. Äëÿ

âêàçàíî¨ àáñòðàêòíî¨ ïîñòàíîâêè ñôîðìóëüîâàíî i ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó îäíî-

ðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ðÿäó; çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî äâà ðÿäè ìàþòü îäíó é òó

ñàìó îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ÿäåðíi ïiäàëãåáðè

Ëi çáiãàþòüñÿ.

Ó ðîçäiëàõ 4 i 5 öi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ äî íåëiíiéíèõ êåðîâà-

íèõ ñèñòåì, ëiíiéíèõ i àôiííèõ çà êåðóâàííÿì. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ÿäåðíî¨

ïiäàëãåáðè Ëi i îäíîñòîðîííüîãî iäåàëó, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ âiäïîâiäíîþ ñè-

ñòåìîþ; âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ëiíiéíèìè çàëåæíîñòÿìè äóæîê Ëi âåêòîðíèõ

ïîëiâ ó ïî÷àòêîâié àáî êiíöåâié òî÷öi i ¹ êîîðäèíàòíî íåçàëåæíèìè. Ïî-

êàçàíî, ùî ñàìå ÿäåðíi ïiäàëãåáðè Ëi âiäïîâiäàþòü çà îäíîðiäíó àïðîêñè-

ìàöiþ: äâi ñèñòåìè ìàþòü îäíó é òó ñàìó îäíîðiäíó àïðîêñèìàöiþ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ÿäåðíi ïiäàëãåáðè Ëi çáiãàþòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ó ðîáîòi

äàíå áåçêîîðäèíàòíå îçíà÷åííÿ i îòðèìàíà ïîâíà êëàñèôiêàöiÿ îäíîðiäíèõ

àïðîêñèìàöié. Êðiì òîãî, çàïðîïîíîâàíi ìåòîäè ïîáóäîâè îäíîðiäíèõ àïðî-

êñèìóþ÷èõ ñèñòåì i ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò (òîáòî êîîðäèíàò, ó ÿêèõ

îäíîðiäíà àïðîêñèìóþ÷à ñèñòåìà íàáëèæà¹ âiäîáðàæåííÿ â êiíåöü àáî äî

ïî÷àòêó òðà¹êòîði¨ âèõiäíî¨ ñèñòåìè).

Çîêðåìà, ïîêàçàíî, ùî çîáðàæåííÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìàöi¨ ó âèãëÿäi

ðÿäó ìîæíà îòðèìàòè áåç çíàõîäæåííÿ ïðèâiëåéîâàíèõ êîîðäèíàò, âèõîäÿ-

÷è ëèøå ç âèãëÿäó ÿäåðíî¨ ïiäàëãåáðè Ëi, çà äîïîìîãîþ îðòîïðîåêòóâàííÿ

â àëãåáði ℱ àáî 𝒜 íà îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ äî îäíîñòîðîííüîãî iäåàëó,
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ïîáóäîâàíîãî çà ÿäåðíîþ ïiäàëãåáðîþ Ëi.

Îäíîþ ç âèõiäíèõ iäåé ðîçâèòêó ìåòîäó ðÿäiâ áóëî äîñëiäæåííÿ çàäà-

÷i øâèäêîäi¨ äî òî÷êè ñïîêîþ äëÿ ñèñòåì, àôiííèõ çà êåðóâàííÿì; ïåð-

øèì êðîêîì ¹ çâåäåííÿ òàêî¨ çàäà÷à øâèäêîäi¨ äî íåëiíiéíî¨ min-ïðîáëåìè

ìîìåíòiâ Ìàðêîâà: äî âiäïîâiäíîãî ðÿäó íåëiíiéíèõ ñòåïåíåâèõ ìîìåíòiâ

äîäàþòüñÿ îáìåæåííÿ íà êåðóâàííÿ i óìîâà îïòèìàëüíîñòi. Äâi ñèñòåìè ¹

åêâiâàëåíòíèìè ó ñåíñi øâèäêîäi¨, ÿêùî (ïiñëÿ çàìiíè çìiííèõ â îäíié ç

íèõ) ¨õ ðîçâ'ÿçêè, òîáòî îïòèìàëüíèé ÷àñ i îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ñòàþòü

àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåíòíèìè ÿê ôóíêöi¨ ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè â îêîëi òî÷êè

ñïîêîþ. Ó äèñåðòàöi¨ â ðîçäiëàõ 4 i 5 äîñëiäæåíî çâ'ÿçîê îäíîðiäíî¨ àïðî-

êñèìàöi¨ i àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi øâèäêîäi¨ äëÿ ëiíiéíèõ i àôiííèõ çà êåðóâà-

ííÿì ñèñòåì. À ñàìå, íàâåäåíî óìîâè, çà ÿêèõ îäíîðiäíà àïðîêñèìàöiÿ ëî-

êàëüíî åêâiâàëåíòíà âèõiäíèé ñèñòåìi ó ñåíñi øâèäêîäi¨. Öå äîçâîëÿ¹ îòðè-

ìàòè îïòèìàëüíi àáî ìàéæå îïòèìàëüíi êåðóâàííÿ äëÿ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè,

ðîçâ'ÿçóþ÷è çíà÷íî ïðîñòiøó çàäà÷ó øâèäêîäi¨ äëÿ îäíîðiäíî¨ àïðîêñèìà-

öi¨. Ðîçãëÿíóòî i çâîðîòíèé çâ'ÿçîê: íàâåäåíî óìîâè, çà ÿêèõ ñèñòåìè, ùî

¹ ëîêàëüíî åêâiâàëåíòíèìè ó ñåíñi øâèäêîäi¨, ìàþòü îäíó é òó ñàìó îäíî-

ðiäíó àïðîêñèìàöiþ. Çâ'ÿçîê àïðîêñèìàöi¨ ó ñåíñi øâèäêîäi¨ i îäíîðiäíî¨

àïðîêñèìàöi¨ äîñëiäæåíèé i äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì.

Çàìiíè êåðóâàííÿ â ñèñòåìi, íà âiäìiíó âiä çàìiíè êîîðäèíàò, çìiíþþòü

ÿäåðíó ïiäàëãåáðó Ëi, àëå íå çìiíþþòü âåêòîð çðîñòó ñèñòåìè. Ó ðîçäiëi 6

äëÿ ñèñòåì, ëiíiéíèõ çà êåðóâàííÿì, äîñëiäæåíî êëàñèôiêàöiþ âåêòîðiâ

çðîñòó: çàïðîïîíîâàíi îçíà÷åííÿ À-íîðìàëüíîñòi i À-ïðîñòîòè i îòðèìàíèé

îïèñ À-íîðìàëüíèõ i À-ïðîñòèõ âåêòîðiâ çðîñòó äëÿ ñèñòåì ç äâîìà êåðó-

âàííÿìè.

Ó ðîçäiëi 7 ðîçãëÿíóòî çàäà÷i âiäîáðàæóâàíîñòi äëÿ êåðîâàíèõ ñèñòåì ó

êëàñi 𝐶1. À ñàìå, äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì iç êëàñó 𝐶1 ç áàãàòîâèìiðíèì êåðó-

âàííÿì îòðèìàíî êðèòåðié ëiíåàðèçîâíîñòi çà çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì, à òàêîæ

äëÿ ñèñòåì ç îäíîâèìiðíèì êåðóâàííÿì îòðèìàíî êðèòåði¨ âiäîáðàæóâàíî-

ñòi íà ñèñòåìè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó � ñèñòåìè ç ïðÿìèì çâ'ÿçêîì. Òàêîæ

ó ðîçäiëi 7 äëÿ ñèñòåì îäíîãî êëàñó � ñïðÿæåíèõ äî ëiíiéíèõ � îòðèìà-
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íî îïèñ óñiõ ìîæëèâèõ îïòèìàëüíèõ çà øâèäêîäi¹þ êåðóâàíü. Îäíîðiäíi

ñèñòåìè ç ðîçãëÿíóòîãî êëàñó ¹ îäíîðiäíèìè àïðîêñèìàöiÿìè, îòæå, âîíè

ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè îïòèìàëüíèõ àáî ìàéæå îïòèìàëü-

íèõ êåðóâàíü äëÿ âñiõ ñèñòåì ç òàêîþ îäíîðiäíîþ àïðîêñèìàöi¹þ.

Çàãàëîì, ó äèñåðòàöi¨ çàïðîïîíîâàíèé i ñèñòåìàòè÷íî ðîçâèíóòèé ïiä-

õiä, ùî çàëó÷à¹ ìåòîä ðÿäiâ i âiëüíèõ àëãåáð äî àíàëiçó òàêèõ çàäà÷ íåëiíié-

íî¨ òåîði¨ êåðóâàííÿ ÿê çàäà÷à øâèäêîäi¨, îïèñ i êëàñèôiêàöiÿ îäíîðiäíèõ

àïðîêñèìàöié, ðåàëiçîâíiñòü i âiäíîâëåííÿ ñèñòåì, íîðìàëiçàöiÿ ñèñòåì òî-

ùî.

Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî ç ïîâíèìè äîâåäåííÿìè. Îòðèìàíi ðå-

çóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Çàïðîïîíîâàíi ìåòîäè ìîæóòü áóòè

çàñòîñîâàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ i ðîçâ'ÿçàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷ îïòèìiçàöi¨

i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.
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ДОДАТОК Б

Доведення деяких вiдомих результатiв

Б.1 Розвинення оператора в кiнець траєкторiї в ряд

iтерованих iнтегралiв

Íàâåäåìî ïëàí îòðèìàííÿ çîáðàæåííÿ (1.35). Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî ïè-

ñàòè 𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1(𝑥) çàìiñòü 𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1𝐸(𝑥).

Íåõàé 𝜃 > 0 ¹ äîñèòü ìàëèì, êåðóâàííÿ 𝑢(𝑡) ôiêñîâàíå, à 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡;𝑢)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (2.1), (2.2). Iíòåãðóþ÷è ðiâíiñòü (2.1) ïî 𝑡 âiä 0 äî

𝜃 i âðàõîâóþ÷è (2.2), îòðèìó¹ìî

𝑥(𝜃) =
𝑚∑︁
𝑖=1

∫ 𝜃
0

𝑋𝑖(𝑥(𝑡))𝑢𝑖(𝑡)𝑑𝑡. (Á.1)

Çàóâàæèìî, ùî
𝑑

𝑑𝑡
𝑋𝑖(𝑥(𝑡)) = (𝑋𝑖(𝑥(𝑡)))

′
𝑥𝑥̇(𝑡) =

=
𝑚∑︁
𝑗=1

(𝑋𝑖(𝑥(𝑡)))
′
𝑥𝑋𝑗(𝑥(𝑡))𝑢𝑗(𝑡) =

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗𝑋𝑖(𝑥(𝑡))𝑢𝑗(𝑡),

𝑢𝑖(𝑡) = − 𝑑

𝑑𝑡

∫ 𝜃
𝑡

𝑢𝑖(𝜏)𝑑𝜏.

Òîäi, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ïðàâó ÷àñòèíó (Á.1), îòðèìó¹ìî

𝑥(𝜃)=
𝑚∑︁
𝑖=1

(︃
−𝑋𝑖(𝑥(𝑡))

∫ 𝜃
𝑡

𝑢𝑖(𝜏)𝑑𝜏
⃒⃒⃒𝜃
0
+

∫ 𝜃
0

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑋𝑗𝑋𝑖(𝑥(𝜏1))𝑢𝑗(𝜏1)

∫ 𝜃
𝜏1

𝑢𝑖(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

)︃
=

=
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝜂𝑖(𝜃, 𝑢) +
∑︁

1≤𝑖1,𝑖2≤𝑚

∫ 𝜃
0

𝑋𝑖2𝑋𝑖1(𝑥(𝜏1))𝑢𝑖2(𝜏1)

∫ 𝜃
𝜏1

𝑢𝑖1(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1.

Ìè ìîæåìî ïîâòîðèòè öþ ïðîöåäóðó, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè äðóãèé äîäà-

íîê ó ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi. Ïiñëÿ 𝑞 òàêèõ êðîêiâ îòðèìó¹ìî

𝑥(𝜃) =

𝑞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) +𝑅𝑞(𝜃, 𝑢),
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äå

𝑅𝑞(𝜃, 𝑢)=
∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑞+1≤𝑚

∫ 𝜃
0

· · ·
∫ 𝜃
𝜏𝑞

𝑋𝑖𝑞+1
· · ·𝑋𝑖1(𝑥(𝜏1))𝑢𝑖𝑞+1

(𝜏1) · · ·𝑢𝑖1(𝜏𝑞+1)𝑑𝜏𝑞+1 · · · 𝑑𝜏1.

Êîðèñòóþ÷èñü äiéñíîþ àíàëiòè÷íiñòþ âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚, ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî 𝑅𝑞(𝜃, 𝑢) → 0 ïðè 𝑞 → ∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî äîñèòü ìàëîãî 𝜃 > 0

i áóäü-ÿêîãî 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, ùî é äîâîäèòü çîáðàæåííÿ (2.3). Êðiì òîãî, ç äiéñíî¨

àíàëiòè÷íîñòi 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü îöiíêè (1.47).

Ëåìà 2.1 [70] âñòàíîâëþ¹, ùî iòåðîâàíi iíòåãðàëè ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

Ìè íàâåäåìî äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè, ÿêå âèêîðèñòîâó¹ ëåìó 4.5.

Доведення леми 2.1. Âèêîðèñòà¹ìî ðiâíiñòü 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑇, 𝑢) = 𝑇 𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢
𝑇 ),

ÿêà ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ 𝑇 > 0. Çàçíà÷èìî, ùî 𝑢 ïðîáiãà¹ ìíîæèíó 𝐵𝑇 òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè 𝑢𝑇 ïðîáiãà¹ ìíîæèíó 𝐵1.

Ñïî÷àòêó äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜏 ∈ [0, 𝜃] ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå êåðóâàííÿ

𝑢 ∈ 𝐵𝜃, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 𝑢(𝑡) = 0 ïðè 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜃]. Òîäi 𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜃, 𝑢) =

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝜏, 𝑢) = 𝜏 𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢
𝜏) äëÿ äîâiëüíîãî 𝑢𝜏 ∈ 𝐵1. Ç óìîâè (2.8) âèïëèâà¹∑︁

𝑘≥1

𝜏 𝑘
∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚
𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐵1.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî 𝑢 ∈ 𝐵1 ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi ¹ ïîëiíîìîì

ïî 𝜏 ∈ [0, 𝜃], îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî 𝑘 ≥ 1∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐵1. (Á.2)

Òàêèì ÷èíîì, ëåìó çâåäåíî äî íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ: ÿêùî ðiâíiñòü

(Á.2) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ 𝑢 ∈ 𝐵1, òî 𝛼𝑖1...𝑖𝑘 = 0 äëÿ âñiõ 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚.

Ìè äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ iíäóêöi¹þ ïî 𝑘. Äëÿ 𝑘 = 1 òâåðäæåííÿ

î÷åâèäíå. Íåõàé 𝑘 ≥ 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ç ðiâíîñòi∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘−1≤𝑚

̃︀𝛼𝑖1...𝑖𝑘−1
𝜂𝑖1...𝑖𝑘−1

(1, 𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐵1,

âèïëèâà¹ ̃︀𝛼𝑖1...𝑖𝑘−1
= 0 äëÿ âñiõ 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘−1 ≤ 𝑚. Âiçüìåìî äîâiëüíå 𝑡 > 0

i äâà êåðóâàííÿ 𝑢1 ∈ 𝐵1 i 𝑢2 ∈ 𝐵𝑡. Ç (Á.2) âèïëèâà¹, ùî∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑇, 𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐵𝑇 ,
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äëÿ âñiõ 𝑇 > 0. Âèáèðàþ÷è 𝑇 = 1+ 𝑡 i 𝑢 = 𝑢1 ∘ 𝑢2 i çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4.5,
îòðèìó¹ìî ∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚
𝛼𝑖1...𝑖𝑘

𝑘∑︁
𝑗=0

𝜂𝑖1...𝑖𝑗(𝑡, 𝑢
2) 𝜂𝑖𝑗+1...𝑖𝑘(1, 𝑢

1) =

=
∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚
𝛼𝑖1...𝑖𝑘

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑡𝑗𝜂𝑖1...𝑖𝑗(1, (𝑢
2)𝑡) 𝜂𝑖𝑗+1...𝑖𝑘(1, 𝑢

1) = 0.

Ïîçíà÷èìî 𝑢3 = (𝑢2)𝑡 ∈ 𝐵1, îòðèìó¹ìî

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑡𝑗
∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚
𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑗(1, 𝑢

3) 𝜂𝑖𝑗+1...𝑖𝑘(1, 𝑢
1) = 0, 𝑢1, 𝑢3 ∈ 𝐵1.

Äëÿ ôiêñîâàíèõ 𝑢1, 𝑢3 ∈ 𝐵1 ëiâà ÷àñòèíà ¹ ïîëiíîìîì âiä 𝑡, à îòæå,∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘−1
(1, 𝑢3) 𝜂𝑖𝑘(1, 𝑢

1) = 0, 𝑢1, 𝑢3 ∈ 𝐵1.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî 𝑢1 ∈ 𝐵1 ìà¹ìî∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘−1≤𝑚

(︃ ∑︁
1≤𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖𝑘(1, 𝑢
1)

)︃
𝜂𝑖1...𝑖𝑘−1

(1, 𝑢3) =

=
∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘−1≤𝑚
̃︀𝛼𝑖1...𝑖𝑘−1

𝜂𝑖1...𝑖𝑘−1
(1, 𝑢3) = 0.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨,

̃︀𝛼𝑖1...𝑖𝑘−1
=

∑︁
1≤𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖𝑘(1, 𝑢
1) = 0, 𝑢1 ∈ 𝐵1,

à îòæå, 𝛼𝑖1...𝑖𝑘 = 0. �

Доведення наслiдку 2.1 Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 2.1, ç (2.10) îòðè-

ìó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî 𝑢 ∈ 𝐵1

∞∑︁
𝑘=1

𝜏 𝑘
∑︁

1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚
𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) = 0,

òîáòî ñòåïåíåâèé ðÿä ïî 𝜏 , ÿêèé çáiãà¹òüñÿ, äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå, äëÿ áóäü-

ÿêîãî 𝑘 ≥ 1 ∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐵1,

äå ñóìà â ëiâié ÷àñòèíi ñêií÷åííà. Ðåøòà äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.1.�
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Б.2 Розвинення оператора до початку траєкторiї в ряд

нелiнiйних степеневих моментiв

Íàâåäåìî îñíîâíi ìiðêóâàííÿ ùîäî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1, çîêðåìà, ùîá

ïîÿñíèòè ðîëü ïîòðàïëÿííÿ ñàìå äî òî÷êè ñïîêîþ ñèñòåìè.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó àâòîíîìíèé âèïàäîê. Äëÿ çðó÷íîñòi òèì÷àñîâî

ïîçíà÷èìî 𝑏0(𝑥) = 𝑎(𝑥), 𝑏1(𝑥) = 𝑏(𝑥), 𝑅0𝜑(𝑥) = 𝜑𝑥(𝑥)𝑎(𝑥), 𝑅1𝜑(𝑥) =

𝜑𝑥(𝑥)𝑏(𝑥), à òàêîæ 𝑢0(𝑡) ≡ 1, 𝑢1(𝑡) = 𝑢(𝑡):

𝑥̇ = 𝑏0(𝑥)𝑢0(𝑡) + 𝑏1(𝑥)𝑢1(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(𝜃) = 0.

Ïðîiíòåãðó¹ìî öþ ñèñòåìó íà âiäðiçêó 𝑡 ∈ [0, 𝜃] i îòðèìà¹ìî

− 𝑥0 =
∑︁
𝑗=0,1

∫ 𝜃
0

𝑏𝑗(𝑥(𝑡))𝑢𝑗(𝑡)𝑑𝑡 =
∑︁
𝑗=0,1

∫ 𝜃
0

𝑅𝑖𝐸(𝑥(𝑡))𝑢𝑖(𝑡)𝑑𝑡. (Á.3)

Çàóâàæèìî, ùî

𝑑

𝑑𝑡
𝑅𝑖𝐸(𝑥(𝑡)) = (𝑏𝑖)𝑥𝑏0(𝑥(𝑡))𝑢0(𝑡) + (𝑏𝑖)𝑥𝑏1(𝑥(𝑡))𝑢1(𝑡) =

= 𝑅0𝑅𝑖𝐸(𝑥(𝑡))𝑢0(𝑡) +𝑅1𝑅𝑖𝐸(𝑥(𝑡))𝑢1(𝑡) =
∑︀
𝑗=0,1

𝑅𝑗𝑅𝑖𝐸(𝑥(𝑡))𝑢1(𝑡).

Êðiì òîãî, 𝑢𝑖(𝑡) = 𝑑
𝑑𝑡

∫𝑡
0 𝑢𝑖(𝜏)𝑑𝜏 . Òîäi iíòåãðóâàííÿì ÷àñòèíàìè ç (Á.3) îòðè-

ìó¹ìî

−𝑥0=
∑︁
𝑖=0,1

(︁∫ 𝜏
0

𝑢𝑖(𝜏1)𝑑𝜏1𝑅𝑖𝐸(𝑥(𝜏))
⃒⃒⃒𝜃
0
−
∫ 𝜃
0

∫ 𝜏
0

𝑢𝑖(𝜏1)𝑑𝜏1
∑︁
𝑗=0,1

𝑅𝑗𝑅𝑖𝐸(𝑥(𝜏))𝑢𝑗(𝜏)𝑑𝜏
)︁
=

=
∑︁
𝑖=0,1

∫ 𝜃
0

𝑢𝑖(𝜏1)𝑑𝜏1𝑅𝑖𝐸(0)−
∑︁
𝑖,𝑗=0,1

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

𝑢𝑗(𝜏1)𝑢𝑖(𝜏2)
∑︁
𝑗=0,1

𝑅𝑗𝑅𝑖𝐸(𝑥(𝜏1))𝑑𝜏2𝑑𝜏1.

Ìè ìîæåìî ïîâòîðèòè öþ ïðîöåäóðó, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè äðóãèé äîäà-

íîê îñòàííüî¨ ðiâíîñòi. Ïiñëÿ 𝑞 òàêèõ êðîêiâ ìè îòðèìà¹ìî

𝑥0 =

𝑞∑︁
𝑠=1

∑︁
𝑖𝑗=0,1

(−1)𝑠
∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑠−1

0

𝑠∏︁
𝑗=1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑠 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1𝑅𝑖1 · · ·𝑅𝑖𝑠𝐸(0) + 𝑟𝑞,

(Á.4)

äå 𝑟𝑞 =
∑︁
𝑖𝑗=0,1

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑞−1

0

𝑞∏︁
𝑗=1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑅𝑖1𝑅𝑖2 · · ·𝑅𝑖𝑞𝐸(𝑥(𝜏1))𝑑𝜏𝑞 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1.



344

Êîðèñòóþ÷èñü äiéñíîþ àíàëiòè÷íiñòþ 𝑏0, 𝑏1, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî 𝑟𝑞 → 0

ïðè 𝑞 → ∞ äëÿ äîâiëüíîãî äîñèòü ìàëîãî 𝜃 > 0 i äîâiëüíîãî 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, òîáòî â

(Á.4) ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè 𝑞 → ∞. Êðiì òîãî, îñêiëüêè 𝑢0(𝜏) ≡ 1,

iíòåãðàëè â ñóìi (Á.4) ìîæíà ñïðîñòèòè. À ñàìå, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ÿêùî

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑠) = (0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑟0

, 1, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑟1

, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑟𝑘

),

òî ∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑠−1

0

𝑠∏︁
𝑗=1

𝑢𝑖𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑠 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 =

=

∫ 𝜃
0

∫ 𝜏1
0

· · ·
∫ 𝜏𝑘−1

0

(𝜃 − 𝜏1)
𝑟0
𝑘−1∏︀
𝑗=1

(𝜏𝑗 − 𝜏𝑗+1)
𝑟𝑗𝜏 𝑟𝑘𝑘

𝑟0!𝑟1! . . . 𝑟𝑘!

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑢1(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1,

äå 𝑟0+ · · ·+ 𝑟𝑘+ 𝑘 = 𝑠. Ðîçêðèâàþ÷è äóæêè, çâîäÿ÷è ïîäiáíi ïðè ñòåïåíÿõ

𝜃 i 𝜏𝑗 i âðàõîâóþ÷è, ùî

ad𝑟𝑅0
𝑅1 =

𝑟∑︁
𝑝=0

(−1)𝑟−𝑝 𝑟!

𝑝!(𝑟 − 𝑝)!
𝑅𝑝

0𝑅1𝑅
𝑟−𝑝
0 ,

îòðèìó¹ìî ç (Á.4)

𝑥0=
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚0+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥0, 𝑚𝑖≥0

(−1)𝑘+𝑚0𝜃𝑚0

𝑚0!𝑚1! . . .𝑚𝑘!

∫ 𝜃
0

∫ 𝜃
𝜏1

· · ·
∫ 𝜃
𝜏𝑘−1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢1(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1×

×𝑅𝑚0
0 ad𝑚1

𝑅0
𝑅1 · · · ad𝑚𝑘

𝑅0
𝑅1𝐸(0). (Á.5)

Çàóâàæèìî, ùî íóëü ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

𝑅0𝜙(0) = 𝜙𝑥(0)𝑎(0) = 0 äëÿ áóäü-ÿêî¨ 𝜙(𝑥). Îòæå, âñi äîäàíêè, ÿêi âiä-

ïîâiäàþòü 𝑚0 > 0, äîðiâíþþòü íóëþ, ùî äîâîäèòü (2.29) â àâòîíîìíîìó

âèïàäêó.

Äîâåäåìî òåïåð îöiíêó (2.31) [140, 8]. Ââåäåìî îïåðàòîðè 𝐷𝑗1...𝑗𝑛 =

𝜕𝑗

𝜕𝑗1𝑥1···𝜕𝑗𝑛𝑥𝑛 , 𝑗 = 𝑗1 + · · · + 𝑗𝑛, i äëÿ äîâiëüíî¨ àíàëiòè÷íî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨

𝑓(𝑥) áóäåìî âæèâàòè ïîçíà÷åííÿ 𝑅𝑓𝜑(𝑥) = 𝜑𝑥(𝑥)𝑓(𝑥). Ñêàæåìî, ùî àíà-

ëiòè÷íà ôóíêöiÿ 𝜑(𝑥) ìàæîðó¹ àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ 𝜙(𝑥) â íóëi, ÿêùî äëÿ

äîâiëüíèõ 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 ≥ 0

|𝐷𝑗1...𝑗𝑛𝜙(0)| ≤ |𝐷𝑗1...𝑗𝑛𝜑(0)| , 𝑗 = 𝑗1 + · · ·+ 𝑗𝑛.
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Îñêiëüêè 𝑎(𝑥) òà 𝑏(𝑥) àíàëiòè÷íi, iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà 𝐶1 > 0, äëÿ ÿêî¨⃒⃒⃒
𝐷𝑗1...𝑗𝑛 (𝑎(0))𝑞

⃒⃒⃒
≤ 𝑗1! · · · 𝑗𝑛!𝐶𝑗

1 ,
⃒⃒⃒
𝐷𝑗1...𝑗𝑛 (𝑏(0))𝑞

⃒⃒⃒
≤ 𝑗1! · · · 𝑗𝑛!𝐶𝑗

1 , 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 ≥ 0,

ïðè âñiõ 𝑞 = 1, . . . , 𝑛 (òóò i äàëi (𝑣)𝑞 ïîçíà÷à¹ 𝑞-òó êîìïîíåíòó âåêòîðà 𝑣).

Ââåäåìî àíàëiòè÷íó âåêòîð-ôóíêöiþ ̂︀𝑐(𝑥) â îêîëi íóëÿ â R𝑛, êîìïîíåíòè

ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

𝐷𝑗1...𝑗𝑛(̂︀𝑐(0))𝑞 = 𝑗1! · · · 𝑗𝑛!𝐶𝑗
1 ,

òîäi ̂︀𝑐𝑞 ìàæîðóþòü 𝑎𝑞 i 𝑏𝑞. Î÷åâèäíî,⃒⃒
𝐷𝑗1...𝑗𝑛(ad

𝑚
𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥))𝑞

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∑︁
𝑠=0

(−1)𝑚−𝑠𝐶𝑠
𝑚𝐷𝑗1...𝑗𝑛(𝑅

𝑠
𝑎𝑅𝑏𝑅

𝑚−𝑠
𝑎 𝐸(𝑥))𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤
𝑚∑︁
𝑠=0

𝐶𝑠
𝑚𝐷𝑗1...𝑗𝑛(𝑅

𝑚+1̂︀𝑐 𝐸(𝑥))𝑞 = 2𝑚𝐷𝑗1...𝑗𝑛(𝑅
𝑚+1̂︀𝑐 𝐸(𝑥))𝑞,

òîáòî êîìïîíåíòè ad𝑚𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(𝑥) ìàæîðóþòüñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîð-ôóíêöi¨

2𝑚𝑔𝑚+1(𝑥), äå 𝑔𝑚+1(𝑥) = 𝑅𝑚+1̂︀𝑐 𝐸(𝑥).

Òåïåð îòðèìà¹ìî ìàæîðàíòè äëÿ 𝑔𝑚(𝑥). Ðîçâ'ÿçîê ̂︀𝑧(𝑡;𝑥) çàäà÷i Êîøi
𝑧̇ = ̂︀𝑐(𝑧), 𝑧(0) = 𝑥 ¹ àíàëiòè÷íîþ âåêòîð-ôóíêöi¹þ ïî 𝑡 òà 𝑥 â îêîëi íóëÿ;

âií äîðiâíþ¹ ̂︀𝑧(𝑡;𝑥) =
∞∑︀
𝑚=0

𝑡𝑚

𝑚!𝑅
𝑚̂︀𝑐 𝐸(𝑥) =

∞∑︀
𝑚=0

𝑡𝑚

𝑚!𝑔𝑚(𝑥). Çðó÷íî ðîçãëÿíóòè

ñòåïåíåâèé ðÿä äëÿ ¨¨ ïîõiäíî¨

𝑑

𝑑𝑡
̂︀𝑧(𝑡;𝑥) = ∞∑︁

𝑚=0

𝑡𝑚

𝑚!
𝑔𝑚+1(𝑥) =

∑︁
𝑚,𝑗1,...,𝑗𝑛

𝐷𝑗1...𝑗𝑛(𝑔𝑚+1(0))
𝑡𝑚𝑥𝑗11 · · ·𝑥𝑗𝑛𝑛
𝑚!𝑗1 · · · 𝑗𝑛!

.

Îòæå, iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà 𝐶2 > 0, äëÿ ÿêî¨⃒⃒⃒
𝐷𝑗1...𝑗𝑛 (𝑔𝑚+1(0))𝑞

⃒⃒⃒
≤ 𝑚!𝑗1! · · · 𝑗𝑛!𝐶𝑗+𝑚

2 , 𝑗 = 𝑗1 + · · ·+ 𝑗𝑛,

äëÿ äîâiëüíèõ 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛 ≥ 0, 𝑚 ≥ 0. Ââåäåìî âåêòîð-ôóíêöiþ 𝑐(𝑥), êîìïî-

íåíòè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

𝐷𝑗1...𝑗𝑛(𝑐(0))𝑞 = 𝑗1! · · · 𝑗𝑛!𝐶𝑗
2 ,

òîäi 𝑐𝑞 ìàæîðóþòü êîìïîíåíòè êîæíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ 1
𝐶𝑚

2 𝑚!𝑔𝑚+1(𝑥) äëÿ âñiõ

𝑚 ≥ 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

1

𝑚1! . . .𝑚𝑘!

⃒⃒
ad𝑚1

𝑅𝑎
𝑅𝑏 · · · ad𝑚𝑘

𝑅𝑎
𝑅𝑏𝐸(0))𝑞

⃒⃒
≤
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≤ (2𝐶2)
𝑚1+···+𝑚𝑘

⃒⃒⃒⃒
1

𝑚1!𝐶
𝑚1
2

𝑅𝑔𝑚1+1
· · · 1

𝑚𝑘!𝐶
𝑚𝑘
2

𝑅𝑔𝑚𝑘+1
𝐸(0))𝑞

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ (2𝐶2)
𝑚1+···+𝑚𝑘|𝑅𝑘

𝑐𝐸(0)|.

Íàðåøòi, ðîçâ'ÿçîê 𝑧(𝑡;𝑥) çàäà÷i Êîøi 𝑧̇ = 𝑐(𝑧), 𝑧(0) = 0 ¹ àíàëiòè÷íîþ

ôóíêöi¹þ ïî 𝑡, ùî ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðÿä 𝑧(𝑡;𝑥) =
∞∑︀
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!𝑅
𝑘
𝑐𝐸(0), à îòæå,

‖𝑅𝑘
𝑐𝐸(0)‖ ≤ 𝑘!𝐶𝑘

3 äëÿ âñiõ 𝑘 ≥ 1 i äåÿêîãî 𝐶3 > 0. Îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî

îöiíêó

‖𝑣𝑚1...𝑚𝑘
‖ ≤ (2𝐶2)

𝑚1+···+𝑚𝑘𝑘!𝐶𝑘
3 ≤ 𝑘!𝐶𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘

äå 𝐶 > 0, äëÿ âñiõ 𝑘 ≥ 1 òà𝑚1, . . . ,𝑚𝑘 ≥ 0, ç ÿêî¨ âèïëèâà¹ (2.31). Îñêiëüêè

äëÿ 𝑢(𝑡) ∈ 𝐵𝜃 âèêîíó¹òüñÿ |𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢)| ≤ 1

𝑘!𝜃
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘, òî∑︁

𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚
𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

‖𝑣𝑚1...𝑚𝑘
‖ |𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢)| ≤
∑︁

𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

(𝐶𝜃)𝑚 = (2𝐶𝜃)𝑚,

çâiäêè âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü ðÿäó (1.22).

Ïîêàæåìî, ÿê íåàâòîíîìíèé âèïàäîê (2.25) ìîæíà çâåñòè äî àâòîíîì-

íîãî. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

𝑧(𝑡) =
(︀
𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡), . . . , 𝑧𝑛(𝑡)

)︀T
=
(︀
𝜃 − 𝑡, 𝑥(𝑡)

)︀T
, 𝑧0 = 𝑧(0),

̃︀𝑎(𝑧) = (︀−1, 𝑎(𝜃 − 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)
)︀T
, ̃︀𝑏(𝑧) = (︀0, 𝑏(𝜃 − 𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)

)︀T
,

òîäi âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

𝑧̇ = ̃︀𝑎(𝑧) +̃︀𝑏(𝑧)𝑢(𝑡), 𝑧(0) = 𝑧0, 𝑧(𝜃) = 0. (Á.6)

Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü, àíàëîãi÷íó (Á.5):

𝑥0=
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚0+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥0, 𝑚𝑖≥0

(−1)𝑘+𝑚0𝜃𝑚0

𝑚0!𝑚1! . . .𝑚𝑘!

∫ 𝜃
0

∫ 𝜃
𝜏1

· · ·
∫ 𝜃
𝜏𝑘−1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢1(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1×

× ̃︀𝑅𝑚0
0 ad𝑚1̃︀𝑅0

̃︀𝑅1 · · · ad𝑚𝑘̃︀𝑅0

̃︀𝑅1
̃︀𝐸(0),

äå ̃︀𝑅0̃︀𝜙(𝑧) = ̃︀𝜙𝑧(𝑧)̃︀𝑎(𝑧), ̃︀𝑅1̃︀𝜙(𝑧) = ̃︀𝜙𝑧(𝑧)̃︀𝑏(𝑧), ̃︀𝐸(𝑧) = 𝑧. Ðîçãëÿíåìî äî-

âiëüíó àíàëiòè÷íó ôóíêöiþ 𝜙(𝑡, 𝑥) i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ̃︀𝜙(𝑧) = 𝜙(𝜃 −
𝑧0, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛), òîäi

̃︀𝑅0̃︀𝜙(𝑧) = 𝑅0𝜙(𝑡, 𝑥), ̃︀𝑅1𝜙(𝑧) = 𝑅1𝜙(𝑡, 𝑥), ̃︀𝐸(0) = (𝜃, 0)T.
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Îñêiëüêè íóëü ¹ òî÷êîþ ñïîêîþ ñèñòåìè, òîáòî 𝑎(𝑡, 0) ≡ 0, òî 𝑅0𝜙(𝜃, 0) =

𝜙𝑡(𝜃, 0) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ 𝜙(𝑡, 𝑥). Îòæå, îòðèìó¹ìî

𝑥0=
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚0+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥0, 𝑚𝑖≥0

(−1)𝑘+𝑚0𝜃𝑚0

𝑚0!𝑚1! . . .𝑚𝑘!

∫ 𝜃
0

∫ 𝜃
𝜏1

· · ·
∫ 𝜃
𝜏𝑘−1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢1(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1×

×𝑅𝑚0
0 ad𝑚1

𝑅0
𝑅1 · · · ad𝑚𝑘

𝑅0
𝑅1𝐸(𝜃, 0),

ïðè÷îìó ðÿä àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ. Ïåðåñòàâëÿþ÷è ÷ëåíè öüîãî ðÿäó, îòðè-

ìó¹ìî

𝑥0 =
∞∑︁

𝑚0=0

(−1)𝑚0𝜃𝑚0

𝑚0!

𝜕𝑚0

𝜕𝑡𝑚0
𝑓(𝑡)𝑡=𝜃 = 𝑓(0), (Á.7)

äå ôóíêöiÿ

𝑓(𝑡) =
∞∑︁
𝑚=1

∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

(−1)𝑘

𝑚1! . . .𝑚𝑘!

∫ 𝜃
0

∫ 𝜃
𝜏1

· · ·
∫ 𝜃
𝜏𝑘−1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝜏
𝑚𝑗

𝑗 𝑢1(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1×

×ad𝑚1

𝑅0
𝑅1 · · · ad𝑚𝑘

𝑅0
𝑅1𝐸(𝑡, 0)

¹ àíàëiòè÷íîþ (öå ìîæå áóòè äîâåäåíî ìiðêóâàííÿìè, àíàëîãi÷íèìè íàâå-

äåíèì âèùå). Îñòàòî÷íî, ç (Á.7) îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ (2.29).

Ëåìà 2.4 [12] âñòàíîâëþ¹, ùî íåëiíiéíi ñòåïåíåâi ìîìåíòè ëiíiéíî íåçà-

ëåæíi. Ìè íàâåäåìî iíøå äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè.

Доведення леми 2.4. Çàóâàæèìî, ùî çàìiñòü îäèíè÷íî¨ êóëi 𝐵𝜃 äîñòà-

òíüî ðîçãëÿäàòè ¨¨ (äîñèòü âåëèêó) ïiäìíîæèíó. Íàïðèêëàä, îáìåæèìî ñåáå

ðîçãëÿäàííÿì êóñêîâî-ñòàëèõ êåðóâàíü 𝑢 ∈ 𝐵𝜃 (ùî ìàþòü áóäü-ÿêó ñêií-

÷åííó êiëüêiñòü òî÷îê ðîçðèâó). Î÷åâèäíî, 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝜀𝑢) = 𝜀𝑘𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢),

òîìó ç óìîâè (2.33) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî фiксованого 𝑘 ≥ 1∑︁
(𝑚1,...,𝑚𝑘)∈𝑀

𝛼𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜃, 𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐵𝜃. (Á.8)

Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ çà 𝑘. Ïðèïóñòèìî, ùî ç ðiâíîñòi∑︁
(𝑚1,...,𝑚𝑘−1)∈𝑀

𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1
𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1

(𝜃, 𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, (Á.9)
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âèïëèâà¹, ùî âñi êîåôiöi¹íòè 𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1
äîðiâíþþòü íóëþ (ïðè 𝑘 = 1 íåìà

÷îãî ïðèïóñêàòè). Ïîêàæåìî, ùî òîäi ç ðiâíîñòi (Á.8) âèïëèâà¹, ùî âñi

êîåôiöi¹íòè 𝛼𝑚1...𝑚𝑘
äîðiâíþþòü íóëþ.

Ðîçãëÿíåìî ñiìåéñòâî ôóíêöié âèãëÿäó

𝑢𝛿(𝑡) =

{︃
0, 𝑡 ∈ [0, 𝛿),

𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝛿, 𝜃],

äå 0 < 𝛿 < 𝛿0 < 𝜃 � ïàðàìåòð, à 𝑢(𝑡) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ç 𝐵𝜃, ùî ¹ íåïå-

ðåðâíîþ íà iíòåðâàëi (0, 𝛿0). Çàïèøåìî ïðèïóùåííÿ (Á.8) â òàêîìó âèãëÿäi:

𝑝∑︁
𝑞=0

∑︁
(𝑚1,...,𝑚𝑘−1)∈𝑀

𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1𝑞𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1𝑞(𝜃, 𝑢𝛿) = 0, (Á.10)

äå 𝑝 � äåÿêå ÷èñëî. Òåïåð çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ çà 𝑞. Ïðèïóñòèìî, ùî 𝑞 ≤ 𝑝

i 𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1𝑟 = 0 äëÿ âñiõ 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑞 − 1 i âñiõ 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘−1 (ïðè 𝑞 = 0

íåìà ÷îãî ïðèïóñêàòè). Äîâåäåìî, ùî 𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1𝑞 = 0 ïðè âñiõ 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘−1.

Äiéñíî, ç ïðèïóùåííÿ (Á.10) âèïëèâà¹

𝑑

𝑑𝛿

𝑝∑︁
𝑟=𝑞

∑︁
(𝑚1,...,𝑚𝑘−1)∈𝑀

𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1𝑟𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1𝑟(𝜃, 𝑢𝛿) = 0,

çâiäêè, óðàõîâóþ÷è ëåìó 5.5, îòðèìó¹ìî

−𝛿𝑞𝑢(𝛿)
∑︁

(𝑚1,...,𝑚𝑘−1)∈𝑀

𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1𝑞𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1
(𝜃, 𝑢) + 𝑜(𝛿𝑞) = 0.

ßêùî 𝑢(0) ̸= 0, òî, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè 𝛿 → 0, îòðèìó¹ìî∑︁
(𝑚1,...,𝑚𝑘−1)∈𝑀

𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1𝑞𝜉𝑚1...𝑚𝑘−1
(𝜃, 𝑢) = 0. (Á.11)

Îñêiëüêè 𝛿0 i 𝑢(0) ìîæóòü áóòè ÿê çàâãîäíî ìàëèìè, îòðèìó¹ìî, ùî (Á.11)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ êóñêîâî-ñòàëèõ 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, òîäi ç (Á.9) âèïëèâà¹, ùî

𝛼𝑚1...𝑚𝑘−1𝑞 = 0 äëÿ âñiõ 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘−1, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Доведення наслiдку 2.2. Äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝜏 ∈ [0, 𝜃] ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå

êåðóâàííÿ 𝑢 ∈ 𝐵𝜃, òàêå ùî 𝑢(𝑡) = 0 ïðè 𝑡 ∈ [𝜏, 𝜃], i ðîçãëÿíåìî ̃︀𝑢(𝑡) =
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𝑢(𝑡𝜏/𝜃), 𝑡 ∈ [0, 𝜃]. Òîäi 𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, 𝑢) = 𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(𝜏, 𝑢) = (𝜏/𝜃)𝑚𝜉𝑚1...𝑚𝑘
(𝜃, ̃︀𝑢),

îòæå, ç (2.34) âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî 𝑢 ∈ 𝐵1

∞∑︁
𝑚=1

𝜏𝑚
∑︁

𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚
𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(1, 𝑢) = 0,

òîáòî ñòåïåíåâèé ðÿä ïî 𝜏 , ÿêèé çáiãà¹òüñÿ, äîðiâíþ¹ íóëþ. Îòæå,∑︁
𝑚1+···+𝑚𝑘+𝑘=𝑚

𝑘≥1, 𝑚𝑖≥0

𝛼𝑚1...𝑚𝑘
𝜉𝑚1...𝑚𝑘

(1, 𝑢) = 0, 𝑢 ∈ 𝐵1, 𝑚 ≥ 1,

äå ñóìà ñêií÷åííà. Ðåøòà äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.4. �

Б.3 Доведення допомiжних результатiв

Доведення леми 4.3. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê, òîäi iñíó¹ ìíîæèíà

𝐸 ⊂ [0, 1], äëÿ ÿêî¨ 𝜇(𝐸) > 0 i
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) > 1, 𝑡 ∈ 𝐸. Ïîçíà÷èìî 𝑣(𝑡) = 𝑢(𝑡),

ÿêùî 𝑡 ∈ 𝐸, i 𝑣(𝑡) = 0, ÿêùî 𝑡 ̸∈ 𝐸. Îñêiëüêè ⟨𝑣, 𝑢(𝑞)⟩ → ⟨𝑣, 𝑢⟩, ìà¹ìî∫
𝐸

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑢(𝑞)𝑖(𝑡)𝑑𝑡=

∫ 1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖(𝑡)𝑢(𝑞)𝑖(𝑡)𝑑𝑡→
∫ 1
0

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑣𝑖(𝑡)𝑢𝑖(𝑡)=

∫
𝐸

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)𝑑𝑡.

Ç iíøîãî áîêó,⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑢(𝑞)𝑖(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ (︁

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)
)︁1/2(︁ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝑢2(𝑞)𝑖(𝑡)
)︁1/2

≤
(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

,

îòæå, ∫
𝐸

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)𝑑𝑡 ≤
∫
𝐸

(︁ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡)
)︁1/2

𝑑𝑡. (Á.12)

Àëå çà ïðèïóùåííÿì
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) > 1, îòæå,
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡) > (
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑢2𝑖 (𝑡))
1/2, 𝑡 ∈ 𝐸, i

𝜇(𝐸) > 0, ùî ñóïåðå÷èòü (Á.12). �

Доведення наслiдку 4.14. Íåõàé åëåìåíòè ℓ1, . . . , ℓ𝑛 çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âè (3.18), (3.19). Òîäi, çîêðåìà, 𝑐(ℒ1 + · · · + ℒ𝑘) = Lin{𝑐(ℓ1), . . . , 𝑐(ℓ𝑣𝑘)},
𝑘 = 1, . . . , 𝑝, äå 𝑝 � ñòåïiíü íåãîëîíîìíîñòi, à 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑝) � âåêòîð

çðîñòó; çà ïðèïóùåííÿì, âîíè îäíàêîâi äëÿ âñiõ 𝑧. Ââåäåìî âåêòîðíi ïîëÿ

𝑌𝑖 = 𝐻(ℓ𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Ïîêàæåìî, ùî 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛 óòâîðþþòü áàçèñ 𝐿𝐹 .



350

Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî áóäü-ÿêå âåêòîðíå ïîëå 𝑌 = 𝐻(ℓ), äå ℓ ∈ ℒ𝑘,
𝑘 ≥ 1, äîðiâíþ¹ ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛 çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî 𝑘 ≤ 𝑝. Îñêiëüêè 𝑌 (0) = 𝑐(ℓ) ∈ 𝑐(ℒ𝑘), îòðèìó¹ìî

𝑌 (0) =

𝑣𝑘∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑌𝑖(0),

äå 𝛼𝑖 � êîíñòàíòè. Ïîçíà÷èìî

̂︀ℓ = ℓ−
𝑣𝑘∑︁

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝛼𝑖ℓ𝑖 ∈ ℒ𝑘, ̂︀𝑌 = 𝐻(̂︀ℓ) = 𝑌 −
𝑣𝑘∑︁

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝛼𝑖𝑌𝑖,

òîäi

𝑐(̂︀ℓ) = ̂︀𝑌 (0) =

𝑣𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑌𝑖(0) =

𝑣𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑐(ℓ𝑖) ∈ 𝑐(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1),

òîáòî ̂︀ℓ ∈ 𝒫𝑘 ⊂ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
. Îñêiëüêè ñèñòåìà ¹ ðåãóëÿðíîþ i îäíîði-

äíîþ â íóëi, ç òåîðåìè 4.7 âèïëèâà¹ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚
= ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚

i, áiëüø òîãî,

𝑐𝑧(ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
) = 𝑐𝑧(ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚

) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî 𝑧 ∈ R𝑛. Îòæå, 𝑐𝑧(̂︀ℓ) =̂︀𝑌 (𝑧) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî 𝑧 ∈ R𝑛, òîáòî

̂︀𝑌 (𝑧) = 𝑌 (𝑧)−
𝑣𝑘∑︁

𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝛼𝑖𝑌𝑖(𝑧) = 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî

𝑌 (𝑧) =

𝑣𝑘∑︁
𝑖=𝑣𝑘−1+1

𝛼𝑖𝑌𝑖(𝑧), 𝑧 ∈ R𝑛.

ßêùî 𝑘 ≥ 𝑝+1, òîäi àâòîìàòè÷íî ℓ ∈ ℒ𝑧𝑋1,...,𝑋𝑚
, à îòæå, 𝑐𝑧(ℓ) = 𝑌 (𝑧) = 0

äëÿ äîâiëüíîãî 𝑧 ∈ R𝑛.

Îñêiëüêè 𝐿𝐹 = 𝐻(
∞∑︀
𝑘=1

ℒ𝑘), äîâiëüíå âåêòîðíå ïîëå 𝑌 (𝑧) ∈ 𝐿 äîðiâíþ¹

ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝑌1(𝑧), . . . 𝑌𝑛(𝑧) çi сталими êîåôiöi¹í-

òàìè. Iíøèìè ñëîâàìè, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛 ¹ áàçèñîì àëãåáðè Ëi âåêòîðíèõ ïîëiâ 𝐿

(íàä R). Îòæå, 𝐿 ¹ 𝑛-âèìiðíîþ. �



ДОДАТОК В

Доведення деяких результатiв з лiнеаризовностi

Доведення теореми 7.1. Ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiíó çìiííèõ i êåðóâàííÿ äî

ñèñòåìè (7.4), îòðèìó¹ìî

𝑧̇ = 𝐹𝑥(𝑥)𝐴𝑥+ 𝐹𝑥(𝑥)𝐵𝑢 = ̃︀𝐴𝐹 (𝑥) + ̃︀𝐵𝑔(𝑥, 𝑢).
Äèôåðåíöiþþ÷è öþ ðiâíiñòü ïî 𝑢, îòðèìó¹ìî 𝐹𝑥(𝑥)𝐵 = ̃︀𝐵𝑔𝑢(𝑥, 𝑢). Çà óìî-
âîþ, 𝐹𝑥(𝑥) íåâèðîäæåíå i 𝐵 ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã, îòæå, ̃︀𝐵 òàêîæ ìà¹

ìàêñèìàëüíèé ðàíã, rank( ̃︀𝐵) = 𝑟. Òîáòî 𝑔(𝑥, 𝑢) ¹ ëiíiéíèì ïî 𝑢 i, êðiì òîãî,

iñíóþòü äâi ìàòðèöi 𝑃 (𝑥), 𝐺(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑥), det𝐺(𝑥) ̸= 0, äëÿ ÿêèõ 𝑔(𝑥, 𝑢) =

𝑃 (𝑥) +𝐺−1(𝑥)𝑢; òîäi 𝑢 = −𝐺(𝑥)𝑃 (𝑥) +𝐺(𝑥)𝑔(𝑥, 𝑢) = −𝐺(𝑥)𝑃 (𝑥) +𝐺(𝑥)𝑣.

Öå îçíà÷à¹, ùî ñèñòåìà

𝑥̇ = (𝐴𝑥−𝐵𝐺(𝑥)𝑃 (𝑥)) +𝐵𝐺(𝑥)𝑣 = ̂︀𝑎(𝑥) + ̂︀𝐵(𝑥)𝑣

çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (7.7) òiëüêè çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ

𝑧 = 𝐹 (𝑥). Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 1.1, îòðèìó¹ìî, ùî òîäi iñíóþòü ad𝑘̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥) ∈
𝐶1(𝑄), ïðè÷îìó

ad𝑘̂︀𝑎̂︀𝑏𝑗(𝑥) = (−1)𝑘(𝐹𝑥(𝑥))
−1 ̃︀𝐴𝑘̃︀𝑏𝑗. (Â.1)

Íåõàé 𝑤0 = 0, 𝑤𝑗 = rank(𝐵, . . . , 𝐴𝑗−1𝐵), 𝑗 ≥ 1. Òîäi 𝑤1 = 𝑟, 𝑤𝑛1 = 𝑛.

Ïîçíà÷èìî 𝑑𝑗 = 𝑤𝑗 − 𝑤𝑗−1, 𝐾𝑗 = (𝐴𝑗−1𝑏1, . . . , 𝐴
𝑗−1𝑏𝑑𝑗), 𝑗 ≥ 1, i 𝑀0 = 0,

𝑀𝑠 = (𝐾1, . . . , 𝐾𝑠), 𝑠 ≥ 1; íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî

rank(𝑀𝑠) = 𝑤𝑠, 𝑠 ≥ 1.

Äîâåäåìî, ùî iñíóþòü âåêòîðè 𝑌𝑠,𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), 𝑠 = 0, . . . , 𝑛1, 𝑗 =

1, . . . , 𝑟, äëÿ ÿêèõ

ad𝑠̂︀𝑎̂︀𝑏𝑗(𝑥) = (−1)𝑠𝐴𝑠𝐵𝐺𝑗(𝑥) +𝑀𝑠𝑌𝑠,𝑗(𝑥), (Â.2)

äå 𝐺𝑗(𝑥) � 𝑗-é ñòîâïåöü ìàòðèöi 𝐺(𝑥). Äëÿ 𝑠 = 0, (Â.2) çáiãà¹òüñÿ ç îçíà-

÷åííÿì ̂︀𝐵(𝑥), òîìó ìîæåìî âèáðàòè 𝑌0,𝑗(𝑥) = 0. Ïðèïóñòèìî, ùî (Â.2)
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âèêîíó¹òüñÿ ïðè 𝑠 = 𝑘 − 1. Òîäi ïiñëÿ ïåðåòâîðåíü ìà¹ìî

ad𝑘̂︀𝑎̂︀𝑏𝑗(𝑥) = [𝐴𝑥−𝐵𝐺(𝑥)𝑃 (𝑥), ad𝑘−1̂︀𝑎 ̂︀𝑏𝑗(𝑥)] =
= (−1)𝑘𝐴𝑘𝐵𝐺𝑗(𝑥) + 𝐴𝑘−1𝐵𝑆1(𝑥) +𝑀𝑘−1𝑆2(𝑥) + 𝐴𝑀𝑘−1𝑆3(𝑥) +𝐵𝑆4(𝑥),

äå 𝑆𝑞(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄). Àëå ñòîâïöi ìàòðèöü 𝐴𝑘−1𝐵,𝑀𝑘−1, 𝐴𝑀𝑘−1 i 𝐵 ¹ ëiíiéíèìè

êîìáiíàöiÿìè ñòîâïöiâ 𝑀𝑘. Îòæå, îñòàííþ ðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

ad𝑘̂︀𝑎̂︀𝑏𝑗(𝑥) = (−1)𝑘𝐴𝑘𝐵𝐺𝑗(𝑥) +𝑀𝑘𝑌𝑘,𝑗(𝑥),

äå 𝑌𝑘,𝑗(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄). Îñêiëüêè 𝑀𝑘 ìà¹ ìàêñèìàëüíèé ðàíã, 𝐺𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄) i

ad𝑘̂︀𝑎̂︀𝑏𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), îòðèìó¹ìî, ùî 𝑌𝑘,𝑗(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄). Îòæå, (Â.2) äîâåäåíå çà

iíäóêöi¹þ.

Òåïåð ç (Â.1) i (Â.2) âèïëèâà¹, ùî

rank( ̃︀𝐵, . . . , ̃︀𝐴𝑗−1 ̃︀𝐵) = rank(𝐵, . . . , 𝐴𝑗−1𝐵) = 𝑤𝑗,

𝑗 = 1, . . . , 𝑛1, ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Доведення теореми 7.2. Íåîáõiäíiñòü. Óìîâà (A) âèïëèâà¹ ç ëåìè 7.1.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî âèõiäíà ñèñòåìà âiäîáðàæó-

¹òüñÿ íà ñèñòåìó (1.58). Òîäi

𝑧̇𝜎𝑖+𝑛𝑖 = (𝐹𝜎𝑖+𝑛𝑖(𝑥))𝑥(𝑎(𝑥) +𝐵(𝑥)𝜑(𝑥, 𝑢)) = 𝑣𝑖 = 𝑔𝑖(𝑥, 𝑢), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

Ââåäåìî ìàòðèöþ

Ψ(𝑥) =

⎛⎜⎜⎝
(𝐹𝜎1+𝑛1(𝑥))𝑥

· · ·
(𝐹𝜎𝑟+𝑛𝑟(𝑥))𝑥

⎞⎟⎟⎠ ∈ 𝐶1(𝑄),

òîäi 𝑔(𝑥, 𝑢) = Ψ(𝑥)𝑎(𝑥) +Ψ(𝑥)𝐵(𝑥)𝜑(𝑥, 𝑢). Äèôåðåíöiþþ÷è ïî 𝑢, îòðèìó¹-

ìî 𝑔𝑢(𝑥, 𝑢) = Ψ(𝑥)𝐵(𝑥)𝜑𝑢(𝑥, 𝑢), à îñêiëüêè 𝑔𝑢(𝑥, 𝑢) íåâèðîäæåíà, ìàòðèöÿ

Ψ(𝑥)𝐵(𝑥) òàêîæ íåâèðîäæåíà. Ïîçíà÷èìî

𝐾(𝑥) = Ψ(𝑥)𝐵(𝑥), 𝜉(𝑥) = −(𝐾(𝑥))−1Ψ(𝑥)𝑎(𝑥),
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òîäi 𝐾(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), 𝜉(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), det𝐾(𝑥) ̸= 0 i 𝜑(𝑥, 𝑢) = 𝜉(𝑥) +

(𝐾(𝑥))−1𝑔(𝑥, 𝑢). Ïiäñòàâèìî öi âèðàçè äî ñèñòåìè (7.5). Ïîçíà÷àþ÷è

̂︀𝑎(𝑥) = 𝑎(𝑥) +𝐵(𝑥)𝜉(𝑥), ̂︀𝐵(𝑥) = 𝐵(𝑥)(𝐾(𝑥))−1

i ïiäñòàâëÿþ÷è 𝑣 = 𝑔(𝑥, 𝑢), îòðèìó¹ìî ñèñòåìó

𝑥̇ = ̂︀𝑎(𝑥) + ̂︀𝐵(𝑥)𝑣 = ̂︀𝑎(𝑥) + 𝑟∑︁
𝑖=1

̂︀𝑏𝑖(𝑥)𝑣𝑖,
ÿêà çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíî¨ òiëüêè çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ 𝑧 = 𝐹 (𝑥).

Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 1.1, îòðèìó¹ìî, ùî òîäi ad𝑘̂︀𝑎̂︀𝑏𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, 𝑘 ≥ 1,

iñíóþòü i íàëåæàòü êëàñó 𝐶1(𝑄) i, êðiì òîãî,

ad𝑘̂︀𝑎̂︀𝑏𝑗(𝑥) = (−1)𝑘(𝐹𝑥(𝑥))
−1𝐴𝑘𝑏𝑗, (Â.3)

[ad𝑘̂︀𝑎̂︀𝑏𝑗(𝑥), ad𝑝̂︀𝑎̂︀𝑏𝑠(𝑥)] = 0 (Â.4)

ïðè 𝑥 ∈ 𝑄, 𝑗, 𝑠 = 0, . . . , 𝑟 i 𝑘, 𝑝 ≥ 0.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ðiâíîñòÿìè (Â.3), (Â.4). Äëÿ 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1 − 1 îçíà÷èìî

(𝜒𝑗1(𝑥), . . . , 𝜒
𝑗
𝑟(𝑥)) = (ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏1(𝑥), . . . , ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑟(𝑥))𝐾(𝑥),

òîäi 𝜒𝑗𝑖 (𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄), 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1 − 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, i ç ëåìè 7.1 âèïëèâà¹

(B2). Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî çîáðàæåííÿ

𝜒𝑗𝑠(𝑥) =
𝑟∑︁
𝑖=1

ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)𝛾𝑖𝑠(𝑥), (Â.5)

ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑠(𝑥) = 𝑟∑︁
𝑖=1

𝜒𝑗𝑖 (𝑥)̂︀𝛾𝑖𝑠(𝑥), (Â.6)

äå 𝛾𝑖𝑠(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄) i ̂︀𝛾𝑖𝑠(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄) � åëåìåíòè ìàòðèöü 𝐾(𝑥) i (𝐾(𝑥))−1

âiäïîâiäíî. Çîêðåìà, îñêiëüêè 𝐵(𝑥) = ̂︀𝐵(𝑥)𝐾(𝑥), îòðèìó¹ìî

𝜒0
𝑖 (𝑥) = 𝑏𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, (Â.7)

𝑏𝑠(𝑥) =
𝑟∑︁
𝑖=1

̂︀𝑏𝑖(𝑥)𝛾𝑖𝑠(𝑥), ̂︀𝑏𝑠(𝑥) = 𝑟∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥)̂︀𝛾𝑖𝑠(𝑥). (Â.8)
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Íåõàé 𝜉𝑞(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄) � êîìïîíåíòè 𝜉(𝑥). Òîäi

𝜒𝑗+1
𝑠 (𝑥)=

𝑟∑︁
𝑖=1

[̂︀𝑎(𝑥), ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)]𝛾𝑖𝑠(𝑥)= 𝑟∑︁
𝑖=1

[︀
𝑎(𝑥)+

𝑟∑︁
𝑞=1

𝑏𝑞(𝑥)𝜉𝑞(𝑥), ad
𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)]︀𝛾𝑖𝑠(𝑥).

(Â.9)

Îñêiëüêè

[𝑎(𝑥), ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)]𝛾𝑖𝑠(𝑥) = [𝑎(𝑥), ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)𝛾𝑖𝑠(𝑥)]− (𝛾𝑖𝑠(𝑥))𝑥𝑎(𝑥)ad
𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥),

âèêîðèñòîâóþ÷è (Â.5), (Â.6), ìà¹ìî

𝑟∑︁
𝑖=1

[𝑎(𝑥), ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)]𝛾𝑖𝑠(𝑥) = [𝑎(𝑥), 𝜒𝑗𝑠(𝑥)] +
𝑟∑︁

𝑝=1

𝛽𝑝𝑠(𝑥)𝜒
𝑗
𝑝(𝑥),

äå 𝛽𝑝𝑠(𝑥) = −
∑︀𝑟

𝑖=1(𝛾𝑖𝑠(𝑥))𝑥𝑎(𝑥)̂︀𝛾𝑝𝑖(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄). Óðàõîâóþ÷è (Â.7), (Â.8),

îòðèìó¹ìî

[𝑏𝑞(𝑥)𝜉𝑞(𝑥), ad
𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)] = 𝑟∑︁

𝑘=1

[̂︀𝑏𝑘(𝑥), ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)]𝜃𝑘𝑞(𝑥) + 𝑟∑︁
𝑝=1

𝛿𝑖𝑗𝑝𝑞(𝑥)𝜒
0
𝑝(𝑥),

äå 𝜃𝑘𝑞(𝑥) = 𝛾𝑘𝑞(𝑥)𝜉𝑞(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑄) i 𝛿𝑖𝑗𝑝𝑞(𝑥) = −
∑︀𝑟

𝑘=1(𝜃𝑘𝑞(𝑥))𝑥ad
𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥)̂︀𝛾𝑝𝑘(𝑥) ∈

𝐶(𝑄). Íàãàäà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ (Â.4); îòæå, ç (Â.7), (Â.9) i ïîïåðåäíiõ

ðîçðàõóíêiâ âèïëèâà¹ (B1). Àíàëîãi÷íî

[𝜒𝑗𝑠(𝑥), 𝜒
𝑝
𝑘(𝑥)] =

𝑟∑︀
𝑖,𝑞=1

[ad𝑗̂︀𝑎̂︀𝑏𝑖(𝑥), ad𝑝̂︀𝑎̂︀𝑏𝑞(𝑥)]𝛾𝑖𝑠(𝑥)𝛾𝑞𝑘(𝑥)+
+

𝑟∑︀
𝑖=1

𝜈𝑗𝑝𝑖𝑠𝑘(𝑥)𝜒
𝑗
𝑖 (𝑥) +

𝑟∑︀
𝑖=1

𝜁𝑗𝑝𝑖𝑠𝑘(𝑥)𝜒
𝑝
𝑖 (𝑥),

äå 𝜈𝑗𝑝𝑖𝑠𝑘(𝑥), 𝜁
𝑗𝑝
𝑖𝑠𝑘(𝑥) ∈ 𝐶(𝑄), çâiäêè âèïëèâà¹ (B3) çàâäÿêè (Â.4).

Íàðåøòi, äëÿ 𝑘 = 𝜎𝑖+1, . . . , 𝜎𝑖+𝑛𝑖−1, ç âèãëÿäó ñèñòåìè (1.58) âèïëèâà¹

𝑧̇𝑘 = (𝐹𝑘(𝑥))𝑥(𝑎(𝑥) +𝐵(𝑥)𝜑(𝑥, 𝑢)) = 𝐹𝑘+1(𝑥).

Äèôåðåíöiþþ÷è öþ ðiâíiñòü ïî 𝑢, îòðèìó¹ìî (𝐹𝑘(𝑥))𝑥𝐵(𝑥)𝜑𝑢(𝑥, 𝑢) = 0;

òîäi (𝐹𝑘(𝑥))𝑥𝐵(𝑥) = 0. Îòæå, 𝐹𝑘+1(𝑥) = (𝐹𝑘(𝑥))𝑥𝑎(𝑥) = 𝐿𝑎𝐹𝑘(𝑥), òîáòî

𝐹𝜎𝑖+𝑗(𝑥) = 𝐿𝑗−1
𝑎 𝐹𝜎𝑖+1(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), 𝑗 = 2, . . . , 𝑛𝑖,
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çâiäêè îòðèìó¹ìî (7.9) ç 𝜙𝑖(𝑥) = 𝐹𝜎𝑖+1(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑄), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Ðiâíîñòi

(7.9) i ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü 𝐻𝑖(𝑥) âèïëèâàþòü ç (Â.5) i ëåìè 7.1.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé óìîâè (A), (B1)�(B4) âèêîíóþòüñÿ, òîäi ñèñòåìà ìà¹

âèãëÿä (7.5). Âèáåðåìî

𝐹𝜎𝑖+𝑗(𝑥) = 𝐿𝑗−1
𝑎 𝜙𝑖(𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑛𝑖,

𝑔𝑖(𝑥, 𝑢) = 𝐿𝑛𝑖𝑎 𝜙𝑖(𝑥) +
𝑟∑︀
𝑠=1

𝐿𝑏𝑠𝐿
𝑛𝑖−1
𝑎 𝜙𝑖(𝑥)𝜑𝑠(𝑥, 𝑢),

òîäi äëÿ 𝑗 = 1, . . . , 𝑛𝑖 − 1

𝑧̇𝜎𝑖+𝑗=𝐿
𝑗
𝑎𝜙𝑖(𝑥)+

𝑟∑︁
𝑠=1

𝐿𝑏𝑠𝐿
𝑗−1
𝑎 𝜙𝑖(𝑥)𝜑𝑠(𝑥, 𝑢)=𝑧𝜎𝑖+𝑗+1+

𝑟∑︁
𝑠=1

𝐿𝑏𝑠𝐿
𝑗−1
𝑎 𝜙𝑖(𝑥)𝜑𝑠(𝑥, 𝑢),

i 𝑧̇𝜎𝑖+𝑛𝑖 = 𝑔𝑖(𝑥, 𝑢) = 𝑣𝑖. Äîâåäåìî, ùî

𝐿𝑏𝑠𝐿
𝑗−1
𝑎 𝜙𝑖(𝑥) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛𝑖 − 1, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟. (Â.10)

Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî äëÿ âñiõ 𝑖, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟 i 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑖 − 1

(𝐿𝑗𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒
𝑘
𝑠(𝑥) = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛𝑖 − 2− 𝑗,

(𝐿𝑗𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒
𝑛𝑖−1−𝑗
𝑠 (𝑥) = (−1)𝑗(𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒

𝑛𝑖−1
𝑠 (𝑥).

(Â.11)

Ïðè 𝑗 = 0 ç óìîâè (B4) îäðàçó îòðèìó¹ìî (Â.11). Ïðèïóñòèìî, ùî (Â.11)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ 𝑗 = 0, . . . , ℓ. Íåõàé 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛𝑖 − 1 − (ℓ + 1) =

𝑛𝑖 − 2 − ℓ, òîäi (𝐿ℓ𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒
𝑞
𝑝(𝑥) = 0 ïðè 𝑞 = 0, . . . , 𝑘, 𝑝 = 1, . . . , 𝑟. Îòæå,

âèêîðèñòîâóþ÷è (B1), îòðèìó¹ìî

(𝐿ℓ+1
𝑎 𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒

𝑘
𝑠(𝑥)=

(︀
(𝐿ℓ𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝑎(𝑥)

)︀
𝑥
𝜒𝑘𝑠(𝑥) = (𝐿ℓ𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥[𝜒

𝑘
𝑠(𝑥), 𝑎(𝑥)] =

=(𝐿ℓ𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥
(︀
−𝜒𝑘+1

𝑠 (𝑥) +
𝑘∑︀
𝑞=0

𝑟∑︀
𝑝=1

𝜇𝑞𝑝𝑘𝑠(𝑥)𝜒
𝑞
𝑝(𝑥)

)︀
=− (𝐿ℓ𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒

𝑘+1
𝑠 (𝑥).

Îñòàííié âèðàç äîðiâíþ¹ 0 ïðè 𝑘 ≤ 𝑛𝑖 − 3− ℓ = 𝑛𝑖 − 2− (ℓ+ 1) i äîðiâíþ¹

(−1)ℓ+1(𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒
𝑛𝑖−1
𝑠 (𝑥) ïðè 𝑘 = 𝑛𝑖 − 2− ℓ = 𝑛𝑖 − 1− (ℓ + 1). Öå äîâîäèòü

(Â.11) çà iíäóêöi¹þ.

Îñêiëüêè 𝜒0
𝑠(𝑥) = 𝑏𝑠(𝑥), ç (Â.11) âèïëèâà¹ (Â.10), îòæå, âêàçàíà çàìiíà

çìiííèõ i êåðóâàííÿ çâîäèòü ñèñòåìó äî âèãëÿäó (1.58). Áiëüø òîãî, ç (Â.11)

îòðèìó¹ìî

𝐿𝑏𝑠𝐿
𝑛𝑖−1
𝑎 𝜙𝑖(𝑥) = (−1)𝑛𝑖−1(𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒

𝑛𝑖−1
𝑠 (𝑥) = (−1)𝑛𝑖−1𝐻𝑖𝑠(𝑥),
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äå ðÿäêè 𝐻𝑖(𝑥) = (𝐻𝑖1(𝑥), . . . , 𝐻𝑖𝑟(𝑥)) ââåäåíi ó (B4). Îòæå,

(𝑔𝑖(𝑥, 𝑢))𝑢 = (−1)𝑛𝑖−1
𝑟∑︁
𝑠=1

𝐻𝑖𝑠(𝑥)(𝜑𝑠(𝑥, 𝑢))𝑢 = (−1)𝑛𝑖−1𝐻𝑖(𝑥)𝜑𝑢(𝑥, 𝑢).

Çàâäÿêè (A) i (B4), det 𝑔𝑢(𝑥, 𝑢) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄.

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî det𝐹𝑥(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄. Ïðèïóñòèìî, ùî

det𝐹𝑥(𝑥) = 0 äëÿ äåÿêîãî 𝑥 = 𝑥0 ∈ 𝑄, òîäi iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ìíîæè-

íà ÷èñåë 𝜚𝑗𝑖 , äëÿ ÿêî¨

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝜚𝑗𝑖 (𝐿
𝑗
𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥 = 0 ïðè 𝑥 = 𝑥0. (Â.12)

Çíîâ ñêîðèñòà¹ìîñü iíäóêöi¹þ. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî 0 ≤ 𝑝 ≤ 𝑛1 − 1

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖−1−𝑝∑︁
𝑗=0

𝜚𝑗𝑖 (𝐿
𝑗
𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥 = 0 ïðè 𝑥 = 𝑥0 (Â.13)

(äëÿ 𝑝 = 0 öÿ ðiâíiñòü çáiãà¹òüñÿ ç (Â.12)). Ïîìíîæóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè

(Â.13) íà 𝜒𝑝𝑠(𝑥) i âðàõîâóþ÷è (Â.11), îòðèìó¹ìî

𝑟∑︀
𝑖=1

𝑛𝑖−1−𝑝∑︀
𝑗=0

𝜚𝑗𝑖 (𝐿
𝑗
𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒

𝑝
𝑠(𝑥) =

𝑟∑︀
𝑖=1

𝜚𝑛𝑖−1−𝑝
𝑖 (−1)𝑛𝑖−1−𝑝(𝜙𝑖(𝑥))𝑥𝜒

𝑛𝑖−1
𝑠 (𝑥) =

𝑟∑︀
𝑖=1

𝜚𝑛𝑖−1−𝑝
𝑖 (−1)𝑛𝑖−1−𝑝𝐻𝑖𝑠(𝑥) = 0 ïðè 𝑥 = 𝑥0

äëÿ âñiõ 𝑠 = 1, . . . , 𝑟. Îòæå, (B4) äà¹

𝜚𝑛𝑖−1−𝑝
𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, (Â.14)

òîìó ç (Â.13) âèïëèâà¹

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖−1−(𝑝+1)∑︁
𝑗=0

𝜚𝑗𝑖 (𝐿
𝑗
𝑎𝜙𝑖(𝑥))𝑥 = 0 ïðè 𝑥 = 𝑥0.

Ïðîäîâæóþ÷è öi ìiðêóâàííÿ äëÿ 𝑝 ≤ 𝑛1−1, îòðèìó¹ìî ç (Â.14), ùî 𝜚𝑗𝑖 = 0

äëÿ âñiõ 𝑗 = 0, . . . , 𝑛𝑖 − 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå,

det𝐹𝑥(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ 𝑄. �
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