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Анотацiя

Андреєв К.М. Хвилi розрiдження для рiвняння Кортевега – де Фрiза:

асимптотики та iнтеграли руху. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах ру-

копису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.03 – математична фiзика. – Фiзико-технiчний iн-

ститут низьких температур iм. Б.I. Вєркiна Нацiональної академiї наук України,

Харкiв, 2018.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню розв’язку задачi Кошi для рiв-

няння Кортевега – де Фрiза (КдФ) з початковими даними типу сходинки, що

вiдповiдають хвилi розрiдження. У роботi вивчається асимптотична поведiнка

цього розв’язку за умови, що змiнна часу є позитивною i прямує до нескiнчен-

ностi.

Методом дослiдження асимптотик у дисертацiї є нелiнiйний метод найшвид-

шого спуску в застосуваннi до векторних осциляцiйних задач Рiмана – Гiльберта

(РГ). Вiн є ефективним у режимi, при якому обидвi змiннi, просторова та часова,

прямують до нескiнченностi, але їхнє вiдношення змiнюється слабо. На вiдмiну

вiд спадних початкових даних, для яких немає вiдмiнностей, яку саме задачу РГ

застосовувати при дослiдженнi асимптотик (за правими даними розсiювання або

за лiвими), в задачах з початковими умовами типу сходинки вибiр постановки

задачi РГ має принципове значення. Тому в дисертацiї поставлено вiдповiднi

задачi РГ як за правими, так i за лiвими даними розсiювання, i доведено iсну-

вання та єдинiсть їхнiх розв’язкiв. За допомогою зсувiв контурiв стрибка, що

становлять так званий механiзм лiнз, i з використанням методу 𝑔-функцiї, цi за-
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дачi зведено до еквiвалентних задач РГ, де матрицi стрибка мало вiдрiзняються,

за винятком малих околiв точок екстремумiв, вiд явно розв’язуваних задач РГ

зi сталими матрицями стрибкiв (модельних задач) при великих значеннях ча-

су. У дисертацiї знайдено точнi розв’язки асоцiйованих матричних i векторних

модельних задач та розв’язано додатковi задачi параметрикса, що пов’язанi з

поведiнкою розв’язку в околах точок екстремуму. Також проведено заключний

асимптотичний аналiз, що математично строго обґрунтовує асимптотичне роз-

винення для хвилi розрiдження при великих значеннях часу. Такий аналiз для

задач iз початковими умовами типу сходинки проведено вперше.

У дисертацiйнiй роботi знайдено асимптотики хвилi розрiдження для рiвнян-

ня КдФ у трьох основних областях просторово-часової пiвплощини: у солiтоннiй

областi, у середнiй областi мiж переднiм та заднiм хвильовими фронтами, та в

областi позаду заднього хвильового фронту. Також дослiджено вплив резонансу

на перший та другий члени асимптотичного розвинення на краю неперервного

спектра.

У роботi побудовано регуляризованi iнтеграли руху у випадку асимптотично

перiодичних початкових умов задачi Кошi для рiвняння КдФ. Для початкових

умов, що є асимптотично сталими, знайдено зображення цих iнтегралiв через

данi розсiювання вiдповiдного оператора Шрьодiнгера.

Ключовi слова: Рiвняння Кортевега – де Фрiза, хвиля розрiдження, задача

Рiмана – Гiльберта, iнтеграли руху.
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Abstract

Andreiev K.M. The rarefaction waves for the Korteweg-de Vries equation:

asymptotics and the integrals of motion. – Qualification scientific paper, manuscri-

pt.

The thesis is concerned with the Cauchy problem solution for the Korteweg–de

Vries equation with steplike initial data associated with the rarefaction waves. The

long time asymptotic behavior of this solution is discussed in the regime when the

ratio of the spatial and the time variables changes slowly.

By use of the nonlinear steepest descent method, the asymptotics of the solution

was investigated in all principal regions of the space-time half-plane: in the soliton

region, in the middle region between the leading and rear wave fronts, and in the

region behind the rear wave front. The result generalizes previously known results.

The method is applied to studying of the vector Riemann-Hilbert (RH) oscillation

problems associated with the right and left scattering data of the initial profile. The

unique solvability of these RH problems is proved, in particular, in the presence

of the discrete spectrum and possible resonances. Using the so-called lens and 𝑔-

function mechanisms, as far as standard conjugation and deformation methods, these

RH problems amount to the equivalent RH problems, with the jump matrices slightly

differing from constant matrices when the time is large, except of small vicinities of

finite number of the extrema points. The RH problems with the constant jump matrices

(model problems) are solved explicitly. The additional parametrix RH problems are

also solved, and the concluding asymptotic analysis is given. It justifies rigorously the

asymptotic expansions for the rarefaction wave of the KdV equation.

The regularized integrals of motion are constructed for asymptotically finite gap
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steplike solution for the KdV equation. In the case of the asymptotically constant

initial data, the representation of the integrals of motion is given via the scattering

data of the associated Schödinger operator.

Keywords: Korteweg-de Vries equation, rarefaction wave, Riemann-Hilbert

problem, the integrals of motion.
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження.

З часiв знаменитого вiдкриття К. Гарднера, Дж. Грiна, М. Крускала, Р. Мi-

ури (1967), якi запропонували новий метод розв’язання рiвняння Кортевега –

де Фрiза (КдФ), в сучасних дослiдженнях з нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь

велика увага придiляється двом взаємопов’язаним аспектам. Перший – метод

оберненої задачi розсiювання (МОЗР), в основi якого лежить зображення Лакса

для цiлком iнтегровних нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь та вiдповiдний оберне-

ний спектральний аналiз лiнiйних операторiв. Завдяки МОЗР вдалося не тiльки

побудувати важливi класи точних розв’язкiв цих рiвнянь (солiтоннi, скiнченно-

зоннi, рацiональнi), але й довести теореми iснування розв’язкiв задачi Кошi для

рiзних класiв початкових умов. Сучасною модернiзацiєю цього методу є нелiнiй-

ний метод найшвидшого спуску, що дозволяє дослiдити асимптотичну поведiн-

ку розв’язку при великих значеннях часу. Це є «аналiтичний» аспект проблеми.

Другий, «алгебраїчний», аспект, пов’язаний з вивченням внутрiшнiх симетрiй

динамiчних систем, розвивався паралельно i був iнiцiйований важливим спо-

стереженням, зробленим Л.Д. Фаддєєвим i В.Є. Захаровим (1971), а саме: всi

рiвняння, що розв’язнi методом оберненої задачi, можна розглядати як нескiн-

ченновимiрнi гамiльтоновi цiлком iнтегровнi (в сенсi Лiувiлля) системи, для яких

змiнними типу «дiя – кут» є деякi спектральнi характеристики вiдповiдного 𝐿-

оператора Лакса. У зв’язку з цим виникла проблема побудови послiдовної теорiї

нескiнченновимiрних цiлком iнтегровних динамiчних систем. Цим двом аспе-

ктам i присвячено дисертацiйну роботу, у якiй вони вивчаються для рiвняння

КдФ в класi розв’язкiв типу сходинки, а саме розв’язкiв, якi швидко спадають
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при 𝑥→ +∞ i прямують до ненульової додатної константи при 𝑥→ −∞. Такий

розв’язок називається хвилею розрiдження.

Розв’язання оберненої задачi розсiювання для одновимiрного оператора

Шрьодiнгера на всiй осi зi спадним потенцiалом було проведено I. Кеєм, Г. Мозе-

сом (1955), Л.Д. Фаддєєвим (1964), В.О. Марченко (1977), П. Дейфтом i Е. Тру-

бовiцем (1979). Цi дослiдження дозволили проiнтегрувати рiвняння КдФ у кла-

сi швидкоспадних розв’язкiв. Подальший розвиток МОЗР у теорiї нелiнiйних

еволюцiйних рiвнянь дозволив вивчити деякi класи неспадних розв’язкiв, а са-

ме: перiодичнi, скiнченнозоннi, розв’язки типу сходинки та iншi. Дослiдження

в цьому напрямку використовували результати спектральної теорiї та теорiї роз-

сiювання для оператора Шрьодiнгера з потенцiалами вiдповiдного класу. Зокре-

ма, рiвняння КдФ з початковими умовами типу сходинки було проiнтегровано в

працях В.С. Буслаєва, В.Н. Фомiна (1962), Е. Коен, Т. Каппелера (1984), I.Є. Єго-

рової, Г. Тешля (2011).

МОЗР дозволяє дослiдити асимптотичну поведiнку розв’язку рiвняння КдФ

при великих значеннях часу у так званiй солiтоннiй зонi. Цей метод також ви-

явився ефективним при дослiдженнi асимптотики хвилi стиску рiвняння КдФ

в областi позаду переднього хвильового фронту, де, як показано Є.Я. Хрусло-

вим (1976), з’являються асимптотичнi солiтони, якi не є пов’язаними з дискре-

тним спектром. Найбiльш ефективним методом дослiдження асимптотичної по-

ведiнки розв’язкiв нелiнiйних iнтегровних рiвнянь при великих значеннях часу

наразi є нелiнiйний метод найшвидшого спуску для осциляцiйної задачi Рiма-

на – Гiльберта (РГ), який було запропоновано С.В. Манаковим (1973), а також

П. Дейфтом i С. Джоу (1993). Розвитку цього методу присвячено значну кiлькiсть

праць. Метод застосовується у вивченнi асимптотичної поведiнки як розв’язкiв

нелiнiйних iнтегровних рiвнянь, так i полiномiв великого степеня, ортогональ-

них вiдносно ваги, що залежить вiд великих значень параметра, також є ефе-
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ктивним в теорiї матриць великих розмiрностей. Зокрема, цим методом вивчено

асимптотичну поведiнку хвилi стиску. Вперше цi дослiдження було проведено

В.П. Котляровим i О.О. Мiнаковим (2010) для модифiкованого рiвняння КдФ

та надалi узагальнено А. Буте де Монвель, В.П. Котляровим, Д.Г. Шепельським

(2010) для нелiнiйного рiвняння Шрьодiнгера. Для рiвняння КдФ аналогiчнi ре-

зультати отримано I.Є. Єгоровою, З.М. Гладкою, Г. Тешлєм (2013). Хвиля розрi-

дження цим методом ранiше не вивчалась, i вiдповiднi дослiдження є основним

сюжетом даної дисертацiйної роботи.

У 1971 р. В.Є. Захаров i Л.Д. Фаддєєв побудували теорiю рiвняння КдФ як

цiлком iнтегровної гамiльтонової системи. Для спадних початкових умов було

введено симплектичну структуру на вiдповiдному многовидi, а також знайде-

но зображення для локальних щiльностей (iнтегралiв руху) в термiнах даних

розсiювання й у термiнах змiнних типу «дiя – кут». У випадку розв’язкiв типу

сходинки локальнi щiльностi не спадають, тому вiдповiднi iнтеграли розбiгаю-

ться. У дисертацiї побудовано локальнi щiльностi, для яких вiдповiднi iнтеграли

збiгаються, а також отримано зображення цих iнтегралiв через данi розсiювання

i побудовано симплектичну форму для вiдповiдної динамiчної системи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiйну

роботу виконано у математичному вiддiленнi Фiзико-технiчного iнституту низь-

ких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України. Результати дисертацiї є складовою

частиною держбюджетних науково-дослiдних робiт за темами: «Геометричнi та

асимптотичнi методи теорiї крайових задач математичної фiзики» (номер дер-

жавної реєстрацiї 0116U005036), «Матричнi та диференцiальнi оператори та їх

застосування у квантовiй iнформатицi, iнтегрованих системах та статистичнiй

фiзицi» (номер державної реєстрацiї 0116U005035).

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiї полягає у дослiдженнi асим-

птотичної поведiнки при великих значеннях часу розв’язкiв задачi Кошi для рiв-
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няння КдФ, що вiдповiдають хвилi розрiдження, та у побудовi регуляризованих

iнтегралiв руху.

Завдання дослiдження:

∙ аналiз асимптотичної поведiнки хвилi розрiдження для рiвняння КдФ в

основних областях просторово-часової пiвплощини для загальних початко-

вих умов, що допускають наявнiсть резонансу;

∙ виведення точних формул для першого та другого членiв асимптотичного

розвинення при великих значеннях часу i повне обґрунтування цих асим-

птотик у всiх принципових областях просторово-часової пiвплощини;

∙ отримання регуляризованих iнтегралiв руху для асимптотично перiодичних

розв’язкiв рiвняння КдФ типу сходинки i виведення зображення цих iнте-

гралiв через данi розсiювання початкових умов у випадку сталих фонiв.

Об’єктом дослiдження є розв’язок задачi Кошi для нелiнiйного рiвняння КдФ

на всiй осi з початковими умовами типу сходинки.

Предметом дослiдження є розв’язок векторної задачi Рiмана – Гiльберта, що

вiдповiдає хвилi розрiдження, а також регуляризованi iнтеграли руху для вiдпо-

вiдної динамiчної системи.

Методи дослiдження. Для дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язку

використано нелiнiйний метод найшвидшого спуску для осциляцiйної задачi Рi-

мана – Гiльберта у векторної постановцi. Для побудови регуляризованих iнте-

гралiв руху застосовано метод оберненої задачi розсiювання для одновимiрного

рiвняння Шрьодiнгера на всiй осi з потенцiалом типу сходинки.

Наукова новизна одержаних результатiв. Всi результати, отриманi в дисер-

тацiї, є новими i полягають у наступному:

∙ в рамках застосування нелiнiйного методу найшвидшого спуску поставле-

но i дослiджено векторнi задачi Рiмана – Гiльберта, якi є асоцiйованими

з правими та лiвими даними розсiювання. Цi розв’язки використано для
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опису асимптотичної поведiнки розв’язку задачi Кошi для рiвняння КдФ з

початковими умовами типу сходинки, що вiдповiдають хвилi розрiдження;

∙ в основних областях просторово-часової пiвплощини отримано перший та

другий члени асимптотичного розвинення при великих значеннях параме-

тру часу розв’язку задачi Кошi для рiвняння КдФ з початковими умовами

типу сходинки, що вiдповiдають хвилi розрiдження. Це асимптотичне роз-

винення є математично строго обґрунтованим;

∙ побудовано регуляризованi iнтеграли руху у випадку асимптотично перiо-

дичних початкових умов задачi Кошi для рiвняння КдФ. Для початкових

умов на сталих фонах знайдено їх зображення через данi розсiювання (в

термiнах змiнних типу «дiя-кут»).

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має теоретичний ха-

рактер. Одержанi результати й розвиненi методи можуть бути використанi при

вивченнi поведiнки розв’язку рiвняння КдФ та iнших важливих класiв цiлком

iнтегровних рiвнянь у рiзних асимптотичних режимах. Результати, якi одер-

жанi в дисертацiї, можуть бути корисними в дослiдженнях у галузi математи-

чної фiзики, що проводяться в Фiзико-технiчному iнститутi низьких температур

iм. Б.I. Вєркiна НАН України (м. Харкiв), в Iнститутi математики НАН України

(м. Київ), на факультетi математики i iнформатики Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В.Н. Каразiна та на механiко-математичному факультетi Ки-

ївського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка, на математичному

факультетi Вiденського унiверситету (Австрiя).

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї отриманi авто-

ром самостiйно. У роботах, якi виконанi у спiвавторствi, авторство розподiлено

таким чином: у роботi [2] Є.Я. Хруслову належить постановка задачi; у робо-

тi [7] I.Є. Єгоровiй належить постановка задачi та iдея доведення теореми 2.5,
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Г. Тешль є автором вступу та рисункiв статтi, Т.-Л. Лянге – автором леми 4.2.

У роботах [9,10] постановка задач належить науковому керiвнику I.Є. Єгоровiй.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдалися на

мiжнародних наукових конференцiях:

- II International Conference «Analysis and Mathematical Physics» (Харкiв, 2014);

- III International Conference «Analysis and Mathematical Physics» (Харкiв, 2015);

- IV International Conference «Analysis and Mathematical Physics» (Харкiв, 2016);

- A trilateral German-Russian-Ukrainian summer school «Spectral Theory, Differenti-

al Equations and Probabilit» (Mainz, Germany, 2016);

- V International Conference «Analysis and Mathematical Physics» dedicated to

Vladimir A. Marchenko’s 95th birthday and the centennial anniversary of the National

Academy of Sciences of Ukraine (Харкiв, 2017).

Результати дисертацiї доповiдалися й обговорювалися на наукових семiнарах:

- науковi семiнари вiддiлiв диференцiальних рiвнянь i геометрiї та математичної

фiзики Фiзико-технiчного iнституту iменi Б.I. Вєркiна НАН України;

- науковий семiнар математичного вiддiлення Фiзико-технiчного iнституту iм.

Б.I. Вєркiна НАН України (керiвник: академiк НАН України, д.ф.-м.н., професор

Є.Я. Хруслов).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiковано у 10 наукових публiкацiях,

в тому числi у 5 статтях [1–3, 28, 65] у спецiалiзованих виданнях, i у 5 тезах

виступiв на конференцiях [29–33].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох

роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел, який мiстить 71 наймену-

вання та складає 9 сторiнок. Загальний обсяг роботи становить 128 сторiнок.

Основнi результати, що винесенi на захист, викладено в роздiлах 2-4.

Автор щиро вдячний Євгену Яковичу Хруслову й Iринi Євгенiвнi Єгоровiй

за постановку задач i численнi обговорення.
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РОЗДIЛ 1.

Метод оберненої задачi розсiювання (МОЗР) i

його застосування

Цей роздiл є оглядовим. У ньому описано основи методу оберненої задачi

розсiювання (МОЗР) у застосуваннi до рiвняння КдФ. Також показано, як цей

метод застосовується для отримання iнтегралiв руху у випадку швидкоспадного

розв’язку, i пояснено деякi принципи нелiнiйного методу найшвидшого спуску

для осциляцiйних задач Рiмана – Гiльберта, який прийнято вважати модифiка-

цiєю МОЗР, i який є найбiльш ефективним у дослiдженнi асимптотик розв’язку

при великих значеннях часу.

1.1. МОЗР для рiвняння КдФ зi спадними початковими

умовами

МОЗР бере свiй початок зi знаменитої роботи Гарднера, Грiна, Крускала i

Мiури [61], в якiй показано, що рiвняння Кортевега – де Фрiза (КдФ)

𝑞𝑡(𝑥, 𝑡)− 6𝑞(𝑥, 𝑡)𝑞𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ R× R+, (1.1)

можна розв’язувати за допомогою оберненого спектрального аналiзу асоцiйова-

ного оператора Шрьодiнгера

𝐿(𝑡) = − 𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑞(𝑥, 𝑡). (1.2)

Подальший розвиток цього методу почався з робiт, в яких було розкрито ал-

гебраїчний механiзм, що лежить в основi МОЗР ( [57]), i побудовано теорiю

рiвняння КдФ як гамiльтонової системи [12,48]. У теперiшнiй час лiтература по
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МОЗР налiчує сотнi статей, огляд яких має значний об’єм. Тому ми процитує-

мо монографiї [21, 38, 45], якi мiстять посилання на численнi оглядовi роботи в

цьому напрямку.

У 1968 роцi П. Лакс ввiв поняття пари лiнiйних операторiв, асоцiйованих з

рiвнянням КдФ – пари Лакса {𝐿, 𝑃}, в термiнах якої це нелiнiйне рiвняння є

еквiвалентним рiвнянню
𝜕𝐿

𝜕𝑡
= [𝑃,𝐿],

де в правiй частинi знаходиться комутатор операторiв. Тут 𝐿(𝑡) – це оператор

Шрьодiнгера (1.2) з потенцiалом 𝑞(𝑥, 𝑡), а оператор 𝑃 (𝑡) має вигляд

𝑃 (𝑡) = −4𝜕3𝑥 + 6𝑞(𝑥, 𝑡)𝜕𝑥 + 3𝑞𝑥(𝑥, 𝑡).

Наявнiсть пари Лакса дозволяє проiнтегрувати рiвняння КдФ як у разi спа-

дних початкових умов, так i для бiльш складних початкових умов, наприклад,

скiнченнозонних або умов типу сходинки. Розглянемо механiзм методу обер-

неної задачi розсiювання на класичному прикладi спадних початкових умов

𝑞(𝑥, 0) =: 𝑞(𝑥). Припустимо, що функцiя 𝑞(𝑥) спадає досить швидко:∫︁
R
(1 + |𝑥|𝑚)|𝑞(𝑥)|𝑑𝑥 <∞, 𝑚 ≥ 1. (1.3)

За такої умови рiвняння

𝐿(0)𝑦(𝑥) = − 𝑑2

𝑑𝑥2
𝑦(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑘2𝑦(𝑥), 𝑘 ∈ C+, (1.4)

має два розв’язки Йоста 𝜑(𝑘, 𝑥), 𝜑1(𝑘, 𝑥) iз асимптотичною поведiнкою

𝜑(𝑘, 𝑥) ∼ ei𝑘𝑥 при 𝑥 → +∞, 𝜑1(𝑘, 𝑥) ∼ e−i𝑘𝑥 при 𝑥→ −∞. Їх можна зобрази-

ти у виглядi

𝜑(𝑘, 𝑥) = ei𝑘𝑥 +

∫︁ ∞

𝑥

𝐾(𝑥, 𝑦)ei𝑘𝑦𝑑𝑦,

𝜑1(𝑘, 𝑥) = e−i𝑘𝑥 +

∫︁ 𝑥

−∞
𝐾1(𝑥, 𝑦)e

−i𝑘𝑦𝑑𝑦, (1.5)
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де 𝐾(𝑥, 𝑦), 𝐾1(𝑥, 𝑦) є ядрами операторiв перетворення. Цi ядра є дiйсними i

спадають зi швидкiстю, яка залежить вiд швидкостi спадання потенцiалу

|𝐾(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶

∫︁ ∞

𝑥+𝑦
2

|𝑞(𝑠)|𝑑𝑠, |𝐾1(𝑥, 𝑦)| ≤ 𝐶1

∫︁ 𝑥+𝑦
2

−∞
|𝑞(𝑠)|𝑑𝑠,

де 𝐶, 𝐶1 є деякими додатними константами. Потенцiал рiвняння (1.4) є

пов’язаним з операторами перетворення формулою

𝑞(𝑥) = −2
𝑑

𝑑𝑥
𝐾(𝑥, 𝑥) = 2

𝑑

𝑑𝑥
𝐾1(𝑥, 𝑥).

Спектр оператора 𝐿(0) складається з абсолютно неперервної частини, яка зна-

ходиться на правiй пiвосi, та зi скiнченної кiлькостi простих вiд’ємних власних

значень −𝜅21, ...,−𝜅2𝑁 . Вiдповiднi власнi функцiї 𝜑(i𝜅𝑗, 𝑥) i 𝜑1(i𝜅𝑗, 𝑥) в цих то-

чках вiдрiзняються на мультиплiкативну сталу. Надалi нам знадобиться права

нормувальна константа 𝛾𝑗:

𝛾−1
𝑗 =

∫︁
R
𝜑2(i𝜅𝑗, 𝑥)𝑑𝑥.

Розв’язок Йоста i комплексно спряженi до них функцiї утворюють двi пари лi-

нiйно незалежних розв’язкiв при дiйсних 𝑘 ̸= 0. Цi функцiї пов’язанi мiж собою

спiввiдношеннями розсiювання

𝑇 (𝑘)𝜑(𝑘, 𝑥) = 𝑅1(𝑘)𝜑1(𝑘, 𝑥) + 𝜑1(𝑘, 𝑥),

𝑇 (𝑘)𝜑1(𝑘, 𝑥) = 𝑅(𝑘)𝜑(𝑘, 𝑥) + 𝜑(𝑘, 𝑥), (1.6)

де 𝑇 (𝑘) – це коефiцiєнт проходження, а 𝑅(𝑘) i 𝑅1(𝑘) є правим та лiвим коефiцi-

єнтами вiдбиття вiдповiдно. За правими даними розсiювання

𝒮(0) = {𝑅(𝑘), 𝑘 ∈ R; −𝜅2𝑗 ; 𝛾𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑁}, (1.7)

так само як i за лiвими, потенцiал вiдновлюється однозначно. Крiм того, iснують

необхiднi i достатнi умови на 𝒮(0), що дозволяють вiдновити єдиним чином

потенцiал саме класу (1.3).
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Ключовим моментом при розв’язаннi оберненої задачi розсiювання є рiв-

няння Гельфанда-Левiтана-Марченко (ГЛМ), яке пов’язує мiж собою оператор

перетворення i «узагальнене перетворення» Фур’є даних розсiювання

𝐾(𝑥, 𝑦) + 𝐹 (𝑥+ 𝑦) +

∫︁ ∞

𝑥

𝐾(𝑥, 𝑠)𝐹 (𝑠+ 𝑦)𝑑𝑠 = 0,

де 𝐹 (𝑥) =
1

2𝜋

∫︁
R
𝑅(𝑘)ei𝑘𝑥𝑑𝑘 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗e
−𝜅𝑗𝑥.

Це рiвняння є основою МОЗР, вiдкритого в [61]. Наведемо основнi принципи

цього методу. З цiєю метою розглянемо задачу Кошi для рiвняння (1.1) iз глад-

кими початковими умовами 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶8(R), що задовольняють (1.3) при 𝑚 ≥ 4.

Якщо припустити, що iснує розв’язок цiєї задачi, що є швидкоспадним при ко-

жному фiксованому значеннi 𝑡, то за допомогою перетворення Лакса можна зна-

йти залежнiсть даних розсiювання рiвняння 𝐿(𝑡)𝑦 = 𝑘2𝑦 вiд часу. Еволюцiя цих

даних за часом виглядає наступним чином:

𝑅(𝑘, 𝑡) = 𝑅(𝑘)e8i𝑘
3𝑡, 𝑅(𝑘) = 𝑅(𝑘, 0), 𝜅𝑗(𝑡) = 𝜅𝑗, 𝛾𝑗(𝑡) = 𝛾𝑗e

8i𝜅3𝑗 𝑡. (1.8)

Крiм того, у випадку спадного потенцiалу коефiцiєнт проходження 𝑇 (𝑘) не зале-

жить вiд часу: 𝑇 (𝑘, 𝑡) = 𝑇 (𝑘, 0). Визначимо новий набiр даних розсiювання 𝒮(𝑡)
за формулами (1.8), i за цим набором побудуємо функцiю

𝐹 (𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
R
𝑅(𝑘)ei𝑘𝑥+8i𝑘3𝑡𝑑𝑘 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗e
−𝜅𝑗𝑥+8𝜅3𝑗 𝑡.

Розв’яжемо при кожному фiксованому 𝑥 праве рiвняння ГЛМ

𝐾(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐹 (𝑥+ 𝑦, 𝑡) +

∫︁ +∞

𝑥

𝐾(𝑥, 𝑠, 𝑡)𝐹 (𝑠+ 𝑦, 𝑡)𝑑𝑠 = 0, (1.9)

i вiдновимо розв’язок рiвняння КдФ за формулою

𝑞(𝑥, 𝑡) = −2
𝑑

𝑑𝑥
𝐾(𝑥, 𝑥, 𝑡). (1.10)

Отже, схема розв’язку задачi Кошi для рiвняння КдФ (див. Рис. 1.1) виглядає на-

ступним чином. На першому етапi ми знаходимо данi розсiювання 𝒮(0) вигляду
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Рис. 1.1. Схематичне зображення етапiв МОЗР

(1.7) у нульовий момент часу. Потiм використовуємо еволюцiю (1.8) i знаходимо

деякий набiр 𝒮(𝑡) в момент часу 𝑡. Достатнi умови, що характеризують цей набiр

як данi розсiювання деякого оператора Шрьодiнгера зi спадним потенцiалом, за-

лежним вiд часу, виконуються при моментi 𝑚 = 1 (див. (1.3), [17]). Пiсля цього

обернена задача розсiювання розв’язується єдиним чином за допомогою рiвня-

ння ГЛМ (1.9). Наприкiнцi функцiя 𝑞(𝑥, 𝑡) вiдновлюється за допомогою (1.10) i

доводиться, що вона дiйсно є розв’язком задачi Кошi для рiвняння КдФ (1.1) з

початковими умовами 𝑞(𝑥).

Саме за цiєю схемою в [17] доведено iснування i єдинiсть розв’язкiв задачi

Кошi для рiвняння КдФ зi спадними початковими умовами i дослiджено асим-

птотичну поведiнку розв’язкiв при великих значеннях часу. Зокрема, доведено,

що при 𝑥 > 0 розв’язок розпадається на скiнченну кiлькiсть солiтонiв, якi вiд-

повiдають дискретному спектру оператора Шрьодiнгера ( [21, 26]).

1.2. Iнтеграли руху для рiвняння КдФ в класi спадних

розв’язкiв

Розглянемо iдею побудови iнтегралiв руху для рiвняння КдФ (див. [12,16,49,

54,57]). Припустимо, що початкова умова 𝑞(𝑥) належить класу Шварца 𝑉0, тобто

є нескiнченно диференцiйовною на всiй осi i спадає швидше будь-якого степеня

на нескiнченностi. Зобразимо вiдповiдний розв’язок Йоста (1.5) рiвняння (1.4)
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при великому значеннi |𝑘| у виглядi

𝜑1(𝑘, 𝑥) = exp

{︂
−i𝑘𝑥+

∫︁ 𝑥

−∞
𝜎[𝑞](𝑘, 𝜉)𝑑𝜉

}︂
(1.11)

(надалi ми будемо використовуємо позначення 𝜎[𝑞](·), що наголошує залежнiсть

вiд потенцiалу 𝑞(𝑥)). Порiвняння асимптотичного розвинення (1.11) iз розвине-

нням для формули (1.6), дозволяє встановити, що

log 𝑇−1(𝑘) = −
∫︁ ∞

−∞
𝜎[𝑞](𝑘, 𝜉)𝑑𝜉. (1.12)

Права частина формули (1.12) є iнтегралом руху при всiх 𝑘, оскiльки коефiцiєнт

проходження не залежить вiд часу. Для знаходження явного вигляду динамiчних

iнтегралiв руху, пiдставимо розв’язок, який записано у виглядi (1.11), в рiвняння

Шрьодiнгера (1.4). Тодi функцiя 𝜎[𝑞](𝑘, 𝑥) задовольняє рiвнянню Рiккатi

𝜎[𝑞]𝑥 (𝑘, 𝑥) + (𝜎[𝑞](𝑘, 𝑥))2 − 𝑞(𝑥)− 2i𝑘𝜎[𝑞](𝑘, 𝑥) = 0, (1.13)

причому 𝜎[𝑞](𝑥, 𝑘) можна зобразити у виглядi асимптотичного розвинення при

великих значеннях 𝑘:

𝜎[𝑞](𝑘, 𝑥) =
∞∑︁
𝑗=1

𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝑥)

(2i𝑘)𝑗
. (1.14)

Пiдставимо (1.14) в рiвняння (1.13) i порiвняємо коефiцiєнти при рiзних степе-

нях 𝑘, тодi отримаємо рекурентнi спiввiдношення:

𝜎
[𝑞]
1 (𝑥) := 𝑞(𝑥),

𝜎
[𝑞]
𝑗+1(𝑥) := − 𝑑

𝑑𝑥
𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝑥)−

𝑗−1∑︁
𝑙=1

𝜎
[𝑞]
𝑙 (𝑥)𝜎

[𝑞]
𝑗−𝑙(𝑥), 𝑗 = 1, 2, 3, ...

(1.15)

Декiлька перших коефiцiєнтiв мають наступний вигляд:

𝜎
[𝑞]
2 (𝑥) = −𝑞𝑥(𝑥), 𝜎[𝑞]3 (𝑥) = −𝑞𝑥𝑥(𝑥) + 𝑞2(𝑥), 𝜎

[𝑞]
4 (𝑥) = −𝑞𝑥𝑥𝑥(𝑥) + 2

𝑑

𝑑𝑥
𝑞2(𝑥).

Зауважимо, що 𝜎[𝑞]2 (𝑥) i 𝜎[𝑞]4 (𝑥) є повними похiдними за змiнною 𝑥. Можна перевi-

рити, що таку властивiсть мають всi 𝜎[𝑞]2𝑗 (𝑥). Тому для швидкоспадних розв’язкiв
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рiвняння КдФ iнтеграли з локальними щiльностями 𝜎
[𝑞]
2𝑗 (𝑥) на всiй осi 𝑥 обер-

таються в нуль. Отже, в якостi нескiнченного набору законiв збереження можна

вибрати наступний набiр вiдмiнних вiд нуля iнтегралiв:

𝐼𝑗 =

∫︁ ∞

−∞
𝜎
[𝑞]
2𝑗−1(𝜉)𝑑𝜉, 𝑗 = 1, 2, ...

Iз цього набору тiльки три перших iнтеграли мають простий фiзичний змiст, а

саме: в iнтегралi руху −𝐼1 =
∫︀∞
−∞ 𝑞(𝜉)𝑑𝜉 мiститься закон збереження, iнтеграл

2𝐼2 =
∫︀∞
−∞ 𝑞2(𝜉)𝑑𝜉 пов’язано з трансляцiйною iнварiантнiстю рiвняння КдФ, а iн-

теграл −1
2𝐼3 =

1
2

∫︀∞
−∞(𝑞2𝑥(𝜉)+ 2𝑞3(𝜉))𝑑𝜉 є функцiєю Гамiльтона для рiвняння КдФ

i має сенс енергiї. Iнтеграли 𝐼𝑗 при 𝑗 > 3 не мають простої механiчної iнтерпре-

тацiї. У роздiлi 4 ми узагальнюємо поняття iнтегралiв руху для початкових умов

Шварцевського типу для сходинки.

Наявнiсть нескiнченного набору iнтегралiв руху забезпечує основу повної iн-

тегровностi рiвняння КдФ. Однак, реалiзацiя цiєї можливостi вимагає змiнних,

iз використанням яких можна виконати необхiднi обчислення. Потрiбнi змiннi є

канонiчними змiнними типу «дiя-кут», для яких можливе повне роздiлення опе-

рацiй iнтегрування. У роботi [12] рiвняння КдФ розглядається як нескiнченно-

вимiрна гамiльтонова динамiчна система на многовидi функцiй классу Шварца

𝑉0. На цьому многовидi вводиться симплектична форма Ω:

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

−∞
𝑑𝑦
(︁
𝛿1𝑞(𝑥) · 𝛿2𝑞(𝑦)− 𝛿1𝑞(𝑦) · 𝛿2𝑞(𝑥)

)︁
, (1.16)

де 𝛿𝑞(𝑥) – це варiацiя потенцiалу 𝑞(𝑥), причому 𝛿𝑞(𝑥) ∈ 𝑉0. Гамiльтонiан на 𝑉0

визначається як

𝐻[𝑞] =

∫︁ +∞

−∞
(𝑞3(𝑥) +

1

2
𝑞2𝑥)𝑑𝑥, (1.17)

i рiвняння КдФ зображується у виглядi

𝑞𝑡 =
𝑑

𝑑𝑥

𝛿𝐻[𝑞]

𝛿𝑞
,
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де символ 𝛿
𝛿𝑞 означає похiдну Фреше. Симплектична форма (1.16) i гамiльтонiан

(1.17) можуть бути вираженi в термiнах даних розсiювання. Вiдображення 𝑞 → 𝒮
є перетворенням потенцiалу 𝑞(𝑥) в данi розсiювання:

𝛿1𝑞(𝑥) → 𝛿1𝒮, 𝛿2𝑞(𝑥) → 𝛿2𝒮, Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) = Ω𝒮(𝛿1𝒮, 𝛿2𝒮).

Симплектична форма Ω в термiнах даних розсiювання має вигляд

Ω𝒮(𝛿1𝒮, 𝛿2𝒮) :=
∫︁ +∞

−∞

(︁
𝛿1𝑃 (𝑘)𝛿2𝑄(𝑘, 𝑡)− 𝛿1𝑄(𝑘, 𝑡)𝛿2𝑃 (𝑘)

)︁
𝑑𝑘

+
𝑁∑︁
𝑙=1

(𝛿1𝑝𝑙𝛿2𝑟𝑙 − 𝛿1𝑟𝑙𝛿2𝑝𝑙), де

𝑃 (𝑘) := −𝑘
𝜋
log(1− |𝑅(𝑘, 𝑡)|2), 𝑄(𝑘, 𝑡) := arg 𝑇 (𝑘, 𝑡)− arg𝑅(𝑘, 𝑡),

𝑝𝑙 := 𝜅2𝑙 , 𝑟𝑙(𝑡) := 2 log

(︂
i𝛾𝑙(𝑡)

𝑑

𝑑𝑘
𝑇−1(𝑘, 𝑡)|𝑘=i𝜅𝑙

)︂
, 𝑙 = 1, 𝑁.

Змiннi 𝑃 (𝑘), 𝑝𝑙, 𝑄(𝑘, 𝑡), 𝑟𝑙(𝑡) є канонiчними змiнними типу «дiя-кут». Гамiльто-

нiан може бути виражений в термiнах змiнних типу «дiя» 𝑃 (𝑘, 𝑡), 𝑝𝑙:

𝐻[𝑞] =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑘3𝑃 (𝑘)𝑑𝑘 − 32

5

𝑁∑︁
𝑙=1

𝑝
3/2
𝑙 .

У канонiчних змiнних рiвняння КдФ має наступний вигляд:

𝑑

𝑑𝑡
𝑃 (𝑘) = 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝑝𝑙 = 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝑄(𝑘, 𝑡) = 8𝑘3,

𝑑

𝑑𝑡
𝑟𝑙(𝑡) = −8𝜅3𝑙 .

1.3. Задача розсiювання для оператора Шрьодiнгера з

потенцiалом типу сходинки

Основним об’єктом дослiдження дисертацiї є вивчення асимптотик при

𝑥→ ∞ розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡) рiвняння КдФ (1.1) з початковими умовами

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞(𝑥) типу сходинки⎧⎨⎩ 𝑞(𝑥) → 0, при 𝑥→ +∞,

𝑞(𝑥) → 𝑐2, при 𝑥→ −∞.
(1.18)
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Нам буде потрiбна модифiкацiя МОЗР стосовно таких початкових умов. Реалi-

зацiя цiєї схеми ґрунтується на вивченнi теорiї розсiювання для рiвняння Шрьо-

дiнгера з потенцiалом вигляду (1.18). Цю задачу досить добре вивчено. Поча-

ток було покладено в роботi В.С. Буслаєва, В.Н. Фомiна [6], де було розв’язано

пряму задачу розсiювання для потенцiалу типу сходинки з першим сумовним

моментом збурення, тобто для потенцiалу, що задовольняє нерiвностi∫︁ ∞

0

(1 + |𝑥|𝑚)(|𝑞(𝑥)|+ |𝑞(−𝑥)− 𝑐2|)𝑑𝑥 <∞, (1.19)

при 𝑚 = 1. Пiзнiше А. Коен i Т. Каппеллер [39] надали строге обґрунтуван-

ня розв’язанню прямої та оберненої задачi для потенцiалу з другим моментом

(𝑚 = 2). Надалi цю задачу було дослiджено при рiзних 𝑚 ≥ 2 ( [4,37,40,45,50]).

Нарештi, в роботi [52] пряму й обернену задачу розсiювання для потенцiалу

типу сходинки було повнiстю розв’язано методом Марченко для всiх моментiв,

починаючи з першого. Вiдповiдну задачу Кошi для рiвняння КдФ при 𝑚 ≥ 3

було розв’язано в роботах [7, 24, 46, 47, 59].

Розглянемо задачу розсiювання для рiвняння Шрьодiнгера

𝐿𝑦(𝑥) = − 𝑑2

𝑑𝑥2
𝑦(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝑘2𝑦(𝑥), 𝑘 ∈ C+, (1.20)

iз потенцiалом, який задовольняє (1.19) при 𝑚 ≥ 1. У цiй задачi природним

чином виникають два iнших спектральних параметра, що пов’язанi з фоно-

вими асимптотиками для 𝑞(𝑥). У цьому випадку спектральний параметр 𝑘 є

пов’язаним iз правим нульовим фоном. На лiвому фонi ми вводимо iнший спе-

ктральний параметр 𝑘1 =
√
𝑘2 − 𝑐2. Малюнок 1.2 демонструє взаємно однозна-

чну вiдповiднiсть мiж стандартним спектральним параметром 𝜆 = 𝑘2 i параме-

тром 𝑘1 в природних областях їх iснування. Тим самим спектральнi об’єкти, якi

пов’язанi iз лiвим фоном (розв’язки Йоста, коефiцiєнти вiдбиття i проходження),

для зручностi ми можемо вважати функцiями спектрального параметра 𝑘.

Перелiчимо основнi спектральнi властивостi оператора 𝐿 ( [52]), якi в
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Рис. 1.2. Конформне вiдображення площин по 𝜆, 𝑘, 𝑘1

подальшому нам знадобляться:

∙ Спектр оператора 𝐿 складається з абсолютно неперервної частини R+ i

скiнченної кiлькостi вiд’ємних власних значень −𝜅21 < · · · < −𝜅2𝑁 < 0.

У свою чергу, абсолютно-неперервний спектр складається з однократного

спектра на iнтервалi [0, 𝑐2] i спектра кратностi два на iнтервалi [𝑐2,∞). У

термiнах змiнних 𝑘 i 𝑘1, неперервний спектр вiдповiдає 𝑘 ∈ R, а спектр

кратностi два – змiннiй 𝑘1 ∈ R.

∙ Рiвняння (1.20) має два розв’язки Йоста 𝜑(𝑘, 𝑥) i 𝜑1(𝑘, 𝑥), що задовольняють

умови

lim
𝑥→+∞

e−i𝑘𝑥𝜑(𝑘, 𝑥) = lim
𝑥→−∞

ei𝑘1𝑥𝜑1(𝑘, 𝑥) = 1, при 𝑘 ∈ C+.

Розв’язки Йоста задовольняють спiввiдношенням розсiювання

𝑇 (𝑘)𝜑1(𝑘, 𝑥) = 𝜑(𝑘, 𝑥) +𝑅(𝑘)𝜑(𝑘, 𝑥), 𝑘 ∈ R,

𝑇1(𝑘)𝜑(𝑘, 𝑥) = 𝜑1(𝑘, 𝑥) +𝑅1(𝑘)𝜑1(𝑘, 𝑥), 𝑘 ∈ R∖[−𝑐, 𝑐],

де 𝑇 (𝑘) i 𝑅(𝑘) (вiдповiдно, 𝑇1(𝑘) i 𝑅1(𝑘)) є правими (вiдповiдно, лiвими)

коефiцiєнтами проходження i вiдбиття. За необхiдностi ми розглядаємо лiвi

коефiцiєнти як функцiї змiнної 𝑘1 та залишаємо позначення 𝑇1(𝑘1), 𝑅1(𝑘1).

∙ Вронскiан розв’язкiв Йоста

𝑊 (𝑘) = 𝜑1(𝑘, 𝑥)𝜑
′(𝑘, 𝑥)− 𝜑′1(𝑘, 𝑥)𝜑(𝑘, 𝑥)

має простi нулi в точках i𝜅𝑗. В областi 𝑘 ∈ C+ ще один нуль можливий

при 𝑘 = 0. Випадок 𝑊 (0) = 0 називається випадком резонансу. При цьо-

му 𝑅(0) = 1. За вiдсутностi резонансу, тобто, коли 𝑊 (0) ̸= 0, ми маємо
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𝑅(0) = −1, i це є ситуацiєю загального положення (нерезонансний випа-

док).

∙ Розв’язки 𝜑(i𝜅𝑗, 𝑥) i 𝜑1(i𝜅𝑗, 𝑥) – це правi та лiвi власнi функцiї оператора 𝐿.

Введемо вiдповiднi нормувальнi константи 𝛾𝑗, 𝛾1,𝑗:

𝛾−1
𝑗 =

∫︁
R
𝜑2(i𝜅𝑗, 𝑥)𝑑𝑥, 𝛾−1

1,𝑗 =

∫︁
R
𝜑21(i𝜅𝑗, 𝑥)𝑑𝑥.

∙ Правий i лiвий коефiцiєнти проходження 𝑇 (𝑘), 𝑇1(𝑘) продовжуються меро-

морфно в область C+ i мають простi полюси в точках i𝜅1,. . . ,i𝜅𝑁 . Єдиним

можливим нулем функцiї 𝑇 (𝑘) є точка 𝑘 = 0 у нерезонансному випадку. У

резонансному випадку 𝑇 (𝑘) ̸= 0 при всiх 𝑘 ∈ C+. Лiвий коефiцiєнт прохо-

дження 𝑇1(𝑘) має нулi в точках 𝑘 = ±𝑐, а також особливiсть порядку 𝑘−1/2

при 𝑘 = 0 у резонансному випадку. У нерезонансному випадку ця функцiя

є неперервною поблизу межi областi.

∙ Правий коефiцiєнт вiдбиття 𝑅(𝑘) iснує тiльки при 𝑘 ∈ R, а лiвий коефiцiєнт

вiдбиття 𝑅1(𝑘) тiльки при 𝑘 ∈ R∖[−𝑐, 𝑐]. Однак, якщо припустити додаткове

спадання потенцiалу∫︁ +∞

0

e𝜅𝑥(|𝑞(𝑥)|+ |𝑞(−𝑥)− 𝑐2|)𝑑𝑥 <∞, (1.21)

тодi коефiцiєнт 𝑅(𝑘) матиме мероморфне продовження в смугу

0 < Im 𝑘 < 𝜅, неперервне аж до межi Im 𝑘 = 0 з полюсами в точках дискре-

тного спектра, якi потрапляють в цю смугу.

Вiдзначимо, що потенцiал 𝑞(𝑥) однозначно вiдновлюється за правими дани-

ми розсiювання

{𝑅(𝑘), 𝑘 ∈ R; −𝜅2𝑙 ; 𝛾𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑁}. (1.22)

Його також можна вiдновити за лiвими даними розсiювання ( [6, 39, 52]),

якi для потенцiалу типу (1.18) мають наступний вигляд (в термiнах змiнної
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𝑘1 =
√
𝑘2 − 𝑐2):

{𝑅1(𝑘1), 𝑘1 ∈ R; |𝑇1(𝑘1)|, 𝑘1 ∈ [0, i𝑐]; −𝜅21,𝑗, 𝛾1,𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁}. (1.23)

Вiдзначимо, що у дисертацiї ми використовуємо формальнi позначення

𝑅1(𝑘1) := 𝑅1(𝑘(𝑘1)) та 𝑇1(𝑘1) := 𝑇1(𝑘(𝑘1)), якщо це не призводить до непо-

розумiнь.

Щодо застосування МОЗР для розв’язання вiдповiдної задачi Кошi для рiв-

няння КдФ, то воно є подiбним до спадного випадку (див. Рис. 1.1). А саме,

спочатку потрiбно знайти данi розсiювання вигляду (1.23) у нульовий момент

часу. Далi отримується еволюцiя ( [24]):

𝑅1(𝑘1, 𝑡) = 𝑅1(𝑘1, 0)e
−8i𝑡𝑘31−12i𝑡𝑘1𝑐

2

, 𝑘1 ∈ R,

𝑇1(𝑘1, 𝑡) = 𝑇1(𝑘1, 0)e
(−4i𝑘3+4i𝑘31+6i𝑘1𝑐

2)𝑡,

𝛾1,𝑗(𝑡) = 𝛾1,𝑗e
−8𝜅31,𝑗𝑡+12𝑐2𝜅1,𝑗𝑡,

(1.24)

i знаходиться набiр 𝒮(𝑡) в момент часу 𝑡. Лiве рiвняння ГЛМ

𝐾1(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝐹1(𝑥+ 𝑦, 𝑡) +

∫︁ 𝑥

−∞
𝐾1(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝐹1(𝜉 + 𝑦, 𝑡)𝑑𝜉 = 0, 𝑦 < 𝑥,

де

𝐹1(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
R
𝑅1(𝑘1, 𝑡)e

−i𝑘1𝑥𝑑𝑘1+
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾1,𝑗e
−𝜅1,𝑗𝑥+

1

2𝜋

∫︁ i𝑐

0

|𝑇1(𝑘1, 𝑡)|2e−i𝑘1𝑥
|𝑘|
𝑘1
𝑑𝑘1,

має єдиний розв’язок 𝐾1(𝑥, 𝑦, 𝑡) при фiксованих значеннях 𝑥 i 𝑡. Покладемо

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑐2 + 2
𝑑

𝑑𝑥
𝐾1(𝑥, 𝑥, 𝑡).

Далi можна довести, що 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком типу сходинки рiвняння КдФ з тими

ж самими фоновими константами, що й початковi умови. Швидкiсть спадання

збурення розв’язку описується наступним результатом ( [47]): припустимо, що

початковi умови задачi Кошi для рiвняння КдФ (1.1) задовольняють нерiвностям∫︁ +∞

0

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑖

𝜕𝑥𝑖
𝑞(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑖

𝜕𝑥𝑖
(𝑞(−𝑥)− 𝑐2)

⃒⃒⃒⃒)︂
(1 + |𝑥|𝑚)𝑑𝑥 <∞, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,
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при 𝑚 ≥ 8 i 𝑛 ≥ 𝑚 + 5. Тодi при кожному 𝑡 > 0 iснує єдиний розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡)

задачi Кошi, що задовольняє∫︁ +∞

0

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑖

𝜕𝑥𝑖
𝑞(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑡
𝑞(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂
(1 + |𝑥|𝑚2 −2)𝑑𝑥 <∞,∫︁ 0

−∞

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑖

𝜕𝑥𝑖
(𝑞(𝑥, 𝑡)− 𝑐2)

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑡
𝑞(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒⃒)︂
(1 + |𝑥|𝑚2 −2)𝑑𝑥 <∞,

при 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛−𝑚−2. Зауважимо, що нещодавно цей результат було полiпшено.

В роботi [7] доведено, що при 𝑚 ≥ 3 i 𝑛 ≥ 𝑚 + 3 iснує класичний розв’язок,

який є сумовним за змiнною 𝑥 при 𝑚 = 3 i має перший момент при 𝑚 = 4 .

Вiдзначимо, що МОЗР можна застосувати для вивчення асимптотичної пове-

дiнки розв’язку рiвняння КдФ типу сходинки при великих значеннях часу. Най-

бiльш ефективним вiн є у солiтоннiй областi. У пiонерськiй роботi [24] Є.Я. Хру-

слов вперше використав МОЗР для дослiдження поведiнки розв’язку типу удар-

ної хвилi у зонi поблизу переднього фронту та довiв iснування асимптотичних

солiтонiв, що не залежать вiд дискретного спектру задачi. Однак бiльш цiкавою

є асимптотика розв’язкiв типу сходинки у зонi мiж переднiм та заднiм хвильови-

ми фронтами (середня область). Для вивчення цiєї задачi у дисертацiйнiй роботi

буде застосовано метод векторної задачi Рiмана – Гiльберта.

1.4. Метод задачi Рiмана – Гiльберта як модифiкацiя МОЗР

Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’язкiв типу сходинки при вели-

ких значеннях часу для нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь привертає велику увагу

дослiдникiв з початку 1970-х рокiв [8, 9, 24, 25, 70]. У 1980х-1990х роках бу-

ло досягнуто значного прогресу в розвитку теорiї деформацiй Уiзема [71], яка

пов’язана з розв’язками таких задач (див. [5, 35, 63]). В аналiзi асимптотичної

поведiнки розв’язкiв при великих значеннях часу, цей пiдхiд дозволив видiли-

ти окремi зони просторово-часової пiвплощинi з якiсно рiзними асимптотика-

ми. Однак питання строгого обґрунтування отриманих результатiв та повноти
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асимптотичного опису залишались вiдкритими навiть для рiвнянь зi спадними

початковими умовами.

У 1993 р. П. Дейфт i С. Джоу [44] сформулювали й застосували до аналiзу

розв’язкiв модифiкованого рiвняння Кортевега – де Фрiза так званий нелiнiйний

метод найшвидшого спуску , який iстотно пiдсумував результати попереднiх

дослiджень О.Р. Iтса, С.В. Манакова та iнших дослiдникiв (див. [13, 60], а та-

кож [42], де наведено детальний огляд цих робiт). Основою даного методу є

асимптотичний аналiз матричних задач Рiмана – Гiльберта (РГ), що залежать вiд

великих значень параметра часу. По сутi, задача РГ є варiантом реалiзацiї обер-

неної задачi в рамках МОЗР для iнтегрування нелiнiйних рiвнянь, що мають

пару Лакса. Як вiдомо ( [20]), наявнiсть пари Лакса є умовою сумiсностi двох

лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь, якi додатково залежать вiд спе-

ктрального параметра. Сутнiсть нелiнiйного методу найшвидшого спуску для

задач Кошi зi спадними початковими умовами полягає в послiдовному дефор-

муваннi контуру (у комплекснiй площинi спектрального параметра) i матрицi

стрибка вiдповiдної задачi РГ таким чином, що вiдмiннiсть матрицi стрибка вiд

одиничної матрицi з ростом часу стає малою всюди на контурi, за винятком ма-

лих околiв скiнченної кiлькостi критичних точок. Сумарний внесок цих точок,

який пiсля вiдповiдного масштабування веде до точно розв’язуваних локальних

задач РГ, дає асимптотичнi формули, що детально описують спадання розв’язку

з ростом часу. При цьому важливою обставиною є можливiсть контролю похиб-

ки (якщо вона є) при кожному кроцi деформацiї, i, отже, можливостi строгого

обґрунтування отриманих асимптотик.

Наступним важливим кроком у розвитку нелiнiйного методу найшвидшого

спуску стало використання так званого «механiзму 𝑔-функцiї» в ситуацiях екс-

поненцiального зростання з часом деяких елементiв матрицi стрибка початкової

задачi РГ на певних частинах початкового контуру. Цей метод полягає в замiнi
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Рис. 1.3. Асимптотична поведiнка розв’язку типу ударної хвилi.

фазової функцiї в експонентах, що входять в елементи матрицi стрибка початко-

вої задачi РГ, на деяку аналiтичну функцiю. Цю функцiю обирають таким чином,

щоб пiсля застосування вiдповiдної трикутної факторизацiї, на деяких частинах

контуру залишалися би матрицi стрибка спецiального виду, якi не залежать вiд

спектрального параметра, а на iнших частинах контуру отриманi матрицi стриб-

ка були б близькими до одиничних при великих значеннях часу. Це дозволило б

явно розв’язати вiдповiднi межовi «модельнi» задачi РГ. Вiдзначимо, що задача

РГ формулюється як задача аналiтичного спряження функцiй спектральної змiн-

ної, а 𝑥 i 𝑡 (просторова й часова змiннi початкового нелiнiйного рiвняння) тут

є параметрами, при цьому залежнiсть матрицi стрибка вiд них мiститься саме

в фазовiй функцiї. Для початкових умов типу сходинки механiзм 𝑔-функцiї був

розвинений для модифiкованого рiвняння КдФ ( [55]). Для рiвняння КдФ метод

задачi РГ було застосовано в роботi [59] з метою вивчення асимптотичної по-

ведiнки розв’язку задачi Кошi з початковими умовами, якi вiдповiдають ударнiй

хвилi (хвилi стиснення). Це дослiдження було проведено методом векторної за-

дачi РГ. Також було доведено, що в середнiй областi −6𝑐2𝑡 < 𝑥 < 4𝑐2𝑡 розв’язок

зображується у виглядi елiптичної хвилi i асимптотично спiвпадає з формулою

Гуревича-Пiтаєвського ( [8]), яка отримана на фiзичному рiвнi строгостi. Якi-

сний вигляд асимптотики показано на Рис. 1.3.

Метою роздiлiв 2 i 3 дисертацiйної роботи є демонстрацiя основних особли-

востей застосування нелiнiйного методу найшвидшого спуску до задач асимпто-

тичного аналiзу для рiвняння КдФ (1.1) iз початковими умовами, що задоволь-
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(а) Початкова умова

𝑞(𝑥) = 1
2(1− erf(𝑥))− 4 sech(𝑥− 1).

(б) Числовий розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) у точцi

𝑡 = 1.5 з початковою умовою 𝑞(𝑥).

Рис. 1.4.

няють умовам (1.18), тобто вiдповiдають хвилi розрiдження.

Числовi розрахунки свiдчать, що при великих значеннях часу асимптотична

поведiнка розв’язку має вигляд, як зображено на Рис. 1.4. Отже можна видiлити

три основнi областi просторово-часової пiвплощини (𝑥, 𝑡) ∈ R × R+ з рiзною

поведiнкою розв’язку: (1) область 𝑥 > 0 попереду переднього хвильового фрон-

ту, де розв’язок є асимптотично близьким до суми солiтонiв; (2) середня область

−6𝑐2𝑡 < 𝑥 < 0, де 𝑞(𝑥, 𝑡) ≈ − 𝑥
6𝑡; (3) область 𝑥 < −6𝑐2𝑡, де розв’язок є асимпто-

тично близьким до лiвої фонової константи 𝑐2.

Висновки до роздiлу 1

У роздiлi 1 мiститься огляд вiдомих результатiв та методiв, якi мотивують

дослiдження, що проведено у дисертацiйнiй роботi. Зокрема, у першому роздiлi

описано метод оберненої задачi розсiювання для рiвняння Кортевега – де Фрiза

зi спадними початковими умовами та умовами типу сходинки. Також обговорю-

ються особливостi нелiнiйного методу найшвидшого спуску для задачi Рiмана –

Гiльберта й гамiльтонова теорiя для рiвняння Кортевега – де Фрiза та асоцiйованi

iнтеграли руху у випадку спадних початкових умов.
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РОЗДIЛ 2.

Асимптотика хвилi розрiдження для рiвняння

КдФ в солiтоннiй i середнiй областях

У цьому роздiлi ми вивчаємо асимптотичну поведiнку при великих значеннях

часу розв’язку задачi Кошi для рiвняння КдФ (1.1) iз початковими умовами типу

сходинки, що задовольняють умовi (1.21) iз деяким 𝜅 > 0, а також додатковiй

умовi для похiдних, тобто∫︁ +∞

0

e𝜅𝑥(|𝑞(𝑥)|+ |𝑞(−𝑥)− 𝑐2|)𝑑𝑥 <∞, 𝑥3𝑞(𝑖)(𝑥) ∈ 𝐿1(R), 𝑖 = 1, ..., 6. (2.1)

Вiдзначимо, що незважаючи на експоненцiально швидке спадання початкових

умов до своїх асимптот, метод оберненої задачi розсiювання, який описаний

в роздiлi 1, гарантує iснування класичного розв’язку (з трьома неперервними

похiдними за змiнною 𝑥 i однiєї за змiнною 𝑡) тiльки в класi∫︁ +∞

0

(1 + |𝑥|)
(︀
|𝑞(𝑥, 𝑡)|+ |𝑞(−𝑥, 𝑡)− 𝑐2|

)︀
𝑑𝑥 <∞. (2.2)

Ми не вимагаємо значної гладкостi початкових умов, i використовуємо лише мi-

нiмальну умову (2.1) (див. [7]). Як було зазначено в пiдроздiлi 1.4, розв’язок цiєї

задачi має рiзний характер асимптотик в трьох основних областях просторово-

часової пiвплощини (𝑥, 𝑡) ∈ R×R+. Даний роздiл дисертацiї присвячено аналiзу

асимптотик для хвилi розрiдження в солiтоннiй областi 𝑥 > 𝜖1𝑡 i в середнiй обла-

стi (−6𝑐2+𝜖2)𝑡 < 𝑥 < −𝜖2𝑡, де 𝜖1,2 є довiльними малими додатними константами.

Ми застосовуємо нелiнiйний метод найшвидшого спуску для задачi РГ у вектор-

нiй постановцi. При цьому ми отримуємо не тiльки асимптотику основного чле-

на, але й формулу другого члена асимптотичного розвинення. Цю асимптотику

буде строго обґрунтовано шляхом розв’язання вiдповiдної задачi параметрикса.
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2.1. Постановка задачi Рiмана – Гiльберта

Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1.1), (2.1), тобто задовольняє нерiв-

ностi (2.2). Розглянемо спектральну задачу для асоцiйованого оператора Шрьо-

дiнгера

(𝐿(𝑡)𝑦)(𝑥) := − 𝑑2

𝑑𝑥2
𝑦(𝑥) + 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑥) = 𝜆𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ R, (2.3)

де 𝜆 ∈ C є стандартним спектральним параметром.

Ми будемо використовувати наступнi позначення. Нехай 𝒟 := C ∖ Σ, де

Σ = Σ𝑈 ∪ Σ𝐿, Σ𝑈 = {𝜆𝑈 = 𝜆 + i0, 𝜆 ∈ [0,∞)}, Σ𝐿 = {𝜆𝐿 = 𝜆 − i0, 𝜆 ∈
[0,∞)}, причому iндекси 𝑈 i 𝐿 означають «верхнiй» i «нижнiй». Тим самим,

межа областi 𝒟 мiстить двi сторони розрiзу уздовж iнтервалу [0,∞) з рiзними

точками 𝜆𝑈 i 𝜆𝐿 на рiзних сторонах. У рiвняннi (2.3) спектральний параметр 𝜆

належить множинi clos(𝒟), де clos(𝒟) = 𝒟 ∪ Σ𝑈 ∪ Σ𝐿. Поряд з 𝜆 ми будемо

використовувати вищенаведенi спектральнi параметри 𝑘 i 𝑘1:

𝑘 =
√
𝜆, 𝑘1 =

√︀
𝜆− 𝑐2, де 𝑘 > 0 i 𝑘1 > 0, при 𝜆𝑈 > 𝑐2.

Функцiї 𝑘(𝜆) i 𝑘1(𝜆) конформно вiдображають область 𝒟 на областi D := C+ i

D1 := C+ ∖ (0, i𝑐] вiдповiдно.

На вертикальних розрiзах позначимо буквами 𝑙 i 𝑟 лiву та праву сторони роз-

рiзiв. Оскiльки iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж замиканнями обла-

стей clos𝒟, closD = C+ ∪ R i closD1 = D1 ∪ R ∪ [0, i𝑐]𝑟 ∪ [0, i𝑐]𝑙, будемо вико-

ристовувати формальне позначення 𝑓(𝑘) або 𝑓(𝑘1) або 𝑓(𝜆) для одного й того ж

значення функцiї 𝑓(𝜆) в залежностi вiд зручностi використання того чи iншого

спектрального параметра. Зокрема, 𝑘 > 0 вiдповiдає параметру 𝜆𝑈 ∈ R+, а 𝑘 < 0

– параметру 𝜆𝐿. Для функцiй, що визначенi на множинi Σ, ми будемо iнодi вико-

ристовувати позначення 𝑓(𝑘) i 𝑓(−𝑘) для опису значень в симетричних точках

𝜆𝑈 i 𝜆𝐿.

Зауважимо, що потенцiал 𝑞(𝑥, 𝑡), де 𝑡 розглядається як параметр, задовольняє
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умовi (2.2), отже для оператора 𝐿(𝑡) справедливi тi ж самi спектральнi власти-

востi, якi вже наведено у пiдроздiлi 1.3 ( [52]). Ми перелiчимо цi властивостi ще

раз, акцентуючи увагу на їх залежностi вiд часу:

∙ Спектр оператора 𝐿(𝑡) складається з абсолютно неперервної частини R+ i

скiнченної кiлькостi вiд’ємних власних значень −𝜅21 < · · · < −𝜅2𝑁 < 0 та не

залежить вiд 𝑡.

∙ Рiвняння (2.3) має два розв’язки Йоста 𝜑(𝜆, 𝑥, 𝑡) i 𝜑1(𝜆, 𝑥, 𝑡), якi вiдповiда-

ють умовам:

lim
𝑥→+∞

e−i𝑘𝑥𝜑(𝜆, 𝑥, 𝑡) = lim
𝑥→−∞

ei𝑘1𝑥𝜑1(𝜆, 𝑥, 𝑡) = 1, при 𝜆 ∈ clos𝒟. (2.4)

Розв’язки Йоста задовольняють спiввiдношенням розсiювання

𝑇 (𝜆, 𝑡)𝜑1(𝜆, 𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝜆, 𝑥, 𝑡) +𝑅(𝜆, 𝑡)𝜑(𝜆, 𝑥, 𝑡), 𝑘 ∈ R, (2.5)

𝑇1(𝜆, 𝑡)𝜑(𝜆, 𝑥, 𝑡) = 𝜑1(𝜆, 𝑥, 𝑡) +𝑅1(𝜆, 𝑡)𝜑1(𝜆, 𝑥, 𝑡), 𝑘1 ∈ R, (2.6)

де 𝑇 (𝜆, 𝑡) i 𝑅(𝜆, 𝑡) (вiдповiдно 𝑇1(𝜆, 𝑡) i 𝑅1(𝜆, 𝑡)) є правими (вiдповiдно

лiвими) коефiцiєнтами проходження i вiдбиття.

∙ Розв’язки 𝜑(−𝜅2𝑗 , 𝑥, 𝑡) i 𝜑1(−𝜅2𝑗 , 𝑥, 𝑡) є вiдповiдними (лiнiйно залежними)

власними функцiями оператора 𝐿(𝑡). Пов’язаними з ними нормувальними

константами є

𝛾𝑗(𝑡) =

(︂∫︁
R
𝜑2(−𝜅2𝑗 , 𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

)︂−1

, 𝛾𝑗,1(𝑡) =

(︂∫︁
R
𝜑21(−𝜅2𝑗 , 𝑥, 𝑡)𝑑𝑥

)︂−1

.

∙ Вронскiан 𝑊 (𝜆, 𝑡) = 𝜑1(𝜆, 𝑥, 𝑡)𝜑
′(𝜆, 𝑥, 𝑡)− 𝜑′1(𝜆, 𝑥, 𝑡)𝜑(𝜆, 𝑥, 𝑡) розв’язкiв Йо-

ста обертається або не обертається у нуль у точцi 𝜆 = 0 одночасно при

всiх 𝑡. При цьому 𝑅(0, 𝑡) = 1, якщо 𝑊 (0, 𝑡) = 0 (випадок резонансу), i

𝑅(0, 𝑡) = −1, якщо 𝑊 (0, 𝑡) ̸= 0 (нерезонансний випадок).

∙ Функцiя 𝑇 (𝜆, 𝑡) має мероморфне продовження в область 𝜆 ∈ C ∖ [0,∞) з

простими полюсами в точках −𝜅2𝑗 . Єдиний можливий нуль може бути в
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точцi 𝜆 = 0 у нерезонансному випадку. У резонансному випадку ми маємо

𝑇 (𝜆, 𝑡) ̸= 0 при всiх 𝜆 ∈ clos(𝒟), ∀𝑡 ≥ 0.

∙ Iснує симетрiя 𝑇 (𝜆𝑈 , 𝑡) = 𝑇 (𝜆𝐿, 𝑡), 𝑇1(𝜆𝑈 , 𝑡) = 𝑇1(𝜆𝐿, 𝑡), 𝑅(𝜆𝑈 , 𝑡) = 𝑅(𝜆𝐿, 𝑡)

при 𝑘 ∈ R, тобто при 𝜆 ∈ Σ. Аналогiчнi спiввiдношення справедливi

для 𝜑(𝜆, 𝑥, 𝑡) i 𝜑1(𝜆, 𝑥, 𝑡). Бiльш того, 𝜑1(𝜆, 𝑥, 𝑡) ∈ R при 𝑘 ∈ [−𝑐, 𝑐] i

𝑅1(𝜆
𝑈 , 𝑡) = 𝑅1(𝜆𝐿, 𝑡) при 𝑘1 ∈ R.

∙ На неперервному спектрi виконуються такi тотожностi:

−𝑇1(𝜆, 𝑡)
𝑇1(𝜆, 𝑡)

=
𝑇 (𝜆, 𝑡)

𝑇 (𝜆, 𝑡)
= 𝑅(𝜆, 𝑡)e2i arg 𝑘, при 𝑘 ∈ [−𝑐, 𝑐]. (2.7)

При 𝑘1 ∈ R:

1− |𝑅(𝜆, 𝑡)|2 = 1− |𝑅1(𝜆, 𝑡)|2 = 𝑇1(𝜆, 𝑡)𝑇 (𝜆, 𝑡), (2.8)

𝑅1(𝜆, 𝑡)𝑇 (𝜆, 𝑡) +𝑅(𝜆, 𝑡)𝑇 (𝜆, 𝑡) = 0.

Тут arg 𝑘 = 𝜋 при 𝑘 < 0.

∙ Потенцiал 𝑞(𝑥, 𝑡) однозначно визначається правими даними розсiювання

{𝑅(𝜆, 𝑡), 𝜆 ∈ Σ, −𝜅2𝑗 , 𝛾𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁}.

∙ Якщо 𝑡 є параметром часу, який вiдповiдає рiвнянню КдФ, то еволюцiя пра-

вих даних розсiювання визначається наступними формулами, iдентичними

до спадного випадку ( [23, 24, 47]):

𝑅(𝜆, 𝑡) = 𝑅(𝑘)e8i𝑘
3𝑡, 𝑘 ∈ R, 𝛾𝑗(𝑡) = 𝛾𝑗e

8i𝜅3𝑗 𝑡, (2.9)

де 𝑅(𝑘) := 𝑅(𝜆(𝑘), 0), 𝛾𝑗 := 𝛾𝑗(0).

Зауваження 2.1. З цього моменту i до кiнця цього роздiлу нам зручно ви-

користовувати в якостi спектрального параметра 𝑘 ∈ closD := C+. Та-

ким чином, ми будемо використовувати позначення 𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝜆(𝑘), 𝑥, 𝑡),

𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝜆(𝑘), 𝑥, 𝑡), 𝑇 (𝑘, 𝑡) = 𝑇 (𝜆(𝑘), 𝑡) та iншi.
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∙ У припущеннi (1.21) при 0 < 𝜅 < 𝜅𝑁 розв’язок 𝜑(𝑘, 𝑥, 0) має аналiтичне

продовження в область 𝒟𝜅 ⊂ 𝒟, де 𝒟𝜅 = {𝑘 : 0 < Im 𝑘 < 𝜅}. Вiдповiдно,

функцiя 𝑅(𝑘, 𝑡) має аналiтичне продовження у смугу 0 < Im 𝑘 < 𝜅, є непе-

рервною аж до межi Im 𝑘 = 0. Коефiцiєнт проходження 𝑇 (𝑘, 𝑡) завжди має

аналiтичне продовження в C+, i є голоморфним у смузi 𝒟𝜅 та неперервним

аж до межi R. Тотожнiсть (2.5) залишається справедливою у смузi 𝒟𝜅.

∙ Завдяки МОЗР розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi Кошi (1.1), (2.1) може бути одно-

значно вiдновлено за правими даними розсiювання початкових даних

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞(𝑥):

{𝑅(𝑘), 𝑘 ∈ R; −𝜅2𝑗 , 𝛾𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁}. (2.10)

Зазначенi вище властивостi дозволяють сформулювати векторну задачу РГ,

яка пов’язана з правими даними розсiювання. Для цього введемо вектор-

функцiю

𝑚(𝑘, 𝑥, 𝑡) =
(︁
𝑇 (𝑘, 𝑡)𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡)e

i𝑘𝑥, 𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡)e−i𝑘𝑥

)︁
(2.11)

в областi C+. Функцiя 𝑚(𝑘, 𝑥, 𝑡) є мероморфною в областi C+, має простi по-

люси в точках i𝜅𝑗 i є неперервною аж до дiйсної осi. Ми розглядаємо її як

вектор-функцiю вiд змiнної 𝑘, де 𝑥 i 𝑡 є параметрами, та використовуємо по-

значення 𝑚(𝑘) := 𝑚(𝑘, 𝑥, 𝑡). Асимптотична поведiнка цiєї функцiї при 𝑘 → ∞
в будь-якому напрямку C+ характеризується наступним чином (див. [52] i [59],

Лема 4.3):

𝑚(𝑘) =
(︁
𝑚1(𝑘) 𝑚2(𝑘)

)︁
=
(︁
1, 1

)︁
− 1

2i𝑘

∫︁ +∞

𝑥

𝑞(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦
(︁
−1 1

)︁
+𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
.

(2.12)

Отже, якщо ми отримаємо асимптотику 𝑚(𝑘) при 𝑘 → ∞, яка залежить вiд

параметрiв 𝑥 i 𝑡, то отримаємо i асимптотику розв’язку. Параметри 𝑥 i 𝑡 є вели-

кими, i в подальшому прямуватимуть до ∞, але їх вiдношення 𝜉 := 𝑥
12𝑡 в задачах
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РГ, як правило, змiнюється слабо. Ми обираємо 𝜉 у якостi основного параметра

задачi РГ разом iз великим параметром часу 𝑡. Як буде показано в цьому роздi-

лi, при 𝜉 > −𝑐2

2 асимптотична поведiнка розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡) в цiлому визначається

розподiлом знакiв дiйсної частинi так званої фазової функцiї Φ(𝑘) = Φ(𝑘, 𝑥, 𝑡):

Φ(𝑘) = 4i𝑘3 + 12i𝑘𝜉. (2.13)

Визначимо тепер 𝑚(𝑘) в C− iз використанням умови симетрiї

𝑚(𝑘) = 𝑚(−𝑘)𝜎1, (2.14)

де

𝜎1 =

⎛⎝0 1

1 0

⎞⎠ , 𝜎2 =

⎛⎝0 −i

i 0

⎞⎠ , 𝜎3 =

⎛⎝1 0

0 −1

⎞⎠
є матрицями Паулi. Пiсля такого продовження функцiя 𝑚(𝑘) має стрибок уздовж

дiйсної осi. Розглянемо дiйсну вiсь як контур iз природною орiєнтацiєю вiд мiнус

до плюс нескiнченностi i позначимо через 𝑚+(𝑘) (вiдповiдно, 𝑚−(𝑘)) граничнi

значення 𝑚(𝑘) з верхньої (вiдповiдно, нижньої) пiвплощини.

Теорема 2.2. Нехай (2.10) є правими даними розсiювання для початкових

даних 𝑞(𝑥), якi задовольняють умовам (2.1), i нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi

Кошi (1.1), (2.1). Тодi вектор-функцiя 𝑚(𝑘), яка визначається формулами (2.11)

i (2.14), є єдиним розв’язком наступної векторної задачi Рiмана – Гiльберта: зна-

йти вектор-функцiю 𝑚(𝑘), яка є мероморфною поза контуром R, має неперервнi

границi з обох сторiн контуру й задовольняє наступним умовам:

I. умовi стрибка 𝑚+(𝑘) = 𝑚−(𝑘)𝑣(𝑘), де

𝑣(𝑘) := 𝑣(𝜆(𝑘), 𝑥, 𝑡) =

⎛⎜⎝1− |𝑅(𝑘)|2 −𝑅(𝑘)e−2𝑡Φ(𝑘)

𝑅(𝑘)e2𝑡Φ(𝑘) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ R, (2.15)

а функцiя Φ(𝑘) = Φ(𝑘, 𝜉) визначена за формулою (2.13);
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II. полюсним умовам

Resi𝜅𝑗 𝑚(𝑘) = lim
𝑘→i𝜅𝑗

𝑚(𝑘)

⎛⎝ 0 0

i𝛾𝑗e
2𝑡Φ(i𝜅𝑗) 0

⎞⎠ ,

Res−i𝜅𝑗 𝑚(𝑘) = lim
𝑘→−i𝜅𝑗

𝑚(𝑘)

⎛⎝0 −i𝛾𝑗e
−2𝑡Φ(i𝜅𝑗)

0 0

⎞⎠ ;

(2.16)

III. умовi симетрiї 𝑚(𝑘) = 𝑚(−𝑘)𝜎1;

IV. нормувальнiй умовi

𝑚(𝑘) =
(︁
1, 1

)︁
+𝑂(𝑘−1), 𝑘 → ∞. (2.17)

Доведення. Для спрощення запису опустимо 𝑥 i 𝑡 у наступних позначеннях

всюди, де це можливо. Нехай 𝑚(𝑘) задано формулою (2.11). У верхнiй пiвпло-

щинi вона є мероморфною функцiєю, її перша компонента 𝑚1(𝑘) має простi

полюси в точках i𝜅𝑗, а друга компонента 𝑚2(𝑘) є голоморфною. Обидвi ком-

поненти мають неперервнi границi аж до межi R, крiм того, при 𝑘 ∈ R ми

маємо 𝑚+(−𝑘) = 𝑚+(𝑘). Для знаходження умови стрибка зауважимо: якщо

𝑚+ =
(︀
𝑇𝜑1𝑧, 𝜑𝑧−1

)︀
, де 𝑧 = ei𝑘𝑥, 𝑘 ∈ R, тодi з урахуванням умови симетрiї

в тiй же точцi 𝑘 ∈ R маємо 𝑚− =
(︀
𝜑𝑧, 𝑇𝜑1𝑧

−1
)︀
. Нехай

(︀ 𝛼(𝑘) 𝛽(𝑘)
𝛾(𝑘) 𝛿(𝑘)

)︀
є невiдомою

матрицею стрибка. Тодi

𝑇𝜑1𝑧 = 𝜑 𝑧𝛼 + 𝑇𝜑1𝑧
−1𝛾, 𝜑 𝑧−1 = 𝜑 𝑧𝛽 + 𝑇𝜑1𝑧

−1𝛿.

Помножимо першу рiвнiсть на 𝑧−1, а другу на 𝑧 i спряжемо. Ми отримаємо:

𝛼𝜑 = 𝑇𝜑1 − 𝑇𝛾𝜑1𝑧
2, 𝑇 𝛿𝜑1 = 𝜑− 𝛽𝜑𝑧−2. (2.18)

Роздiлимо обидвi рiвностi на 𝑇 i порiвняємо їх iз (2.6) при 𝑘1 ∈ R. З формули

(2.8) випливає, що при 𝑘1 ∈ R маємо 𝛼 = 𝑇1𝑇 = 1 − |𝑅|2 i 𝛾𝑧−2 = 𝑅. При

𝑘 ∈ [−𝑐, 𝑐] розглянемо першу з рiвностей (2.18) i використаємо рiвнiсть 𝜑1 = 𝜑1.

Тодi, згiдно (2.7) ми маємо 𝛼𝜑 = 𝜑1𝑇 (1−𝛾𝑧2𝑅). Отже, 𝛼 = 0 i 𝛾𝑧−2 = 𝑅 при 𝑘 ∈
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[−𝑐, 𝑐]. Приймаючи до уваги еволюцiю (2.9) i формулу 𝑧 = ei𝑘𝑥, ми отримаємо

елементи 11 i 21 матрицi стрибка (2.15). Порiвняємо другу рiвнiсть (2.18) з (2.5),

тодi 𝛿 = 1 i −𝛽𝑧−2 = 𝑅, що дозволяє отримати елементи з номерами 12 i 22.

Полюсну умову (2.16) отримано в [51] (див. також [59, Appendix A]). Умова

симетрiї виконується за означенням, а умова нормування випливає з (2.12).

Покажемо тепер, що розв’язок цiєї задачi РГ є єдиним. Нехай 𝑚(𝑘) i �̃�(𝑘)

є двома рiзними розв’язками. Тодi вектор-функцiя �̂�(𝑘) = 𝑚(𝑘) − �̃�(𝑘) задо-

вольняє умови I-III, а умова IV замiнюється умовою �̂�(𝑘) = 𝑂(𝑘−1), 𝑘 → ∞.

Зауважимо, що умова II не гарантує, що �̂� є голоморфним розв’язком. Введемо

скалярну функцiю

𝐹 (𝑘) := �̂�1(𝑘)�̂�1(𝑘) + �̂�2(𝑘)�̂�2(𝑘).

Ця функцiя є мероморфною в C+ з простими полюсами в точках i𝜅𝑗 i має асим-

птотичну поведiнку 𝐹 (𝑘) = 𝑂(𝑘−2) при 𝑘 → ∞. Оскiльки −𝑘 = 𝑘 при 𝑘 ∈ iR,

то з умови II випливає

Resi𝜅𝑗 𝐹 (𝑘) = 2i𝛾𝑗|�̂�2(i𝜅𝑗)|2e2𝑡Φ(i𝜅𝑗) ∈ iR+. (2.19)

Крiм того, 𝐹 (𝑘) має неперервнi граничнi значення 𝐹+(𝑘) на R, якi можуть бути

зображенi в силу умови III, як 𝐹+(𝑘) = �̂�1,+(𝑘)�̂�1,−(𝑘)+�̂�2,+(𝑘)�̂�2,−(𝑘). З умови

I тодi випливає

𝐹+(𝑘) =
(︀
(1− |𝑅|2)�̂�1,− +ℛ�̂�2,−

)︀
�̂�1,− +

(︀
�̂�2,− −ℛ�̂�1,−

)︀
�̂�2,−

= (1− |𝑅|2)|�̂�1,−|2 + |�̂�2,−|2 + 2i Im
(︀
ℛ�̂�1,−�̂�2,−

)︀
.

Нехай 𝜌 > 𝜅1. Розглянемо пiвколо

𝒞𝜌 = {𝑘 : 𝑘 ∈ [−𝜌, 𝜌], або 𝑘 = 𝜌ei𝜃, 0 < 𝜃 < 𝜋}

як контур, який орiєнтований проти годинникової стрiлки. З урахуванням (2.19)

за теоремою Кошi отримаємо∮︁
𝒞𝜌
𝐹 (𝑘)𝑑𝑘 = 2𝜋i

𝑁∑︁
𝑗=1

Resi𝜅 𝐹 (𝑘) = −4𝜋
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗|�̂�2(i𝜅𝑗)|2e2𝑡Φ(i𝜅𝑗).
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Приймаючи до уваги асимптотику 𝐹 (𝑘) = 𝑂(𝑘−2), маємо

lim
𝜌→∞

∫︁ 𝜋

0

𝐹 (𝜌ei𝜃)𝜌ei𝜃𝑑𝜃 = 0.

Тодi ∫︁
R
𝐹+(𝑘)𝑑𝑘 + 4𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗|�̂�2(i𝜅𝑗)|2e2𝑡Φ(i𝜅𝑗) = 0.

Розглянемо дiйсну частину цiєї рiвностi:∫︁
R

(︀
(1− |𝑅(𝑘)|2)|�̂�1,−(𝑘)|2 + |�̂�2,−(𝑘)|2

)︀
𝑑𝑘 + 4𝜋

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾𝑗|�̂�2(i𝜅𝑗)|2e2𝑡Φ(i𝜅𝑗) = 0.

Звiдси випливає, що

�̂�2,−(𝑘) = 0 при 𝑘 ∈ (R ∪𝑗 {i𝜅𝑗}), и �̂�1,−(𝑘) = 0 при 𝑘1 ∈ R.

Таким чином, функцiя 𝐹 (𝑘) є цiлою. З огляду на її поведiнку на нескiнченностi,

ми отримуємо, що 𝐹 (𝑘) дорiвнює нулю. Це доводить єдинiсть розв’язку даної

початкової мероморфної задачi Рiмана – Гiльберта. �

Для подальшого аналiзу нам зручно замiнити полюснi умови II додаткови-

ми стрибками на маленьких колах з центрами в полюсах i тим самим замiнити

початкову мероморфну задачу на еквiвалентну голоморфну. Застосовуючи до-

слiвно аналогiчнi мiркування з [51], оберемо 𝛿 > 0 настiльки малим, щоб кола

|𝑘 − i𝜅𝑗| < 𝛿 лежали у верхнiй пiвплощинi та не перетиналися анi мiж собою,

анi з будь-якими iншими контурами. Крiм того, будемо вважати виконаною не-

рiвнiсть 𝜅𝑁 − 𝛿 > 𝜅, де параметр 𝜅 узято з оцiнки (2.1). Перевизначимо 𝑚(𝑘) в

околi точок i𝜅𝑗 (вiдповiдно, −i𝜅𝑗) наступним чином:

𝑚(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚(𝑘)

⎛⎜⎝ 1 0

− i𝛾𝑗e
2𝑡Φ(i𝜅𝑗)

𝑘−i𝜅𝑗
1

⎞⎟⎠ , |𝑘 − i𝜅𝑗| < 𝛿,

𝑚(𝑘)

⎛⎜⎝1
i𝛾𝑗e

2𝑡Φ(i𝜅𝑗)

𝑘+i𝜅𝑗

0 1

⎞⎟⎠ , |𝑘 + i𝜅𝑗| < 𝛿,

(2.20)
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а значення 𝑚(𝑘) поза цими кругами залишимо незмiнними. Позначимо межу

цих маленьких кругiв як T𝑗,𝑈 i T𝑗,𝐿 (як зазвичай, iндекси 𝑈 i 𝐿 вiдповiдають

верхнiй i нижнiй пiвплощинi), а самi круги будемо позначати через D𝑗,𝑈 ,D𝑗,𝐿.

Покладемо

ℎ𝑈(𝑘, 𝑗) := − i𝛾𝑗e
2𝑡Φ(i𝜅𝑗)

𝑘 − i𝜅𝑗
, ℎ𝐿(𝑘, 𝑗) := − i𝛾𝑗e

2𝑡Φ(i𝜅𝑗)

𝑘 + i𝜅𝑗
. (2.21)

Використовуючи формулу

Resi𝜅𝑚(𝑘) = lim
𝑘→i𝜅

(𝑘 − i𝜅)𝑚(𝑘),

ми отримуємо наступне твердження:

Лема 2.3. [ [51]] Нехай 𝑚(𝑘) є мероморфним розв’язком задачi РГ I-IV. Пере-

визначимо її за формулою (2.20). Тодi 𝑚(𝑘) є голоморфною функцiєю в областi

C ∖
(︁
R ∪⋃︀𝑁

𝑗=1(T𝑗,𝑈 ∪ T𝑗,𝐿)
)︁
. Вона задовольняє умовам I, III, IV i має додатковi

стрибки

𝑚+(𝑘) = 𝑚−(𝑘)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎝ 1 0

ℎ𝑈(𝑘, 𝑗) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝑈 ,

⎛⎜⎝1 ℎ𝐿(𝑘, 𝑗)

0 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝐿,

(2.22)

на колах T𝑗,𝑈 з центрами в точках i𝜅𝑗, якi орiєнтованi проти годинникової стрiл-

ки, i на колах T𝑗,𝐿 з центрами −i𝜅𝑗, якi орiєнтованi за годинниковою стрiлкою.

Таким чином, полюснi умови II замiнюються додатковими стрибками, при

цьому розв’язок стає голоморфним поза контурами. Така «голоморфна» зада-

ча РГ є еквiвалентною початковiй, що визначається умовами I-IV. Таким чи-

ном, вона теж має єдиний розв’язок. Нам буде зручно використовувати її скрiзь,

за винятком малих областей просторово-часової пiвплощини в околi променiв

𝑥 = 4𝜅2𝑗𝑡, якi вiдповiдають солiтонам. Надалi ми будемо позначати цю задачу
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РГ як задачу РГ𝑘, щоб пiдкреслити, що вона є пов’язаною з правими даними

розсiювання. Ця задача є зручною для дослiджень в областi 𝑥 > −6𝑐2𝑡. В iншiй

областi виявляється зручним використовувати задачу РГ𝑘1, пов’язану з лiвими

даними розсiювання (див. роздiл 3).

Нашою наступною метою є здiйснення взаємно-однозначних (еквiвалентних)

перетворень задачi РГ, якi призведуть до задачi РГ, матрицi стрибкiв якої мало

вiдрiзняються вiд матриць стрибкiв модельної задачi при великих значеннях 𝑡.

Модельна задача має матрицi стрибкiв, що не залежать вiд спектрального па-

раметру, i вона може бути розв’язаною єдиним чином у явному виглядi. Саме

з розв’язку модельної задачi ми й отримаємо потрiбнi нам асимптотики хвилi

розрiдження. Одним з таких еквiвалентних перетворень є множення розв’язку

на дiагональну матрицю-функцiю. Оскiльки всi еквiвалентнi задачi РГ зберiга-

ють асимптотику на нескiнченностi i умову симетрiї, то вiдповiдна дiагональна

матриця повинна задовольняти деяким умовам. Вони сформульованi в наступнiй

лемi.

Лема 2.4. ( [51]) Нехай 𝑣(𝑘) є неперервною матрицею на контурi Σ̂, де Σ̂ є

контуром, симетричним вiдносно перетворення 𝑘 ↦→ −𝑘. Нехай 𝑚(𝑘), 𝑘 ∈ C∖Σ̂,

є голоморфним розв’язком задачi РГ: 𝑚+(𝑘) = 𝑚−(𝑘)𝑣(𝑘), 𝑘 ∈ Σ̂, який має не-

перервнi граничнi значення з обох сторiн контуру i задовольняє умовi симетрiї

та нормування. Нехай Σ̃ ⊂ Σ̂ є контуром iз тiєю ж орiєнтацiєю, що й Σ̂. При-

пустимо, що Σ̃ також є симетричним контуром, тобто мiстить разом з кожною

точкою 𝑘 i точку −𝑘. Нехай 𝐷 є матрицею вигляду

𝐷(𝑘) =

⎛⎝𝑑(𝑘)−1 0

0 𝑑(𝑘)

⎞⎠ = (𝑑(𝑘))−𝜎3, (2.23)

де 𝑑 : Ĉ ∖ Σ̃ → C є кусково-аналiтичною функцiєю, що не обертається в нуль

всюди, за винятком скiнченної кiлькостi точок на Σ̃. Покладемо

�̃�(𝑘) = 𝑚(𝑘)𝐷(𝑘), (2.24)
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тодi матриця стрибка задачi �̃�+ = �̃�−𝑣 має вигляд

𝑣 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎝ 𝑣11 𝑣12𝑑
2

𝑣21𝑑
−2 𝑣22

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ Σ̂∖Σ̃,

⎛⎜⎝ 𝑣11𝑑
−1
+ 𝑑− 𝑣12𝑑+𝑑−

𝑣21𝑑
−1
+ 𝑑−1

− 𝑣22𝑑
−1
− 𝑑+

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ Σ̃.

Якщо функцiя 𝑑 має властивiсть 𝑑(−𝑘) = 𝑑(𝑘)−1 при 𝑘 ∈ C ∖ Σ̃, то перетворення

(2.24) зберiгає умову симетрiї (2.14). Якщо додатково 𝑑(𝑘) → 1 при 𝑘 → ∞, то

(2.24) зберiгає умову нормування (2.17).

Вiдзначимо, що в загальному випадку для орiєнтованого контуру Σ̂ значення

𝑓+(𝑘0) (вiдповiдно 𝑓−(𝑘0)) означає недотичну границю вектор-функцiї 𝑓(𝑘) при

𝑘 → 𝑘0 ∈ Σ̂ з додатної (вiдповiдно вiд’ємної) сторони Σ̂, де додатною стороною

є та, що знаходиться злiва при русi по контуру в додатному напрямку.

2.2. Область солiтонiв

В цьому пiдроздiлi ми вивчаємо розв’язок голоморфної задачi РГ𝑘, яку опи-

сано в попередньому пiдроздiлi, в областi 𝑥 > 0. При цьому 𝜉 = 𝑥
12𝑡 > 0. Як

вже було згадано, поведiнка розв’язку визначається розподiлом знакiв дiйсної

частини фазової функцiї Φ(𝑘) = 4i𝑘3 + 12i𝜉𝑘. Зауважимо, що ReΦ(𝑘) = 0, при

Im 𝑘 = 0, або при (Im 𝑘)2 − 3(Re 𝑘)2 = 3𝜉. Друга крива складається з двох гiпер-

бол, якi перетинають уявну частину в точках ±i
√
3𝜉. Покладемо

𝜅0 := 𝜅0(𝜉) =

√︂
𝑥

4𝑡
> 0.

Таблицю розподiлу знакiв дiйсної частини фазової функцiї Φ(𝑘) показано на

Рис. 2.1.

Таким чином, Re(Φ(i𝜅𝑗)) > 0 при всiх 𝜅𝑗 > 𝜅0 i Re(Φ(i𝜅𝑗)) < 0 при всiх

𝜅𝑗 < 𝜅0. У першому випадку недiагональнi елементи матрицi стрибка (2.21),
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Рис. 2.1. Таблиця знакiв для ReΦ(𝑘) в солiтоннiй областi.

(2.22) експоненцiально зростають за змiнною 𝑡. Перетворимо цi елементи в екс-

поненцiально спаднi, використовуючи технiку, яку розвинено в [51]. А саме,

покладемо

Λ(𝑘, 𝜉) := Λ(𝑘) =
∏︁
𝜅𝑗>𝜅0

𝑘 + i𝜅𝑗
𝑘 − i𝜅𝑗

,

i введемо матрицю

𝐷(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 ℎ𝑈(𝑘, 𝑗)−1

−ℎ𝑈(𝑘, 𝑗) 0

⎞⎠𝐷0(𝑘), 𝑘 ∈ D𝑗,𝑈 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁,

⎛⎝ 0 ℎ𝐿(𝑘, 𝑗)

−ℎ𝐿(𝑘, 𝑗)−1 1

⎞⎠𝐷0(𝑘), 𝑘 ∈ D𝑗,𝐿, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁,

𝐷0(𝑘), 𝑘 ∈ C∖ ∪𝑁𝑗=1 (D𝑗,𝑈 ∪ D𝑗,𝐿), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁,

(2.25)

де

𝐷0(𝑘) =

⎛⎝Λ(𝑘)−1 0

0 Λ(𝑘)

⎞⎠ .

В силу симетрiї Λ(−𝑘) = Λ−1(𝑘), ми маємо

𝐷(−𝑘) = 𝜎1𝐷(𝑘)𝜎1. (2.26)

Покладемо �̃�(𝑘) = 𝑚(𝑘)𝐷(𝑘), 𝑘 ∈ C. В силу (2.26) вектор-функцiя �̃�(𝑘) має

властивостi III i IV. Крiм того, як описано в Лемi 4.2 роботи [51], ця вектор-
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функцiя має наступнi стрибки на колах T𝑗,𝑈 i T𝑗,𝐿 при 𝜅𝑗 > 𝜅0:

𝑣(𝑘) =

⎛⎝1 Λ2(𝑘)
ℎ𝑈 (𝑘,𝑗)

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝑈 ,

𝑣(𝑘) =

⎛⎝ 1 0

− 1
ℎ𝐿(𝑘,𝑗)Λ2(𝑘) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝐿.

(2.27)

При 𝜅𝑗 < 𝜅0 (якщо такi є) матриця стрибка визначається наступним чином:

𝑣(𝑘) =

⎛⎝ 1 0

ℎ𝑈(𝑘, 𝑗)Λ−2(𝑘) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝑈 ,

𝑣(𝑘) =

⎛⎝1 ℎ𝐿(𝑘, 𝑗)Λ2(𝑘)

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝐿.

(2.28)

Можливi два рiзних випадки: 1) iснує 𝑙, при якому полюс потрапляє в точку i𝜅0,

тобто 𝜅𝑙 = 𝜅0; 2) 𝜅𝑗 ̸= 𝜅0, ∀𝑗 = 1, ..., 𝑁 . У другому випадку усi стрибки на колах

T𝑗,𝑈 , T𝑗,𝐿 є експоненцiально близькими до одиницi, i вони не дають вкладу в

асимптотику розв’язку.

У першому випадку ми залишаємо полюсну умову для функцiї �̃�(𝑘) при

𝜅𝑙 = 𝜅0 без замiни цiєї умови на стрибок на колi. В силу (2.16) i (2.25) ця

полюсна умова матиме наступний вигляд:

Resi𝜅𝑗 �̃�(𝑘) = lim
𝑘→i𝜅𝑗

�̃�(𝑘)

⎛⎝ 0 0

i𝛾𝑗e
2𝑡Φ(i𝜅𝑗)Λ(i𝜅𝑗)

−2 0

⎞⎠ ,

Res−i𝜅𝑗 �̃�(𝑘) = lim
𝑘→−i𝜅𝑗

�̃�(𝑘)

⎛⎝0 −i𝛾𝑗e
2𝑡Φ(i𝜅𝑗)Λ(i𝜅𝑗)

−2

0 0

⎞⎠ .

(2.29)

При 𝑗 ̸= 𝑙 матрицi стрибкiв на малих колах T𝑗,𝑈 , T𝑗,𝐿 є експоненцiально близь-

кими до одиничної матрицi при 𝑡 → ∞. Для вектора �̃�(𝑘) вiдповiдна матриця

стрибка вздовж дiйсної осi має вигляд:

𝑣(𝑘) =

⎛⎝ 1− |𝑅(𝑘)|2 −Λ2(𝑘)𝑅(𝑘)e−2𝑡Φ(𝑘)

Λ−2(𝑘)𝑅(𝑘)e2𝑡Φ(𝑘) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ R. (2.30)
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Рис. 2.2. Контур деформацiї в областi солiтонiв.

Отже, задача РГ для вектора �̃� має наступне формулювання: знайти меро-

морфну в областi C∖
(︁
R ∪ ∪𝑗 ̸=𝑙(T𝑗,𝑈 ∪ T𝑗,𝐿)

)︁
вектор-функцiю �̃�(𝑘), яка має

полюси в точках i𝜅𝑙 i −i𝜅𝑙 з лишками (2.29) та задовольняє умовi стрибка

�̃�+(𝑘) = �̃�−(𝑘)𝑣(𝑘), де матриця 𝑣(𝑘) визначена формулами (2.28) i (2.30). Ця

функцiя задовольняє умовi симетрiї (2.14) i має асимптотику (2.17).

Нашою наступною метою є така деформацiя контуру, яка збiгається з дiй-

сною вiссю, що дозволить зробити стрибки на деформованому контурi близьки-

ми до одиничної матрицi. Виберемо два контури 𝒞𝑈 = R+ i𝜖/2 i 𝒞𝐿 = R− i𝜖/2,

де 𝜖 = min{𝜅, 𝜅𝑁 − 𝛿}, а 𝜅 визначається з нерiвностi (2.1). Такий вибiр чи-

сла 𝜖 гарантує, що коефiцiєнт вiдбиття може бути аналiтично продовженим в

смугу 0 < Im 𝑘 < 𝜖: при цьому контур T𝑁,𝑈 лежить вище, нiж 𝒞𝑈 . За означен-

ням 𝑅(𝑘) = 𝑅(−𝑘), тому функцiя 𝑅 може бути аналiтично продовжена в смугу

−𝜖 < Im 𝑘 < 0, включаючи 𝒞𝐿.

Факторизуємо матрицю стрибка 𝑣(𝑘) на контурi R наступним чином

𝑣(𝑘) = 𝑏−1
𝐿 (𝑘)𝑏𝑈(𝑘) =

⎛⎝1 −Λ2(𝑘)𝑅(−𝑘)e−2𝑡Φ(𝑘)

0 1

⎞⎠⎛⎝ 1 0

Λ−2(𝑘)𝑅(𝑘)e2𝑡Φ(𝑘) 1

⎞⎠
i покладемо

�̆�(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�̃�(𝑘)𝑏−1

𝑈 (𝑘), 0 < Im 𝑘 < 𝜖/2,

�̃�(𝑘)𝑏−1
𝐿 (𝑘), −𝜖/2 < Im 𝑘 < 0,

�̃�(𝑘), | Im 𝑘| > 𝜖
2 .
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Таким чином, вектор-функцiя �̆�(𝑘) не має стрибка на дiйснiй осi, але має стриб-

ки на контурах 𝒞𝑈 ∪ 𝒞𝐿:

𝑣(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 0

Λ−2(𝑘)𝑅(𝑘)e2𝑡Φ(𝑘) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝒞𝑈 ,⎛⎝1 −Λ2(𝑘)𝑅(−𝑘)e−2𝑡Φ(𝑘)

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝒞𝐿.

Цi матрицi стрибкiв є експоненцiально близькими до одиничних матриць при

𝑡 → ∞, тому можна застосувати Теорему A.6 з [56] для отримання наступного

результату ( [51, Теорема 4.4]):

Теорема 2.5. Нехай при деякому малому 𝜅 виконано умову (2.1) i нехай

−𝜅21, ...,−𝜅2𝑁 є точками дискретного спектру. Покладемо 𝑐𝑗 = 4𝜅2𝑗 . Нехай ма-

лий параметр 𝛿0 > 0 є таким, що iнтервали [𝑐𝑗 − 𝛿0, 𝑐𝑗 + 𝛿0], 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 не

перетинаються i виконано нерiвнiсть 𝑐𝑁 − 𝛿0 > 0.

Тодi при деякому малому 𝜀 > 0 в областi 𝑥/𝑡 ≥ 𝜀 асимптотика розв’язку має

вигляд:

∙ Якщо при деякому 𝑗 виконується нерiвнiсть |𝑥𝑡 − 𝑐𝑗| < 𝛿0, то

𝑞(𝑥, 𝑡) =
−4𝜅𝑗𝛾𝑗(𝑥, 𝑡)

(1 + (2𝜅𝑗)−1𝛾𝑗(𝑥, 𝑡))2
+𝑂(e−𝜖1𝑡), (2.31)

де min{𝜅, 𝜅𝑁 − 𝛿} > 𝜖1 > 𝜀/2 i

𝛾𝑗(𝑥, 𝑡) = 𝛾𝑗e
−2𝜅𝑗𝑥+8𝜅3𝑗 𝑡

𝑁∏︁
𝑖=𝑗+1

(︂
𝜅𝑖 − 𝜅𝑗
𝜅𝑖 + 𝜅𝑗

)︂2

. (2.32)

∙ Якщо при всiх 𝑗 виконується нерiвнiсть |𝑥𝑡 − 𝑐𝑗| ≥ 𝛿0, то 𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑂(e−𝜖1𝑡).

Стандартним чином ( [26,51]) зведемо тепер формули (2.31), (2.32) до тради-

цiйного вигляду солiтонного розв’язку. Ми отримуємо основний результат цього

роздiлу.
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Рис. 2.3. Таблиця розподiлу знакiв для Re(Φ) = 0 при − 𝑐2

2
< 𝜉 < 0.

Теорема 2.6. Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1.1), (2.1). Тодi при

довiльному малому 𝜖1 > 0 в областi 𝑥 > 𝜖1𝑡 при 𝑡→ +∞ має мiсце асимптотика:

𝑞(𝑥, 𝑡) = −
𝑁∑︁
𝑗=1

2𝜅2𝑗

cosh2
(︁
𝜅𝑗𝑥− 4𝜅3𝑗𝑡− 1

2 log
𝛾𝑗
2𝜅𝑗

−∑︀𝑁
𝑖=𝑗+1 log

𝜅𝑖−𝜅𝑗
𝜅𝑖+𝜅𝑗

)︁ +𝑂(e−𝜖1𝑡/2).

Тут −𝜅2𝑗 є точками дискретного спектру i 𝛾𝑗 є вiдповiдними нормувальними

константами початкових умов.

2.3. Зона розрiдження. Зведення до модельної задачi.

У цiй частинi роздiлу 2 ми обговорюємо найбiльш цiкаву асимптотику хви-

лi розрiдження, що виникає в середнiй областi просторово-часової пiвплощинi,

пов’язаної з дiапазоном −𝑐2

2 < 𝜉 < 0, 𝜉 = 𝑥
12𝑡 . Розподiл знакiв фазової функцiї по-

казано на Рис. 2.3. Гiперболи ReΦ(𝑘) = 0 у цьому випадку перетинають дiйсну

вiсь в точках 𝑘 = ±√−𝜉.
Цей розподiл знакiв показує, що в голоморфнiй задачi РГ𝑘 в матрицi стрибка

𝑣(𝑘), яку задано формулами (2.21), (2.27), 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , усi стрибки є експонен-

цiально близькими до одиничної матрицi при великих значеннях 𝑡. Основний

стрибок для �̃�(𝑘) при цьому задається формулою (2.30), де

Λ(𝑘, 𝜉) := Λ(𝑘) =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑘 + i𝜅𝑗
𝑘 − i𝜅𝑗

. (2.33)
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Покладемо

ℛ(𝑘) := 𝑅(𝑘)Λ−2(𝑘). (2.34)

Ця функцiя є неперервною на дiйснiй осi, причому |ℛ(𝑘)| ≠ 0 при 𝑘 ∈ R в силу

(2.7). Оскiльки Λ(𝑘) = Λ−1(𝑘) при 𝑘 ∈ R, i, крiм цього, ℛ(𝑘) = ℛ−1(𝑘) при

𝑘 ∈ [−𝑐, 𝑐], то матриця 𝑣(𝑘) може бути зображена у виглядi

𝑣(𝑘) =

⎛⎝1− |ℛ(𝑘)|2 −ℛ(𝑘)e−2𝑡Φ(𝑘)

ℛ(𝑘)e2𝑡Φ(𝑘) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ R.

Таким чином, ми встановили наступне твердження:

Лема 2.7. Нехай 𝜉 ∈ (−𝑐2

2 , 0). Тодi вектор-функцiя �̃�(𝑘) є єдиним розв’язком

наступної векторної задачi Рiмана – Гiльберта: знайти вектор-функцiю �̃�(𝑘), яка

є голоморфною поза контуром R∪𝑁𝑗=1 (T𝑗,𝑈 ∪T𝑗,𝐿), має неперервнi границi з обох

сторiн контуру i задовольняє:

I. умовi стрибка �̃�+(𝑘) = �̃�−(𝑘)𝑣(𝑘),

𝑣(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎝1− |ℛ(𝑘)|2 −ℛ(𝑘)e−2𝑡Φ(𝑘)

ℛ(𝑘)e2𝑡Φ(𝑘) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ R,

⎛⎜⎝1 Λ2(𝑘)(ℎ𝑈(𝑘, 𝑗))−1

0 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝑈 , 𝑗 = 1, ..., 𝑁

⎛⎜⎝ 1 0

−Λ−2(𝑘)(ℎ𝐿(𝑘, 𝑗))−1 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝐿, 𝑗 = 1, ..., 𝑁

де функцiї ℎ𝑈 , ℎ𝐿 визначено формулою (2.21), а функцiю Λ(𝑘) – згiдно

(2.33);

II. умовi симетрiї �̃�(𝑘) = �̃�(−𝑘)𝜎1;

III. умовi нормування �̃�(𝑘) =
(︁
1, 1

)︁
+𝑂(𝑘−1), 𝑘 → ∞.
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Рис. 2.4. Таблиця знакiв для Re(𝑔) разом з лiнiєю рiвня Re(Φ) = 0 (пунктир).

Метою пiдроздiлу 2.3 є зведення даної задачi РГ до еквiвалентної задачi РГ iз

«майже сталими» за змiнною 𝑘 стрибками, яка матиме розв’язок в явному вигля-

дi. Для цього ми зробимо кiлька крокiв деформацiї й спряження. Перший з них

пов’язаний iз так званою 𝑔-функцiєю [43], яка замiнює фазову функцiю на бiльш

«зручну» з точки зору аналiзу асимптотичної структури розв’язку функцiю.

Нехай 𝑎 = 𝑎(𝜉) =
√−2𝜉. Цей параметр є додатною i монотонною функцiєю

змiнної 𝜉 при 𝜉 < 0. Вiн пробiгає iнтервал (0, 𝑐) при 𝜉 ∈ (−𝑐2

2 , 0). В силу взаємної

однозначностi мiж 𝜉 i 𝑎, ми будемо параметризувати данi в цьому пiдроздiлi iз

використанням параметра 𝑎 ∈ (0, 𝑐).

Введемо наступну функцiю:

𝑔(𝑘) := 𝑔(𝑘, 𝜉) = 4i(𝑘2 − 𝑎2)
√︀
𝑘2 − 𝑎2, 𝑎 =

√︀
−2𝜉, (2.35)

яка є однозначно визначеною в областi 𝒟(𝜉) = clos(C ∖ [−𝑎, 𝑎]). Тут припуска-

ється, що
√
𝑘2 − 𝑎2 набуває додатних значень при 𝑘 > 𝑎. За означенням (2.35),

функцiя 𝑔(𝑘) має наступнi властивостi: 𝑔(−𝑘) = −𝑔(𝑘) при 𝑘 ∈ 𝒟(𝜉); 𝑔 має

стрибок: 𝑔+(𝑘) = −𝑔−(𝑘) > 0 на контурi [−𝑎, 𝑎], який обрано з орiєнтацiєю вiд

−𝑎 до 𝑎. Таблицю знакiв Re 𝑔 показано на Рис. 2.4.



51

Оскiльки

Φ(𝑘)− 𝑔(𝑘) = 4i

(︃
𝑘3 + 3𝜉𝑘 − (𝑘3 + 2𝜉𝑘)

√︂
1 +

2𝜉

𝑘2

)︃

=
12𝜉2

2i𝑘
(1 +𝑂(𝑘−1)), 𝑘 → ∞,

(2.36)

то функцiя

𝑑(𝑘) := e𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)), 𝑘 ∈ C,

задовольняє всiм умовам Леми 2.4. Тепер ми можемо зробити потрiбнi

трансформацiї-кроки.

КРОК 1. Нехай 𝐷(𝑘) є матрицею вигляду (2.23), де покладено 𝑑(𝑘) = 𝑑(𝑘).

Розглянемо вектор-функцiю 𝑚(1)(𝑘) = �̃�(𝑘)𝐷(𝑘), 𝑘 ∈ C. Ця функцiя є голомор-

фним розв’язком задачi РГ зi стрибком 𝑚
(1)
+ (𝑘) = 𝑚

(1)
− (𝑘)𝑣(1)(𝑘), де

𝑣(1)(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎝ 0 −ℛ(𝑘)

ℛ(𝑘) e−2𝑡𝑔+(𝑘)

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎],

⎛⎜⎝1− |ℛ(𝑘)|2 −ℛ(𝑘)e−2𝑡𝑔(𝑘)

ℛ(𝑘)e2𝑡𝑔(𝑘) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ R ∖ [−𝑎, 𝑎],

⎛⎜⎝1 ℎ̃𝑈(𝑘, 𝑗)

0 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝑈 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁,

⎛⎜⎝ 1 0

−ℎ̃𝐿(𝑘, 𝑗) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ T𝑗,𝐿, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁.

(2.37)

Тут

ℎ̃𝑈(𝑘, 𝑗) :=
Λ2(𝑘)

ℎ𝑈(𝑘, 𝑗)
e2𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)), ℎ̃𝐿(𝑘, 𝑗) :=

1

Λ2(𝑘)ℎ𝐿(𝑘, 𝑗)
e−2𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)),

а ℎ𝑈(𝑘, 𝑗), ℎ𝐿(𝑘, 𝑗) визначенi формулами (2.21).

Лема 2.8. Нехай радiуси 𝛿 окружностей T𝑗,𝐿 и T𝑗,𝑈 задовольняють нерiвно-

стям

(𝜅1 − 𝛿)3 > 3𝛿

(︂
(𝜅𝑁 + 𝛿)2 +

𝑐2

2

)︂
, (2.38)
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i 𝛿 < 𝜅𝑁 − 𝜅, де 𝜅 – це константа з нерiвностi (1.21). Тодi виконується оцiнка

|ℎ̃𝑈(𝑘, 𝑗)|+ |ℎ̃𝐿(−𝑘, 𝑗)| < 𝐶1(𝛿)e
−𝐶(𝛿)𝑡, 𝑘 ∈ T𝑗,𝑈 ; 𝐶(𝛿) > 0, 𝐶1(𝛿) > 0,

рiвномiрно за змiнною 𝜉 ∈ [0,−𝑐2

2 ].

Доведення. Достатньо перевiрити, що при достатньо малих 𝛿 > 0 ми маємо

Re(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)−Φ(i𝜅𝑗)) < 0 при |𝑘−i𝜅𝑗| = 𝛿. Простi оцiнки, що є справедливими

при 𝜉 ∈ (0, 𝑐2/2], показують, що

|Φ(𝑘)− Φ(i𝜅𝑗)| ≤ 12
(︀
(𝜅𝑁 + 𝛿)2 + |𝜉|

)︀
𝛿 ≤ 12𝛿

(︂
(𝜅𝑁 + 𝛿)2 +

𝑐2

2

)︂
,

i Re 𝑔(𝑘) ≥ 4(𝜅1 − 𝛿)3. Отже, достатньо вибрати 𝛿, що задовольняє (2.38). �

Покладемо тепер

T𝛿 = ∪𝑁𝑗=1

(︀
T𝑗,𝑈 ∪ T𝑗,𝐿

)︀
,

i нехай I – це одинична матриця. Зауважимо, що матриця (2.37) на множинi T𝛿

припускає таке зображення:

𝑣(1)(𝑘, 𝑥, 𝑡) = I+ 𝐴(𝑘, 𝜉, 𝑡), ‖𝐴(𝑘, 𝜉, 𝑡)‖ ≤ 𝐶1(𝛿)e
−𝐶(𝛿)𝑡, 𝐶(𝛿), 𝐶1(𝛿) > 0, (2.39)

де ‖𝐴‖ = max𝑖,𝑗=1,2 |𝐴𝑖𝑗| позначає норму матрицi. Оцiнка для 𝐴 є рiвномiрною

за змiнною 𝑘 ∈ T𝛿 i 𝜉 ∈ [0,−𝑐2

2 ].

Для виконання наступного кроку розглянемо спочатку додаткову скалярну

задачу РГ: знайти голоморфну в C ∖ [−𝑎, 𝑎] функцiю 𝑑(𝑘), яка має наступний

стрибок:

𝑑+(𝑘)𝑑−(𝑘) = ℛ−1(0)ℛ(𝑘), 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎], (2.40)

i задовольняє умовам симетрiї i нормування

𝑑(−𝑘) = 𝑑−1(𝑘), 𝑘 ∈ clos (C ∖ [−𝑎, 𝑎]) ; 𝑑(𝑘) → 1, 𝑘 → ∞. (2.41)

Тут ℛ визначається за формулами (2.33) i (2.34).
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Лема 2.9. Функцiя arg(ℛ(𝑘)ℛ−1(0)) є непарною гладкою функцiєю на R.

Крiм того, ℛ(0) = −1 у нерезонансному випадку i ℛ(0) = 1 у резонансному

випадку.

Доведення. Перш за все, нагадаємо, що ℛ(𝑘)ℛ−1(0) є неперервною i вiд-

мiнною вiд нуля при 𝑘 ∈ R. Тодi її аргумент також є неперервною функцiєю.

Зауважимо, що

arg Λ(𝑘) = arg Λ(0) +𝐺(𝑘) = 𝜋𝑁 +𝐺(𝑘),

де 𝐺(−𝑘) = −𝐺(𝑘), 𝐺 ∈ 𝒞(R). Крiм того, з теореми Левiнсона (див. [27, формула

(4.3)]) випливає, що

𝜋𝑁 =
±𝜋𝑌
2

+ arg 𝑇 (0± 0),

де 𝑌 = 1 у нерезонансному випадку, i 𝑌 = 0 у резонансному випадку. В силу

(2.7):

lim
𝑘→0

argℛ(𝑘) = lim
𝑘→0

(2 arg 𝑇 (𝑘)− 2 arg 𝑘 − 2 arg Λ(𝑘)) = −𝜋𝑌.

Таким чином, функцiя arg(ℛ(𝑘)ℛ−1(0)) є гладкою непарною функцiєю. Оскiль-

ки Λ2(0) = 1, то значення ℛ(0) збiгається з величиною коефiцiєнта вiдбиття,

тобто ℛ(0) = −1 у нерезонансному випадку, i ℛ(0) = 1 у резонансному випад-

ку. �

Для спрощення позначень у подальших мiркуваннях цього пiдроздiлу введе-

мо функцiї:

𝒮(𝑘) := ℛ(𝑘)ℛ−1(0), 𝑃 (𝑘) :=
1√

𝑘2 − 𝑎2 + i0
, 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎]. (2.42)

Щоб знайти розв’язок даної скалярної задачi РГ трансформуємо стрибок (2.40)

в адитивний:

𝑓+(𝑘) = 𝑓−(𝑘) + 𝑃 (𝑘) log𝒮(𝑘); 𝑓(𝑘) → 0, 𝑘 → ∞,
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де функцiя 𝑓(𝑘) має вигляд:

𝑓(𝑘) = (𝑘2 − 𝑎2)−1/2 log 𝑑(𝑘).

З формули Сохоцького-Племеля i властивостi |𝒮| = |ℛ| = 1 випливає, що

𝑓(𝑘) =
1

2𝜋i

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑃 (𝑠) log𝒮(𝑠)
𝑠− 𝑘

𝑑𝑠,

де значення log𝒮(𝑠) = i arg(𝒮(𝑠)) можна вибрати неперервними згiдно Леми 2.9.

Оскiльки функцiя log𝒮(𝑠) є непарною, а 𝑃 (𝑠) – парною, то 𝑓(−𝑘) = 𝑓(𝑘). Крiм

того, з непарностi log𝒮(𝑠) випливає, що

𝑓(𝑘) =
−1

2𝜋i𝑘

(︂∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑃 (𝑠) log𝒮(𝑠)𝑑𝑠+𝑂

(︂
1

𝑘

)︂)︂
= 𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
, 𝑘 → ∞.

Таким чином,
√
𝑘2 − 𝑎2𝑓(𝑘) = 𝑂(𝑘−1) i функцiя

𝑑(𝑘) := e
√
𝑘2−𝑎2 𝑓(𝑘) = exp

(︃√
𝑘2 − 𝑎2

2𝜋i

∫︁ 𝑎

−𝑎

log(ℛ(𝑠)ℛ−1(0))√
𝑠2 − 𝑎2 + i0 (𝑠− 𝑘)

𝑑𝑠

)︃
(2.43)

задовольняє формулам (2.40) i (2.41). Оскiльки функцiя 𝑓(𝑘) є парною, а
√
𝑘2 − 𝑎2 – непарною, то умови симетрiї (2.41) виконано. Як буде показано в

Лемi 2.12, функцiя 𝑑(𝑘) є обмеженою в околi точок ±𝑎.
КРОК 2. Покладемо 𝐷(𝑘) = (𝑑(𝑘))−𝜎3, де 𝑑(𝑘) задано формулою (2.43). Далi,

покладемо 𝑚(2)(𝑘) = 𝑚(1)(𝑘)𝐷(𝑘), 𝑘 ∈ C i застосуємо Лему 2.4. Ми отрима-

ємо наступну задачу РГ: знайти голоморфну вектор-функцiю 𝑚(2)(𝑘) в обла-

стi C ∖ (R ∪ T𝛿), яка задовольняє умовам III, IV Теореми 2.2 i умовi стрибка

𝑚
(2)
+ (𝑘) = 𝑚

(2)
− (𝑘)𝑣(2)(𝑘), де

𝑣(2)(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎝ 0 −ℛ(0)

ℛ(0) 𝑑+(𝑘)
𝑑−(𝑘)

e−2𝑡𝑔+(𝑘)

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎],

⎛⎜⎝ 1− |ℛ(𝑘)|2 −𝑑(𝑘)2ℛ(𝑘)e−2𝑡𝑔(𝑘)

𝑑(𝑘)−2ℛ(𝑘)e2𝑡𝑔(𝑘) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ R ∖ [−𝑎, 𝑎],

I+𝐷−1(𝑘)𝐴(𝑘, 𝜉, 𝑡)𝐷(𝑘), 𝑘 ∈ T𝛿,
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Рис. 2.5. Контур деформацiї для кроку 3.

де 𝐴(𝑘, 𝜉, 𝑡) = 𝑣(1)(𝑘, 𝑥, 𝑡)− I (див. (2.39)).

КРОК 3. Нижченаведена факторизацiя є стандартною (див. [44, 51]). Покла-

демо

𝑣(2)(𝑘) = 𝐵𝐿(𝑘)(𝐵𝑈(𝑘))−1, 𝑘 ∈ R ∖ [−𝑎, 𝑎],

де

𝐵𝐿(𝑘) =

⎛⎝1 −𝑑(𝑘)2ℛ(−𝑘)e−2𝑡𝑔(𝑘)

0 1

⎞⎠ , 𝐵𝑈(𝑘) =

⎛⎝ 1 0

−𝑑(𝑘)−2ℛ(𝑘)e2𝑡𝑔(𝑘) 1

⎞⎠ .

Нагадаємо, що ℛ(𝑘) = ℛ(−𝑘) при 𝑘 ∈ R. Це дозволяє продовжити матрицi

𝐵𝐿(𝑘) i 𝐵𝑈(𝑘) в окiл дiйсної осi. Розглянемо областi Ω𝑈 i Ω𝐿, якi обмеженi кон-

турами 𝒞𝑈 i 𝒞𝐿, що знаходяться в смузi | Im 𝑘| < 𝜅/2, та є асимптотично близь-

кими до межi цiєї смуги при 𝑘 → ∞, як показано на Рис. 2.5. Перевизначимо

𝑚(2) в Ω𝑈 i Ω𝐿 згiдно

𝑚(3)(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑚(2)(𝑘)𝐵𝑈(𝑘), 𝑘 ∈ Ω𝑈 ,

𝑚(2)(𝑘)𝐵𝐿(𝑘), 𝑘 ∈ Ω𝐿,

𝑚(2)(𝑘), 𝑘 ∈ C∖(Ω𝑈 ∪ Ω𝐿).

Тодi вектор-функцiя𝑚(3)(𝑘) не має стрибкiв уздовж iнтервалiв (−∞,−𝑎] i [𝑎,∞),

але має стрибки уздовж контурiв 𝐶𝑈 i 𝐶𝐿. Цi стрибки є асимптотично близькими

при 𝑡→ ∞ до одиничної матрицi поза малих околiв точок ±𝑎.
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Покладемо тепер 𝐴(3)(𝑘) = 𝐷−1(𝑘)𝐴(𝑘, 𝜉, 𝑡)𝐷(𝑘), 𝑘 ∈ T𝛿, де𝐷(𝑘) = (𝑑(𝑘))−𝜎3

– дiагональна матриця, яка визначається з (2.43), а матриця 𝐴 визначається з

(2.39). Тодi з формули (2.39) та обмеженостi 𝑑(𝑘) i 𝑑−1(𝑘) рiвномiрно на T𝛿 i

рiвномiрно при 𝜉 ∈ [−𝑐2/2, 0] випливає оцiнка

‖𝐴(3)(𝑘)‖ ≤ 𝐶e−𝐶𝑡, 𝐶 > 0, 𝑘 ∈ T𝛿. (2.44)

Крiм того, зауважимо, що недiагональнi елементи матриць 𝐵𝐿(𝑘) i 𝐵𝑈(𝑘) є непе-

рервними функцiями на контурах 𝒞𝐿 i 𝒞𝑈 вiдповiдно. Дiйсно, в силу Леми 2.12

i означення (2.35) ми отримаємо, що 𝐵𝑈
21(𝑘) → −ℛ(0) при 𝑘 → ±𝑎 i 𝑘 ∈ 𝒞𝑈 ;

𝐵𝐿
21(𝑘) → −ℛ(0) при 𝑘 → ±𝑎 i 𝑘 ∈ 𝒞𝐿; крiм того, 𝑣(2)22 (𝑘) → 1 при 𝑘 → 𝑎 − 0 i

𝑘 → 𝑎+0, де 𝑘 ∈ R. Бiльш того, оскiльки контури 𝒞𝑈 i 𝒞𝐿 вибираються всереди-

нi смуги | Im 𝑘| < 𝜅, то з урахуванням початкової умови 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶8(R), функцiя

ℛ(𝑘) = 𝑅(𝑘)Λ(𝑘) поводиться як ℛ(𝑘) = 𝑂(𝑘−9) при 𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ 𝒞𝑈 ∪ 𝒞𝐿

(див. [52]). З iншого боку, справедлива оцiнка:

exp{𝑡𝑔(𝑘)} = 𝑂(exp{−2𝑡|Re 𝑘|3/2𝜅}), 𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ 𝒞𝑈 . (2.45)

В силу симетрiї отримуємо, що недiагональнi елементи 𝐵𝑈 i 𝐵𝐿 експоненцi-

ально спадають при кожному 𝑡 при 𝑘 → ∞. Таким чином, ми довели наступну

теорему

Теорема 2.10. Нехай 𝜉 ∈ [−𝑐2/2, 0]. Тодi задача РГ I-IV з Теореми 2.2 еквi-

валентна наступнiй задачi РГ: в областi C ∖
(︀
𝒞𝑈 ∪ 𝒞𝐿 ∪ T𝛿 ∪ [−𝑎, 𝑎]

)︀
знайти го-

ломорфну вектор-функцiю 𝑚(3)(𝑘), що є неперервною аж до межi областi i задо-

вольняє

1. умовi стрибка 𝑚(3)
+ (𝑘) = 𝑚

(3)
− (𝑘)𝑣(3)(𝑘), де

𝑣(3)(𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎝ 0 −ℛ(0)

ℛ(0) 𝑑+(𝑘)
𝑑−(𝑘)

e−2𝑡𝑔+(𝑘)

⎞⎟⎟⎠ , 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎],
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𝑣(3)(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎝ 1 0

𝑑(𝑘)−2ℛ(𝑘)e2𝑡𝑔(𝑘) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ 𝒞𝑈 ,

⎛⎜⎝1 −𝑑(𝑘)2ℛ(−𝑘)e−2𝑡𝑔(𝑘)

0 1

⎞⎟⎠ 𝑘 ∈ 𝒞𝐿,

I+ 𝐴(3)(𝑘), 𝑘 ∈ T𝛿,

(2.46)

2. умовi симетрiї 𝑚(3)(𝑘) = 𝑚(3)(−𝑘)𝜎1;

3. умовi нормування 𝑚(3)(𝑘) =
(︁
1, 1

)︁
+𝑂(𝑘−1), 𝑘 → ∞.

Тут 𝑑(𝑘) визначається за формулою (2.43), функцiя 𝑔(𝑘) – за формулою (2.35),

ℛ(𝑘) – за формулами (2.34) i (2.33), а матриця 𝐴(3)(𝑘) допускає оцiнку (2.44).

При | Im 𝑘| > 𝜅1 + 1 розв’язок 𝑚(𝑘) початкової задачi I-IV i розв’язок даної

задачi 1.-3. пов’язанi мiж собою формулою

𝑚(3)(𝑘) = 𝑚(𝑘)

⎛⎝𝐻−1(𝑘) 0

0 𝐻(𝑘)

⎞⎠ , де 𝐻(𝑘) = 𝑑(𝑘)Λ(𝑘)e𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)). (2.47)

Зауважимо, що матриця 𝑣(3)(𝑘) має наступну структуру:

𝑣(3)(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−iℛ(0)𝜎2 + 𝐴(4)(𝑘), 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎],

I+ 𝐴(5)(𝑘), 𝑘 ∈ 𝐶𝑈 ∪ 𝐶𝐿,

I+ 𝐴(3)(𝑘), 𝑘 ∈ T𝛿,

(2.48)

де 𝜎2 – це друга матриця Паули, а матрицi 𝐴(𝑗)(𝑘) задовольняють оцiнкам

‖𝐴(𝑗)(𝑘)‖ ≤ 𝐶e−𝑡𝜈(|𝑘
2−𝑎2|), 𝑗 = 4, 5. (2.49)

Тут 𝜈(𝑘), 𝑘 ∈ R+ є зростаючою додатною функцiєю при 𝑘 ̸= 0, причому 𝜈(0) = 0

i 𝜈(+∞) = +∞. Така структура матрицi стрибка демонструє структуру матрицi

стрибка модельної задачi РГ, яку можна розв’язати у явному виглядi. Розв’язок
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цiєї модельної задачi визначає головний член асимптотичного розвинення задачi

РГ 1-3 з Теореми 2.10 при 𝑡→ ∞.

2.4. Розв’язок модельної задачi

Згiдно з результатами попереднього пiдроздiлу, ми формулюємо модельну за-

дачу РГ наступним чином: знайти голоморфну вектор-функцiю 𝑚mod(𝑘) в обла-

стi C ∖ [−𝑎, 𝑎], яка є неперервною аж до межi областi (за винятком точок ±𝑎, де

можливi особливостi порядку 𝑂((𝑘 ± 𝑎)−1/4)), та задовольняє:

умовi стрибка

𝑚mod
+ (𝑘) = 𝑚mod

− (𝑘)

⎛⎝ 0 −ℛ(0)

ℛ(0) 0

⎞⎠ , 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎]; (2.50)

умовi симетрiї

𝑚mod(𝑘) = 𝑚mod(−𝑘)𝜎1; (2.51)

умовi нормування

𝑚mod(𝑘) =
(︁
1, 1

)︁
+𝑂(𝑘−1), 𝑘 → ∞. (2.52)

Ця задача має єдиний розв’язок. Це можна довести аналогiчно доведенню Тео-

реми 2.2. Однак ми отримуємо цей факт безпосередньо з iснування i єдиностi

побудованого далi розв’язку вiдповiдної матричної задачi.

Будемо шукати розв’язок 𝑀mod(𝑘) = 𝑀mod(𝑘, 𝜉, 𝑡) наступної матричної за-

дачi РГ: знайти голоморфну матричну функцiю 𝑀mod в C ∖ [−𝑎, 𝑎], яка має не-

перервнi границi аж до межi областi, за винятком точок ±𝑎, де для елементiв

даної матрицi виконується оцiнка 𝑂((𝑘 ± 𝑎)−1/4). Ця матриця задовольняє умовi

стрибка

𝑀mod
+ (𝑘) = −iℛ(0)𝑀mod

− (𝑘)𝜎2, 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎],

i умовi нормування 𝑀mod(𝑘) = I+𝑂(𝑘−1) при 𝑘 → ∞.
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Вiдзначимо, що оскiльки det(−iℛ(0)𝜎2) = 1, то розв’язок даної матричної

задачi є єдиним в силу стандартних мiркувань, якi використовують теорему Лi-

увiлля (див. [41, Роздiл 7.1]). При цьому розв’язок векторної модельної задачi

(2.50), (2.51), (2.52) визначається як

𝑚mod(𝑘) =
(︁
1, 1

)︁
𝑀mod(𝑘).

Дiйсно, в силу тотожностi 𝜎1𝜎2𝜎1 = −𝜎2 маємо спiввiдношення 𝑀mod(−𝑘) =
𝜎1𝑀

mod(𝑘)𝜎1 i, отже, 𝑚mod задовольняє умовi симетрiї.

Розв’язок матричної задачi ми знаходимо аналогiчно роботi [53]. Розглянемо

спочатку резонансний випадок. Оскiльки

𝜎2 = 𝑆0𝜎3𝑆
−1
0 , 𝑆0 =

1 + i

2

⎛⎝1 1

i −i

⎞⎠ , 𝑆−1
0 =

1− i

2

⎛⎝1 −i

1 i

⎞⎠ , (2.53)

то можна спершу знайти голоморфний розв’язок 𝑀∞ наступної задачi:

𝑀∞
+ = −i𝑀∞

− 𝜎3, 𝑀∞(∞) = I,

де 𝜎3 є третя матриця Паулi. Очевидно, що

𝑀∞(𝑘) =

⎛⎝𝛽(𝑘) 0

0 𝛽(𝑘)−1

⎞⎠ , 𝛽(𝑘) = 4

√︂
𝑘 + 𝑎

𝑘 − 𝑎
.

Тут функцiя 𝛽(𝑘) визначена на множинi clos(C ∖ [−𝑎, 𝑎]), а її вiтка визначається

умовою 𝛽(∞) = 1. Вiдзначимо, що ця функцiя має симетрiю 𝛽(−𝑘) = 𝛽(𝑘)−1.

Тодi для початкової матричної функцiї 𝑀mod(𝑘) має мiсце формула

𝑀mod(𝑘) = 𝑆0𝑀
∞(𝑘)𝑆−1

0 =

⎛⎜⎝ 𝛽(𝑘)+𝛽(𝑘)−1

2
𝛽(𝑘)−𝛽(𝑘)−1

2i

−𝛽(𝑘)−𝛽(𝑘)−1

2i
𝛽(𝑘)+𝛽(𝑘)−1

2

⎞⎟⎠ , (2.54)

що є справедливою у резонансному випадку. У нерезонансному випадку необхi-

дно замiнити 𝛽(𝑘) на 𝛽(−𝑘). Розв’язком векторної модельної задачi є функцiя

𝑚mod(𝑘) =
1

2i

(︀
𝛽(𝑘)(i− 1) + 𝛽(𝑘)−1(i + 1), 𝛽(𝑘)(i + 1) + 𝛽(𝑘)−1(i− 1)

)︀
. (2.55)
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Таким чином, ми довели наступне твердження:

Лема 2.11. Розв’язок векторної (вiдповiдно, матричної) модельної задачi РГ,

𝑚mod(𝑘) (вiдповiдно 𝑀mod(𝑘)) задається формулою (2.55) (вiдповiдно, (2.54)),

де 𝛽(𝑘) = 4

√︁
𝑘−𝑎
𝑘+𝑎 у нерезонансному випадку, i 𝛽(𝑘) = 4

√︁
𝑘+𝑎
𝑘−𝑎 у резонансному

випадку.

Перш нiж обґрунтувати асимптотичну еквiвалентнiсть 𝑚(3)(𝑘) ∼ 𝑚mod(𝑘)

при 𝑡→ ∞ поза малими околами точок ±𝑎, покажемо, як iз цiєї еквiвалентностi

можна знайти головний член асимптотики розв’язку рiвняння КдФ. Дiйсно, в

силу (2.47) при досить великих 𝑘 i 𝑡:

𝑚1(𝑘) = 𝑚
(3)
1 (𝑘)𝑑(𝑘)Λ(𝑘)e𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)) ∼ 𝑚mod

1 (𝑘)𝑑(𝑘)Λ(𝑘)e𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)). (2.56)

Приймемо до уваги формулу (2.12), тодi

𝑞(𝑥, 𝑡) = − 𝜕

𝜕𝑥
lim
𝑘→∞

2i𝑘 (𝑚1(𝑘, 𝜉, 𝑡)− 1).

Визначимо ℎ(𝜉) як

Λ(𝑘)𝑑(𝑘, 𝜉)𝑚mod
1 (𝑘, 𝜉) = 1− ℎ(𝜉)

2i𝑘
+𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
, 𝑘 → ∞. (2.57)

Тодi, в силу (2.36):

lim
𝑘→∞

2i𝑘 (𝑚1(𝑘, 𝜉, 𝑡)− 1) ∼ 12𝑡𝜉2 − ℎ(𝜉). (2.58)

Продиференцiювавши праву частину (2.58) за змiнною 𝑥, ми отримаємо

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼ −𝑡 𝜕
𝜕𝑥

(12𝜉2) + ℎ′(𝜉)
𝜕𝜉

𝜕𝑥
= − 𝑥

6𝑡
+
ℎ′(𝜉)

12𝑡
, 𝑡→ ∞. (2.59)

Далi буде доведено, що функцiя ℎ′(𝜉) є рiвномiрно обмеженою за змiнною 𝜉

на iнтервалi [−𝑐2

2 + 𝜖,−𝜖], 𝜖 > 0. Отже, другий доданок в формулi (2.59) має

порядок 𝑂(1/𝑡). Головний член − 𝑥
6𝑡 ми отримаємо з фазової функцiї, i вiн не

буде залежати вiд даних розсiювання.
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Наступнi два пiдроздiли присвяченi доведенню цього твердження. В пiдроз-

дiлi 2.6 ми також обґрунтуємо вигляд другого члена 𝑄(𝜉) в асимптотичному

розвиненнi 𝑞(𝑥, 𝑡) ∼ − 𝑥
6𝑡 +

𝑄(𝜉)
6𝑡 + 𝑜(𝑡−1) i покажемо, що функцiя 𝑄(𝜉) випливає з

зображення (2.56). Оскiльки Λ(𝑘) не залежить вiд 𝜉, то ця величина не впливає

на 𝑄(𝜉). Таким чином, ℎ′(𝜉) залежить тiльки вiд вiдповiдних членiв розвинення

функцiй 𝑑(𝑘) i 𝑚mod
1 (𝑘). В силу (2.55), у резонансному випадку

𝑚mod
1 (𝑘) =

1

2i

(︃
4

√︂
𝑘 + 𝑎

𝑘 − 𝑎
(i− 1) +

4

√︂
𝑘 − 𝑎

𝑘 + 𝑎
(i + 1)

)︃
=

1

2i

(︁
(1 +

𝑎

2𝑘
)(i− 1) + (1− 𝑎

2𝑘
)(i + 1)

)︁
+𝑂(𝑘−2) = 1− 𝑎

2i𝑘
+𝑂(𝑘−2).

Отже, у резонансному випадку

𝑚mod
1 (𝑘) = 1 +

𝑎

2i𝑘
+𝑂(𝑘−2).

Далi, нагадаємо, що 𝑃 (𝑠) log𝒮(𝑠) є непарною функцiєю на iнтервалi [−𝑎, 𝑎],
де 𝑃 i 𝒮 визначенi формулою (2.42). Використовуючи формули (2.43) та

𝑑
𝑑𝑠𝑃

−1(𝑠) = 𝑠𝑃 (𝑠), ми отримуємо

𝑑(𝑘) = 1− 1

2𝜋i𝑘

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑠𝑃 (𝑠) log𝒮(𝑠)𝑑𝑠+𝑂(𝑘−2)

= 1 +
1

2𝜋i𝑘

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑃−1(𝑠)

𝑑

𝑑𝑠
logℛ(𝑠) 𝑑𝑠+𝑂(𝑘−2).

Таким чином,

ℎ(𝜉) = 4
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜅𝑗 ± 𝑎− 1

𝜋

∫︁ 𝑎

−𝑎

√︀
𝑠2 − 𝑎2 + i0

𝑑

𝑑𝑠
logℛ(𝑠) 𝑑𝑠,

де знаки ± вiдповiдають резонансному/нерезонансному випадкам вiдповiдно.

Оскiльки
𝜕𝑎

𝜕𝑥
=
𝑑𝑎

𝑑𝜉

1

12𝑡
= − 1

12𝑎𝑡
,

то

ℎ′(𝜉) = −1

𝑎

(︃
±1 +

𝑎

𝜋

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑑
𝑑𝑠 logℛ(𝑠)√
𝑠2 − 𝑎2 + i0

𝑑𝑠

)︃
.

Таким чином, як тiльки (2.59) буде обґрунтовано, ми отримаємо другий член

розвинення 𝑄(𝜉).



62

2.5. Задача параметрикса

Для обґрунтування асимптотики розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡), дослiдимо спочатку так

звану задачу параметрикса, яка виникає в околах вузлових точок ±𝑎 = ±𝑎(𝜉).
Це додаткова матрична задача РГ, яка бере до уваги той факт, що в околах ±𝑎 ма-

трицi стрибка 𝐴4(𝑘) i 𝐴5(𝑘) (див. (2.46), (2.48), (2.49)) насправдi не є близькими

до одиничної матрицi. При розв’язаннi модельної задачi ми вважали цi матрицi

одиничними. Задача параметрикса враховує їх вплив.

Розглянемо, наприклад, точку −𝑎(𝜉). Нехай ℬ− є малим околом цiєї точки.

Введемо позначення

Σ1 = [−𝑎, 𝑎] ∩ ℬ−, Σ2 = 𝒞𝑈 ∩ ℬ−, Σ3 = 𝒞𝐿 ∩ ℬ−. (2.60)

Ми обираємо орiєнтацiю цих контурiв в напрямку вiд точки −𝑎, тобто, орiєн-

тацiя на Σ2 i Σ3 є протилежною орiєнтацiї на 𝒞𝑈 i 𝒞𝐿. Усерединi областi ℬ−

розв’язок 𝑚(3) має стрибки тiльки на цих контурах.

Спочатку дослiдимо бiльш детально поведiнку функцiї 𝑑(𝑘), що визначено

формулою (2.43) при 𝑘 → −𝑎.

Лема 2.12. При 𝑘 → −𝑎 мають мiсце наступнi асимптотичнi формули:

𝑑(𝑘)−2ℛ(𝑘) = ℛ(0) +𝑂(
√
𝑘 + 𝑎), 𝑘 /∈ Σ1;

𝑑+(𝑘)

𝑑−(𝑘)
= 1 +𝑂(

√
𝑘 + 𝑎), 𝑘 ∈ Σ1.

(2.61)

Доведення. Для доведення асимптотики (2.61) використаємо формулу (2.42)

i зобразимо iнтеграл (2.43) у виглядi∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑃 (𝑠) log𝒮(𝑠)
(𝑠− 𝑘)

𝑑𝑠 = 𝐼1(𝑘) + i arg𝒮(−𝑎)𝐼2(𝑘), (2.62)

де

𝐼1(𝑘) =

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑃 (𝑠)(log𝒮(𝑠)− log𝒮(−𝑎))
𝑠− 𝑘

𝑑𝑠, 𝐼2(𝑘) =

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑃 (𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑘
.
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Оскiльки при 𝑎 ∈ (0, 𝑐) коефiцiєнт вiдбиття 𝑅(𝑘) i добуток Бляшке Λ(𝑘) є глад-

кими функцiями, то 𝒮(𝑠) − 𝒮(−𝑎) = 𝑂(𝑠 + 𝑎). Таким чином, в околi точки −𝑎
має мiсце асимптотика:

(log𝒮(𝑠)− log𝒮(−𝑎))(𝑠2 − 𝑎2)−1/2 = 𝑂((𝑠+ 𝑎)1/2).

Можна показати (див. [18], формули (22.4) i (22.7)), що функцiя 𝐼1(𝑘) є гельде-

рiвською в околi точки −𝑎, зi скiнченним граничним значенням

𝐼1(−𝑎) =
1

2

∫︁ 𝑎

−𝑎

arg𝒮(𝑠)− arg𝒮(−𝑎)√︀
|𝑎2 − 𝑠2|(𝑠− 𝑎)

𝑑𝑠

у будь-якому напрямку. Другий iнтеграл

1

2𝜋i
𝐼2(𝑘) =

1

2
√
𝑘2 − 𝑎2

,

є розв’язком наступної адитивної задачi РГ: 𝐹+(𝑘) = 𝐹−(𝑘) + 𝑃 (𝑘), 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎];
𝐹 (𝑘) → 0 при 𝑘 → ∞. Пiдставимо цей вираз в формулу (2.43) i використаємо

формулу (2.62), тодi

log 𝑑(𝑘) = −1

2
i arg𝒮(−𝑎) + 𝐼1(−𝑎)

𝜋i

√︀
𝑘2 − 𝑎2 +𝑂(𝑘 + 𝑎)

= −1

2
log𝒮(−𝑎) + 𝐼(−𝑎)

√
𝑘 + 𝑎+𝑂(𝑘 + 𝑎), (2.63)

де

𝐼(−𝑎) =
√
2𝑎

2𝜋

∫︁ 𝑎

−𝑎

arg𝒮(𝑠)− arg𝒮(−𝑎)√
𝑎2 − 𝑠2(𝑠+ 𝑎)

𝑑𝑠. (2.64)

Вiдзначимо, що головнi члени в зображеннi log 𝑑+(𝑘) i log 𝑑−(𝑘) в околi точки

−𝑎 є однаковими. З формул (2.63), (2.64) тодi випливають асимптотики (2.61). �

Ця лема дозволяє замiнити матрицю стрибка (2.46) всерединi областi ℬ−

матрицею

𝑣par(𝑘) := e−𝑡𝑔−(𝑘)𝜎3 𝑆 e𝑡𝑔+(𝑘)𝜎3, (2.65)
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де

𝑆 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆1 =

⎛⎜⎝ 0 −ℛ(0)

ℛ(0) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ Σ1,

𝑆2 =

⎛⎜⎝ 1 0

−ℛ(0) 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ Σ2,

𝑆3 =

⎛⎜⎝1 ℛ(0)

0 1

⎞⎟⎠ , 𝑘 ∈ Σ3.

(2.66)

Оскiльки ℛ(0)2 = 1, то 𝑆1𝑆2𝑆3 = I, i, крiм того, det(𝑆𝑗) = 1.

Ми шукаємо матричний розв’язок задачi стрибка в областi ℬ−∖(Σ1∪Σ2∪Σ3)

у виглядi

𝑀par
+ (𝑘) =𝑀par

− (𝑘)𝑣par(𝑘), (2.67)

причому вважаємо, що ця матриця є асимптотично близькою до матрицi

𝑀mod(𝑘) на межi областi 𝜕ℬ− при 𝑡 → ∞ (див. також [53]). Якщо 𝑀par є

розв’язком задачi стрибка (2.67), то матрична функцiя

𝑀(𝑘) =𝑀par(𝑘)e−𝑡𝑔(𝑘)𝜎3

є розв’язком задачi РГ зi сталою матрицею стрибка 𝑀+(𝑘) =𝑀−(𝑘)𝑆, iз норму-

ванням 𝑀 ∼𝑀mode−𝑡𝑔𝜎3 на 𝜕ℬ−.

Нашою найближчою метою є розв’язок цiєї задачi. Для спрощення мiркувань

зробимо замiну координат, яка дозволяє привести 𝑔-функцiю до деякого нормо-

ваного вигляду, i в той же час масштабує змiннi. Для цього зауважимо, що в

малому околi точки −𝑎 функцiя 𝑔 може бути зображена у виглядi

𝑔(𝑘) = 8
√
2𝑎3/2(𝑘 + 𝑎)3/2(1 +𝑂(𝑘 + 𝑎)), при 𝑘 → −𝑎,

де корiнь має розрiз уздовж променя [−𝑎,+∞), а вiтка розрiзу фiксується умо-

вою (𝜖 + i0)3/2 > 0, 𝜖 > 0. Другий член цього розвинення залежить лише вiд 𝑎 i

є рiвномiрним на будь-якому компактi.
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Рис. 2.6. Локальна замiна координат 𝑤(𝑘).

Введемо наступну локальну змiнну

𝑤(𝑘) :=

(︂
3𝑡𝑔(𝑘)

2

)︂2/3

.

Тодi

𝑤(𝑘) = 𝑡2/3𝐶1(𝑘 + 𝑎)(1 +𝑂(𝑘 + 𝑎)), 𝐶1 = 2 · 62/3𝑎 > 0. (2.68)

Таким чином, функцiя 𝑤(𝑘) є голоморфною замiною координат.

До цього моменту ми не уточнювали, яким чином обираємо окiл ℬ−. Цей

окiл зручно вибрати як прообраз при вiдображеннi 𝑘 ↦→ 𝑤 кола D𝜌 з радiусом

𝑡2/3𝐶1𝜌, с 𝜌 < 𝑎/4, з центром 𝑤 = 0. Також без обмеження загальностi можна

вибрати контури 𝒞𝑈 и 𝒞𝐿 таким чином, щоб вiдрiзки Σ1∪Σ2∪Σ3 вiдображались

у прямi (Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3) ∩ D𝜌 (див. Рис. 2.6), де

Γ2 = {𝑤 ∈ C : arg𝑤 =
2𝜋i

3
}, Γ3 = {𝑤 ∈ C : arg𝑤 =

4𝜋i

3
}, Γ1 = [0, +∞).

Тодi матричну задачу (2.65)-(2.67) можна розглянути як задачу, що залежить вiд

змiнної 𝑤 ∈ D𝜌. Ця задача має рiзнi розв’язки для резонансного й нерезонансно-

го випадкiв.

Розглянемо спочатку нерезонансний випадок. Позначимо

𝑆1 =

⎛⎝ 0 1

−1 1

⎞⎠ , 𝑆2 =

⎛⎝1 0

1 1

⎞⎠ , 𝑆3 =

⎛⎝1 −1

0 1

⎞⎠ .

У нерезонансному випадку функцiя 𝛽(𝑘) (див. Лему 2.11) може бути зображена

наступним чином:

𝛽(𝑘) = 𝑤−1/4𝛾(𝑤), 𝑤 ∈ D𝜌,
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де функцiя 𝛾(𝑤) є голоморфною i задовольняє асимптотицi

𝛾(𝑤) = 22/331/6
√
𝑎e

i𝜋
4 𝑡1/6

(︀
1 +𝑂(

𝑤

𝑡2/3
)
)︀
, при 𝑤 → 0,

причому залишковий член залежить тiльки вiд 𝑎 i є рiвномiрним на компактнiй

множинi, яка не мiстить точку точку 𝑎 = 0. Матриця (2.54) може бути зображена

як (див. (2.53)):

𝑀mod(𝑘) = 𝑆0𝛾(𝑤)
𝜎3𝑤−𝜎3

4 𝑆−1
0 .

Припустимо тепер, що ми знайшли матрицю 𝒜(𝑤), яка задовольняє умовi стриб-

ка

𝒜+ = 𝑆𝑗𝒜−, на Γ𝑗, (2.69)

i умовi нормування

𝒜(𝑤) = 𝑤−𝜎3
4 (𝑆−1

0 +𝑂(𝑤−3/2))e−
2
3𝑤

3/2𝜎3, при 𝑤 → ∞, (2.70)

в будь-якому напрямку за змiнною 𝑤.

Область D𝜌 збiльшується при 𝑡→ ∞, отже

𝑀par(𝑘) = 𝑆0𝛾(𝑤)
𝜎3𝒜(𝑤)e

2
3𝑤

3/2𝜎3

=𝑀mod(𝑘)𝑆0

(︁
3𝑡𝑔(𝑘)

2

)︁𝜎3/6
𝒜
(︁(︀3𝑡𝑔(𝑘)

2

)︀2/3)︁
e𝑡𝑔(𝑘)𝜎3. (2.71)

Зауважимо, що

𝑀par(𝑘) =𝑀mod(𝑘)
(︀
I+𝑂(|𝑘|−3/2𝑡−1)

)︀
, при 𝑘 → ∞, (2.72)

iз залишковим членом, який залежить тiльки вiд 𝑎 i є рiвномiрним при

𝑎 ∈ [𝜀1, 𝑐− 𝜀2] при достатньо малих 𝜀𝑗 > 0. Розв’язок задачi РГ (2.69), (2.70)

може бути виражений через функцiї Ейрi (див. [64, роздiл 5]). А саме, покладе-

мо

𝑦1(𝑤) = Ai(𝑤) :=
1

2𝜋i

∫︁ i∞

−i∞
exp(

1

3
𝑧3 − 𝑤𝑧)𝑑𝑧,

i нехай

𝑦2(𝑤) = e−
2𝜋i
3 Ai(e

−2𝜋i
3 𝑤), i 𝑦3(𝑤) = e

2𝜋i
3 Ai(e

2𝜋i
3 𝑤).
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Цi функцiї є цiлими функцiями, i вони пов’язанi добре вiдомою тотожнiстю

(див. [62, (9.2.12)]):

𝑦1(𝑤) + 𝑦2(𝑤) + 𝑦3(𝑤) = 0. (2.73)

Крiм того, покладемо

Ω1 = {𝑤 : arg𝑤 ∈
(︂
0,

2𝜋

3

)︂
}, Ω2 = {arg𝑤 ∈

(︂
2𝜋

3
,
4𝜋

3

)︂
}, Ω3 = C ∖ {Ω1 ∪ Ω2}.

Ми обираємо розрiзи для всiх коренiв 𝑤 уздовж контуру Γ1 i вважаємо, що

arg𝑤 ∈ [0, 2𝜋). Використовуючи вiдомi асимптотики функцiй Ейрi (див. [62,

(9.7.5),(9.7.6)]), ми отримаємо:

𝑦1(𝑤) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2
√
𝜋𝑤1/4e

− 2
3𝑤

3/2

(1 +𝑂(𝑤−3/2)), 𝑤 ∈ Ω1,

i
2
√
𝜋𝑤1/4e

2
3𝑤

3/2

(1 +𝑂(𝑤−3/2)), 𝑤 ∈ Ω3,

(2.74)

𝑦2(𝑤) = − i

2
√
𝜋𝑤1/4

e
2
3𝑤

3/2

(1 +𝑂(𝑤−3/2)), 𝑤 ∈ Ω1 ∪ Ω2, (2.75)

𝑦3(𝑤) = − 1

2
√
𝜋𝑤1/4

e−
2
3𝑤

3/2

(1 +𝑂(𝑤−3/2)), 𝑤 ∈ Ω2 ∪ Ω3. (2.76)

Зауважимо, що вони є диференцiйовними за змiнною 𝑤. Покладемо

(1− i)
√
𝜋

⎛⎝ 𝑦1(𝑤) 𝑦2(𝑤)

−𝑦′1(𝑤) −𝑦′2(𝑤)

⎞⎠ =: 𝒜1(𝑤), 𝑤 ∈ Ω1.

Тодi det𝒜1(𝑤) = 1 (див. [62, (9.2.8)]), i в силу (2.74), (2.75) ми маємо правильне

нормування (2.70) в Ω1. Далi, в силу тотожностi (2.73):

𝒜1(𝑤)𝑆2 = (1− i)
√
𝜋

⎛⎝−𝑦3(𝑤) 𝑦2(𝑤)

𝑦′3(𝑤) −𝑦′2(𝑤)

⎞⎠ =: 𝒜2(𝑤),

i ми будемо використовувати це означення в областi Ω2. Тодi det𝒜2(𝑤) = 1,

отже, в силу асимптотик (2.75), (2.76) матриця 𝒜2(𝑤) задовольняє умовам нор-

мування (2.70) в Ω2. Таким же чином ми перевiряємо, що матриця

𝒜2𝑆3 = 𝒜1(𝑤)𝑆
−1
1 = (1− i)

√
𝜋

⎛⎝−𝑦3(𝑤) −𝑦1(𝑤)
𝑦′3(𝑤) 𝑦′1(𝑤)

⎞⎠ =: 𝒜3(𝑤),
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має необхiднi властивостi в областi Ω3. Отже, 𝒜(𝑤) = 𝒜𝑗(𝑤) при 𝑤 ∈ Ω𝑗 є

шуканим розв’язком.

Висновок 2.13. Матриця𝑀par(𝑤), яка визначена формулою (2.71), задоволь-

няє рiвностi det𝑀par(𝑤) = 1 i є обмеженою в областi C.

Розглянемо тепер другий член асимптотичного розвинення для функцiй Ейрi

(см. [62, (9.7.5, 9.7.6)]). Комбiнуючи його з асимптотикою (2.72), ми маємо

(𝑀mod(𝑘))−1𝑀par(𝑘) = I+
1

72𝑡𝑔(𝑘)

⎛⎝−7 7

5 −5

⎞⎠+𝑂(𝑡−2), (2.77)

причому ця асимптотика є рiвномiрною на межi 𝜕ℬ−.

Покажемо тепер, як умова симетрiї дозволяє безпосередньо знайти розв’язок

задачi параметрикса в околi точки 𝑎. Нехай ℬ+ є околом точки 𝑎, який є симетри-

чним околу ℬ− при вiдображеннi 𝑘 ↦→ −𝑘. Використаємо властивiсть симетрiї

матриць стрибкiв в околах ℬ±, а також симетрiю розв’язку модельної задачi

𝑀(−𝑘) = 𝜎1𝑀(𝑘)𝜎1. Тодi

𝑀par(𝑘) = 𝜎1𝑀
par(−𝑘)𝜎1, 𝑘 ∈ ℬ+.

Далi тривiальною перевiркою ми встановлюємо, що ця матриця дiй-

сно є розв’язком вiдповiдної задачi параметрикса в областi ℬ+. Оскiльки

det𝑀par(𝑘) = 1, то матриця 𝑀par(𝑘) є оборотною i 𝑀par(𝑘), (𝑀par)−1(𝑘) є обме-

женими при всiх 𝑘 ∈ clos(ℬ+ ∪ ℬ−) та всiх 𝑡 > 0.

Розглянемо тепер розв’язок задачi параметрикса у резонансному випадку.

Матриця 𝑆, яка задається формулою (2.66), має вигляд

𝑆1 =

⎛⎝0 −1

1 1

⎞⎠ , 𝑆2 =

⎛⎝ 1 0

−1 1

⎞⎠ , 𝑆3 =

⎛⎝1 1

0 1

⎞⎠ ,

а головний член функцiї 𝛽(𝑘) має вигляд 𝛽(𝑘) = (2𝑎)−1/4e
−i𝜋
4 (𝑘 + 𝑎)1/4(1 + 𝑜(1))
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при 𝑘 → −𝑎. Зобразимо матрицю (2.54) у виглядi

𝑀mod(𝑘) = 𝑆0

⎛⎜⎝𝛽(𝑘)−1 0

0 𝛽(𝑘)

⎞⎟⎠𝑆−1
0 .

В силу Леми 2.11:

𝑀mod(𝑘) = 𝑆0𝛾(𝑤)
𝜎3𝑤−𝜎3

4 𝑆−1
0 , 𝛾(𝑘) = 𝛽(𝑘(𝑤))−1𝑤1/4,

де

𝑆0 =
1 + i

2

⎛⎝ 1 −1

−i −i

⎞⎠ , 𝑆−1
0 =

1− i

2

⎛⎝−i 1

i 1

⎞⎠ .

Нормування (2.70) має вигляд

𝒜(𝑤) := 𝑤−𝜎3
4 (𝑆−1

0 +𝑂(𝑤−3/2))e−
2
3𝑤

3/2𝜎3,

i тодi

𝒜1(𝑤) = (1− i)
√
𝜋

⎛⎝𝑦1(𝑤) −𝑦2(𝑤)
𝑦′1(𝑤) −𝑦′2(𝑤)

⎞⎠ , 𝑤 ∈ Ω1.

Подальшi мiркування аналогiчнi i призводять до тiєї ж самої формули (2.77).

2.6. Завершення асимптотичного аналiзу

Метою цього пiдроздiлу є встановлення такого факту: розв’язок 𝑚(3)(𝑘) зада-

чi РГ з Теореми 2.10, добре апроксимується вектор-функцiями:
(︁
1, 1

)︁
𝑀par(𝑘)

в областi ℬ = ℬ+ ∪ℬ− i
(︁
1, 1

)︁
𝑀mod(𝑘) в областi C ∖ ℬ, вiдповiдно. Ми будемо

застосовувати добре вiдомi методи з теорiї сингулярних iнтегральних рiвнянь

(див., наприклад, [44,51,53,58]). Для спрощення, введемо додатковi позначення:

Σ̃ = [−𝑎, 𝑎] ∪ 𝒞𝑈 ∪ 𝒞𝐿 ∪ T𝛿 ∪ 𝜕ℬ, Σ± = Σ̃ ∩ ℬ±, Σℬ = Σ̃ ∩ ℬ,

тобто Σ− = Σ1∪Σ2∪Σ3, де Σ𝑖 визначенi формулою (2.60). Будемо позначати три

частини кожного контуру Σ+ i Σ−, з орiєнтацiєю як на [−𝑎, 𝑎] ∪ 𝒞𝑈 ∪ 𝒞𝐿, через
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Σ+
𝑗 i Σ−

𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3. Покладемо

�̂�(𝑘) = 𝑚(3)(𝑘)(𝑀 as(𝑘))−1, де 𝑀 as(𝑘) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑀par(𝑘), 𝑘 ∈ ℬ,

𝑀mod(𝑘), 𝑘 ∈ C ∖ ℬ.
(2.78)

Тодi функцiя �̂�(𝑘) є розв’язком наступної задачi

�̂�+(𝑘) = �̂�−(𝑘)𝑣(𝑘),

де

𝑣(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑀par

− (𝑘)𝑣(3)(𝑘)(𝑀par
+ (𝑘))−1, 𝑘 ∈ Σℬ,

(𝑀mod(𝑘))−1𝑀par(𝑘), 𝑘 ∈ 𝜕ℬ,

𝑀mod
− (𝑘)𝑣(3)(𝑘)(𝑀mod

+ (𝑘))−1, 𝑘 ∈ Σ̃ ∖ (Σℬ ∪ 𝜕ℬ),

(2.79)

а також задовольняє умовам симетрiї та нормування:

�̂�(𝑘) = �̂�(−𝑘)𝜎1, �̂�→
(︁
1, 1

)︁
, 𝑘 → ∞. (2.80)

Позначимо через 𝑊 (𝑘) = 𝑣(𝑘)− I. Тодi

𝑊 (𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀par
− (𝑘)

(︀
𝑣(3)(𝑘)− 𝑣par(𝑘)

)︀
(𝑀par

+ (𝑘))−1, 𝑘 ∈ Σℬ,

(𝑀mod(𝑘))−1𝑀par(𝑘)− I, 𝑘 ∈ 𝜕ℬ,

𝑀mod
− (𝑘)(𝑣(3)(𝑘) + iℛ(0)𝜎2)(𝑀

mod
+ (𝑘))−1, 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎] ∖ Σℬ,

𝑀mod
− (𝑘)(𝑣(3)(𝑘)− I)(𝑀mod

+ (𝑘))−1, 𝑘 ∈ Σ̃ ∖ (Σℬ ∪ 𝜕ℬ ∪ [−𝑎, 𝑎]).
(2.81)

За побудовою, функцiя 𝑊 (𝑘) є гладкою функцiєю вiд параметра 𝜉 при

𝜉 ∈ ℐ = [−𝑐2

2 + 𝜖,−𝜖], де 𝜖 є довiльно малою фiксованою додатною величиною.

Оскiльки 𝑎(𝜉) >
√
2𝜖, то ми можемо завжди вважати, що мiнiмальний радiус 𝜌

множин ℬ± задовольняє оцiнцi 𝜌 ≥ 1
4

√
2𝜖.

Розглянемо спочатку функцiю 𝑊 (𝑘) на контурi Σℬ. Матрицi 𝑀par
− (𝑘) i

(𝑀par
+ (𝑘))−1 є гладкими обмеженими функцiями за змiнними 𝑘 ∈ Σℬ, 𝑡 ∈ [1,∞)
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i 𝜉 ∈ ℐ. Матриця 𝑣(3)(𝑘) − 𝑣par(𝑘) має єдиний ненульовий елемент на кожнiй

частинi контуру Σℬ. Позначимо цей елемент через 𝑢±(𝑘):

𝑢±(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(ℛ(0)− 𝑑(𝑘)2ℛ(−𝑘))e−2𝑡𝑔(𝑘), 𝑘 ∈ Σ±

3 ,

(𝑑(𝑘)−2ℛ(𝑘)−ℛ(0))e2𝑡𝑔(𝑘), 𝑘 ∈ Σ±
2 ,

(𝑑+(𝑘)𝑑−(𝑘)
− 1)e−2𝑡𝑔+(𝑘), 𝑘 ∈ Σ±

1 .

Оскiльки на контурi Σ± виконується рiвнiсть 𝑔(𝑘) = Re 𝑔(𝑘), то в силу асимпто-

тик (2.61), (2.63) i вигляду iнтеграла (2.64), має мiсце зображення

𝑢±(𝑘) =
(︁
𝐶±
𝑗 𝐼(±𝑎)

√︀
|𝑘 ∓ 𝑎|

)︁
e−2(2𝑎)3/2𝑡|𝑘∓𝑎|3/2+𝑂(𝑘∓𝑎)e−2𝑡𝑔(𝑘), 𝑘 ∈ Σ±

𝑗 , (2.82)

де (𝐶±
𝑗 )

6 = 1. Зауважимо, що

𝑢±(𝑘) = 𝑂(𝑡−1/3), 𝑘 ∈ Σ±,

де похибка 𝑂(𝑡−1/3) є рiвномiрно обмеженою вiдносно 𝜌 = 𝜌(𝜉) i 𝑎 = 𝑎(𝜉) при

𝜉 ∈ ℐ. В цьому пiдроздiлi позначення 𝑂(𝑡−𝑙) є функцiю, що залежить вiд змiнних

𝑎, 𝜌, i 𝑡 з наведеними вище властивостями. Ми використовуємо це позначення

при 𝑡 ∈ [𝑇0,∞), де 𝑇0 = 𝑇0(𝜖) є великим додатним значенням часу.

Вочевидь точки (±𝑎+(𝐶±
𝑗 )

2𝛿±𝑗 ) є крайнiми точками контурiв Σ±
𝑗 . Нагадаємо,

що 𝛿±𝑗 ≥ 𝜌 ≥
√
2𝜖
4 . Тодi∫︁

Σ±
𝑗

𝑢±(𝑘)𝑑𝑘 = 𝐶±
𝑗 𝐼(±𝑎)

∫︁ 𝛿±𝑗

0

𝑦1/2e−8𝑡𝑎
√
2𝑎𝑦3/2𝑑𝑦 +𝑂(𝑡−4/3) =

𝐹±(𝑎, 𝑗)

𝑡
+𝑂(𝑡−4/3),

де 𝐹±(𝑎, 𝑗) = 𝐶±
𝑗 𝐼(±𝑎)(12𝑎

√
2𝑎)−1, i

||𝑢±||𝐿1(Σ±) = 𝑂(𝑡−1).

Оскiльки елементи матрицi [𝑀 par
− ]𝑟𝑠(𝑘)[(𝑀

par
+ )−1]𝑝𝑞(𝑘), 𝑟, 𝑠, 𝑝, 𝑞 ∈ {1, 2} є рiв-

номiрно обмеженими при 𝑘 ∈ Σℬ вiдносно 𝜉 ∈ ℐ, то, використовуючи формули

(2.68), (2.82) i наслiдок 2.13, ми отримуємо при ℓ = 0, 1:∑︁
±

∫︁
Σ±

𝑘ℓ𝑢±(𝑘)[𝑀
par
− ]𝑟𝑠(𝑘)[(𝑀

par
+ )−1]𝑝𝑞(𝑘)𝑑𝑘 =

ℎ𝑝,𝑞,𝑟,𝑠,ℓ(𝑎)

𝑡
+𝑂(𝑡−4/3). (2.83)
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Тут функцiї ℎ𝑝,𝑞,𝑟,𝑠,ℓ(𝑎) є обмеженими за змiнною 𝜉 ∈ ℐ, а оцiнка (2.83) припу-

скає, що ∫︁
Σℬ

𝑘ℓ𝑊 (𝑘)𝑑𝑘 =
𝐹2,ℓ(𝑎)

𝑡
+𝑂(𝑡−4/3), ℓ = 0, 1,

де матрицi 𝐹2,ℓ(𝑎) є обмеженими при 𝜉 ∈ ℐ. З цього випливають наступнi оцiнки

‖𝑘ℓ𝑊 (𝑘)‖𝐿1(Σℬ) = 𝑂(𝑡−1), ‖𝑘ℓ𝑊 (𝑘)‖𝐿∞(Σℬ) = 𝑂(𝑡−1/3).

Крiм того, з (2.81) i (2.77) випливає, що∫︁
𝜕ℬ
𝑘ℓ𝑊 (𝑘)𝑑𝑘 =

𝐹3,ℓ(𝑎)

𝑡 𝜌1/2
+𝑂(𝑡−4/3),

де матрицi 𝐹3,ℓ(𝑎) мають тi ж самi властивостi, як i 𝐹2,ℓ(𝑎). Матриця 𝑀mod(𝑘) i

обернена до неї матриця є обмеженими iз оцiнкою 𝑂(𝜌−1/4) на частинi контуру

Σ̃, що залишилася. Використовуючи формули (2.45), (2.81), (2.48), (2.49), i (2.44),

ми отримаємо, що при ℓ = 0, 1:∫︁
Σ̃∖(Σℬ∪𝜕ℬ)

𝑘ℓ𝑊 (𝑘)𝑑𝑘 = 𝐹ℓ(𝑎, 𝜌, 𝑡), ‖𝐹ℓ(𝑎, 𝜌, 𝑡)‖ ≤ 𝐶(ℓ)𝜌−1/4e−
𝜌𝑡
2 ,

де норми матриць 𝐹ℓ(𝑎, 𝜌, 𝑡) є рiвномiрно обмеженими вiдносно змiнних 𝑎 i 𝜌

при 𝑡 ∈ [𝑇0,∞) та 𝜉 ∈ ℐ. Зауважимо, що з формул (2.81), (2.48), (2.49) i (2.44)

випливає також, що

‖𝑘ℓ𝑊 (𝑘)‖𝐿1(Σ̃∖(Σℬ∪𝜕ℬ)) ≤ 𝑂(e−𝜖𝑡), ‖𝑘ℓ𝑊 (𝑘)‖𝐿∞(Σ̃∖(Σℬ∪𝜕ℬ)) ≤ 𝑂(e−𝜖𝑡).

Як наслiдок, ми отримуємо наступну лему:

Лема 2.14. Має мiсце оцiнка, яка є рiвномiрною за змiнною 𝜉 ∈ ℐ:

‖𝑊‖𝐿𝑝(Σ̃) = 𝑂
(︁
𝑡−

1
3− 2

3𝑝

)︁
, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. (2.84)

Крiм того, має мiсце зображення

1

𝜋iℓ

(︁
1, 1

)︁∫︁
Σ̃

𝑘ℓ𝑊 (𝑘)𝑑𝑘 =
(︁
1 (−1)ℓ

)︁ 𝑓ℓ(𝑎, 𝜌)
𝑡

+𝑂
(︁
𝑡−4/3

)︁
, 𝑗 = 0, 1, (2.85)

де функцiї 𝑓ℓ(𝑎, 𝜌) є обмеженими за змiнними 𝑎 i 𝜌 при 𝜉 ∈ ℐ.
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Використаємо тепер основи нелiнiйного методу найшвидшого спуску (див.

[44,51,58]) стосовно технiки сингулярних iнтегральних рiвнянь. Перелiчiмо спо-

чатку вiдомi поняття i оцiнки.

Нехай C є оператором Кошi на контурi Σ̃:

(Cℎ)(𝑘) =
1

2𝜋i

∫︁
Σ̃

ℎ(𝑠)
𝑑𝑠

𝑠− 𝑘
, 𝑘 ∈ C ∖ Σ̃,

де ℎ =
(︁
ℎ1 ℎ2

)︁
є вектор-функцiєю, ℎ ∈ 𝐿2(Σ̃)∪𝐿∞(Σ̃). Нехай C+𝑓 i C−𝑓 є його

недотичними граничними значеннями для лiвої i правої сторiн Σ̃ вiдповiдно. Цi

оператори є рiвномiрно обмеженими за змiнною 𝑎 ∈ ℐ.

Розглянемо оператор C𝑊 : 𝐿2(Σ̃) ∪ 𝐿∞(Σ̃) → 𝐿2(Σ̃), який визначено за фор-

мулою C𝑊𝑓 = C−(𝑓𝑊 ), де 𝑊 є матрицею похибки (2.81). Тодi

‖C𝑊‖𝐿2(Σ̃)→𝐿2(Σ̃) ≤ 𝐶‖𝑊‖𝐿∞(Σ̃) ≤ 𝑂(𝑡−1/3)

i, вiдповiдно,

‖(I− C𝑊 )−1‖𝐿2(Σ̃)→𝐿2(Σ̃) ≤
1

1−𝑂(𝑡−1/3)
(2.86)

при достатньо великому значеннi 𝑡. Тим самим, при 𝑡≫ 1, ми можемо визначити

вектор-функцiю

𝜇(𝑘) =
(︁
1, 1

)︁
+ (I− C𝑊 )−1C𝑊

(︀ (︁
1, 1

)︁ )︀
(𝑘).

Тодi в силу оцiнок (2.84) i (2.86):

‖𝜇(𝑘)−
(︁
1, 1

)︁
‖𝐿2(Σ̃) ≤ ‖(I− C𝑊 )−1‖𝐿2(Σ̃)→𝐿2(Σ̃)‖C−‖𝐿2(Σ̃)→𝐿2(Σ̃)‖𝑊‖𝐿2(Σ̃)

= 𝑂(𝑡−2/3). (2.87)

За допомогою 𝜇 розв’язок задачi РГ (2.79)-(2.80) можна зобразити у виглядi

�̂�(𝑘) =
(︁
1, 1

)︁
+

1

2𝜋i

∫︁
Σ̃

𝜇(𝑠)𝑊 (𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑘

i в силу оцiнки (2.87) та Леми 2.14 отримаємо при 𝑘 → +i∞ :

�̂�(𝑘) =
(︁
1, 1

)︁
− 1

2𝜋i

∫︁
Σ̃

(︁
1, 1

)︁
𝑊 (𝑠)

𝑘 − 𝑠
𝑑𝑠+𝐻(𝑘), (2.88)
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де

|𝐻(𝑘)| ≤ 1

Im 𝑘
‖𝑊‖𝐿2(Σ̃)‖𝜇(𝑘)−

(︁
1, 1

)︁
‖𝐿2(Σ̃) ≤

𝑂(𝑡−4/3)

Im 𝑘
,

причому оцiнка 𝑂(𝑡−4/3) є рiвномiрно обмеженою вiдносно змiнних 𝑎 i 𝜌 при

𝜉 ∈ ℐ. У випадку Re 𝑘 = 0, Im 𝑘 → +∞ ми маємо:

1

2𝜋i

∫︁
Σ̃

(︁
1, 1

)︁
𝑊 (𝑠)

𝑘 − 𝑠
𝑑𝑠 =

𝑓0(𝑎, 𝜌)

2i𝑘𝑡

(︁
1 −1

)︁
+
𝑓1(𝑎, 𝜌)

2𝑘2𝑡

(︁
1, 1

)︁
+𝑂(𝑡−1)𝑂(𝑘−3) +𝑂(𝑡−4/3)𝑂(𝑘−1),

де 𝑂(𝑘−𝑠) є вектор-функцiями, що залежать тiльки вiд 𝑘, а скаляри 𝑂(𝑡−𝑠) є рiв-

номiрно обмеженими за 𝑘 та 𝜉, як визначено вище. Тодi можемо обрати 𝜌 =
√︀

𝜖
8

i позначити 𝑓ℓ(𝑎, 𝜌) := 𝑓ℓ(𝜉). Цi функцiї є обмеженими при 𝜉 ∈ ℐ i диференцi-

йовними за змiнною 𝜉. Використаємо означення (2.78) i асимптотики (2.56) при

великому значеннi 𝑘 → +i∞, тодi

𝑚(𝑘) = �̂�(𝑘)𝑀mod(𝑘)
(︁
𝑑(𝑘)Λ(𝑘)e𝑡(Φ(𝑘)−𝑔(𝑘)

)︁𝜎3
.

З формул (2.12), (2.54), (2.57), (2.58), (2.85), (2.88) випливає, що:∫︁ ∞

𝑥

𝑞(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 = 12𝑡𝜉2 − ℎ(𝜉) +
𝑓0(𝜉)

𝑡
+𝑂(𝑡−4/3),

𝑞(𝑥, 𝑡) = −2𝜉 − 𝑓1(𝜉)∓ 2𝑎𝑓0(𝜉)

𝑡
+𝑂(𝑡−4/3).

Зокрема, цi рiвностi доводять такий факт: першу асимптотичну формулу можна

продиференцiювати за змiнною 𝑥, причому

𝑞(𝑥, 𝑡) = −2𝜉 +
1

12𝑡
ℎ′(𝜉) +𝑂(𝑡−4/3).

Це встановлює асимптотичну формулу (2.59) i завершує доведення наступного

основного результату роздiлу.

Теорема 2.15. Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1.1), (2.1). Тодi при

довiльному малому 𝜖2 > 0 в областi (−6𝑐2 + 𝜖2)𝑡 < 𝑥 < −𝜖2𝑡 при 𝑡 → ∞
рiвномiрно вiдносно 𝜉 = 𝑥

12𝑡 має мiсце така асимптотика:
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𝑞(𝑥, 𝑡) = −𝑥+𝑄(𝜉)

6𝑡
(1 +𝑂(𝑡−1/3)), при 𝑡→ +∞,

де

𝑄(𝜉) =
2

𝜋

∫︁ √−2𝜉

−√−2𝜉

(︃
𝑑

𝑑𝑠
log𝑅(𝑠)− 4i

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜅𝑗
𝑠2 + 𝜅2𝑗

)︃
𝑑𝑠√︀
𝑠2 + 2𝜉

∓ 1

2
√−2𝜉

,

причому знаки ± вiдповiдають резонансному/нерезонансному випадкам вiдпо-

вiдно.

Слiд зазначити, що отриманi результати не охоплюють двi перехiднi областi:

𝑥 ≈ 0 бiля головного фронту хвилi i 𝑥 ≈ −6𝑐2𝑡 бiля заднього фронту хвилi.

Висновки до роздiлу 2

∙ Нелiнiйним методом найшвидшого спуску дослiджено асимптотичну пове-

дiнку в солiтоннiй зонi при великих значеннях часу розв’язку задачi Кошi

для рiвняння Кортевега – де Фрiза з початковими умовами типу сходинки,

якi вiдповiдають хвилi розрiдження. При цьому сформульовано асоцiйова-

ну мероморфну векторну задачу Рiмана – Гiльберта i доведено iснування та

єдинiсть її розв’язку. Взаємно однозначними перетвореннями задачу зведе-

но до голоморфної iз додатковими стрибками на колах навколо точок дис-

кретного спектру. Методом лiнз цю голоморфну задачу зведено до задачi зi

стрибками, що є близькими до одиничної матрицi при великих значеннях

часу. Показано i математично строго обґрунтовано, що основний вклад в

солiтоннiй областi дають тi значення параметру 𝜉 = 𝑥
12𝑡 , при яких нульова

лiнiя рiвня дiйсної частини фазової функцiї спiвпадає з однiєю з точок дис-

кретного спектру. Обчислено i строго обґрунтовано вiдповiдну солiтонну

асимптотику хвилi розрiдження.

∙ Дослiджено асимптотичну поведiнку при великих значеннях часу хвилi роз-

рiдження у середнiй областi просторово-часової пiвплощини. Встановлено
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низку перетворень початкової мероморфної векторної задачi Рiмана – Гiль-

берта за правими даними розсiювання, що призводять до еквiвалентної го-

ломорфної векторної задачi iз деформованими вiдносно початкових конту-

рами i матрицями стрибкiв, що є близькими до матриць зi сталими коефiцi-

єнтами, за виключенням малих околiв двох точок параметрикса. Розв’язано

вiдповiдну модельну задачу, як у випадку резонансу, так i у загальному

нерезонансному випадку. Строго розв’язано асоцiйованi локальнi задачi па-

раметрикса та доведено, що розв’язок модельної задачi добре апроксимує

розв’язок початкової задачi Рiмана – Гiльберта на нескiнченностi. Обчисле-

но й строго обґрунтовано перший та другий члени асимптотичного розви-

нення при великих значеннях часу розв’язку задачi Кошi для рiвняння Кор-

тевега – де Фрiза з початковими умовами типу сходинки, якi вiдповiдають

хвилi розрiдження. Дослiджено вплив резонансу на цю асимптотику.

Основнi результати роздiлу опублiкованi в роботi [65].
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РОЗДIЛ 3.

Асимптотика хвилi розрiдження позаду заднього

фронту хвилi

В цьому роздiлi ми обґрунтуємо асимптотичне розвинення для розв’язку за-

дачi Кошi при великих значеннях 𝑡 в областi 𝑥 < (−6𝑐2 − 𝜖3)𝑡 (в тому числi

й для другого члена розвинення) та перевiримо можливий вплив резонансу на

асимптотичне розвинення.

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння КдФ (1.1) з початковими умовами типу

сходинки 𝑞(𝑥) наступного вигляду:∫︁ +∞

0

e(𝑐+𝜅)𝑥(|𝑞(𝑥)|+ |𝑞(−𝑥)− 𝑐2|)𝑑𝑥 <∞, 𝑥3𝑞(𝑖)(𝑥) ∈ 𝐿1(R), 𝑖 = 1, ..., 6, (3.1)

де 𝜅 > 0 є малою величиною. В цьому роздiлi ми використовуємо бiльш сильне

експоненцiальне спадання початкових даних в порiвняннi з попереднiм роздi-

лом. Це обумовлюється рамками застосовностi нелiнiйного методу найшвидшо-

го спуску для початкових умов типу сходинки у резонансному випадку. Якщо

резонансу не має, то результати цього роздiлу залишаються вiрними за умови

(2.1).

Вочевидь, розв’язок задачi Кошi (1.1), (3.1) iснує в класичному сенсi та є

єдиним в областi (𝑥, 𝑡) ∈ R × [0, 𝑇 ] при будь-якому 𝑇 > 0, i крiм того, цей

розв’язок задовольняє (2.2).

Зауважимо, що дослiдження асимптотики 𝑞(𝑥, 𝑡) в цiй областi в постановцi

задачi РГ за правими даними розсiювання є громiздким. Тому набагато простi-

ше виводити асимптотики для постановки за лiвими даними. Переформулюємо

необхiднi вiдомостi з теорiї розсiювання в термiнах «лiвої» спектральної змiнної
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𝑘1 =
√
𝑘2 − 𝑐2. Розв’язки Йоста 𝜑(𝑘1, 𝑥, 𝑡) i 𝜑1(𝑘1, 𝑥, 𝑡) оператора Шрьодiнгера 𝐿

𝐿𝑦(𝑥) = − 𝑑2

𝑑𝑥2
𝑦(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = (𝑘21 + 𝑐2)𝑦(𝑥), 𝑘1 ∈ D1,

пов’язанi мiж собою спiввiдношенням розсiювання (2.6).
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. .........
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................................................. .
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𝜅1,𝑗 r

Рис. 3.1. Область D1

Дискретний спектр оператора 𝐿 у комплекснiй площинi за змiнною 𝑘1 знахо-

диться вище точки i𝑐 i має зв’язок iз дискретним спектром у термiнах змiнної 𝑘 у

виглядi 𝜅1,𝑗 = i
√︁
𝜅2𝑗 + 𝑐2 (див. Рис. 3.1). Кiнець неперервного спектра вiдповiдає

точцi i𝑐, а кiнець двократного спектра – точцi 0.

Покладемо

𝜒(𝑘1, 𝑡) := − lim
𝜖→+0

√︀
(𝑘1 + 𝜖)2 + 𝑐2

𝑘1
|𝑇1(𝑘1 + 𝜖, 𝑡)|2, 𝑘1 ∈ [0, i𝑐].

Ця функцiя є чисто уявною, крiм того,

𝜒(𝑘1, 𝑡) = i |𝜒(𝑘1, 𝑡)|, 𝑘1 ∈ [0, i𝑐], (3.2)

i вона є неперервною на пiвiнтервалi [0, i𝑐). Якщо точка i𝑐 є нулем функцiї

𝜒(𝑘1, 𝑡) (нерезонансний випадок), то

𝜒(𝑘1, 𝑡) = 𝐶(𝑡)
√︀
𝑘1 − i𝑐(1 + 𝑜(1)), 𝑘1 → i𝑐. (3.3)

Якщо в точцi i𝑐 функцiя 𝜒(𝑘1, 𝑡) має особливiсть (резонансний випадок), то

𝜒(𝑘1, 𝑡) =
𝐶(𝑡)√
𝑘1 − i𝑐

(1 + 𝑜(1)), 𝑘1 → i𝑐. (3.4)

В силу рiвняння КдФ еволюцiя має вигляд ( [24]):

𝜒(𝑘1, 𝑡) = 𝜒(𝑘1)e
−8i𝑡𝑘31−12i𝑡𝑘1𝑐

2

, 𝜒(𝑘1) := 𝜒(𝑘1, 0),
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𝑅1(𝑘1, 𝑡) = 𝑅1(𝑘1)e
−8i𝑡𝑘21−12i𝑡𝑘1𝑐

2

,

𝛾1,𝑗(𝑡) = 𝛾1,𝑗e
−8𝜅31,𝑗𝑡+12𝑐2𝜅1,𝑗𝑡.

Тодi методом оберненої задачi розсiювання розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (1.1), (3.1)

може бути однозначно вiдновлено за лiвими початковими даними розсiювання

(1.23) у термiнах змiнної 𝑘1:

{𝑅1(𝑘1), 𝑘1 ∈ R; 𝜒(𝑘1), 𝑘1 ∈ [0, i𝑐]; 𝜅1,𝑗, 𝛾1,𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁}. (3.5)

3.1. Постановка задачi Рiмана – Гiльберта

Покажемо тепер, як за лiвими даними розсiювання формулюється векторна

задача РГ. В областi D1 введемо мероморфну вектор-функцiю �̆�(𝑘1) = �̆�(𝑘1, 𝑥, 𝑡)

(змiннi 𝑥 i 𝑡 розглядаються як параметри):

�̆�(𝑘1) := (�̆�1(𝑘1), �̆�2(𝑘1)) =
(︀
𝑇1(𝑘1, 𝑡)𝜑(𝑘1, 𝑥, 𝑡)e

−i𝑘1𝑥, 𝜑1(𝑘1, 𝑥, 𝑡)e
i𝑘1𝑥
)︀
, (3.6)

яка має полюси першої компоненти вектора в точках i𝜅1,𝑗. В iншому випадку ця

функцiя є неперервною аж до межi областi D1 за виключенням, можливо, точки

i𝑐 (у резонансному випадку). Граничнi значення цiєї функцiї на границях розрiзу

(0, i𝑐] в загальному випадку є рiзними. Ця функцiя має наступне розвинення при

𝑘1 → ∞ (див. [65]):

�̆�(𝑘1) =
(︁
1, 1

)︁
+

1

2i𝑘1

(︂∫︁ 𝑥

−∞
(𝑞(𝑦, 𝑡)− 𝑐2)𝑑𝑦

)︂(︁
1 −1

)︁
+𝑂

(︂
1

𝑘21

)︂
, (3.7)

i тому вектор-функцiя �̆�(𝑘1) є обмеженою на нескiнченностi.

Формула (3.7) дозволяє вiдновити розв’язок задачi (1.1), (3.1) за асим-

птотичним розвиненням вектор-функцiї �̆�(𝑘1) в нескiнченно вiддаленiй точцi.

Продовжимо тепер �̆�(𝑘1) в область D*
1 = {𝑘1 : −𝑘1 ∈ D1} за формулою

�̆�(−𝑘1) = �̆�(𝑘1)𝜎1. Пiсля такого продовження функцiя �̆�(𝑘1) має полюси у то-

чках −i𝜅1,𝑗, стрибки вздовж дiйсної осi i вздовж вiдрiзка [−i𝑐, i𝑐]. Введемо хре-

стоподiбний контур R ∪ [i𝑐,−i𝑐] iз природною орiєнтацiєю злiва направо на R,



80

−

+

−

+

−

+

−𝑎 𝑎r rrr
ri𝑐
−i𝑐

.
.............................

..........................

.......................

....................

.................

................

...............

..............

..............

...............

................

.................

....................

.......................

..........................

.............................

.
.............................

..........................

.......................

....................

.................

................

...............

..............

..............

...............

................

.................

....................

.......................

..........................

.............................

Рис. 3.2. Таблиця знакiв функцiї Re(Φ1(𝑘1))

та з орiєнтацiєю зверху вниз на [i𝑐,−i𝑐]. Позначимо через �̆�+(𝑘1) (вiдповiдно

�̆�−(𝑘1)) граничнi нетангенцiальнi значення �̆�(𝑘1) справа (вiдповiдно злiва) за

напрямком контуру.

Введемо також фазову функцiю Φ1(𝑘1) = Φ1(𝑘1, 𝑥, 𝑡):

Φ1(𝑘1) = −4i𝑘31 − 6i𝑐2𝑘1 − 12i𝜉𝑘1, 𝜉 =
𝑥

12𝑡
.

Ця функцiя є непарною в областi C. Її стацiонарними точками є точки ±𝑎, де

𝑎 :=
√︁

−𝑐2

2 − 𝜉. Таблицю знакiв для функцiї ReΦ1(𝑘1) при 𝜉 < −𝑐2

2 показано на

Рис. 3.2. Має мiсце наступна теорема:

Теорема 3.1. Нехай (3.5) є лiвими даними розсiювання для початкових умов

𝑞(𝑥), якi задовольняють умовам (3.1), i нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi

(1.1), (3.1). Тодi вектор-функцiя �̆�(𝑘1) = �̆�(𝑘1, 𝑥, 𝑡), яка визначена за форму-

лою (3.6), є єдиним розв’язком наступної векторної задачi РГ𝑘1: знайти вектор-

функцiю 𝑚(𝑘1), яка є мероморфною в областi C ∖ (R ∪ [i𝑐,−i𝑐]), з полюсами в

точках i𝜅1,𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑁 , має неперервнi граничнi значення на обох сторонах

контуру, за виключенням, можливо, точок ±i𝑐, i задовольняє наступним умовам:

I. умовi стрибка 𝑚+(𝑘1) = 𝑚−(𝑘1)𝑣(𝑘1), де

𝑣(𝑘1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1− |𝑅1(𝑘1)|2 −𝑅1(𝑘1)e
−2𝑡Φ1(𝑘1)

𝑅1(𝑘1)e
2𝑡Φ1(𝑘1) 1

⎞⎠ , 𝑘1 ∈ R,⎛⎝ 1 0

𝜒(𝑘1)e
2𝑡Φ1(𝑘1) 1

⎞⎠ , 𝑘1 ∈ [i𝑐, 0],

𝜎1𝑣
−1(−𝑘1)𝜎1, 𝑘1 ∈ [0,−i𝑐].

(3.8)
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II. полюснiй умовi

Resi𝜅1,𝑗 𝑚(𝑘) = lim
𝑘1→i𝜅1,𝑗

𝑚(𝑘1)

⎛⎝ 0 0

i𝛾𝑗e
2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗) 0

⎞⎠ ,

Res−i𝜅1,𝑗 𝑚(𝑘) = lim
𝑘1→−i𝜅1,𝑗

𝑚(𝑘1)

⎛⎝0 −i𝛾𝑗e
−2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗)

0 0

⎞⎠ ;

(3.9)

III. умовi симетрiї

𝑚(−𝑘1) = 𝑚(𝑘1)

⎛⎝0 1

1 0

⎞⎠ ; (3.10)

IV. умовi нормування

lim
𝑘→∞

𝑚(𝑘) = (1, 1);

V. при 𝑘1 → ±i𝑐 функцiя 𝑚(𝑘1) має наступну поведiнку: (𝑎) у нерезонансному

випадку, тобто якщо 𝜒(𝑘1) задовольняє умовi (3.3), вектор-функцiя 𝑚(𝑘1)

неперервна в ±i𝑐; (𝑏) у резонансному випадку, тобто при умовi (3.4),

𝑚(𝑘1) =

(︂
𝐶1√
𝑘1 − i𝑐

, 𝐶2

)︂
(1 + 𝑜(1)), 𝑘1 → i𝑐, 𝐶1 ̸= 0. (3.11)

В точцi −i𝑐 аналогiчна умова формулюється з урахуванням симетрiї (3.10).

Доведення. Доведення iснування розв’язку задачi РГ𝑘1 I-V здiйснюється

так само як i в Теоремi 2.2. Доведемо єдинiсть розв’язку задачi РГ𝑘1

(див. [28]). Нехай �̃�(𝑘1) i �̂�(𝑘1) є двома рiзними розв’язками. Тодi рiзниця

𝑚(𝑘1) := �̃�(𝑘1)− �̂�(𝑘1) задовольняє умовам I-III i V, а умова IV перетворю-

ється з урахуванням мероморфностi в наступне твердження:

𝑚(𝑘1) = 𝑂(𝑘−1
1 ), 𝑘1 → ∞. (3.12)

В областi D1 введемо мероморфну функцiю

𝐹 (𝑘1) := 𝑚1(𝑘1)𝑚1(𝑘1) +𝑚2(𝑘1)𝑚2(𝑘1),
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яка має простi полюси в точках i𝜅1,𝑗 i асимптотичну поведiнку 𝐹 (𝑘1) = 𝑂(𝑘−2
1 )

при 𝑘1 → ∞ в силу оцiнки (3.12). Оскiльки −𝑘1 = 𝑘1 при 𝑘1 ∈ iR, то з умови

(3.9) випливає

Resi𝜅1,𝑗 𝐹 (𝑘1) = 2i𝛾1,𝑗|𝑚2(i𝜅1,𝑗)|2e2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗) ∈ iR+. (3.13)

Вiдзначимо, що точне значення константи 𝐶1 в умовi (3.11) не визначене, тобто

𝑚2(−𝑘1) = 𝑚1(𝑘1) = �̃�1(𝑘1)−�̂�1(𝑘1) = 𝑂((𝑘1−i𝑐)−1/2), 𝑚2(𝑘1) = 𝑚1(𝑘1) = 𝑂(1)

при 𝑘1 → i𝑐. Але тодi в силу симетрiї 𝑚1(𝑘1) = 𝑂(1), 𝑘1 → i𝑐, тобто

𝐹 (𝑘1) = 𝑂((𝑘1 − i𝑐)−1/2) при 𝑘1 → i𝑐 у резонансному випадку. У нерезонан-

сному функцiя 𝐹 (𝑘1) є обмеженою в околi цiєї точки. В iнших точках 𝜕D1 фун-

кцiя 𝐹 (𝑘1) має неперервнi граничнi значення. Позначимо значення функцiї через

𝐹 (𝑘1) на вiдрiзку [0, i𝑐] злiва i справа через 𝐹𝑙(𝑘1) i 𝐹𝑟(𝑘1) вiдповiдно та збере-

жемо позначення 𝐹+(𝑘1) на дiйснiй осi. Цi функцiї є неперервними на своїх

областях означення, за виключенням точки i𝑐 у резонансному випадку. Згiдно

умови (3.10):

𝐹+(𝑘1) = 𝑚1,+(𝑘1)𝑚1,−(𝑘1) +𝑚2,+(𝑘1)𝑚2,−(𝑘1),

𝐹𝑟(𝑘1) = 𝑚1,𝑟(𝑘1)𝑚2,𝑙(𝑘1) +𝑚2,𝑟(𝑘1)𝑚1,𝑙(𝑘1),

𝐹𝑙(𝑘1) = 𝑚1,𝑙(𝑘1)𝑚2,𝑟(𝑘1) +𝑚2,𝑙(𝑘1)𝑚1,𝑟(𝑘1).

З умови стрибка (3.8) отримуємо

𝐹+(𝑘1) = (1− |𝑅1(𝑘1)|2)|𝑚1,−(𝑘1)|2 + |𝑚2,−(𝑘1)|2+

+ 2i Im
(︀
𝑅1(𝑘1)e

2𝑡Φ1(𝑘1)𝑚1,−(𝑘1)𝑚2,−(𝑘1)
)︀
,

𝐹𝑙(𝑘1) = 𝑚1,𝑙(𝑘1)𝑚2,𝑙(𝑘1) +𝑚2,𝑙(𝑘1)𝑚1,𝑙(𝑘1) + |𝑚2,𝑙(𝑘1)|2𝜒(𝑘1)e2𝑡Φ1(𝑘1), (3.14)

𝐹𝑟(𝑘1) = 𝑚1,𝑙(𝑘1)𝑚2,𝑙(𝑘1) +𝑚2,𝑙(𝑘1)𝑚1,𝑙(𝑘1) + |𝑚2,𝑙(𝑘1)|2𝜒(𝑘1)e2𝑡Φ1(𝑘1).

Вiдзначимо, що Φ1(𝑘1) ∈ R при 𝑘 ∈ [0, i𝑐], а згiдно формули (3.2) ми маємо
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𝜒(𝑘1) ∈ iR+, тобто в силу (3.14):

Re𝐹𝑙(𝑘1) = Re𝐹𝑟(𝑘1) = 𝑚1,𝑙(𝑘1)𝑚2,𝑙(𝑘1) +𝑚2,𝑙(𝑘1)𝑚1,𝑙(𝑘1),

Im𝐹𝑙(𝑘1) = − Im𝐹𝑟(𝑘1) ∈ iR−.
(3.15)

Нехай тепер 𝜌 > 𝜅𝑙 є великим додатнiм числом i нехай 𝒞𝜌 є межею множини

D1 ∩ {𝑘1 : |𝑘1| < 𝜌}. Розглянемо 𝒞𝜌 як замкнутий контуром, який орiєнтовано

проти годинникової стрiлки. Оскiльки особливостi 𝐹 (𝑘1) на цьому контурi є

iнтегровними, то за теоремою Кошi i формулою для лишку (3.13), ми маємо:∮︁
𝒞𝜌
𝐹 (𝑘1)𝑑𝑘1 = 2𝜋i

𝑁∑︁
𝑗=1

Resi𝜅1,𝑗 𝐹 (𝑘1) = −4𝜋
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾1,𝑗|𝑚2(i𝜅1,𝑗)|2e2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗). (3.16)

Але 𝐹 (𝑘1) = 𝑂(𝑘−2
1 ) при 𝑘1 → ∞, тобто lim𝜌→∞

∫︀ 𝜋
0 𝐹 (𝜌e

i𝜃)𝜌ei𝜃𝑑𝜃 = 0. Тодi при

𝜌→ ∞ формулу (3.16) можна записати у виглядi:∫︁
R
𝐹+(𝑘1)𝑑𝑘1+

∫︁ i𝑐

0

𝐹𝑙(𝑘1)𝑑𝑘1+

∫︁ 0

i𝑐

𝐹𝑟(𝑘1)𝑑𝑘1+4𝜋
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾1,𝑗|𝑚2(i𝜅1,𝑗)|2e2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗) = 0.

Вiзьмемо дiйсну частину цього виразу, використаємо спiввiдношення (3.15), вра-

хуємо, що iнтервал [0, i𝑐] потрiбно обходити у протилежних напрямах, тодi отри-

маємо:

0 =

∫︁
R

(︀
(1− |𝑅1(𝑘1)|2)|𝑚1,−(𝑘1)|2 + |𝑚2,−(𝑘1)|2

)︀
𝑑𝑘1

+2

∫︁ 𝑐

0

|𝑚2,𝑙(i𝑠)|2|𝜒(i𝑠)|e𝑡Φ1(i𝑠)𝑑𝑠+ 4𝜋
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛾1,𝑗|𝑚2(i𝜅1,𝑗)|2e2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗).

Усi доданки справа є невiд’ємними, оскiльки |𝑅1| < 1 при 𝑘 ∈ R∖{0}, тобто

𝑚2,−(𝑘1) = 0 при 𝑘 ∈ (R ∪ [0, i𝑐] ∪𝑗 {i𝜅1,𝑗}), i 𝑚1,−(𝑘1) = 0 при 𝑘1 ∈ R. (3.17)

З цих рiвностей випливає, що вектор-функцiя 𝑚(𝑘1) = �̃�(𝑘1)− �̂�(𝑘1) не має по-

люсiв. Крiм того, з умови стрибка (3.8) випливає, що 𝑚2(𝑘1) = 0 при 𝑘1 ∈ 𝜕D1.

Продовжимо iї аналiтично в нижню пiвплощину. Оскiльки ця функцiя є голомор-

фною в C i прямує до нуля при 𝑘1 → ∞, то в силу теореми Лiувiлля 𝑚2(𝑘1) ≡ 0

при 𝑘1 ∈ D1. Звiдси i з останньої з рiвностей (3.17) випливає, що 𝑚1,+(𝑘1) = 0
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Рис. 3.3. Область D1

при 𝑘1 ∈ R. Крiм того, з рiвностi 𝑚2(𝑘1) = 0 при [0, i𝑐] i з умови (3.8) випливає,

що 𝑚1(𝑘1) не має стрибка [0, i𝑐]. Продовжимо функцiю 𝑚1(𝑘1) в нижню пiвпло-

щину i знову застосуємо теорему Лiувiлля, тодi отримаємо необхiдну рiвнiсть

�̃�(𝑘1)− �̂�(𝑘1) ≡ 0 при 𝑘1 ∈ C. Отже, єднiсть розв’язку доведено. �

Для спрощення позначень будемо використовувати наступнi двi матрицi

J :=

⎛⎝0 0

1 0

⎞⎠ , J† :=

⎛⎝0 1

0 0

⎞⎠ = 𝜎1J𝜎1.

Виконуючи перетворення аналогiчнi перетворенням з роздiлу 2, замiнимо полю-

сну умову II на умову стрибка. Нехай T𝑗,𝑈1 (вiдповiдно T𝑗,𝐿1 ) є колами з центрами

в точках i𝜅1,𝑗 (вiдповiдно −i𝜅1,𝑗) iз радiусами 0 < 𝛿 < 1
4 min𝑁𝑗=1 |𝜅1,𝑗 − 𝜅1,𝑗−1|,

𝜅0 = 0, а самi круги позначимо через D𝑗,𝑈
1 (вiдповiдно, D𝑗,𝐿

1 ). Оберемо 𝛿 > 0

настiльки малим, щоб круги D𝑗,𝑈
1 не перетиналися мiж собою i жодним iншим

контуром, крiм того ми будемо вважати що 𝜅1,1 − 𝛿 > 𝜅 + 𝑐, де 𝜅 є константою

з оцiнки (3.1). Маленькi кола T𝑗,𝑈1 навколо i𝜅1,𝑗 орiєнтованi проти годиннико-

вої стрiлки, i кола T𝑗,𝐿1 навколо −i𝜅1,𝑗 орiєнтованi за годинниковою стрiлкою.

Перевизначимо функцiю �̆�(𝑘1) в околi точок ±i𝜅1,𝑗 наступним чином:

𝑚(𝑘1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
�̆�(𝑘1)𝐴𝑗(𝑘1), 𝑘1 ∈ D𝑗,𝑈

1 ,

�̆�(𝑘1)𝜎1𝐴
−1
𝑗 (−𝑘1)𝜎1, 𝑘1 ∈ D𝑗,𝐿

1 ,

�̆�(𝑘1), 𝑘1 ∈ D1∖ ∪𝑁𝑗=1 (D
𝑗,𝑈
1 ∪ D𝑗,𝐿

1 ),

(3.18)

де

𝐴𝑗(𝑘1) = I− i𝛾1,𝑗e
2𝑡Φ1(i𝜅1,𝑗)

𝑘1 − i𝜅1,𝑗
J.
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Тим самим, справедлива наступна лема:

Лема 3.2. Нехай �̆�(𝑘1) є мероморфним розв’язком задачi РГ𝑘1 I-V з теореми

3.1. Перевизначимо його за формулою (3.18). Тодi 𝑚(𝑘1) є голоморфною фун-

кцiєю в областi 𝑘1 ∈ D1∖ ∪𝑁𝑗=1 (D
𝑗,𝑈
1 ∪ D𝑗,𝐿

1 ) i задовольняє наступним умовам:

1. умовi стрибка 𝑚+(𝑘1) = 𝑚−(𝑘1)𝑣(𝑘1), де

𝑣(𝑘1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1− |𝑅1(𝑘1)|2 −𝑅1(𝑘1)e
−2𝑡Φ1(𝑘1)

𝑅1(𝑘1)e
2𝑡Φ1(𝑘1) 1

⎞⎠ , 𝑘1 ∈ R,

I+ 𝜒(𝑘1)e
2𝑡Φ1(𝑘1)J, 𝑘1 ∈ [i𝑐, 0],

𝜎1𝑣
−1(−𝑘1)𝜎1, 𝑘1 ∈ [0,−i𝑐],

𝐴𝑗(𝑘1), 𝑘1 ∈ T𝑗,𝑈1 ,

𝜎1𝐴
−1
𝑗 (−𝑘1)𝜎1, 𝑘1 ∈ T𝑗,𝐿1 ;

2. умовi симетрiї

𝑚(−𝑘1) = 𝑚(𝑘1)

⎛⎝0 1

1 0

⎞⎠ ;

3. умовi нормування

lim
𝑘→∞

𝑚(𝑘) = (1, 1);

4. при 𝑘1 → ±i𝑐 функцiя 𝑚(𝑘1) має наступну поведiнку: (𝑎) у нерезонансному

випадку, тобто якщо 𝜒(𝑘1) задовольняє умовi (3.3), вектор-функцiя 𝑚(𝑘1) є

неперервною в точках ±i𝑐; (𝑏) у резонансному випадку, за умови (3.4),

𝑚(𝑘1) =

(︂
𝐶1√
𝑘1 − i𝑐

, 𝐶2

)︂
(1 + 𝑜(1)), 𝑘1 → i𝑐, 𝐶1 ̸= 0.

В точцi −i𝑐 аналогiчна умова формулюється з урахуванням симетрiї (3.10).

3.2. Зведення до модельної задачi

В цьому роздiлi 𝜉 < −𝑐2/2. В даному пiдроздiлi ми опишемо деякi кроки

спряження i деформацiї при таких 𝜉 для задачi РГ𝑘1 1.-4. з Леми 3.2, що приво-
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дять до еквiвалентної задачi РГ𝑘1 з матрицею стрибка, яка є близькою до одини-

чної матрицi I при великих значеннях часу, за винятком невеликих околiв точок

±𝑎 = ±
√︁
−𝑐2

2 − 𝜉. Короткий опис цих крокiв було запропоновано в [65, Роз-

дiл 8]. Детальнi перетворення було проведено в роботi [2].

Згiдно таблицi знакiв фазової функцiї (див. Рис. 3.2) матриця 𝑣(𝑘1) вже є

експоненцiально близькою при великих значеннях 𝑡 до одиничної матрицi I на

вiдрiзках [−i𝑐, 0)∪(0, i𝑐] i на колах ∪𝑁𝑗=1(T
𝑗,𝑈
1 ∪T𝑗,𝐿1 ), але вона осцилює за змiнною

𝑡 на дiйснiй осi. Крiм того, функцiя 𝑣(𝑘1) може мати особливостi в точках ±i𝑐.

В якостi першого кроку ми застосуємо стандартну верхню-нижню й нижню-

верхню факторизацiю ( [44,51]) до матрицi 𝑣(𝑘1) при 𝑘1 ∈ R. Для цього побуду-

ємо аналiтичну в областi C∖((−∞,−𝑎)∪(𝑎,∞)) функцiю 𝑑(𝑘1), яка задовольняє

умовi стрибка

𝑑+(𝑘1) = 𝑑−(𝑘1)(1− |𝑅1(𝑘1)|2) при 𝑘1 ∈ R ∖ [−𝑎, 𝑎],

i є такою, що 𝑑(−𝑘1) = 𝑑−1(𝑘1) та 𝑑(𝑘1) → 1 при 𝑘1 → ∞. За формулою

Сохоцького-Племеля ця функцiя явно задається як

𝑑(𝑘1) = exp

(︂
1

2𝜋i

∫︁
R∖[−𝑎,𝑎]

log(1− |𝑅1(𝑠)|2)
𝑠− 𝑘1

𝑑𝑠

)︂
. (3.19)

Оскiльки область iнтегрування є парною, i функцiя log(1 − |𝑅1(𝑠)|2) також є

парною, то 𝑑(−𝑘1) = 𝑑−1(𝑘1). При 𝑘1 → ∞ маємо

𝑑(𝑘1) = 1− 1

2𝜋i𝑘1

∫︁
R∖[−𝑎,𝑎]

log(1− |𝑅1(𝑠)|2)𝑑𝑠+𝑂

(︂
1

𝑘21

)︂
. (3.20)

Покладемо 𝑚(1)(𝑘1) = 𝑚(𝑘1)𝑑(𝑘1)
−𝜎3. Очевидно, 𝑚(1)(−𝑘1) = 𝑚(1)(𝑘1)𝜎1. Мо-

жна перевiрити (див., наприклад, [51]), що функцiя 𝑚(1)(𝑘1) задовольняє умовi

стрибка 𝑚(1)
+ (𝑘1) = 𝑚

(1)
− (𝑘1)𝑣

(1)(𝑘1), де

𝑣(1)(𝑘1) =

⎛⎝ 1− |𝑅1(𝑘1)|2 −𝑅(𝑘1)𝑑2(𝑘1)e−2𝑡Φ1(𝑘1)

𝑅1(𝑘1)𝑑
−2(𝑘1)e

2𝑡Φ1(𝑘1) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ [−𝑎, 𝑎],
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𝑣(1)(𝑘1) =

⎛⎝(1− |𝑅1(𝑘1)|2)𝑑−1
+ (𝑘1)𝑑−(𝑘1) −𝑅1(𝑘1)𝑑+(𝑘1)𝑑−(𝑘1)e−2𝑡Φ1(𝑘1)

𝑅1(𝑘1)𝑑
−1
+ (𝑘1)𝑑

−1
− (𝑘1) 𝑑−1

− (𝑘1)𝑑+(𝑘1)

⎞⎠ ,

𝑘1 ∈ R∖[−𝑎, 𝑎],

𝑣(1)(𝑘1) = 𝑑(𝑘1)
𝜎3𝑣(𝑘1)𝑑(𝑘1)

−𝜎3, 𝑘1 ∈ ∪𝑁𝑗=1(T𝑈𝑗 ∪ T𝐿𝑗 ) ∪ [i𝑐,−i𝑐].

Нагадаємо, що 𝑅1(𝑘1) = 𝑅1(−𝑘1) при 𝑘1 ∈ R. За умови (3.1) можна продовжити

функцiю 𝑅1(𝑘1) в окiл контуру Σ. Введемо областi Ω*
𝑙 , Ω𝑙, Ω*

𝑟, Ω𝑟, Ω*, i Ω разом з

iх межами 𝒞*
𝑙 , 𝒞𝑙, 𝒞*

𝑟 , 𝒞𝑟, 𝒞*, i 𝒞, якi мiстяться в смузi {𝑘1 : | Im 𝑘1| < 𝑐+ 𝜖, 𝜖 < 𝜅
2},

як показано на Рис. 3.4. Введемо наступнi матрицi
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Рис. 3.4. Контур деформацiї в областi 𝑥 < −6𝑐2𝑡

𝐵(𝑘1) :=I+𝑅1(𝑘1)𝑑
−2(𝑘1)e

2𝑡Φ1(𝑘1)J, 𝑘1 ∈ Ω,

𝐵*(𝑘1) :=I−𝑅1(𝑘1)𝑑
2(𝑘1)e

−2𝑡Φ1(𝑘1)J†, 𝑘1 ∈ Ω*,

𝐴(𝑘1) :=I+
𝑅1(𝑘1)𝑑

2(𝑘)

1− |𝑅1(𝑘1)|2
e−2𝑡Φ1(𝑘1)J†, 𝑘1 ∈ Ω𝑟 ∪ Ω𝑙,

𝐴*(𝑘1) :=I− 𝑅1(𝑘1)𝑑
−2(𝑘1)

1− |𝑅1(𝑘1)|2
e2𝑡Φ1(𝑘1)J, 𝑘1 ∈ Ω*

𝑟 ∪ Ω*
𝑙 .

(3.21)

Тодi

𝑣(1)(𝑘1) =

⎧⎨⎩ 𝐵*
−(𝑘1)𝐵+(𝑘1), 𝑘1 ∈ [−𝑎, 𝑎],

𝐴*
−(𝑘1)𝐴+(𝑘1), 𝑘1 ∈ R ∖ [−𝑎, 𝑎].
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Перевизначимо 𝑚(1)(𝑘1) вiдповiдно до

𝑚(2)(𝑘1) = 𝑚(1)(𝑘1)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐵(𝑘1), 𝑘1 ∈ Ω,

𝐵*(𝑘1), 𝑘1 ∈ Ω*,

𝐴(𝑘1), 𝑘1 ∈ Ω𝑙 ∪ Ω𝑟,

𝐴*(𝑘1), 𝑘1 ∈ Ω*
𝑙 ∪ Ω*

𝑟,

I, C∖(Ω ∪ Ω* ∪ Ω𝑙 ∪ Ω𝑟 ∪ Ω*
𝑙 ∪ Ω*

𝑟).

(3.22)

Лема 3.3. Справедливi наступнi формули:

𝐵−(𝑘1) 𝑣
(1)(𝑘1) (𝐵+(𝑘1))

−1 = I, 𝑘1 ∈ [i𝑐, 0];

(𝐵*
−(𝑘1))

−1 𝑣(1)(𝑘1)𝐵
*
+(𝑘1) = I, 𝑘1 ∈ [0,−i𝑐].

Доведення. Зауважимо, що при 𝑘1 ∈ [i𝑐, 0]:

𝐵−(𝑘1) 𝑣
(1)(𝑘1)𝐵+(𝑘1)

−1 =

⎛⎝ 1 0

𝑑(𝑘1)
−2(𝑅−(𝑘1)−𝑅+(𝑘1) + 𝜒(𝑘1))e

2𝑡Φ1(𝑘1) 1

⎞⎠ .

Як вiдомо, за умовою (3.1) комплексне спряження розв’язку Йоста 𝜑(𝑘1, 𝑥, 𝑡) мо-

же бути аналiтично продовжено у смугу. Позначимо це продовження через 𝜑(𝑘1).

Воно не має стрибка вздовж iнтервалу [i𝑐, 0]. Тодi продовження 𝑅1(𝑘1) може бути

зображено через вронскiани звичайним способом ( [52]). Обчислюючи значення

цього продовження на берегах розрiзу вздовж iнтервалу [i𝑐, 0], ми маємо тодi

𝑅1,−(𝑘1) = −⟨𝜑1, 𝜑⟩
⟨𝜑1, 𝜑⟩

, 𝑅1,+(𝑘1) = −⟨𝜑1, 𝜑⟩
⟨𝜑1, 𝜑⟩

, 𝜒(𝑘1) = − ⟨𝜑, 𝜑⟩
⟨𝜑1, 𝜑⟩

⟨𝜑1, 𝜑1⟩
⟨𝜑1, 𝜑⟩

,

де ⟨𝑓, 𝑔⟩ є звичайним вронскiаном двох розв’язкiв рiвняння (2.3) i

𝜑1(𝑘1) := lim𝜖→+0 𝜑1(𝑘1 + 𝜖, 𝑥, 𝑡). Застосуємо тепер тотожнiсть Плюккера (див.

[69]):

⟨𝑓1, 𝑓2⟩ · ⟨𝑓3, 𝑓4⟩+ ⟨𝑓1, 𝑓3⟩ · ⟨𝑓4, 𝑓2⟩+ ⟨𝑓1, 𝑓4⟩ · ⟨𝑓2, 𝑓3⟩ ≡ 0

до функцiй 𝑓1 = 𝜑1, 𝑓2 = 𝜑, 𝑓3 = 𝜑1, 𝑓4 = 𝜑. Ми отримаємо наступну важливу

тотожнiсть

𝑅1,−(𝑘1)−𝑅1,+(𝑘1) + 𝜒(𝑘1) ≡ 0. (3.23)
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Це доводить першу з рiвностей Леми. Доведення другої проводиться аналогiчно.

�

Зауваження 3.4. Рiвнiсть (3.23) показує, що як для резонансного, так i

для нерезонансного випадку, стрибок вектор-функцiї 𝑚(2)(𝑘) вздовж iнтервалу

[i𝑐,−i𝑐] зникає при еквiвалентних перетвореннях, i тому кiнцева асимптотика не

залежатиме вiд наявностi резонансу.

Застосовуючи Лему 3.3, ми приходимо до висновку, що вектор-функцiя 𝑚(2)(𝑘1)

задовольняє умовi стрибка 𝑚(2)
+ (𝑘1) = 𝑚

(2)
− (𝑘1)𝑣

(2)(𝑘1) з

𝑣(2)(𝑘1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐵(𝑘1), 𝑘1 ∈ 𝒞,
𝐵*(𝑘1), 𝑘1 ∈ 𝒞*,

𝐴(𝑘1), 𝑘1 ∈ 𝒞𝑙 ∪ 𝒞𝑟,
𝐴*(𝑘1), 𝑘1 ∈ 𝒞*

𝑙 ∪ 𝒞*
𝑟 ,

𝑣(1)(𝑘1), 𝑘1 ∈ ∪𝑁𝑗=1(T
𝑗,𝑈
1 ∪ T𝑗,𝐿1 ).

(3.24)

Ми помiчаємо, що матриця 𝑣(2)(𝑘1) має наступну структуру:

𝑣(2)(𝑘1) = I+

⎧⎨⎩ 𝐹1(𝑘1), 𝑘1 ∈ ∪𝑁𝑗=1(T
𝑗,𝑈
1 ∪ T𝑗,𝐿1 ),

𝐹2(𝑘1), 𝑘1 ∈ 𝒞𝑙 ∪ 𝒞 ∪ 𝒞𝑟 ∪ 𝒞*
𝑙 ∪ 𝒞* ∪ 𝒞*

𝑟 ,

причому матрицi 𝐹1,2(𝑘1) задовольняють оцiнкам

||𝐹1(𝑘1)|| ≤ 𝐶e−𝐶𝑡, ||𝐹2(𝑘1)|| ≤ 𝐶(𝑎)e−𝑡𝜇(|𝑘
2
1−𝑎2|), (3.25)

де ‖ · ‖ є нормою матрицi 2 × 2, 𝐶 > 0, 𝐶(𝑎) > 0 i 𝜇(𝑠), 𝑠 ∈ R+, є строго

зростаючою неперервною функцiєю з 𝜇(0) = 0 i 𝜇(𝑠) = 𝑂(𝑠3/4) при 𝑠 → ∞.

Зауважимо ще раз, що вектор-функцiя 𝑚(2)(𝑘1) не має стрибка вздовж контуру

Σ i, отже, ефект резонансу не помiтний при 𝜉 < −𝑐2/2. Згiдно перетворенню

(3.22) ми бачимо, що 𝑚(2)(𝑘1) = (1, 1) + 𝑜(1) при 𝑘1 → i∞. Як буде показано

в наступному пiдроздiлi, нев’язка має таку структуру: (1, −1)𝑂(𝑘−1
1 )𝑂(𝑡−1/2).

Нагадаємо, що при великому уявному значеннi 𝑘1 з |𝑘1| > 𝜅1,𝑁 + 1 ми маємо
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�̃�(𝑘1) = 𝑚(2)(𝑘1)𝑑(𝑘1)
𝜎3 з функцiєю 𝑑(𝑘1), що визначена формулою (3.19). З

(3.20), тодi випливає, що при 𝑘1 → ∞:

�̃�1(𝑘1) = 𝑚1(𝑘1) ∼ 𝑑(𝑘1) = 1−
∫︀
R∖[−𝑎,𝑎] log(1− |𝑅1(𝑠)|2)𝑑𝑠

2𝜋i𝑘1
+
𝑔(𝑥, 𝑡)

𝑘1
+𝑂

(︂
1

𝑘21

)︂
,

де мають мiсце оцiнки 𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑜(1), 𝑔𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑜(1) при 𝑡 → ∞ рiвномiрно

вiдносно 𝑥. Функцiя 𝑔(𝑥, 𝑡) з’являється з ефекту параметрикса в малих околах

точок ±𝑎. Формулу для цiєї функцiї ми отримуємо в наступному пiдроздiлi 3.3.

Далi, в силу (3.7):

𝑞(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑥
lim
𝑘1→∞

2i𝑘1 (�̃�1(𝑘1)− 1). (3.26)

Оскiльки 𝜕
𝜕𝑥𝑎(𝜉) = 𝑂(𝑡−1), то з (3.2) випливає, що пiсля диференцiювання правої

частини iнтеграл матиме порядок 𝑂(𝑡−1). Вiдповiдно,

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑐2 + 𝑜(1), при 𝑡→ ∞,

тому головний член дорiвнює 𝑐2, як i припускалося. В наступному пiдроздiлi ми

доведемо, що ефект точок параметрикса дає член асимптотичного розвинення

порядку 𝑂
(︀
𝑡−1/2

)︀
.

3.3. Задача параметрикса й заключний асимптотичний

аналiз

Ми використовуємо той самий пiдхiд, що в [44] i [58], але для векторної за-

дачi РГ𝑘1 як в [51]. Для цього ми починаємо з детального дослiдження поведiнки

матрицi стрибка 𝑣(2)(𝑘1) поблизу точки −𝑎. Зобразимо (3.19) як

log 𝑑(𝑘1) =
1

2𝜋i

∫︁
R∖[−𝑎,𝑎]

log
1− |𝑅1(𝑠)|2
1− |𝑅1(−𝑎)|2

𝑑𝑠

𝑠− 𝑘1

+
log(1− |𝑅1(−𝑎)|2)

2𝜋i

∫︁
R∖[−𝑎,𝑎]

𝑑𝑠

𝑠− 𝑘1
.

Оскiльки
∫︀
R∖[−𝑎,𝑎]

𝑑𝑠
𝑠−𝑘1 = log 𝑘1+𝑎

𝑎−𝑘1 , тодi

𝑑(𝑘1) =

(︂
𝑘1 + 𝑎

𝑎− 𝑘1

)︂i𝜈

· e𝜂(𝑘1),
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D𝜌(−𝑎)

𝒞*(𝜌)

𝒞(𝜌)𝒞𝑙(𝜌)

𝒞*
𝑙 (𝜌)

−𝑎

Рис. 3.5. Контур поблизу точки −𝑎

де

𝜈 := 𝜈(𝑎) = − 1

2𝜋
log(1− |𝑅1(−𝑎)|2),

𝜂(𝑘1) := 𝜂(𝑘1, 𝑎) =
1

2𝜋i

∫︁
R∖[−𝑎,𝑎]

log
1− |𝑅1(𝑠)|2
1− |𝑅1(−𝑎)|2

𝑑𝑠

𝑠− 𝑘1
. (3.27)

Нехай D𝜌(−𝑎) є колом радiуса 0 < 𝜌 < inf{1
4 ,

𝑎
4} з центром в то-

чцi −𝑎. Без обмеження загальностi припустимо, що в областi D𝜌(−𝑎) кон-

тури 𝒞(𝜌) := 𝒞 ∩ D𝜌(−𝑎), 𝒞*(𝜌) := 𝒞* ∩ D𝜌(−𝑎), 𝒞𝑙(𝜌) := 𝒞𝑙 ∩ D𝜌(−𝑎),
𝒞*
𝑙 (𝜌) := 𝒞*

𝑙 ∩ D𝜌(−𝑎) є частинами променiв {−𝑎 + 𝑠ei(2𝑛+1)𝜋/4, 𝑠 ∈ R+} i ма-

ють напрямки, як показано на Рис. 3.5. Позначимо

Γ𝜌(−𝑎) := 𝒞(𝜌) ∪ 𝒞*(𝜌) ∪ 𝒞𝑙(𝜌) ∪ 𝒞*
𝑙 (𝜌).

Лема 3.5. Наступнi нерiвностi виконуються при всiх 𝑘1 ∈ Γ𝜌(−𝑎),
𝜉 < −𝑐2

2 − 𝜖, де 𝜖 є довiльною малою величиною:⃒⃒⃒
e−2𝜂(𝑘1) − e−2𝜂(−𝑎)

⃒⃒⃒
≤ 𝐶|𝑘1 + 𝑎|(1 + | log |𝑘1 + 𝑎||), (3.28)⃒⃒⃒

1− e−2i𝜈 log
𝑘1−𝑎
2𝑎

⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑎−1|𝑘1 + 𝑎|, (3.29)

причому константа 𝐶 = 𝐶(𝜖) не залежить вiд 𝜉 i 𝑘1.

Доведення. Наведемо доведення при 𝑘1 ∈ 𝒞(𝜌). Iншi випадки є аналогiчни-

ми. Спочатку покажемо, що

|𝜂(𝑘1)− 𝜂(−𝑎)| ≤ 𝐶|𝑘1 + 𝑎|(1 + | log |𝑘1 + 𝑎||), 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑘1 ∈ 𝒞(𝜌). (3.30)
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Роздiлимо границi iнтегрування у (3.27) на три частини [−∞,−2𝑎], [−2𝑎,−𝑎],
[𝑎,∞] i позначимо через 𝐼1(𝑘1), 𝐼2(𝑘1), 𝐼3(𝑘1) вiдповiднi iнтеграли. Для 𝑘1 ∈ 𝒞(𝜌)
можна отримати наступнi оцiнки

|𝐼1(𝑘1)− 𝐼1(−𝑎)| ≤ 𝐶|𝑘1 + 𝑎|, |𝐼3(𝑘1)− 𝐼3(−𝑎)| ≤ 𝐶|𝑘1 + 𝑎|. (3.31)

Iнтегруємо 2𝜋i𝐼2(𝜉, 𝑘1) за частинами∫︁ 𝑎

−2𝑎

log
1− |𝑅1(𝑠)|2
1− |𝑅1(−𝑎)|2

𝑑𝑠

𝑠− 𝑘1
=

− log
1− |𝑅1(−2𝑎)|2
1− |𝑅1(−𝑎)|2

log(−2𝑎− 𝑘1)−
∫︁ 𝑎

−2𝑎

log(𝑠− 𝑘1)𝑑 log(1− |𝑅1(𝑠)|2),

тодi отримуємо

|𝐼2(𝑘1)− 𝐼2(−𝑎)| =
1

2𝜋

⃒⃒⃒⃒
log

𝑘1 + 2𝑎

𝑎
log

1− |𝑅1(−2𝑎)|2
1− |𝑅1(−𝑎)|2

+

∫︁ −𝑎

−2𝑎

log
𝑠− 𝑘1
𝑠+ 𝑎

𝑑 log(1− |𝑅1(𝑠)|2)
⃒⃒⃒⃒
.

Оскiльки |𝑅1(𝑠)| ≤ 𝐶(𝜖) < 1 при |𝑠| > 𝜖, то

|𝐼2(𝑘1)− 𝐼2(−𝑎)| ≤ 𝐶(𝜖)

(︂⃒⃒⃒⃒∫︁ −𝑎

−2𝑎

⃒⃒⃒⃒
log

𝑠− 𝑘1
𝑠+ 𝑎

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
+ |𝑘1 + 𝑎|

)︂
.

Використаємо замiну змiнних 𝑣 = −|𝑘1 + 𝑎|/(𝑠+ 𝑎) та отримаємо⃒⃒⃒⃒∫︁ −𝑎

−2𝑎

log

⃒⃒⃒⃒
𝑠− 𝑘

𝑠+ 𝑎

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
= |𝑘 + 𝑎|

⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ ∞

|𝑘1+𝑎|
𝑎

log(1 + 𝑣ei
𝜋
4 )
𝑑𝑣

𝑣2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

де ми врахували, що 𝑘1 ∈ 𝒞(𝜌). Об’єднаємо цю оцiнку з оцiнкою

| log |1 + 𝑣e
i𝜋
4 || ≤ 𝐶

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑣, 0 ≤ 𝑣 ≤ 2,

log 𝑣, 2 ≤ 𝑣 ≤ ∞,

i з (3.31), тодi отримаємо (3.30). Далi, за Лемою 23.2 у [34]:

sup
𝜉<(−𝑐2/2−𝜖)

sup
𝑘1∈C∖R

|𝜂(𝑘1)| <∞.

Використаємо цей факт, нерiвнiсть (3.30) i |e𝑤 − 1| ≤ |𝑤|max(1, eRe𝑤), 𝑤 ∈ C,

тодi отримаємо (3.28), крiм того⃒⃒⃒
1− e−2𝜈 log

𝑘1+𝑎
2𝑎

⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
2𝜈 log

𝑘1 + 𝑎

2𝑎

⃒⃒⃒⃒
e|Re(2i𝜈 log

𝑘1+𝑎
2𝑎 )|
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≤ 𝐶

⃒⃒⃒⃒
log

(︂
1 +

𝑘1 − 𝑎

2𝑎

)︂⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶𝑎−1|𝑘1 + 𝑎|.

Це доводить (3.29). �

Введемо локальний параметр 𝑧 =
√
48𝑎(𝑘1 + 𝑎). Тодi 𝑧 ∈ D𝜌1, де D𝜌1 є колом

радiуса 𝜌1 =
√
48𝑎 𝜌 з центром в 0. Контур Γ𝜌(−𝑎) у термiнах змiнної 𝑧 позначи-

мо через Γ𝜌1, а для компонент цього контуру залишимо позначення 𝒞 i так далi.

Вiзьмемо до уваги (3.44), тодi покладемо 𝜙(𝑧) := −8i𝑎3 + i
4𝑧

2:

𝑟1(𝑧) :=�̃�1(𝑧)e
−2𝜂(𝑧)e2i𝜈 log(2𝑎

√
48𝑎−𝑧),

𝑟2(𝑧) :=
�̃�1(𝑧)

1− |�̃�1(𝑧)|2
e2𝜂(𝑧)e−2i𝜈 log(2𝑎

√
48𝑎−𝑧),

𝑟3(𝑧) :=
�̃�1(𝑧)

1− |�̃�1(𝑧)|2
e−2𝜂(𝑧)e2i𝜈 log(2𝑎

√
48𝑎−𝑧),

𝑟4(𝑧) :=�̃�1(𝑧)e
2𝜂(𝑧)e−2i𝜈 log(2𝑎

√
48𝑎−𝑧),

де �̃�1(𝑧) := 𝑅1(𝑘1(𝑧)), 𝜂(𝑧) := 𝜂(𝑘1(𝑧)). Фазова функцiя зображується як

Φ̃1(𝑧) := Φ1(𝑘1(𝑧)) = 𝜙(𝑧)− i𝑧3

12𝑎
√
48𝑎

.

З визначень (3.21) i (3.24) випливає, що матриця стрибка 𝑣(2)(𝑘1) як функцiя

змiнної 𝑧 ∈ Γ𝜌1 має вигляд:

𝑣(2)(𝑧) = I+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟1(𝑧)𝑧
−2i𝜈e2𝑡Φ̃1(𝑧)J, 𝑧 ∈ 𝒞,

−𝑟2(𝑧)𝑧2i𝜈e−2𝑡Φ̃1(𝑧)J†, 𝑧 ∈ 𝒞𝑙,

−𝑟3(𝑧)𝑧−2i𝜈e2𝑡Φ̃1(𝑧)J, 𝑧 ∈ 𝒞*
𝑙 ,

𝑟4(𝑧)𝑧
2i𝜈e−2𝑡Φ̃1(𝑧)J†, 𝑧 ∈ 𝒞*.

(3.32)

Покладемо

𝑓 := 𝑓(𝑎) = 𝑅1(−𝑎)e−2𝜂(−𝑎)e2i𝜈(𝑎) log(2𝑎
√
48𝑎). (3.33)

Оскiльки 𝜈 ∈ R i 𝜂(−𝑎) ∈ iR, тодi |𝑓 | = |𝑅1(−𝑎)|. З Леми 3.5 випливає, що при



94

𝑧 ∈ D𝜌1 функцiї {𝑟𝑗(𝑧)}41 задовольняють нерiвностям

|𝑟1(𝑧)− 𝑓 | ≤ 𝐶(𝜖)|𝑧|𝛼, 𝑧 ∈ 𝒞,⃒⃒⃒⃒
𝑟2(𝑧)−

𝑓

1− |𝑓 |2
⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶(𝜖)|𝑧|𝛼, 𝑧 ∈ 𝒞𝑙,⃒⃒⃒⃒

𝑟3(𝑧)−
𝑓

1− |𝑓 |2
⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶(𝜖)|𝑧|𝛼, 𝑧 ∈ 𝒞*

𝑙 ,⃒⃒
𝑟4(𝑧)− 𝑓

⃒⃒
≤ 𝐶(𝜖)|𝑧|𝛼, 𝑧 ∈ 𝒞*,

(3.34)

де 𝛼 < 1 може бути обраним довiльно близьким до 1. Тепер ми можемо сфор-

мулювати допомiжну задачу РГ𝑘1 в областi D𝜌1, яка називається задачею параме-

трикса. Ми шукаємо голоморфну в областi D𝜌1 ∖Γ𝜌1 матричну функцiю 𝑀𝑝𝑎𝑟(𝑧),

яка задовольняє умовi стрибка

𝑀𝑝𝑎𝑟
+ (𝑧) =𝑀𝑝𝑎𝑟

− (𝑧)𝑣𝑝𝑎𝑟(𝑧), 𝑧 ∈ Γ𝜌1, (3.35)

з матрицею стрибка

𝑣𝑝𝑎𝑟(𝑧) := I+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓𝑧−2i𝜈e2𝑡𝜙(𝑧)J, 𝑧 ∈ 𝒞,

𝑓𝑧2i𝜈e−2𝑡𝜙(𝑧)J†, 𝑧 ∈ 𝒞*,

− 𝑓
1−|𝑓 |2𝑧

2i𝜈e−2𝑡𝜙(𝑧)J†, 𝑧 ∈ 𝒞𝑙,

− 𝑓
1−|𝑓 |2𝑧

−2i𝜈e2𝑡𝜙(𝑧)J, 𝑧 ∈ 𝒞*
𝑙 .

(3.36)

i межовiй умовi 𝑀𝑝𝑎𝑟(𝑧) ∼ I при 𝑧 ∈ 𝜕D𝜌1.

Цю задачу розв’язано в [51] i [58]. Нагадаємо коротко основнi кроки побудо-

ви її розв’язку. Позначимо через 𝜁 =
√
𝑡 𝑧. Ми вивчаємо розв’язок задачi параме-

трикса при великих значеннях 𝑡. Спочатку розглянемо iншу допомiжну матричну

задачу РГ𝑘1 в областi C∖𝑌 , де 𝑌 = 𝑌1 ∪ 𝑌2 ∪ 𝑌3 ∪ 𝑌4 i 𝑌𝑖 = {𝑠ei(2𝑛+1)𝜋/4, 𝑠 ∈ R+}
є контурами як показано на Рис. 3.6.

Нехай 𝑀𝑌 (𝜁) розв’язує наступну задачу

𝑀𝑌 (𝜁) → I, 𝜁 → ∞,

𝑀𝑌
+ (𝜁) =𝑀𝑌

− (𝜁)𝑣
𝑌 (𝜁), 𝜁 ∈ 𝑌,

(3.37)
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Рис. 3.6. Множини Ω𝑗 i променi 𝑌𝑖, 𝑗 = 1, ..., 4.

де матриця стрибка 𝑣𝑌 (𝜁) визначена як

𝑣𝑌 (𝜁) := I+

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓𝜁−2i𝜈e
i𝜁2

2 J, 𝜁 ∈ 𝑌1,

− 𝑓
1−|𝑓 |2𝜁

2i𝜈e
−i𝜁2

2 J†, 𝜁 ∈ 𝑌2,

− 𝑓
1−|𝑓 |2𝜁

−2i𝜈e
i𝜁2

2 J, 𝜁 ∈ 𝑌3,

𝑓𝜁2i𝜈e−
i𝜁2

2 J†, 𝜁 ∈ 𝑌4.

(3.38)

Використаємо ( [58]) i визначимо кусково-аналiтичну функцiю �̃�𝑌 (𝜁) як

�̃�𝑌 (𝜁) :=

⎛⎝ 𝜓11(𝜁)
( 𝑑
𝑑𝜁−

i𝜁
2 )𝜓22(𝜁)

𝛽
( 𝑑
𝑑𝜁+

i𝜁
2 )𝜓11(𝜁)

𝛽 𝜓22(𝜁)

⎞⎠ , 𝜁 ∈ C∖R,

де функцiю 𝛽 = 𝛽(𝑎) задано як

𝛽 :=
√︀
𝜈(𝑎)ei(

𝜋
4−arg 𝑓(𝑎)+arg Γ(i𝜈(𝑎))), (3.39)

а функцiї 𝜓11, 𝜓22 визначенi як

𝜓11(𝜁) =

⎧⎪⎨⎪⎩
e−

3𝜋𝜈
4 𝐷i𝜈(e

− 3i𝜋
4 𝜁), Im 𝜁 > 0,

e
𝜋𝜈
4 𝐷i𝜈(e

i𝜋
4 𝜁), Im 𝜁 < 0,

𝜓22(𝜁) =

⎧⎪⎨⎪⎩
e

𝜋𝜈
4 𝐷−i𝜈(e

− i𝜋
4 𝜁), Im 𝜁 > 0,

e−
3𝜋𝜈
4 𝐷−i𝜈(e

3i𝜋
4 𝜁), Im 𝜁 < 0.

Тут 𝐷𝑠(𝑧) позначає функцiю параболiчного цилiндра. Тодi ( [58]) розв’язок

𝑀𝑌 (𝜁) матричної задачi РГ𝑘1 (3.37)-(3.38) має вигляд

𝑀𝑌 (𝜁) = �̃�𝑌 (𝜁)𝐷𝑗(𝜁), 𝜁 ∈ Ω𝑗 𝑗 = 0, ..., 4,
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де 𝐷0(𝜁) = 𝜁−i𝜈𝜎3e
i𝜁2

4 𝜎3 i

𝐷1(𝜁) = (I− 𝑓J)𝐷0(𝜁), 𝐷2(𝜁) = (I+
𝑓

1− |𝑓 |2J
†)𝐷0(𝜁),

𝐷3(𝜁) = (I+
𝑓

1− |𝑓 |2J)𝐷0(𝜁), 𝐷4(𝜁) = (I− 𝑓J†)𝐷0(𝜁).

Матриця 𝑀𝑌 (𝜁) є аналiтичною при 𝜁 ∈ C∖𝑌 i задовольняє умовi стрибка

𝑀𝑌
+ (𝜁) = 𝑀𝑌

− (𝜁)𝑣
𝑌 (𝜁), де 𝑣𝑌 (𝜁) визначено як (3.38). Також 𝑀𝑌 (𝜁) задовольняє

асимптотичнiй формулi

𝑀𝑌 (𝜁) = I+
i

𝜁

⎛⎝0 −𝛽
𝛽 0

⎞⎠+𝑂

(︂
1

𝜁2

)︂
, 𝜁 → ∞, (3.40)

де 𝛽 = 𝛽(𝑎) визначено як (3.39). Покладемо 𝐷(𝑡) := e8i𝑎
3𝑡𝜎3𝑡−i𝜈𝜎3/2 i введемо

матрицю 𝑀𝑝𝑎𝑟(𝑧) за формулою

𝑀𝑝𝑎𝑟(𝑧) := 𝐷(𝑡)𝑀𝑌 (
√
𝑡𝑧)𝐷(𝑡).

Неважко перевiрити, що 𝑀𝑝𝑎𝑟(𝑧) задовольняє (3.35)-(3.36). Згiдно (3.40)

розв’язок є близьким при 𝑡→ ∞ до одиничної матрицi на межi 𝜕D𝜌1.

Покладемо 𝑀−𝑎(𝑘1) = 𝑀𝑝𝑎𝑟(
√
48𝑎(𝑘1 + 𝑎)). Ця функцiя є голоморфною в

областi D𝜌(−𝑎) ∖ (𝒞 ∪ 𝒞* ∪ 𝒞𝑙 ∪ 𝒞*
𝑙 ) i має стрибок з матрицею 𝑣𝑝𝑎𝑟(

√
48𝑎(𝑘 + 𝑎)).

Зауважимо, що матриця 𝑀𝑎(𝑘1) := 𝜎1𝑀−𝑎(𝑘1)𝜎1 розв’язує вiдповiдну задачу па-

раметрикса в областi D𝜌(𝑎) ∖ (𝒞 ∪ 𝒞* ∪ 𝒞𝑟 ∪ 𝒞*
𝑟 ). Крiм того, згiдно (3.40):

𝑀−𝑎(𝑘1) = I+
i√

48𝑎𝑡(𝑘1 + 𝑎)

⎛⎝ 0 −𝛽e16i𝑎3𝑡𝑡−i𝜈

𝛽e−16i𝑎3𝑡𝑡i𝜈 0

⎞⎠+𝑂

(︂
1

𝑡

)︂
, 𝑘1 ∈ 𝜕D𝜌(−𝑎),

(3.41)

𝑀𝑎(𝑘1) = I− i√
48𝑎𝑡(𝑘1 − 𝑎)

⎛⎝ 0 𝛽e−16i𝑎3𝑡𝑡i𝜈

−𝛽e16i𝑎3𝑡𝑡−i𝜈 0

⎞⎠+𝑂

(︂
1

𝑡

)︂
, 𝑘1 ∈ 𝜕D𝜌(𝑎).

Завершення асимптотичного аналiзу майже повторює тi ж мiркування, що i в [58,

Теорема 2.1]. Позначимо через

Γ̃ := 𝒞𝑙 ∪ 𝒞*
𝑙 ∪ 𝒞 ∪ 𝒞* ∪ 𝒞𝑟 ∪ 𝒞*

𝑟 ∪ 𝜕D𝜌(−𝑎) ∪ 𝜕D𝜌(𝑎).
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Для вектора 𝑚(2)(𝑘1), який вiдповiдає матрицi стрибка (3.32), покладемо

�̂�(𝑘1) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑚(2)(𝑘1)(𝑀∓𝑎(𝑘1))−1, |𝑘1 ± 𝑎| < 𝜌,

𝑚(2)(𝑘1), в iнших випадках.

Тодi вектор-функцiя �̂�(𝑘1) є голоморфною в областi C ∖ Γ̃, задовольняє стан-

дартнiй симетрiї i умовi нормування, тобто �̂�(𝑘1) → (1 1) при 𝑘1 → ∞ i

�̂�(−𝑘1) = �̂�(𝑘1)𝜎1. Крiм того, ця функцiя має стрибок на Γ̃ iз матрицею стрибка

𝑣(𝑘1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(𝑀∓𝑎(𝑘1))− 𝑣

(2)(𝑘1)(𝑀∓𝑎(𝑘1))
−1
+ , 𝑘1 ∈ Γ𝜌(∓𝑎),

(𝑀∓𝑎(𝑘1))−1, |𝑘1 ± 𝑎| = 𝜌,

𝑣(2)(𝑘1), в iнших випадках.

З Теореми 2.1 [58], оцiнки (3.34), (3.41) i тривiальної рiвностi

1

2𝜋i

∫︁
|𝑘1±𝑎|=𝜌

𝑑𝑘1
𝑘1 ± 𝑎

= 1,

(iнтегрування проти часової стрiлки) випливає, що

lim
𝑘1→i∞

2i𝑘1

(︁
�̂�(𝑘1)−

(︁
1, 1

)︁)︁
= −1

𝜋

(︁
1, 1

)︁(︂∫︁
|𝑘1+𝑎|=𝜌

(𝑀−𝑎(𝑘1)− I) 𝑑𝑘1

+

∫︁
|𝑘1−𝑎|=𝜌

(𝑀𝑎(𝑘1)− I) 𝑑𝑘1
)︂
+𝑂(𝑡−

1+𝛼
2 )

=
2√
48𝑎𝑡

(1, −1)
(︁
𝛽e16i𝑎

3𝑡−i𝜈 log 𝑡 + 𝛽e−16i𝑎3𝑡+i𝜈 log 𝑡
)︁
+𝑂(𝑡−

1+𝛼
2 )

=

√︀
𝜈(𝑎)√
3𝑎𝑡

cos

(︃
16𝑎3𝑡− 𝜈(𝑎) log 𝑡− i log

𝛽(𝑎)√︀
𝜈(𝑎)

)︃
+𝑂(𝑡−

1+𝛼
2 ),

(3.42)

де член 𝑂(𝑡−
1+𝛼
2 ) можна продиференцiювати за змiнною 𝑥, i похiдна має такий

самий порядок 𝑂(𝑡−
1+𝛼
2 ) при 𝑡 → ∞ рiвномiрно за 𝜉 в областi 𝜉 < −𝑐2

2 − 𝜖 (див.

[58, Теорема 2.1]). Далi, використаємо (3.44), тодi маємо 𝜕𝑎
𝜕𝑥 = − 1

24𝑎𝑡 . Об’єднаємо

це з формулами (3.26), (3.33),(3.39) i (3.42), тодi отримаємо

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑐2 +

√︂
4𝜈(𝑎)𝑎

3𝑡
sin
(︁
16𝑡𝑎3 − 𝜈(𝑎) log 𝑡+

𝜋

4
− arg 𝑓(𝑎) + arg Γ(i𝜈)

)︁
,
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де

arg 𝑓(𝑎) = 𝜈(𝑎) log(192𝑎3) + arg𝑅1(−𝑎) +
1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑎,𝑎]

log

(︂
1− |𝑅1(𝑠)|2
1− |𝑅1(𝑎)|2

)︂
𝑑𝑠

𝑠+ 𝑎
.

Результат наступної теореми тепер безпосередньо випливає з рiвностi

arg𝑅1(−𝑎) = − arg𝑅1(𝑎) та непарностi останнього iнтеграла за змiнною 𝑎.

Теорема 3.6. Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1.1), (3.1). Тодi при

достатньо малому 𝜖3 > 0 в областi 𝑥 < (−6𝑐2 − 𝜖3)𝑡 є справедливою наступна

асимптотика при 𝑡→ ∞:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑐2 +

√︂
4𝜈(𝑎)𝑎

3𝑡
sin(16𝑡𝑎3 − 𝜈(𝑎) log(192𝑡𝑎3) + Δ(𝑎)) + 𝑜(𝑡−𝛾) (3.43)

при будь-якому 1/2 < 𝛾 < 1. Тут

𝑎 =

√︂
−𝑐

2

2
− 𝑥

12𝑡
, 𝜈(𝑎) = − 1

2𝜋
log
(︀
1− |𝑅1(𝑎)|2

)︀
, (3.44)

Δ(𝑎) =
𝜋

4
+ arg(𝑅1(𝑎)) + arg(Γ(i𝜈(𝑎))) +

1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑎,𝑎]

log

(︂
1− |𝑅1(𝑠)|2
1− |𝑅1(𝑎)|2

)︂
𝑑𝑠

𝑠− 𝑎
,

Γ(𝑧) є гамма-функцiєю, а 𝑅1(𝑘1) є лiвим коефiцiєнтом вiдбиття, який вiдповiдає

початковiй умовi 𝑞(𝑥).

Зауваження 3.7. Другий член асимптотичного розвинення (3.43), що побу-

довано за лiвими даними розсiювання, є схожим до формули у спадному випад-

ку ( [51]), i вiдрiзняється двома знаками: перед arg(𝑅1(𝑎)) та перед iнтегралом в

Δ(𝑎). Проте методи дослiдження задач РГ, якi пов’язанi з початковими умовами

типу сходинки, мають вiдмiнностi порiвняно зi спадним випадком, особливо у

випадку резонансу.

Висновки до роздiлу 3

∙ Нелiнiйним методом найшвидшого спуску дослiджено асимптотичну по-

ведiнку при великих значеннях часу в зонi позаду заднього фронту хвилi
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розв’язку задачi Кошi для рiвняння Кортевега – де Фрiза з початковими умо-

вами типу сходинки, якi вiдповiдають хвилi розрiдження. При цьому сфор-

мульовано асоцiйовану мероморфну векторну задачу Рiмана – Гiльберта в

термiнах спектрального параметра, що вiдповiдає лiвiй пiвосi, та доведено

iснування i єдинiсть її розв’язку. Взаємно однозначними перетвореннями

задачу зведено до голоморфної iз додатковими стрибками на колах навколо

точок дискретного спектру. Методом лiнз цю голоморфну задачу зведено

до задачi зi стрибками, що є близькими до одиничної матрицi при великих

значеннях часу. Обчислено i математично строго обґрунтовано перший та

другий члени асимптотичного розвинення, дослiджено вплив резонансу на

цю асимптотику. Показано, що основний вклад в цiй зонi на другий член дає

асимптотична поведiнка розв’язку в околi так званих точок параметрикса.

Основнi результати роздiлу опублiкованi в роботах [2, 28, 65].
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РОЗДIЛ 4.

Регуляризованi iнтеграли руху рiвняння КдФ в

класi розв’язкiв типу сходинки

4.1. Асимптотично скiнченнозоннi розв’язки рiвняння КдФ

типу сходинки

Як зазначено в пiдроздiлi 1.3, обернену задачу розсiювання добре вивче-

но для потенцiалiв типу сходинки на сталих фонах. Теорiю розсiювання на

бiльш складних фонах, а саме скiнченнозонних, також добре розвинено (див.

[11,19,22,37,66–68]). Рiвняння КдФ з такими початковими умовами, проiнтегро-

вано в роботах [46, 47]. Перелiчимо деякi властивостi методу оберненої задачi

розсiювання для рiвняння КдФ у випадку, коли початковi умови є спадними на

правiй пiвосi, а на лiвiй пiвосi – асимптотично скiнченнозонними. Розглянемо

спектральну задачу

− 𝑑2

𝑑𝑥2
𝑦(𝑥) + 𝑣(𝑥, 𝑡)𝑦(𝑥) = 𝑘2𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ R, (4.1)

для оператора Шрьодiнгера iз скiнченнозонним потенцiалом 𝑣(𝑥, 𝑡), що є

розв’язком рiвняння КдФ iз початковими умовами 𝑣(𝑥) = 𝑣(𝑥, 0) (див. [15]).

Як вiдомо ( [14]), скiнченнозонний потенцiал є нескiнченно гладким, тобто

𝑣(·, 𝑡) ∈ 𝐶∞(R).

Для рiвняння (4.1) введемо розв’язки типу синуса 𝑠(𝑘, 𝑥, 𝑡) i косину-

са 𝑐(𝑘, 𝑥, 𝑡), що задовольняють наступним початковим умовам: 𝑐(𝑘, 0, 𝑡) =

𝑠𝑥(𝑘, 0, 𝑡) = 1 i 𝑐𝑥(𝑘, 0, 𝑡) = 𝑠(𝑘, 0, 𝑡) = 0. Позначимо через

𝜓(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝑐(𝑘, 𝑥, 𝑡) +𝑚(𝑘, 𝑡)𝑠(𝑘, 𝑥, 𝑡) (4.2)
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розв’язок Вейля рiвняння (4.1), який є нормованим умовою 𝜓(𝑘, 0, 𝑡) = 1 i задо-

вольняє 𝜓(𝑘, ·, 𝑡) ∈ 𝐿2(−∞, 0), Im 𝑘 > 0. Функцiя 𝑚(𝑘, 𝑡) називається функцiєю

Вейля.

Спектр оператора 𝐿0(𝑡) = − 𝑑2

𝑑𝑥2 + 𝑣(𝑥, 𝑡) не залежить вiд часу i складається

зi скiнченної кiлькостi неперетинних вiдрiзкiв (зон) ∪𝑁𝑖=0(𝐸𝑖, 𝐸𝑖+1), крiм того,

остання зона є напiвнескiнченною, тобто 𝐸𝑁+1 = +∞.

Розв’язок Вейля (4.2) може бути зображено у виглядi:

𝜓(𝑘, 𝑥, 𝑡) = exp

(︂
−i𝑘𝑥+

∫︁ 𝑥

0

𝜎[𝑣](−𝑘, 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉
)︂
, (4.3)

де для функцiї 𝜎[𝑣](𝑘, 𝑥, 𝑡) при великому значеннi параметра 𝑘 є справедливим

наступне асимптотичне розвинення ( [17, 46]):

𝜎[𝑣](𝑘, 𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=1

𝜎
[𝑣]
𝑗 (𝑥, 𝑡)

(2i𝑘)𝑗
, (4.4)

причому функцiї 𝜎[𝑣]𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3, ... визначаються рекурентними спiввiдно-

шеннями (при 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡)):

𝜎
[𝑓 ]
1 (𝑥, 𝑡) := 𝑓(𝑥, 𝑡),

𝜎
[𝑓 ]
𝑗+1(𝑥, 𝑡) := − 𝑑

𝑑𝑥
𝜎
[𝑓 ]
𝑗 (𝑥, 𝑡)−

𝑗−1∑︁
𝑙=1

𝜎
[𝑓 ]
𝑙 (𝑥, 𝑡)𝜎

[𝑓 ]
𝑗−𝑙(𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3, ...

(4.5)

При цьому для функцiї Вейля 𝑚(𝑘, 𝑡) має мiсце асимптотична формула ( [46]):

𝑚(𝑘, 𝑡) = −i𝑘 +
∞∑︁
𝑗=1

𝜎[𝑣](0, 𝑡)

(−2i𝑘)𝑗
. (4.6)

Припустимо тепер, що гладка дiйсна функцiя 𝑞(𝑥) задовольняє умовi∫︁
R+

|𝑥|𝑚
(︁
|𝑞(𝑗)(−𝑥)− 𝑣(𝑗)(−𝑥)|+ |𝑞(𝑗)(𝑥)|

)︁
𝑑𝑥 <∞, 𝑗,𝑚 = N ∪ {0}, (4.7)

де 𝑣(𝑥) є скiнченнозонним потенцiалом, що розглянуто вище у цьому пiдроздiлi.

Ми будемо називати таку функцiю функцiєю шварцевського типу. Розглянемо цю

функцiю як початкову умову задачi Кошi для рiвняння КдФ. Як доведено у [46],
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iснує єдиний розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) цiєї задачi Кошi, який при кожному 𝑡 задовольняє

умовi ∫︁ 0

−∞
(1 + |𝑥|𝑚)|𝑞(𝑗)(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑗)(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑥 <∞,∫︁ +∞

0

(1 + 𝑥𝑚)|𝑞(𝑗)(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑥 <∞, 𝑗,𝑚 = 0, 1, 2, ..., ∀𝑡 ≥ 0,

(4.8)

рiвномiрно за змiнною 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Тут 𝑣(𝑥, 𝑡) є дiйсним скiнченнозонним

розв’язком рiвняння (1.1) iз початковими умовами 𝑣(𝑥). Такий клас розв’язкiв

будемо називати розв’язками шварцевського типу й позначати через 𝑉 .

Нехай тепер 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑉 i вiдповiдає початковому скiнченнозонному потенцi-

алу 𝑣(𝑥). Розглянемо цю функцiю як потенцiал рiвняння (2.3). В роботi [22] дове-

дено, що таке рiвняння має лiвий розв’язок Йоста, що є асимптотично близьким

до розв’язку Вейля (4.2):

𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥, 𝑘, 𝑡) +

∫︁ 𝑥

−∞
𝐾1(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝜓(𝑦, 𝑘, 𝑡)𝑑𝑦. (4.9)

При цьому для ядра лiвого оператора перетворення 𝐾1(𝑥, 𝑦, 𝑡) має мiсце оцiнка

( [22, 37]):

|𝐾1(𝑥, 𝑦, 𝑡)| ≤ 𝐶1(𝑥, 𝑡)

∫︁ 𝑥+𝑦
2

−∞
|𝑞(𝜉, 𝑡)− 𝑣(𝜉, 𝑡)|𝑑𝜉,

де функцiя 𝐶1(𝑥, 𝑡) є неперервною за 𝑥 i 𝑡, додатною та монотонно-спадною за

𝑥, такою, що 𝐶1(𝑥, 𝑡) ↓ 𝐶(𝑡) > 0 при 𝑥→ −∞ рiвномiрно за 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Правий розв’язок Йоста 𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) рiвняння (2.3) з 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑉 , що нормується

умовою (2.4), може бути зображений у виглядi ( [17]):

𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) = exp

(︂
i𝑘𝑥−

∫︁ +∞

𝑥

𝜎[𝑞](𝑘, 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉

)︂
, (4.10)

де функцiя 𝜎[𝑞](𝑘, 𝑥, 𝑡) має розвинення (4.4) (див. також (1.14)), а коефiцiєнти

𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, 3, ... визначаються рекурентними спiввiдношеннями (4.5) (див.

також (1.15)). Аналогiчна формула справедлива для розв’язку Йоста (4.9) ( [46]):

𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑘, 𝑥, 𝑡) exp

(︂∫︁ 𝑥

−∞
𝑄(𝑘, 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉

)︂
, (4.11)
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де функцiя 𝑄(𝑘, 𝑥, 𝑡) задовольняє рiвнянню Рiккатi

𝑄′(𝑘, 𝑥, 𝑡)− 2i𝑘𝑄(𝑘, 𝑥, 𝑡)− 2𝜎[𝑣](−𝑘, 𝑥, 𝑡)𝑄(𝑘, 𝑥, 𝑡) +𝑄2(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝑞(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡),

i має асимптотичне розвинення

𝑄(𝑘, 𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑄𝑗(𝑥, 𝑡)

(−2i𝑘)𝑗
.

При цьому коефiцiєнти визначаються з рекурентних спiввiдношень

𝑄1(𝑥, 𝑡) = 𝑞(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡),

𝑄𝑗+1(𝑥, 𝑡) = −𝑄′
𝑗(𝑥, 𝑡)− 2

𝑗−1∑︁
𝑙=1

𝜎
[𝑣]
𝑙 (𝑥, 𝑡)𝑄𝑗−𝑙(𝑥, 𝑡)−

𝑗−1∑︁
𝑙=1

𝑄𝑗−𝑙(𝑥, 𝑡)𝑄𝑙(𝑥, 𝑡).
(4.12)

Наступний пiдроздiл буде присвячено доведенню наступної теореми:

Теорема 4.1. Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1.1), (4.7). Тодi iснує

нескiнченна серiя регуляризованих iнтегралiв руху 𝐼𝑗:

𝐼𝑗 =

∫︁ 0

−∞
𝑄𝑗(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉+

∫︁ +∞

0

𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉+

+

∫︁ 𝑡

0

(2𝑣(0, 𝜏)𝜎
[𝑣]
𝑗 (0, 𝜏)− 𝜎

[𝑣]
𝑗+2(0, 𝜏))𝑑𝜏,

𝑑

𝑑𝑡
𝐼𝑗 = 0,

де 𝜎[𝑞]𝑗 (𝑥, 𝑡), 𝜎
[𝑣]
𝑗 (𝑥, 𝑡) та 𝑄𝑗(𝑥, 𝑡) знаходяться з рекурентних спiввiдношень (4.5),

(4.12) при 𝑗 = 1, 2, 3....

4.2. Регуляризованi iнтеграли руху у випадку лiвого

скiнченнозонного фону

У цьому пiдроздiлi ми доводимо теорему 4.1. З цiєю метою зобразимо фор-

мулу (4.11) у виглядi:

𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡) = exp

(︂
−i𝑘𝑥+

∫︁ 𝑥

0

𝜎[𝑣](−𝑘, 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +
∫︁ 𝑥

−∞
𝑄(𝑘, 𝜉, 𝑡)𝑑𝜉

)︂
, (4.13)
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а також розглянемо формулу (4.10). Функцiї 𝜎[𝑣](𝑘, 𝑥, 𝑡), 𝜎[𝑞](𝑘, 𝑥, 𝑡), що входять

до цих формул, при 𝑘 → +∞ мають асимптотичнi розвинення

𝜎[𝑣](𝑘, 𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=1

𝜎
[𝑣]
𝑗 (𝑥, 𝑡)

(2i𝑘)𝑗
, 𝜎[𝑞](𝑘, 𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑗=1

𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝑥, 𝑡)

(2i𝑘)𝑗
.

де 𝜎[·]𝑗 задовольняють рекурентним формулам (4.5).

Розглянемо спiввiдношення розсiювання

𝑇 (𝑘, 𝑡)𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) +𝑅(𝑘, 𝑡)𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡), 𝑘 ∈ R. (4.14)

Якщо 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑉 , то правий коефiцiєнт вiдбиття 𝑅(𝑘, 𝑡) прямує до нуля швидше

будь-якого степеня 1
𝑘 при 𝑘 → +∞ при будь-якому 𝑡 ( [46]). Тодi з (4.14) випливає

асимптотична рiвнiсть

𝑇 (𝑘, 𝑡)𝜑1(𝑘, 𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝑘, 𝑥, 𝑡) +𝑂(𝑘−𝑛), при ∀𝑛 ∈ N.

Як показано в роботах [10,11,46], еволюцiя правого коефiцiєнта проходження за

часом є наступною:

𝑇 (𝑘, 𝑡) = 𝑇 (𝑘, 0) exp

(︂
4i𝑘3𝑡+

∫︁ 𝑡

0

(︂
2
(︀
𝑣(0, 𝜏) + 2𝑘2

)︀
𝑚(𝑘, 𝜏)− 𝜕𝑣(0, 𝜏)

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝜏

)︂
.

З асимптотичних формул (4.6), (4.10) та (4.13), випливає

𝑇 (𝑘, 0) exp

(︃
−i𝑘𝑥+

∞∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑥

0

𝜎
[𝑣]
𝑗 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉

(−2i𝑘)𝑗
+

∞∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑥

−∞

𝑄𝑗(𝜉, 𝑡)

(−2i𝑘)𝑗
𝑑𝜉

)︃
= (4.15)

= exp

(︃ ∞∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝑡

0

−2𝑣(0, 𝜏)𝜎
[𝑣]
𝑗 (0, 𝜏) + 𝜎

[𝑣]
𝑗+2(0, 𝜏)

(−2i𝑘)𝑗
𝑑𝜏−

∞∑︁
𝑗=1

∫︁ +∞

𝑥

𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝜉, 𝑡)

(−2i𝑘)𝑗
𝑑𝜉 − i𝑘𝑥

)︃
.

Розкладемо log 𝑇−1(𝑘, 0) в ряд за степенями −2i𝑘:

log 𝑇−1(𝑘, 0) =
∞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗
(−2i𝑘)𝑗

.

Покладемо в рiвностi (4.15) 𝑥 = 0, тодi

∞∑︁
𝑗=1

(︃∫︁ 0

−∞

𝑄𝑗(𝜉, 𝑡)

(−2i𝑘)𝑗
𝑑𝜉 +

∫︁ +∞

0

𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝜉, 𝑡)

(−2i𝑘)𝑗
𝑑𝜉+
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+

∫︁ 𝑡

0

2𝑣(0, 𝜏)𝜎
[𝑣]
𝑗 (0, 𝜏)− 𝜎

[𝑣]
𝑗+2(0, 𝜏)

(−2i𝑘)𝑗
𝑑𝜏

)︃
=

∞∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗
(−2i𝑘)𝑗

.

Порiвняємо лiву i праву частину цiєї рiвностi при однакових степенях (−2i𝑘)−1

i отримаємо

𝐼𝑗 =

∫︁ 0

−∞
𝑄𝑗(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +

∫︁ +∞

0

𝜎
[𝑞]
𝑗 (𝜉, 𝑡)𝑑𝜉+

+

∫︁ 𝑡

0

(2𝑣(0, 𝜏)𝜎
[𝑣]
𝑗 (0, 𝜏)− 𝜎

[𝑣]
𝑗+2(0, 𝜏))𝑑𝜏, 𝑗 = 1, 2, ...

(4.16)

Оскiльки 𝑇 (𝑘, 0) не залежить вiд часу, то коефiцiєнти 𝐼𝑗 також не залежать вiд

часу (𝑑𝐼𝑗𝑑𝑡 = 0), тобто 𝐼𝑗 – це iнтеграли руху. З iншого боку, формули (4.16) мiстять

параметр часу в явному виглядi. З урахуванням рекурентних спiввiдношень (4.5)

i (4.12), можна переконатися, що при парних 𝑗 сума перших двох доданкiв у пра-

вiй частинi (4.16) обертається в нуль, а третiй доданок є полiномом вiд функцiй

𝑣(0, 0), 𝑣𝑥(0, 0), .... Запишемо першi шiсть iнтегралiв руху 𝐼𝑗, 𝑗 = 1, ..., 6 у явному

виглядi:

𝐼1 =

∫︁ 0

−∞
(𝑞(𝜉, 𝑡)− 𝑣(𝜉, 𝑡)) 𝑑𝜉 +

∫︁ +∞

0

𝑞(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑡

0

(︀
3𝑣2(0, 𝜏)− 𝑣𝜉𝜉(0, 𝜏)

)︀
𝑑𝜏,

𝐼2 =𝑣(0, 0),

𝐼3 =

∫︁ 0

−∞

(︀
−𝑞2(𝜉, 𝑡) + 𝑣2(𝜉, 𝑡) + 𝑞𝜉𝜉(𝜉, 𝑡)− 𝑣𝜉𝜉(𝜉, 𝑡)

)︀
𝑑𝜉

+

∫︁ +∞

0

(︀
−𝑞2(𝜉, 𝑡) + 𝑞𝜉𝜉(𝜉, 𝑡)

)︀
𝑑𝜉

+

∫︁ 𝑡

0

(︂
− 4𝑣3(0, 𝜏) + 8𝑣(0, 𝜏)𝑣𝜉𝜉(0, 𝜏) + 5𝑣2𝜉(0, 𝜏)− 𝑣(4)(0, 𝜏)

)︂
𝑑𝜏,

𝐼4 =− 2𝑣2(0, 0) + 𝑣𝑥𝑥(0, 0),

𝐼5 =

∫︁ 0

−∞

(︂
2𝑞3(𝜉, 𝑡)− 2𝑣3(𝜉, 𝑡) + 𝑞2𝜉(𝜉, 𝑡)− 𝑣2𝜉(𝜉, 𝑡) + 𝑞(4)(𝜉, 𝑡)− 𝑣(4)(𝜉, 𝑡)

)︂
𝑑𝜉

+

∫︁ +∞

0

(︁
2𝑞3(𝜉, 𝑡) + 𝑞2𝜉(𝜉, 𝑡) + 𝑞(4)(𝜉, 𝑡)

)︁
𝑑𝜉

+

∫︁ 𝑡

0

(︂
9𝑣4(0, 𝜏)− 42𝑣2(0, 𝜏)𝑣𝜉𝜉(0, 𝜏)− 60𝑣(0, 𝜏)𝑣2𝜉(0, 𝜏) + 12𝑣(0, 𝜏)𝑣(4)(0, 𝜏)



106

+ 28𝑣𝜉(0, 𝜏)𝑣
(3)(0, 𝜏) + 19𝑣2𝜉𝜉(0, 𝜏)− 𝑣(6)(0, 𝜏)

)︂
𝑑𝜏,

𝐼6 =
16

3
𝑣3(0, 0)− 8𝑣(0, 0)𝑣𝑥𝑥(0, 0)− 5𝑣2𝑥(0, 0) + 𝑣(4)(0, 0).

4.3. Регуляризованi iнтеграли руху у випадку сталого

лiвого фону

Розглянемо окремий випадок скiнченнозонного фону, що є сталим, тобто

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑐2. Тодi 𝑞(𝑥, 𝑡) → 𝑐2 при 𝑥 → −∞, i, крiм того, явна залежнiсть непар-

них iнтегралiв руху 𝐼𝑗 вiд часу з урахуванням формул (4.5) та (4.16) є лiнiйною.

Першi шiсть iнтегралiв мають вигляд

𝐼1 =

∫︁ 0

−∞
(𝑞(𝜉, 𝑡)− 𝑐2)𝑑𝜉 +

∫︁ +∞

0

𝑞(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 + 3𝑐4𝑡,

𝐼2 = 𝑐2,

𝐼3 =

∫︁ 0

−∞
(−𝑞2(𝜉, 𝑡) + 𝑐4)𝑑𝜉 +

∫︁ +∞

0

(−𝑞2(𝜉, 𝑡))𝑑𝜉 − 4𝑐6𝑡,

𝐼4 = −2𝑐4,

𝐼5 =

∫︁ 0

−∞

(︀
2𝑞3(𝜉, 𝑡) + 𝑞2𝜉(𝜉, 𝑡)− 2𝑐6

)︀
𝑑𝜉

+

∫︁ ∞

0

(︀
2𝑞3(𝜉, 𝑡) + 𝑞2𝜉(𝜉, 𝑡)

)︀
𝑑𝜉 + 9𝑐8𝑡,

𝐼6 =
16

3
𝑐6.

Тодi можна побудувати послiдовнiсть iнтегралiв, якi не мають явної залежностi

вiд часу. Першi два з них мають вигляд:

𝐼2 = 𝐼3+
4

3
𝑐2 · 𝐼1 =

∫︁ 0

−∞

(︂
−𝑞2(𝜉, 𝑡) + 4

3
𝑐2𝑞(𝜉, 𝑡)− 1

3
𝑐4
)︂
𝑑𝜉

+

∫︁ +∞

0

(︂
−𝑞2(𝜉, 𝑡) + 4

3
𝑐2𝑞(𝜉, 𝑡)

)︂
𝑑𝜉,

𝐼3 = 𝐼5−3𝑐4 · 𝐼1 =
∫︁ 0

−∞

(︁
2𝑞3(𝜉, 𝑡)− 3𝑐4𝑞(𝜉, 𝑡) + 𝑞2𝜉(𝜉, 𝑡) + 𝑐6

)︁
𝑑𝜉

+

∫︁ +∞

0

(︁
2𝑞3(𝜉, 𝑡)− 3𝑐4𝑞(𝜉, 𝑡) + 𝑞2𝜉(𝜉, 𝑡)

)︁
𝑑𝜉.
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4.4. Рiвняння КдФ з початковими умовами типу сходинки

як гамiльтонова динамiчна система

Нехай 𝑀 – нескiнченновимiрний фазовий многовид

𝑀 = {𝑞(𝑥) ∈ 𝐶∞(−∞,∞) : 𝑞(𝑥) → 𝑐2, 𝑥→ −∞;

𝑞(𝑥) → 0, 𝑥→ +∞;
𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑞(𝑥) → 0, 𝑥→ ±∞, 𝑘 ≥ 1}.

Введемо дотичний простiр (дотичне розшарування):

𝑇𝑀 := {𝑓(𝑥) : 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶∞
0 (−∞,∞)}.

Вектори цього простору позначимо через 𝛿𝑞(𝑥) (варiацiя). Розглянемо бiлiнiйну

кососиметричну симплектичну форму на многовидi 𝑀 :

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =
1

2

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

−∞
𝑑𝑦 (𝛿1𝑞(𝑥)𝛿2𝑞(𝑦)− 𝛿1𝑞(𝑦)𝛿2𝑞(𝑥)) , (4.17)

де 𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞 ∈ 𝑇𝑀 . Покажемо, що ця форма може бути записана у виглядi

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =

∫︁ +∞

−∞
𝛿1𝑞(𝑥)

(︂
1

2

(︂∫︁ 𝑥

−∞
𝛿2𝑞(𝑦)𝑑𝑦 −

∫︁ +∞

𝑥

𝛿2𝑞(𝑦)𝑑𝑦

)︂)︂
𝑑𝑥.

Дiйсно, iнтеграл в правiй частинi рiвностi (4.17) можна перетворити як

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =
1

2

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥

(︂
𝛿1𝑞(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
𝛿2𝑞(𝑦)𝑑𝑦 − 𝛿2𝑞(𝑥)

∫︁ 𝑥

−∞
𝛿1𝑞(𝑦)𝑑𝑦

)︂
. (4.18)

Крiм того, можна змiнити порядок iнтегрування:

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =
1

2

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑦

∫︁ +∞

𝑦

𝑑𝑥 (𝛿1𝑞(𝑥)𝛿2𝑞(𝑦)− 𝛿1𝑞(𝑦)𝛿2𝑞(𝑥))

=
1

2

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑦

(︂
𝛿2𝑞(𝑦)

∫︁ +∞

𝑦

𝛿1𝑞(𝑥)𝑑𝑥− 𝛿1𝑞(𝑦)

∫︁ +∞

𝑦

𝛿2𝑞(𝑥)𝑑𝑥

)︂
.

(4.19)

Помiняємо в рiвностi (4.19) змiннi 𝑥 i 𝑦 мiсцями, тодi отримаємо

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =
1

2

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥

(︂
𝛿2𝑞(𝑥)

∫︁ +∞

𝑥

𝛿1𝑞(𝑦)𝑑𝑦 − 𝛿1𝑞(𝑥)

∫︁ +∞

𝑥

𝛿2𝑞(𝑦)𝑑𝑦

)︂
.

(4.20)
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Додамо формули (4.18), (4.20) i перегрупуємо доданки:

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =
1

4

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝛿1𝑞(𝑥)

(︂∫︁ 𝑥

−∞
𝛿2𝑞(𝑦)𝑑𝑦 −

∫︁ +∞

𝑥

𝛿2𝑞(𝑦)𝑑𝑦

)︂
−1

4

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝛿2𝑞(𝑦)

(︂∫︁ 𝑥

−∞
𝛿1𝑞(𝑦)𝑑𝑦 −

∫︁ +∞

𝑥

𝛿1𝑞(𝑦)𝑑𝑦

)︂
.

(4.21)

Визначимо оператор 𝐽 : 𝑇𝑀 → 𝑇 *𝑀 , який дiє наступним чином

𝐽𝑓 =
1

2

(︂∫︁ 𝑥

−∞
𝛿2𝑓(𝑦)𝑑𝑦 −

∫︁ +∞

𝑥

𝛿2𝑓(𝑦)𝑑𝑦

)︂
∈𝑀0 ⊂ 𝑇 *𝑀, (4.22)

де 𝑇 *𝑀 – це кодотичне розшарування над 𝑀 (простiр функцiоналiв над доти-

чним розшаруванням), i

𝑀0 = {ℎ(𝑥) ∈ 𝐶∞(−∞,∞) :ℎ(𝑥) → ±𝐶(ℎ) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥→ ±∞;

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑘
ℎ(𝑥) → 0, 𝑥→ ±∞, 𝑘 ≥ 1} ⊂𝑀.

Тодi в силу (4.21), отримуємо

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =
1

2
(< 𝛿1𝑞, 𝐽𝛿2𝑞 > − < 𝛿2𝑞, 𝐽𝛿1𝑞 >) , (4.23)

де < ·, · > позначено операцiю подвiйностi елементiв 𝑢 ∈ 𝑇𝑀, 𝑣 ∈ 𝑇 *𝑀 :

< 𝑢, 𝑣 >=< 𝑣, 𝑢 >∈ R.

З урахуванням (4.22) отримуємо, що оператор 𝐽 є кососиметричним

< 𝐽𝜑, 𝜓 >= − < 𝜑, 𝐽𝜓 >, ∀𝜑, 𝜓 ∈ 𝑇𝑀,

Тому з (4.23) випливає, що

Ω(𝛿1𝑞, 𝛿2𝑞) =< 𝛿1𝑞, 𝐽𝛿2𝑞 > .

Визначимо iмплектичний оператор ( [36]):

𝐼 = 𝐽−1 =
𝑑

𝑑𝑥
:𝑀0 → 𝑇𝑀.

Нехай 𝐻 – функцiя на многовидi 𝑀 (гамiльтонiан). Вона породжує на 𝑀 не-

скiнченновимiрну динамiчну систему 𝑞 = 𝐼𝑑𝐻 , де 𝑑𝐻 – 1-форма на 𝑀 , 𝐼 –

iмплектичний оператор. Якщо гамiльтонiан 𝐻 має вигляд

𝐻 =

∫︁ 0

−∞
Φ1(𝑐, 𝑞, 𝑞𝑥, ...)𝑑𝑥+

∫︁ +∞

0

Φ2(𝑞, 𝑞𝑥, ...)𝑑𝑥,
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(Φ1,2 – полiномiальнi функцiї), i 𝛿
𝛿𝑞𝐻 ∈ 𝑀0, то динамiчна система на нескiн-

ченновимiрному многовидi 𝑀 може бути записана у формi 𝑞 = 𝐽−1 𝛿𝐻
𝛿𝑞 , тобто

𝑞 =
𝑑

𝑑𝑥

𝛿𝐻

𝛿𝑞
, 𝑞 ∈𝑀. (4.24)

Перевiримо, що рiвняння КдФ може бути зображено в гамiльтоновiй формi

(4.24), де 𝐻 = 1
2𝐼3. Дiйсно,

2𝛿𝐻 =𝛿𝐼3 = 𝐼3[𝑞 + 𝛿𝑞]− 𝐼3[𝑞]

=

∫︁ 0

−∞

(︁
2(𝑞(𝜉) + 𝛿𝑞(𝜉))3 − 3𝑐4(𝑞(𝜉) + 𝛿𝑞(𝜉)) + (𝑞(𝜉) + 𝛿𝑞(𝜉))2𝜉 + 𝑐6

)︁
𝑑𝜉

+

∫︁ +∞

0

(︁
2(𝑞(𝜉) + 𝛿𝑞(𝜉))3 − 3𝑐4(𝑞(𝜉) + 𝛿𝑞(𝜉)) + (𝑞(𝜉) + 𝛿𝑞(𝜉))2𝜉

)︁
𝑑𝜉

−
∫︁ 0

−∞

(︁
2𝑞(𝜉)3 − 3𝑐4𝑞(𝜉) + 𝑞2𝜉(𝜉) + 𝑐6

)︁
𝑑𝜉

−
∫︁ +∞

0

(︁
2𝑞(𝜉)3 − 3𝑐4𝑞(𝜉) + 𝑞2𝜉(𝜉)

)︁
𝑑𝜉

=

∫︁ +∞

−∞

(︁
6𝑞2(𝜉)− 2𝑞𝜉𝜉(𝜉)− 3𝑐4

)︁
𝛿𝑞(𝜉)𝑑𝜉.

Звiдси отримуємо, що

𝛿𝐻

𝛿𝑞
= 3𝑞2(𝑥)− 𝑞𝑥𝑥(𝑥)−

3

2
𝑐4, (4.25)

причому 𝛿𝐻
𝛿𝑞 → ∓3𝑐4

2 при 𝑥 → ±∞, тобто 𝛿𝐻
𝛿𝑞 ∈ 𝑀0. Продиференцiюємо (4.25) за

змiнною 𝑥 i остаточно отримаємо рiвняння КдФ (1.1).

4.5. Зображення регуляризованих iнтегралiв руху через

правi данi розсiювання

Метою цього пiдроздiлу є зображення iнтегралiв руху через данi розсiюван-

ня задачi Кошi для рiвняння (1.1) з початковими умовами (1.18) шварцевського

типу. Розглянемо правий коефiцiєнт проходження 𝑇 (𝑘, 𝑡), що є мероморфною
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функцiєю в C+ з полюсами в точках i𝜅𝑙, 𝑙 = 1, 𝑁 . Визначимо функцiю:

𝐴(𝑘, 𝑡) =
i

𝑘1
log
[︁ 𝑁∏︁
𝑙=1

𝑘 − i𝜅𝑙
𝑘 + i𝜅𝑙

𝑇 (𝑘, 𝑡)

√︂
𝑘1
𝑘

]︁
,

яка є аналiтичною при Im 𝑘 > 0 i не має нулiв в C+. При Im 𝑘 > 0 за теоремою

Кошi

𝐴(𝑘, 𝑡) =
1

𝜋

∫︁ +∞

−∞

Im𝐴(𝑠, 𝑡)

𝑠− 𝑘
𝑑𝑠, (4.26)

де з урахуванням формул ( [47]):

1− |𝑅(𝑘, 𝑡)|2 = 𝑘1
𝑘
|𝑇 (𝑘, 𝑡)|2, |𝑘| > 𝑐,

arg 𝑇 (𝑘, 𝑡) =
1

2
arg𝑅(𝑘, 𝑡), |𝑘| < 𝑐,

пiдiнтегральна функцiя Im𝐴(𝑘, 𝑡) зображується у виглядi

Im𝐴(𝑘, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2 +
√
𝑘2−𝑐2 log(1− |𝑅(𝑘, 𝑡)|2), 𝑘 ∈ R∖[−𝑐; 𝑐],
1

+
√
𝑐2−𝑘2𝐵(𝑘, 𝑡), 𝑘 ∈ [−𝑐; 𝑐].

(4.27)

В останнiй рiвностi символом +
√ позначено арифметичний квадратний корiнь,

а функцiя 𝐵(𝑘, 𝑡) має вигляд

𝐵(𝑘, 𝑡) =
1

2
arg𝑅(𝑘, 𝑡) +

1

2
arg

√
𝑘2 − 𝑐2

𝑘
+

𝑁∑︁
𝑙=1

arg
𝑘 − i𝜅𝑙
𝑘 + i𝜅𝑙

. (4.28)

При Im 𝑘 = 0 визначимо функцiю 𝐴(𝑘, 𝑡) як границю

𝐴(𝑘, 𝑡)
⃒⃒
Im 𝑘=0

= lim
Im 𝑘→+0

𝐴(𝑘, 𝑡)
⃒⃒
Im 𝑘>0

.

Тодi

𝑇 (𝑘, 𝑡) =

√︂
𝑘

𝑘1

𝑁∏︁
𝑙=1

𝑘 + i𝜅𝑙
𝑘 − i𝜅𝑙

exp
{︁
− i𝑘1𝐴(𝑘, 𝑡)

}︁
. (4.29)

Пiдставимо (4.26) в (4.29) i використаємо (4.27), тодi отримаємо наступне iнте-

гральне зображення

log 𝑇−1(𝑘, 𝑡) = −
i
√︁
1− 𝑐2

𝑘2

2𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log(1− |𝑅(𝑠, 𝑡)|2)√
𝑠2 − 𝑐2

𝑑𝑠

1− 𝑠
𝑘
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−
i
√︁

1− 𝑐2

𝑘2

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝐵(𝑠, 𝑡)

1√
𝑐2 − 𝑠2

𝑑𝑠

1− 𝑠
𝑘

+
𝑁∑︁
𝑙=1

(︂
log

(︂
1− i𝜅𝑙

𝑘

)︂
− log

(︂
1 +

i𝜅𝑙
𝑘

)︂)︂
+ log

√︂
𝑘1
𝑘
.

Розглянемо розвинення функцiї log 𝑇−1(𝑘, 𝑡) в ряд за степенями 𝑘−𝑛:

log 𝑇−1(𝑘, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐼𝑛(𝑡)

(−2i𝑘)𝑛
.

Для того щоб знайти коефiцiєнти 𝐼𝑛(𝑡), використаємо розвинення Тейлора для

функцiй
√︁
1− 𝑐2

𝑘2 · 1
1− 𝑠

𝑘
та log(1 ± i𝜅𝑙

𝑘 ) за степенями (−2i𝑘)−𝑛. Приймаючи до

уваги, що функцiя Im𝐴(𝑘) є непарною при 𝑘 ∈ [−𝑐; 𝑐], ми отримаємо наступну

теорему:

Теорема 4.2. Нехай 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком задачi Кошi (1.1), (4.7), де

𝑣(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑐2. Тодi коефiцiєнти 𝐼2𝑗−1(𝑡), 𝑗 = 1, 2, ... мають зображення в термi-

нах правих даних розсiювання (1.22):

𝐼2𝑗−1(𝑡) =
1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log
(︁
1− |𝑅(𝑠, 𝑡)|2

)︁(−1)𝑗−1 · 22𝑗−2 · 𝑑2𝑗−1(𝑠)√
𝑠2 − 𝑐2

𝑑𝑠

+
1

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝐵(𝑠, 𝑡)

(−1)𝑗−1 · 22𝑗−1 · 𝑑2𝑗−1(𝑠)√
𝑐2 − 𝑠2

𝑑𝑠− 22𝑗

2𝑗 − 1

𝑁∑︁
𝑙=1

𝜅2𝑗−1
𝑙 ,

𝐼2𝑗(𝑡) =
(−1)𝑗−1 · (2𝑐)2𝑗

4𝑗
,

де коефiцiєнти 𝑑2𝑗−1(𝑠) можна знайти iз спiввiдношень:

𝑑2𝑗−1(𝑠) = 𝑠 · 𝑏𝑗 + ...+ 𝑠2𝑗−1 · 𝑏1, 𝑏𝑝 =
(2𝑝− 2)!𝑐2(𝑝−1)

(3− 2𝑝)(𝑝− 1)!24𝑝−1
, 𝑝 = 1, 𝑗.

Зауваження 4.3. Першi три коефiцiєнти 𝑑2𝑗−1(𝑘) мають вигляд:

1

𝑘1
: 𝑑1(𝑠) = 𝑠,

1

𝑘3
: 𝑑3(𝑠) = 𝑠3 − 𝑐2

2
𝑠,

1

𝑘5
: 𝑑5(𝑠) = 𝑠5 − 𝑐2

2
𝑠3 − 𝑐4

8
𝑠.



112

Як можна бачити, першi два регуляризованi iнтеграли руху зображуються через

данi розсiювання наступним чином:

𝐼2 = 𝐼3(𝑡) +
4

3
𝑐2 · 𝐼1(𝑡) =

1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log
(︁
1− |𝑅(𝑠, 𝑡)|2

)︁−4𝑠3 + 10
3 𝑐

2𝑠√
𝑠2 − 𝑐2

𝑑𝑠

+
1

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝐵(𝑠, 𝑡)

−8𝑠3 + 20
3 𝑐

2𝑠√
𝑐2 − 𝑠2

𝑑𝑠+
𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
− 16

3
𝜅3𝑙 +

16

3
𝑐2𝜅𝑙

)︁
,

𝐼3 = 𝐼5(𝑡)− 3𝑐4 · 𝐼1(𝑡) =
1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log
(︁
1− |𝑅(𝑠, 𝑡)|2

)︁16𝑠5 − 8𝑐2𝑠3 − 5𝑐4𝑠√
𝑠2 − 𝑐2

𝑑𝑠

+
1

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
𝐵(𝑠, 𝑡)

32𝑠5 − 16𝑐2𝑠3 − 10𝑐4𝑠√
𝑐2 − 𝑠2

𝑑𝑠+
𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
− 64

5
𝜅5𝑙 + 9𝑐4𝜅𝑙

)︁
,

де функцiя 𝐵(𝑘, 𝑡) визначається за формулою (4.28). Таким чином, регуляризо-

ванi iнтеграли руху зображено через правi данi розсiювання (1.22). При 𝑐 = 0,

цей результат спiвпадає з результатами роботи [12].

4.6. Зображення регуляризованих iнтегралiв руху через лiвi

данi розсiювання

Метою даного пiдроздiлу є зображення iнтегралiв руху через лiвi данi розсi-

ювання задачi Кошi для рiвняння (1.1) з початковими умовами (1.18) шварцев-

ського типу. Розглянемо лiвий коефiцiєнт проходження 𝑇1(𝑘, 𝑡), що є меромор-

фною функцiєю в C+ з полюсами в точках i𝜅𝑙, 𝑙 = 1, 𝑁 . Визначимо функцiю:

𝐴1(𝑘, 𝑡) = i log
[︁ 𝑁∏︁
𝑙=1

𝑘 − i𝜅𝑙
𝑘 + i𝜅𝑙

𝑇1(𝑘, 𝑡)

√︂
𝑘

𝑘1

]︁
.

яка є аналiтичною при Im 𝑘 > 0 i не має нулiв в C+. При Im 𝑘 > 0 за теоремою

Кошi є справедливим iнтегральне зображення через уявну частину

𝐴1(𝑘, 𝑡) =
1

𝜋

∫︁ +∞

−∞

Im𝐴1(𝑠, 𝑡)

𝑠− 𝑘
𝑑𝑠, (4.30)

де з урахуванням зв’язку коефiцiєнтiв проходження 𝑇1(𝑘, 𝑡) i вiдбиття 𝑅1(𝑘, 𝑡)

( [47]):

1− |𝑅1(𝑘, 𝑡)|2 =
𝑘

𝑘1
|𝑇1(𝑘, 𝑡)|2, |𝑘| > 𝑐,
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пiдiнтегральна функцiя Im𝐴1(𝑘, 𝑡) зображується у виглядi

Im𝐴1(𝑘, 𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2 log(1− |𝑅1(𝑘, 𝑡)|2), 𝑘 ∈ R∖[−𝑐; 𝑐],

log
⃒⃒⃒
𝑇1(𝑘, 𝑡)

√︁
𝑘
𝑘1

⃒⃒⃒
, 𝑘 ∈ [−𝑐; 𝑐].

(4.31)

При Im 𝑘 = 0 визначимо функцiю 𝐴1(𝑘, 𝑡) як границю

𝐴1(𝑘, 𝑡)
⃒⃒
Im 𝑘=0

= lim
Im 𝑘→+0

𝐴1(𝑘, 𝑡)
⃒⃒
Im 𝑘>0

.

Тодi

𝑇1(𝑘, 𝑡) =

√︂
𝑘1
𝑘

𝑁∏︁
𝑙=1

𝑘 + i𝜅𝑙
𝑘 − i𝜅𝑙

exp
{︁
− i𝐴1(𝑘, 𝑡)

}︁
. (4.32)

Пiдставимо (4.30) в (4.32) i використаємо (4.31), тодi отримаємо iнтегральне

зображення

log 𝑇−1
1 (𝑘, 𝑡) = − i

2𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log(1− |𝑅1(𝑠, 𝑡)|2)
𝑠− 𝑘

𝑑𝑠

− i

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
log
⃒⃒⃒
𝑇1(𝑠, 𝑡)

√︂
𝑠√

𝑠2 − 𝑐2

⃒⃒⃒ 𝑑𝑠

𝑠− 𝑘
−

𝑁∑︁
𝑙=1

log
𝑘 + i𝜅𝑙
𝑘 − i𝜅𝑙

− log

√︂
𝑘1
𝑘
.

Розглянемо розвинення функцiї log 𝑇−1
1 (𝑘, 𝑡) в ряд за степенями 𝑘−𝑛:

log 𝑇−1
1 (𝑘, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐼1,𝑛(𝑡)

(−2i𝑘)𝑛
.

Для того щоб знайти коефiцiєнти 𝐼1,𝑛(𝑡), використаємо розвинення Тейлора для

1
1− 𝑠

𝑘
i для log(1± i𝜅𝑙

𝑘 ) за степенями (−2i𝑘)−𝑛 та врахуємо, що функцiя Im𝐴1(𝑘) є

парною. Тодi отримаємо при 𝑗 = 1, 2, ...:

𝐼1,2𝑗−1(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log
(︁
1− |𝑅1(𝑠, 𝑡)|2

)︁
22𝑗−1(−1)𝑗−1𝑠2𝑗−2𝑑𝑠

+
i

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
log
⃒⃒⃒
𝑇1(𝑠, 𝑡)

√︂
𝑠√

𝑠2 − 𝑐2

⃒⃒⃒
22𝑗−1(−1)𝑗−1𝑠2𝑗−2𝑑𝑠− 22𝑗

2𝑗 − 1

𝑁∑︁
𝑙=1

𝜅2𝑗−1
𝑙 ,

𝐼1,2𝑗 =
(−1)𝑗−1 · (2𝑐)2𝑗

4𝑗
.
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Врахуємо еволюцiю коефiцiєнта проходження (1.24), тодi отримаємо зображення

регуляризованих iнтегралiв руху для сталого фону через лiвi данi розсiювання.

Першi два з них мають вигляд:

𝐼1,2 = 𝐼1,3(𝑡) +
4

3
𝑐2 · 𝐼1,1(𝑡) =

1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log
(︁
1− |𝑅1(𝑠, 𝑡)|2

)︁(︂
4𝑠2 − 4

3
𝑐2
)︂
𝑑𝑠

+
1

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
log
⃒⃒⃒
𝑇1(𝑠, 𝑡)

√︂
𝑠√

𝑠2 − 𝑐2

⃒⃒⃒ (︂
8𝑠2 +

8

3
𝑐2
)︂
𝑑𝑠+

𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
− 16

3
𝜅3𝑙 +

16

3
𝑐2𝜅𝑙

)︁
,

𝐼1,3 = 𝐼1,5(𝑡)− 3𝑐4 · 𝐼1,1(𝑡) =
1

𝜋

∫︁
R∖[−𝑐;𝑐]

log
(︁
1− |𝑅1(𝑠, 𝑡)|2

)︁
(16𝑠4 − 8𝑐2𝑠2 − 5𝑐4)𝑑𝑠

+
1

𝜋

∫︁ 𝑐

−𝑐
log
⃒⃒⃒
𝑇1(𝑠, 𝑡)

√︂
𝑠√

𝑠2 − 𝑐2

⃒⃒⃒
(32𝑠4 − 16𝑐2𝑠2 − 10𝑐4)𝑑𝑠+

𝑁∑︁
𝑙=1

(︁
− 64

5
𝜅5𝑙 + 9𝑐4𝜅𝑙

)︁
.

Таким чином, регуляризованi iнтеграли руху зображено через лiвi данi розсiю-

вання (1.23).

Висновки до роздiлу 4

У роздiлi 4 розглянуто рiвняння КдФ, як нескiнченновимiрну гамiльтонову

цiлком iнтегровну систему.

∙ Отримано регуляризованi iнтеграли руху для рiвняння КдФ з неспадними

початковими умовами, якi є асимптотично скiнченнозонними на лiвiй пiвосi

i швидко спадними на правiй пiвосi. Щiльнiсть цих iнтегралiв залежить

явно вiд часу.

∙ У випадку початкових умов типу сходинки, якi вiдповiдають хвилi розрi-

дження (лiва асимптотика є сталою), отримано iнтеграли руху, що не зале-

жать явно вiд часу.

∙ Отримано зображення цих iнтегралiв через данi розсiювання рiвняння

Шрьодiнгера з потенцiалом типу сходинки.

Основнi результати роздiлу опублiкованi в роботах [1, 3].
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Висновки

Дисертацiйну роботу присвячено асимптотичному аналiзу розв’язкiв рiвня-

ння КдФ типу сходинки, що вiдповiдають хвилi розрiдження, а також побудовi

регуляризованих iнтегралiв руху для цих розв’язкiв, якi необхiднi для опису рiв-

няння КдФ як нескiнченновимiрної гамiльтонової динамiчної системи. Основнi

результати можна сформулювати таким чином:

∙ Дослiджено i обґрунтовано асимптотичну поведiнку хвилi розрiдження для

рiвняння КдФ нелiнiйним методом найшвидшого спуску, який є модифiка-

цiєю методу оберненої задачi розсiювання. Отримано i обґрунтовано пер-

ший та другий члени асимптотичного розвинення цього розв’язку при ве-

ликих значеннях часу у головних регiонах просторово–часової пiвплощини.

∙ Доведено, що в областi 𝑥 > 𝜖𝑡, де 𝜖 > 0 є довiльною малою величиною, хви-

ля розрiдження асимптотично являє собою суму солiтонiв i експоненцiйно

малого за змiнною 𝑡 залишкового члена.

∙ Доведено, що в середнiй областi (−6𝑐2+𝜖)𝑡 < 𝑥 < −𝜖𝑡 головний член асим-

птотичного розвинення є точним розв’язком 𝑞(𝑥, 𝑡) = − 𝑥
6𝑡 рiвняння КдФ.

Також обчислено другий член асимптотичного розвинення i проаналiзовано

вплив резонансу на цей член. Обчислено порядок залишкового члену цього

асимптотичного розвинення.

∙ Доведено, що в областi 𝑥 < (−6𝑐2 − 𝜖)𝑡 розв’язок є асимптотично близь-

ким до лiвої фонової константи 𝑐2. Виведено строгу формулу для другого

члена асимптотичного розвинення в цiй областi i показано, що резонанс не

впливає на цей член.
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∙ Побудовано послiдовнiсть регуляризованих iнтегралiв руху для нескiнчен-

но гладкого асимптотично скiнченнозонного розв’язку рiвняння КдФ типу

сходинки. Знайдено зображення цих iнтегралiв через данi розсiювання по-

чаткових умов, що є асимптотично близькими до рiзних сталих на кожнiй з

пiвосей.
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