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У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваних задач, наведено зв’язок
роботи з науковими програмами, планами i темами. Сформульовано мету, за-
дачi та методи дослiдження. Визначено наукову новизну i значення отрима-
них результатiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий внесок здобувача
та апробацiю результатiв дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду та аналiзу лiтератури. Пiдроздi-
ли 1.2 та 1.3 мiстять ключовi результати по двом ансамблям, що розгляда-
ються у роботi, а саме: ансамбль матриць автоковарiацiй та матриць коварi-
ацiй, компоненти яких представленi тензорними добутками.

Матриця автоковарiацiй мiж минулим та майбутнiм деякого часового ря-
ду грає важливу роль у проблемах статистичного висновування, якi пов’язанi
з багатовимiрними часовими рядами, що мають рацiональний спектр. Тим
не менш, iснуючи методи, що дозволяють отримати необхiдну iнформацiю
з матрицi автоковарiацiй, можуть бути використанi лише у випадку, коли
кiлькiсть спостережень набагато бiльша за їх розмiрнiсть. Проте, сучаснi тен-
денцiї великих даних приводять до випадкiв, коли розмiрнiсть спостережень
пропорцiйна кiлькостi спостережень. Таким чином, доречно дослiдити пове-
дiнку емпiричної матрицi автоковарiацiй у випадку, коли обидва параметри,
кiлькiсть спостережень та їх розмiрнiсть, прямують до +∞ так, що їх вiдно-
шення прямує до ненульової константи.

Другий роздiл присвячений дослiдженню асимптотичної поведiнки роз-
подiлу власних значень матриць автоковарiацiй. Ми розглядаємо послiдов-
нiсть натуральних чисел (M(N))N≥1 та додатно визначних M(N) ×M(N)

ермiтових матриць (RN)N≥1. Для кожного N ми визначимо послiдовнiсть не-
залежних однаково розподiлених Гауссових векторiв (yn)n≥1 (що залежать та-
кож вiд N) з нульовим математичним сподiванням та розмiрнiстюM(N) i та-
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ких, що yn = R
1/2
N ξn, де компонентиM–вимiрного вектора ξn є комплексними

незалежними однаково розподiленими стандартними Гауссовими величинами
(тобто їх дiйснi та уявнi частини незалежнi та мають розподiл N (0, 1/2)). Да-
лi, фiксуємо натуральне число L i розглядаємо двi блоковi матрицi Ханкеля
Wp,N та Wf,N розмiрнiстю ML×N

Wp,N =
1√
N
Yp,N =

1√
N



y1 y2 . . . yN−1 yN

y2 y3 . . . yN yN+1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
yL yL+1 . . . yN+L−2 yN+L−1


та

Wf,N =
1√
N
Yf,N =

1√
N



yL+1 yL+2 . . . yN−1+L yN+L

yL+2 yL+3 . . . yN+L yN+L+1
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
y2L y2L+1 . . . yN+2L−2 yN+2L−1


.

Вивчається поведiнка нормованої рахуючої мiри ν̂N матрицi
Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N розмiрнiстю ML×ML при асимптотичному режимi, ко-

ли M та N прямують до +∞ таким чином, що

cN =
ML

N
→ c∗, c∗ > 0.

Пiдроздiл 2.1: оцiнки дисперсiї нормованого слiду та квадратичної фор-
ми резольвенти QN(z) = (Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N − z)−1. Для їх доведення вико-

ристовується нерiвнiсть Пуанкаре-Неша.
Пiдроздiл 2.2: декiлька корисних результатiв, що стосуються перетво-

рень Стiлтьєса спецiального вигляду.
Пiдроздiл 2.3: за допомогою формул iнтегрування частинами доведено,

що математичне сподiвання резольвенти QN(z) є

E{QN(z)} = IL ⊗ SN(z) + ∆N(z),
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де E{·} – операцiя математичного сподiвання та

SN(z) = −
(
zIM +

cNzαN(z)

1− c2
NαN(z)2

RN

)−1

,

αN(z) =
1

ML
TrE(QN(z))(IL ⊗RN)

i ∆N(z) – малий доданок(помилка).
Пiдроздiл 2.4: оцiнка доданку ∆N(z), а саме, що (ML)−1|Tr∆N(z)| ≤

κN−2P1(z)P2((Imz)−1), для деяких хороших полiномiв P1, P2, тобто степенi i
коефiцiєнти яких є незалежними вiд N .

Пiдроздiл 2.5: доведено, що для усiх z ∈ C+,

1

M
Tr ((SN(z)− TN(z))FN)→ 0,

де (FN)N≥1 – будь-яка послiдовнiсть невипадкових матриць, для яких
supN ‖FN‖ < +∞, i матриця TN(z) є

TN(z) = −
(
zIM +

zcN tN(z)

1− zc2
N t

2
N(z)

RN

)−1

,

де tN(z) – єдиний розв’язок рiвняння

tN(z) =
1

M
TrRN

(
−zIM −

zcN tN(z)

1− zc2
N t

2
N(z)

RN

)−1

, (0.1)

для якого tN(z) та ztN(z) належать до C+, якщо z ∈ C+. Показано, що
tN(z) та TN(z) є перетвореннями Стiлтьєса скалярної мiри µN та додатної
M ×M -вимiрної матрично-значної мiри νTN , вiдповiдно. Також виявляється,
що νN = (M)−1Tr(νTN) є ймовiрнiсною мiрою, для якої ν̂N − νN → 0 слабко,
майже напевно. Тобто, νN є так званою невипадковою еквiвалентою мiри ν̂N .

Пiдроздiл 2.6: показано, що використання методiв вiльної ймовiрностi є
альтернативним пiдходом до вивчення асимптотичної поведiнки мiри ν̂N . При
цьому головною проблемою є довести, що матрицi W ∗

f,NWf,N та W ∗
p,NWp,N є

асимптотично вiльними. Виявляється, що цей факт є наслiдком Леми 6 [24].
Тим не менш, не зважаючи на те, що цей пiдхiд здається набагато простiшим,
нiж описаний вище, важливо зауважити, що методи вiльної ймовiрностi не до-
зволяють дослiдити поведiнку резольвенти матрицiWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N . Тим
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не менш, для вирiшення подальших задач, таких як оцiнка найбiльших вла-
сних значень та вiдповiдних власних векторiв матрицi Wf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N з

присутнiм корисним сигналом, необхiдно знати асимптотичну поведiнку ре-
зольвенти моделi лише з шумом.

Третiй роздiл присвячений детальному вивченню властивостей мiри νN
та її носiя.

Пiдроздiл 3.1: характеризацiя поведiнки рiшення tN(z) рiвняння (0.1),
коли аргумент z наближається до осi дiйсних чисел. Для усiх x > 0, iснує
кiнцева границя tN(z), коли z ∈ C+ прямує до x. Якщо cN ≤ 1, ми отрима-
ли, що νN абсолютно неперервна по вiдношенню до мiри Лебега. Вiдповiдна
щiльнiсть gN(x) є дiйсною аналiтичною функцiєю на R+ i прямує до +∞ ко-
ли x → 0, x > 0. У випадку cN < 1, справедливо gN(x) = O(x−1/2), x → 0

та gN(x) = O(x−2/3), x→ 0 якщо cN = 1. Нарештi, якщо cN > 1, νN мiстить
масу Дiрака у 0 зi значенням 1− 1

cN
та абсолютно неперервну компоненту, по-

дiбно тому, як це має мiсце для стандартних емпiричних матриць коварiацiй
[Марченко, Пастур, 1967].

Пiдроздiл 3.2: проаналiзовано носiй мiри νN , для цього ми встановили,
що функцiя

wN(z) = zcN tN(z)− 1

cN tN(z)

є розв’язком рiвняння φN(wN(z)) = z для кожного z ∈ C \ R+, де φN(w)

визначається як

φN(w) = cNw
2 1

M
TrRN (RN − wI)−1

(
cN

1

M
TrRN (RN − wI)−1 − 1

)
.

Бiльш того, якщо ми визначимо tN(x) для x > 0 як границю tN(z) при
z → x, z ∈ C+, рiвняння φN(wN(x)) = x залишається справедливим на R+.
Доведено, що якщо x лежить ззовнi носiя мiри νN , тодi

φN(wN(x)) = x, φ
′
(wN(x)) > 0, wN(x)

1

M
TrRN (RN − w(x)I)−1 < 0.

Цi властивостi дозволяють довести, що окрiм {0} коли cN > 1, носiй мiри
νN є об’єднанням iнтервалiв, кiнцевi точки яких є екстремумами функцiї φN ,
аргументи яких задовольняють 1

MTrR (R− wI)−1 < 0. Наведена достатня
умова на власнi значення матрицi RN , коли носiй мiри νN стає лише одним
iнтервалом.
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Пiдроздiл 3.3: на основi пiдходу [Haagerup-Thornbjornsen, 2005], доведе-
но, що для достатньо великих N , усi власнi значення матрицi
Wf,N W ∗

p,N Wp,N W ∗
f,N належать околу носiя невипадкової мiри νN . Зауважи-

мо, що з цього не випливає iснування кiнцевої границi послiдовностi нормо-
ваних рахуючих мiр ν̂N матрицьWf,NW

∗
p,NWp,NW

∗
f,N . Для отримання такого

результату необхiднi додатковi припущення, такi як iснування границi нор-
мованої рахуючої мiри власних значень матрицi RN коли N → +∞.

Четвертий роздiл присвячений аналiзу ансамблю матриць коварiацiй,
компоненти яких є тензорними добутками. Ми розглядаємо N 2 ×N 2 дiйсну
симетричну або ермiтову матрицю MN , яка є сумою MN тензорних добу-
ткiв Xµ ⊗Xµ векторiв Xµ = BN(Y µ ⊗ Y µ), µ = 1, . . . ,MN , де вектори Y µ є
незалежними однаково розподiленими векторами з RN(CN) з нульовим ма-
тематичним сподiванням та одиничною дисперсiєю. Матриця BN є додатно
визначеною невипадковою матрицею розмiрностi N 2×N 2. Визначимо також
N 2×N 2 матрицю JN = {Jp1p2,q1q2}Np1,p2,q1,q2=1, де Jp1p2,q1q2 є елементом, що зна-
ходиться у рядку (p1 − 1)N + p2 та стовпчику (q1 − 1)N + q2 та дорiвнює
δp1,q1δp2,q2 + δp2,q1δp1,q2.

Пiдроздiл 4.1: доведення головного результату цього роздiлу, а саме
наступної теореми.

Теорема. Нехай послiдовнiсть нормованих рахуючих мiр σN матриць
BNJNBN слабко збiгається до ймовiрнiсної мiри σ:

lim
N→∞

σN = σ,

та матрицi BN рiвномiрно обмеженi по N та {MN} є послiдовнiстю натураль-
них чисел, для якої

MN → +∞, N → +∞, cN = MN/N
2 → c ∈ [0,+∞).

Тодi нормована рахуюча мiра νn власних значень матрицiMN слабко збiга-
ється з ймовiрнiстю 1 до невипадкової ймовiрнiсної мiри ν та, якщо f (0) – це
перетворення Стiлтьєса мiри σ, тодi перетворення Стiлтьєса f мiри ν одно-
значно визначається рiвнянням

f(z) = f (0)

(
z

c− zf(z)− 1

)
(c− zf(z)− 1)−1
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у класi перетворень Стiлтьєса ймовiрнiсних мiр.
Пiдроздiл 4.2: доведення деяких допомiжних оцiнок математичного спо-

дiвання та дисперсiї функцiоналiв резольвенти.

Ключовi слова: теорiя випадкових матриць, випадковi матрицi з незале-
жними елементами, Гаусовi випадковi матрицi, матриця автоковарiацiй, пе-
ретворення Стiлтьєса, матриця коварiацiй, тензорний добуток, розподiл вла-
сних значень.

Список публiкацiй здобувача

Публiкацiї у фахових виданнях України i виданнях України, що
входять до мiжнародних наукометричних баз:

1. Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of sample covariance matrices

with tensor product samples. Журнал математичної фiзики, аналiзу,
геометрiї. 13(1), 82–98 (2017)

(Входить до мiжнародних наукометричних баз Scopus, Web of Science,
MathSciNet, Google Scholar; Impact Factor: 0.424; квартиль Q3)

Публiкацiї у зарубiжних виданнях, що входять до мiжнародних
наукометричних баз:

2. Loubaton, P., Tieplova, D.: On the Behaviour of Large Empirical Auto-

covariance Matrices Between the Past and the Future. Random Matrices:

Theory and Applications, doi: 10.1142/S2010326321500210

(Входить до мiжнародних наукометричних баз Scopus, Web of Science,
MathSciNet, Google Scholar, zbMATH; Impact Factor: 1.02; квартиль Q2)

Науковi працi, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв дисертацiї:

3. Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of some random matrices of

large order. In: II International Conference “ANALYSIS AND MATHE-

MATICAL PHYSICS”: Book of abstracts, p. 31. B.Verkin Institute for

Low Temperature Physics and Engineering of the National Academy of

Sciences of Ukraine, Kharkiv (2015)

6



4. Tieplova, D.: Distribution of eigenvalues of sample covariance matrices

with tensor product samples. In: Abstracts of Lectures and Talks: Tri-

lateral German-Russian-Ukrainian Summer School “Spectral Theory, Dif-

ferential Equations and Probability”, p. 22. Johannes Gutenberg Univer-

sität Mainz, Mainz (2016)

5. Tieplova, D., Loubaton, P., Pastur, L.: On the behaviour of the singular

values of empirical autocovariance matrices in the high-dimensional case.

In: International Conference “XXVII Colloque francophone de traitement

du signal et des images”, p. 95. L’Universite de Lille, France, 26–29

august (2019)

6. Tieplova, D., Loubaton, P., Pastur, L.: ”On the Limit Distribution of

the Canonical Correlation Coefficients Between the Past and the Future

of a High-Dimensional White Noise. In: International Conference “2020

IEEE International Conference on Acoustics, Speech and Signal Process-

ing (ICASSP), pp. 8772–8776. Barcelona, Spain (2020)

7


