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Анотацiя

Рибалко Я.В., “Метод оберненої задачi розсiювання для нелокальних iнте-

гровних рiвнянь,” – квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 111 «математика» (галузь знань 11 «математика та статистика»).

Фiзико-технiчний iнститут низьких температур iм. Б.I. Вєркiна Нацiональ-

ної академiї наук України.

Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є початковi задачi для

нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (ННРШ):

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝜎𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0,

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥),

де 𝑖2 = −1, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ C, 𝑞 позначає комплексно спряжену до 𝑞, а параметр 𝜎
приймає значення 1 (фокусуюче рiвняння) або−1 (дефокусуюче рiвняння).

Розглядаються задачi з двома типами крайових умов при |𝑥| → ∞: (i)

нульовими крайовими умовами, тобто 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 достатньо швидко при

𝑥 → ±∞ для всiх 𝑡 ≥ 0 (включаючи задану початкову функцiю 𝑞(𝑥, 0)),

та (ii) асиметричними ступiнчастими крайовими умовами:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑜(1), 𝑥→ −∞, 𝑡 ≥ 0,

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴+ 𝑜(1), 𝑥→ +∞, 𝑡 ≥ 0,

де 𝐴 > 0, а через 𝑜(1) позначено функцiї, що прямують до нуля. Зазначимо,

що ступiнчаста початкова задача для нелокального нелiнiйного рiвняння

Шредiнгера розглядається вперше.
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У Роздiлi 2 дисертацiйної роботи розглядається задача Кошi зi спада-

ючими до нуля початковими даними, де розв’язок при всiх фiксованих

𝑡 > 0 теж має спадати до нуля, коли |𝑥| → ∞. Для такої початкової зада-

чi розроблено (пiдроздiл 2.1) метод оберненої задачi розсiювання у виглядi

задачi факторизацiї Рiмана-Гiльберта, який виявився зручним для подаль-

шого асимптотичного аналiзу поведiнки розв’язкiв задачi Кошi за великим

часом (пiдроздiл 2.2). Доведено, що вихiдна задача Рiмана-Гiльберта задо-

вольняє новiй (нелокальнiй) умовi симетрiї. Для отримання асимптотики

за великим часом, узагальнено так званий нелiнiйний метод перевалу (ме-

тод Дейфта i Жу) на випадок, коли певна комбiнацiя спектральних фун-

кцiй, що розглядається на контурi стрибка задачi Рiмана-Гiльберта, не є

дiйснозначною функцiєю (на вiдмiну вiд випадку класичного (локального)

нелiнiйного рiвняння Шредiнгера та iнших вiдомих локальних нелiнiйних

iнтегровних рiвнянь). Зокрема, показано, що для отримання коректних оцi-

нок у асимптотичних формулах, спектральнi функцiї мають задовольняти

певну умову на поведiнку аргументу на дiйснiй осi, яка апрiорi виконується

у випадку локальних iнтегровних рiвнянь. Таке припущення щодо поведiн-

ки аргументу спектральних функцiй зроблено вперше у асимптотичному

аналiзi iнтегровних систем.

Основною особливiстю отриманого асимптотичного результату є те, що

степiнь спадання розв’язку початкової задачi до нуля при 𝑡 → ∞ вздовж

напрямку 𝑥/𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 залежить, взагалi кажучи, вiд значення 𝑥/𝑡 (на вiд-

мiну вiд локального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, де головний асим-

птотичний член (у випадку вiдсутностi солiтонiв) прямує до нуля як𝑂(𝑡−1/2)

у будь-якому напрямку). Бiльш точно, доведено, що головний член асим-

птотики розв’язку має вигляд

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼ 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)𝑝(−𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
, 𝑡→ ∞,

де 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а функцiї 𝜈(−𝜉) та 𝑝(−𝜉) визначаються явно у термi-

нах спектральних функцiй, якi, в свою чергу, визначаються початковими

даними 𝑞0(𝑥). Необхiдною умовою iснування такої асимптотики є умова
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Im 𝜈(−𝜉) ∈ (−1/2, 1/2), яка формалiзує згадану вище умову на поведiн-

ку аргументу певної спектральної функцiї (зазначимо, що у випадку ло-

кального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, Im 𝜈(−𝜉) ≡ 0 для будь-якого

початкового даного).

У Роздiлi 3 розглядається початкова задача для нелокального фокусу-

ючого нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (тобто, у випадку 𝜎 = 1) зi сту-

пiнчастими граничними умовами: 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 при 𝑥 → −∞ та 𝑞(𝑥, 𝑡) → 𝐴

при 𝑥 → ∞, де 𝐴 > 0. Для цiєї задачi вперше запропоновано та деталь-

но розроблено метод обереної задачi розсiювання. Зокрема, показано, що

вiдповiднi спетральнi функцiї мають особливостi на неперервному спектрi,

отримано зв’язки (вiдсутнi у випадку локального рiвняння) мiж певними

спектральними функцiями та дискретним спектром, та отримано точний

солiтонний розв’язок типу кiнка

𝑞(𝑥, 𝑡) =
𝐴

1− 𝑒−𝐴𝑥−𝑖𝐴2𝑡+𝑖𝜑1
, 𝜑1 ∈ R,

який має iзольованi, перiодичнi по 𝑡 сингулярностi у точках 𝑥 = 0, 𝑡 = 𝑡𝑛,

де 𝑡𝑛 = 𝜑1

𝐴2 +
2𝜋
𝐴2𝑛, 𝑛 ∈ Z. Показано, що вихiдна задача Рiмана-Гiльберта (у

тому числi, у випадку початкових даних у виглядi “чистої сходинки”) має

специфiчну сингулярнiсть на контурi стрибка задачi. Для проведення асим-

птотичного (за великим часом) аналiзу, розроблено вiдповiдну адаптацiю

нелiнiйного метод перевалу, яка, як i у випадку задачi на нульовому фонi (зi

спадаючими початковими даними), ускладнюється “накруткою” аргументу

певної спектральної функцiї. Показано, що асимптотика вздовж напрямкiв

𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 має якiсно рiзний вигляд у двох чверть-площинах пiвплощи-

ни −∞ < 𝑥 <∞, 𝑡 > 0: (i) при 𝑥 < 0, розв’язок описується формулою типу

Захарова-Манакова, особливiстю якої є залежнiсть швидкостi спадання до

0 вiд напрямку; (ii) при 𝑥 > 0, розв’язок прямує до “модульованої констан-

ти”, тобто сталого значення, яке залежить вiд напрямку 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡:
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коли 𝑡→ ∞,

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼

⎧⎨⎩𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)𝛼1(𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡

}︀
, 𝑥 < 0,

𝐴𝛿2(0, 𝜉), 𝑥 > 0,

де функцiї 𝜈(𝜉), 𝛼1(𝜉) та 𝛿2(0, 𝜉) явно виписуються у термiнах спектраль-

них функцiй, що вiдповiдають початковому даному 𝑞0(𝑥). Як i у випадку

задачi на нульовому фонi, необхiдною умовою iснування такої асимптотики

є умова Im 𝜈(−𝜉) ∈ (−1/2, 1/2).

У Роздiлi 4 розглядається задача Кошi зi ступiнчастими граничними

умовами 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 при 𝑥 → −∞ та 𝑞(𝑥, 𝑡) → 𝐴 > 0 при 𝑥 → ∞ для

дефокусуючого рiвняння (тобто з 𝜎 = −1). Центральна увага придiляє-

ться задачам з початковими даними, близькими, у певному сенсi, до “чи-

стої сходинки зi змiщенням”, тобто до 𝑞𝑅,𝐴(𝑥), де 𝑞𝑅,𝐴(𝑥) = 0 при 𝑥 < 𝑅

та 𝑞𝑅,𝐴(𝑥) = 𝐴 при 𝑥 > 𝑅, де 𝑅 > 0. Зазначимо, що для нелокальних

iнтегровних рiвнянь, задача з початковим даним у виглядi сходинки зi змi-

щенням розглядається вперше. Через те, що нелокальне нелiнiйне рiвняння

Шредiнгера (на вiдмiну вiд його локального аналога) не є трансляцiйно iн-

варiантним, поведiнка розв’язкiв таких задач апрiорi має суттєво залежати

вiд параметра 𝑅.

Для цiєї задачi також був розроблений метод оберненої задачi розсiю-

вання у формi задачi факторизацiї Рiмана-Гiльберта. Виявлено характернi

риси даних для задачi Рiмана-Гiльберта (структура дискретних даних та

властивостi функцiй на контурi стрибка), якi суттєво вiдрiзняються у по-

рiвняннi з локальними задачами. Зокрема, певнi спектральнi функцiї ма-

ють “накрутку” аргументу бiльшу, нiж 𝜋, у точках на неперервному спе-

ктрi, кiлькiсть яких залежить вiд 𝑅. Наявнiсть таких точок суттєво впли-

ває на асимптотичний аналiз i, як, насiдок, на кiнцевий асимптотичний

результат. Показано, що асимптотика вздовж напрямкiв 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

є якiсно рiзною у рiзних секторах у (𝑥, 𝑡) площинi, кiлькiсть яких зале-

жить вiд зв’язку мiж 𝐴 та 𝑅 (тобто мiж амплiтудою граничних умов та

величиною змiщення): при фiксованому 𝐴, чим бiльше 𝑅, тим бiльшою є
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кiлькiсть секторiв з якiсно рiзною поведiнкою розв’язку за великим ча-

сом. Цi сектори можна вiднести до двох рiзних груп, якi чергуються мiж

собою: у секторах першої групи, розв’язок прямує до нуля, а у секторах

другої групи розв’язок наближається до константи (залежної вiд значення

𝑥/𝑡).

Точнiше, має мiсце наступний асимптотичний результат. Нехай 𝑛 ∈ N
таке, що (𝑛−1)𝜋

𝐴 < 𝑅 < 𝑛𝜋
𝐴 , i нехай початковi данi породжують числа {𝑝𝑗}𝑛1

i {𝜔𝑗}𝑛−1
1 (𝑝𝑗 ∈ C iз Im 𝑝𝑗 > 0 та 𝜔𝑗 ∈ R) (у спосiб, аналогiчний тому, як

подiбнi числа породжуються “чистою сходинкою зi змiщенням”), якi задо-

вольняють нерiвностям

−∞ < Re 𝑝𝑛 < −𝜔𝑛−1 < Re 𝑝𝑛−1 < −𝜔𝑛−2 < · · · < Re 𝑝1 < 0.

Тут {𝑝𝑗}𝑛1 – нулi вiдповiдної спектральної функцiї, а числа {𝜔𝑗}𝑛−1
1 фiгуру-

ють в умовах на Im 𝜈: Im 𝜈(𝜉)−𝑚 ∈ (−1/2, 1/2) при −𝜔𝑛−𝑚 < 𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚,

та Im 𝜈(−𝜉)−𝑚 ∈ (−1/2, 1/2) при 𝜔𝑛−𝑚−1 < 𝜉 < −Re 𝑝𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1.

Тодi iснують 4𝑛 секторiв у напiвплощинi (𝑥, 𝑡) з 𝑡 > 0, у яких головний

член асимптотики при 𝑡→ ∞ має наступний вигляд:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴𝛿2(0, 𝜉)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

, −Re 𝑝𝑛−𝑚 < 𝜉 < 𝜔𝑛−𝑚,

𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)+𝑚𝛼3(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡},

− 𝜔𝑛−𝑚 < 𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚,

−4𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0,−𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

, Re 𝑝𝑛−𝑚 < 𝜉 < −𝜔𝑛−𝑚−1,

𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)−𝑚𝛼4(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡},

𝜔𝑛−𝑚−1 < 𝜉 < −Re 𝑝𝑛−𝑚.

Тут 𝑚 = 0, 𝑛− 1, 𝜔0 = 0, 𝜔𝑛 = +∞, а функцiї 𝛿(0, 𝜉), 𝛼3(𝜉), 𝛼4(𝜉) та 𝜈(𝜉)

визначаються у термiнах спектральних функцiй, порождених початковими

даними.

Ключовi слова: нелокальне нелiнiйне рiвнянняШредiнгера, метод обер-
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неної задачi розсiювання, задача Рiмана-Гiльберта, нелiнiйний метод пере-

валу.
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Abstract

Ya. Rybalko, “Inverse scattering transform method for nonlocal integrable equati-

ons,” – Scholarly manuscript.

PhD thesis in mathematics (index 111). B.Verkin Institute for Low Temperature

Physics and Engineering of the National Academy of Sciences of Ukraine.

In this Thesis the following initial value (Cauchy) problem for the so-called

integrable nonlocal nonlinear Schrödinger (NNLS) equation is considered:

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝜎𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0,

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥),

where 𝑖2 = −1, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ C and 𝑞 denotes the complex conjugate of 𝑞 and

parameter 𝜎 is either 1 (focusing equation) or −1 (defocusing equation). We

consider problems with two types of boundary conditions as |𝑥| → ∞:

(i) decaying conditions, i.e. 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 sufficiently fast as 𝑥 → ±∞ for all

𝑡 ≥ 0, and (ii) asymmetric step-like conditions:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑜(1), 𝑥→ −∞, 𝑡 ≥ 0,

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴+ 𝑜(1), 𝑥→ +∞, 𝑡 ≥ 0,

where 𝐴 > 0 and 𝑜(1) means sufficient fast decay. Notice that step-like initial

value problem for the nonlocal nonlinear Schrödinger equation is considered for

the first time.

In Section 2 we consider the Cauchy problem with decaying initial data.

For this problem we develop the inverse scattering transform method in the

form of a Riemann-Hilbert factorization problem, which turns to be useful in

7



the subsequent asymptotic analysis. It is proved that the original Riemann-

Hilbert problem has new (nonlocal) symmetry properties. In order to obtain

the large time asymptotics of solutions of the Cauchy problem, we generalize

the nonlinear steepest decent method (Deift-Zhou method) to the case, where

certain combination of the spectral functions considered on the jump contour of

the Riemann-Hilbert problem is not real-valued (in contrast to the case of the

local nonlinear Schrödinger equation and other conventional local integrable

systems). Particularly, it is shown that in order to obtain correct estimates in

asymptotic formula, the spectral functions have to satisfy certain condition on

the behavior of the argument on the real axis (which a priory holds in the

case of local integrable problems). This kind of assumptions (on the behavior

of the argument of spectral functions) has been made for the first time in the

asymptotic analysis for integrable systems.

The main result is that the power decay rate for the solution depends, in

general, on 𝑥/𝑡. This is in contrast with the case of the classical (local) nonlinear

Schrödinger equation, where the main asymptotic term (in the solitonless case)

decays to 0 as 𝑂(𝑡−1/2) along any ray 𝑥/𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. More precisely, the large-

time behavior of the solution is as follows:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼ 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)𝑝(−𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
, 𝑡→ ∞,

where 𝜉 = 𝑥
4𝑡 and Im 𝜈(−𝜉) ∈ (−1/2, 1/2), and the functions 𝜈(−𝜉) and 𝑝(−𝜉)

can be obtained explicitly in terms of the spectral functions associated with

the initial data 𝑞0(𝑥). Notice that the condition Im 𝜈(−𝜉) ∈ (−1/2, 1/2) follows

from the restriction on the behavior of the argument of a certain spectral functi-

on mentioned above (in the case of the classical (local) nonlinear Schrödinger

equation, Im 𝜈(−𝜉) ≡ 0 for any initial data).

In Section 3 we consider the initial value problem for the nonlocal nonlinear

Schrödinger equation in the focusing case (i.e. in the case 𝜎 = 1) with step-like

boundary conditions: 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 for 𝑥 → −∞ and 𝑞(𝑥, 𝑡) → 𝐴 for 𝑥 → ∞,

where 𝐴 > 0. For this problem, we develop the inverse scattering transform

method for the first time. We show that in the case of the initial data in the form

8



of the pure step function, the associated spectral functions have singularities on

the continuous spectrum. We establish new types of connections between the

spectral functions and the discrete spectrum and obtain the exact kink-type

soliton solution:

𝑞(𝑥, 𝑡) =
𝐴

1− 𝑒−𝐴𝑥−𝑖𝐴2𝑡+𝑖𝜑1
, 𝜑1 ∈ R,

which has isolated singularities, periodic w.r.t. 𝑡 and located at (𝑥, 𝑡) = (0, 𝑡𝑛),

where 𝑡𝑛 = 𝜑1

𝐴2 +
2𝜋
𝐴2𝑛. We show that the basic Riemann-Hilbert problem (parti-

cularly, that corresponding to the pure step-like initial data) has the singularity

on the contour of a special kind, which can be coined as “pseudo-residue condi-

tion”. Adapting the nonlinear steepest decent method to the basic Riemann-

Hilbert problem where, as in the case of the decaying problem, we have to deal

with the winding of the argument of the certain spectral function, we carry out

the asymptotic analysis and show that the large time asymptotics along the

rays 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 has qualitatively different form in the quarter planes of the

half plane −∞ < 𝑥 <∞, 𝑡 > 0: (i) for 𝑥 < 0, the solution approaches a slowly

decaying, modulated wave of the Zakharov-Manakov type; (ii) for 𝑥 > 0, the

solution approaches the “modulated constant”, i.e., the constant that depends

on the asymptotic direction 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. More precisely, the following asymptotic

formulas hold as 𝑡→ ∞:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼

⎧⎨⎩𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)𝛼1(𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡

}︀
, 𝜉 < 0,

𝐴𝛿2(0, 𝜉), 𝜉 > 0,

where 𝜉 = 𝑥
4𝑡 and Im 𝜈(𝜉) ∈ (−1/2, 1/2), and the functions 𝜈(𝜉), 𝛼1(𝜉) and

𝛿2(0, 𝜉) can be obtained explicitly in terms of the spectral data associated to

the initial data 𝑞0(𝑥).

In Section 4 we consider the Cauchy problem in the defocusing case (i.e. with

𝜎 = −1), with the step-like boundary conditions 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 for 𝑥→ −∞ and

𝑞(𝑥, 𝑡) → 𝐴 for 𝑥 → ∞, where 𝐴 > 0. Particularly, we focus on the evolution

of the initial data having the form of the “pure shifted step function”: 𝑞0(𝑥) = 0

for 𝑥 < 𝑅 and 𝑞0(𝑥) = 𝐴 for 𝑥 > 𝑅, where 𝑅 > 0. Notice that the problem
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with the shifted step initial data is considered for nonlocal integrable problems

for the first time. We develop the inverse scattering transform method in the

form of the Riemann-Hilbert factorization problem. The basic Riemann-Hilbert

problem in this case is characterized by an unusual structure of the discrete

spectrum, and the spectral functions corresponding to the “pure shifted-step”

initial data have properties uncommon for the local problems. Particularly,

depending on the value of the shift 𝑅 > 0 of the step, certain spectral functions

have the growing winding of the argument (acquiring 𝜋 at certain points on the

continuous spectrum). It is shown that the presence of such “singular” points

plays a significant role in the large time analysis.

Since the nonlocal nonlinear Schrödinger equation is not translation invari-

ant (in contrast with its local counterpart), the long-time dynamics of the

“shifted-step function” turns to be highly nontrivial. Substantially modifying

the nonlinear steepest decent method, we obtain the large time asymptotics of

the solution of the Cauchy problem and show that the asymptotics is qualitati-

vely different in sectors of the (𝑥, 𝑡) plane, the number of which depends on the

relationship between 𝐴 and 𝑅: for a fixed 𝐴, the bigger 𝑅, the larger number

of sectors is. Moreover, the sectors can be collected into 2 alternate groups: in

the sectors of the first group, the solution decays to 0 while in the sectors of the

second group, the solution approaches a constant (varying with the direction

𝑥/𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡).

More precisely, the following asymptotic result holds. Let 𝑛 ∈ N be such

that (𝑛−1)𝜋
𝐴 < 𝑅 < 𝑛𝜋

𝐴 , and let the initial data generate the numbers {𝑝𝑗}
𝑛
1 and

{𝜔𝑗}𝑛−1
1 (𝑝𝑗 ∈ C with Im 𝑝𝑗 > 0 and 𝜔𝑗 ∈ R) (in the same way as they are

generated by the pure shifted step function), satisfying the inequalities

−∞ < Re 𝑝𝑛 < −𝜔𝑛−1 < Re 𝑝𝑛−1 < −𝜔𝑛−2 < · · · < Re 𝑝1 < 0,

Here {𝑝𝑗}𝑛1 are the zeros of the associated spectral function and {𝜔𝑗}𝑛−1
1 are

involved in the condition on Im 𝜈(𝜉): Im 𝜈(𝜉)−𝑚 ∈ (−1/2, 1/2) for −𝜔𝑛−𝑚 <

𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚, and Im 𝜈(−𝜉)−𝑚 ∈ (−1/2, 1/2) for 𝜔𝑛−𝑚−1 < 𝜉 < −Re 𝑝𝑛−𝑚,

𝑚 = 0, 𝑛− 1. Then there exist 4𝑛 sectors in the (𝑥, 𝑡) half-plane (with 𝑡 > 0),
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where the main asymptotic term is as follows:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴𝛿2(0, 𝜉)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

, −Re 𝑝𝑛−𝑚 < 𝜉 < 𝜔𝑛−𝑚,

𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)+𝑚𝛼3(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡},

− 𝜔𝑛−𝑚 < 𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚,

−4𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0,−𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

, Re 𝑝𝑛−𝑚 < 𝜉 < −𝜔𝑛−𝑚−1,

𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)−𝑚𝛼4(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡},

𝜔𝑛−𝑚−1 < 𝜉 < −Re 𝑝𝑛−𝑚.

Here 𝑚 = 0, 𝑛− 1, 𝜔0 = 0, 𝜔𝑛 = +∞, and the functions 𝛿(0, 𝜉), 𝛼3(𝜉), 𝛼4(𝜉),

and 𝜈(𝜉) are determined in terms of the spectral functions associated with the

initial data.

Keywords: nonlocal nonlinear Schrödinger equation, Riemann-Hilbert problem,

Inverse Scattering Transform method, nonlinear steepest decent method.
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Вступ

Обґрунтування вибору теми дослiдження.

Точно розв’язуванi моделi та iнтегровнi еволюцiйнi рiвняння зустрiча-

ються скрiзь та вiдiграють важливу роль у нелiнiйнiй фiзицi. Бiльшiсть

з цих систем можуть бути виведенi з фундаментальних законiв фiзики та

виникають як универсальнi моделi у описаннi рiзних фiзичних процесiв. Iн-

тегровнi рiвняння мають унiкальну структуру, зокрема, вони еквiвалентнi

умовi сумiсностi системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь (пари Лакса

[68]), та мають нескiнченну кiлькiсть законiв збереження. До початкових

(та початково-крайових) задач для нелiнiйних iнтегровних рiвнянь може

бути застосований метод оберненої задачi розсiювання (МОЗР), який “лi-

неаризує” вихiдну задачу, тобто зводить її до розв’язання певної кiлькостi

лiнiйних задач.

Першим нелiнiйним рiвняння, яке вдалося розв’язати за допомогоюМОЗР,

було рiвняння Кортевега-де Фрiза (КдФ) [49]. Кiлька рокiв потому Заха-

ров та Шабат [116], використовуючи iдеї Лакса [68], застосували МОЗР до

нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (НРШ), яке має вигляд

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝜎|𝑞(𝑥, 𝑡)|2𝑞(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ C.

Важливо, що це рiвняння є частинним випадком системи Абловiца-Каупа-

Ньюелла-Сегура (АКНС) [4]⎧⎨⎩𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑟(𝑥, 𝑡) = 0

−𝑖𝑟𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑟𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝑞(𝑥, 𝑡)𝑟2(𝑥, 𝑡) = 0
,

з 𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑞(𝑥, 𝑡) (𝑞 означає комплексно спряжену до 𝑞).
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Кiлька десятилiть вважалося, що НРШ є єдиною цiкавою редукцiєю

системи АКНС. Але у 2013 роцi Абловiц та Мусслiманi [7] показали, що

є iнша цiкава нелокальна редукцiя 𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑞(−𝑥, 𝑡), яка призводить до
iнтегровного нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (ННРШ):

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝜎𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ C.

Важливо, що, по-перше, ця система є iнтегровною, а по-друге, що розв’язок

𝑞(𝑥, 𝑡) задовольняє так званiй умовi 𝑃𝑇 -симетрiї (parity-time-symmetry)

[19]: якщо 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком ННРШ, то й 𝑞(−𝑥,−𝑡) також є його розв’яз-

ком. Отже, це рiвняння має вiдношення до теорiї РТ-симетричних процесiв

i явищ, яка є областю дослiджень сучасної фiзики, що активно розвиває-

ться.

𝑃𝑇 -симетричної теорiї, що наразi є активно розвиваючоюся областю в

сучаснiй теоретичнiй фiзицi.

Через свої цiкавi фiзичнi та математичнi властивостi ННРШ виклика-

ло неабиякий iнтерес у науковiй спiльнотi. Зокрема, з’явилася низка робiт,

присвячених побудовi точних розв’язкiв ННРШ. З iншого боку, у iснуючiй

лiтературi набагато менше робiт присвячено дослiдженню загальних поча-

ткових (та початково-крайових) задач для цього рiвняння, зокрема, асим-

птотичному аналiзу розв’язкiв таких задач. У дисертацiйнiй роботi, певною

мiрою заповнюється ця прогалина у вивченнi властивостей нелокальних iн-

тегровних нелiнiйних систем, зокрема, нелокального нелiнiйного рiвняння

Шредiнгера.

Мета i завдання дослiдження.

Головною метою дослiдження є розробка методу оберненої задачi розсi-

ювання для початкових задач для нелокального нелiнiйного рiвнянняШре-

дiнгера та асимптотичний аналiз, за великим часом, таких задач. Зокрема,

розглядаються задачi на нульовому фонi (Роздiл 2) та зi ступiнчастими

(асиметричними) крайовими умовами (Роздiли 3 та 4).

Отриманi результати (зокрема асимптотика розв’язкiв) порiвнюються

з результатами вiдповiдних задач для класичного (локального) рiвнян-
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ня Шредiнгера. Результати порiвняння дозволяють зробити висновок, що

ННРШ є системою з принципово iншою поведiнкою розв’язкiв як у випад-

ку нульових, так i у випадку ступiнчастих крайових умов.

Методи дослiдження.

Основним методом дослiдження є метод оберненої задачi розсiювання,

який застосовується до вiдповiдної iнтегровної задачi. Метод оберненої за-

дачi розсiювання розробляється у виглядi задачi Рiмана-Гiльберта, що є

зручним для подальшого асимптотичного аналiзу. Для отримання асим-

птотики розв’язкiв, застосовується нелiнiйний метод перевалу (метод Дей-

фта – Жу), адаптований до вiдповiдної задачi Рiмана-Гiльберта.

Наукова новизна отриманих результатiв.

У дисертацiйнiй роботi вперше отримана асимптотика за великим часом

розв’язку початкової задачi для нелокального нелiнiйного рiвняння Шре-

дiнгера на нульовому фонi у випадку вiдсутностi солiтонiв (Роздiл 2). Та-

кож була вперше розглянута задача на ступiнчастому фонi, для якої було

розроблено метод оберненої задачi розсiювання та отримана асимптотика

за великим часом (Роздiли 3 та 4). Крiм того, вперше для нелокальних iнте-

гровних рiвнянь була розглянута задача з початковим даним типу “змiще-

ної сходинки” та отримана асимптотична поведiнка розв’язку такої задачi

(Роздiл 4).

Особистий внесок здобувача.

Постановка задач, розглянутих у статтях [89] та [90] (i, вiдповiдно, у роз-

дiлах Роздiлах 2 та 3) належить науковому керiвниковi, а задача у статтi

[91] (Роздiл 4) була поставлена автором разом з науковим керiвником. Всi

результати, якi наведенi у роботах [89], [90] та [91] i включенi до дисер-

тацiї, були отриманi автором самостiйно. Результати, що належать iншим

науковцям, згадуються за необхiднiстю для повноти викладу та супрово-

джуються вiдповiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Отриманi у дисертацiйнiй роботi результати обговорювалися на науко-
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вому семiнарi вiддiлу математичної фiзики фiзико-технiчного iнституту

низьких температур iм. Б.I. Вєркiна Нацiональної академiх наук України

та доповiдалися на п’ятьох мiжнародних конференцiях:

1. Ya. Rybalko, “Long-time asymptotics for the integrable nonlocal nonlinear

Schrödinger”, 6th Ya. B. Lopatynsky International School-Workshop on

Differential Equations and Applications. June 18-20, Vinnytsia, Ukraine.

2. Ya. Rybalko, D. Shepelsky, “The integrable nonlocal nonlinear Schrödinger

equation: Riemann-Hilbert approach and long-time asymptotics”, Differenti-

al Equations and Control Theory. V.Karazin Kharkiv National University,

September 25-27, 2018, Kharkiv, Ukraine.

3. VI Ya. Rybalko, “Long-time asymptotics for the integrable nonlocal nonli-

near Schrödinger equation with step-like initial data”, International Conference.

Analysis and Mathematical Physics. B. Verkin Inst. LTPE. June 18-22,

2018.

4. Ya. Rybalko, “Long-time asymptotics for the nonlocal nonlinear Schrödinger

equation on the line”, V International Conference. Analysis and Mathemati-

cal Physics. B. Verkin Inst. LTPE, V.Karazin Kharkiv National University.

June 19-24, 2017.

5. Ya. Rybalko, “Long-time asymptotics for solutions of the integrable nonlocal

nonlinear Schrödinger equation”, Modern problems in mathematics. V.Karazin

Kharkiv National University. April 25-26, 2017.

Структура та обсяг дисертацiї.

Дисертацiя складається зi змiсту, вступу, чотирьох роздiлiв, висновку

та списку використаних джерел, який мiстить 122 найменування. Обсяг

загального тексту дисертацiї – 160 сторiнок. Обсяг основної частини роботи

– 129 сторiнок.

Роздiл 1 присвячено огляду лiтератури за темою дисертацiї. У Роздiлi 2

вивчається початкова задача для нелокального нелiнiйного рiвняння Шре-

дiнгера на нульовому фонi. У Роздiлi 3 розглядається початкова задача
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для фокусуючого нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з поча-

тковим даним типу сходинки. У Роздiлi 4 вивчається початкова задача для

дефокусуючого нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з початко-

вим даним типу “змiщеної сходинки”.

Практичне значення одержаних результатiв.

Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Отриманi результати

та запропонованi методи можна використати в подальших дослiдженнях

початкових та початково-крайових задач для нелокальних iнтегровних рiв-

нянь, якi можуть бути перспективними моделями фiзичних процесiв рiзної

природи.

Публiкацiї.

Результати дисертацiї опублiковано у 9 наукових публiкацiях. Основнi

результати дисертацiйної роботи висвiтлено у трьох статтях, проiндексова-

них у мiжнародних наукометричних базах Scopus або Web of Science, двi з

яких [89, 90] опублiковано у наукових перiодичних виданнях iнших держав,

та одна [91] опублiкована у фаховому виданнi України. Додатково, резуль-

тати дисертацiї вiдображено у публiкацiї [92] у фаховому виданнi України

та у п’яти тезах конференцiй (дивись 5-9 у Додатку А).

Вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country Rank, статтi

[90], [89] та [91], в яких вiдображено основнi результати роботи, опублiко-

ванi у виданнях, якi, вiдповiдно, належать до квартилiв Q1, Q2 та Q3.
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Роздiл 1

Нелокальнi нелiнiйнi iнтегровнi
системи (огляд лiтератури)

1.1 Iнтегровнi рiвняння та метод оберненої задачi роз-

сiювання

Солiтони як нелiнiйнi локалiзованi хвилi з частинкоподiбною взаємодiєю

є одним iз найважливiших вiдкриттiв XX столiття в математичнiй фiзи-

цi. У 1960-тих роках М. Краскал дiзнався про так звану проблему Фермi

– Паста – Улама (ФПУ) про нелiнiйнi коливання системи мас, з’єднаних

пружинами. При проведеннi числових експериментiв з цiєю системою, вона

виявила незвичну властивiсть: перiодичнi початковi данi майже повторю-

валися через деякий час. Щоб зрозумiти та пояснити це явище, Краскал та

Забужскi провели ряд числових експериментiв з рiвнянням Кортевега-де

Фрiза (КдФ) [115],

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) + 6𝑢(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0, 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ R,

яке є контiнуальною границею системи ФПУ, та виявили, що для цього

рiвняння має мiсце аналогiчне явище повторювання з часом початкових

даних. Цей ефект пояснювався способом взаємодiї спецiальних розв’язкiв

цього рiвняння – локалiзованих одиночних хвиль. Аналiтична форма окре-

мих таких хвиль була вiдома давно (рiвняння КдФ як модель нелiнiйного

розповсюдження хвиль на мiлкiй водi було винайдене у 1895 р.), але тут не-

сподiвано виявилося, що цi локалiзованi хвилi “пружно” взаємодiють одна з
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одною, тим самим проявляючи частинкоподiбнi властивостi: пiсля взаємодiї

двох хвиль, форма (висота, ширина i швидкiсть) обох хвиль залишається,

якою була до взаємодiї, а єдиним довготривалим ефектом взаємодiї є зсув

фаз. Через таку незвичну поведiнку, цi хвилi отримали спецiальну назву –

солiтони.

Натхненнi цими роботами, в 1967 р. Гарднер, Грiн, Краскал та Мiура [49]

винайшли метод, який зараз називається методом оберненої задачi розсiю-

вання (МОЗР) для задачi Кошi для рiвняння КдФ з початковими умовами,

що спадають, коли просторова змiнна прямує до обох нескiнченностей (“за-

дача на нульовому фонi”). Цей метод, пiзнiше формалiзований Лаксом [68],

ґрунтується на зведеннi вихiдної нелiнiйної задачi до серiї лiнiйних, основ-

ною з яких у даному випадку виявляється обернена задача розсiювання

для одновимiрного лiнiйного оператора Шредiнгера. Ключовою iдеєю було

те, що рiвняння КдФ можна представити як умову сумiсностi двох лiнiйних

рiвнянь – пари Лакса.

Знадобилося кiлька рокiв щоб зрозумiти, що це не якийсь чудовий трюк,

що застосовується до окремого нелiнiйного рiвняння, але й що iснують i

iншi нелiнiйнi рiвняння, якi мають пару Лакса i, завдяки цьому, можуть

бути проiнтегрованi за допомогою МОЗР. Першим таким рiвнянням стало

нелiнiйне рiвняння Шредiнгера (НРШ)

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝜎|𝑞(𝑥, 𝑡)|2𝑞(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ C,
(1.1)

де 𝜎 = 1 вiдповiдає фокусуючому рiвнянню, а 𝜎 = −1 – дефокусуючому.

Нелiнiйне рiвняння Шредiнгера (1.1) є унiверсальною моделлю, яка знахо-

дить застосування, зокрема, в нелiнiйнiй оптицi та моделюваннi хвиль на

глибокiй водi [15, 83, 86]. Захаров та Шабат у 1972 роцi [116] знайшли пару

Лакса для НРШ та розробили МОЗР для задачi на нульовому фонi, що

суттєво вплинуло на розвиток теорiї iнтегровних рiвнянь.

У найширшому сенсi, рiвняння називається iнтегровним, якщо воно має

пару Лакса, тобто якщо воно є умовою сумiсностi системи двох лiнiйних

22



звичайних диференцiальних рiвнянь (або систем таких рiвнянь), якi зале-

жать вiд додаткового (спектрального) параметра. Зазвичай, для конкре-

тного диференцiального рiвняння з частинними похiдними дуже важко

визначити, чи є воно iнтегровним. Але iснують прямi алгебраїчнi мето-

ди для побудови iнтегровних систем. Зокрема, ще у 1970-х роках Абловiц,

Кауп, Ньюелл i Сегур [4] запропонували систематичний пiдхiд до пошуку

зображень Лакса для широкого класу фiзично значущих нелiнiйних рiв-

нянь (iєрархiя Абловiца-Каупа-Ньюелла-Сегура, АКНС), таких як НРШ,

рiвняння КдФ, модифiковане рiвняння Кортевега-де Фрiза (мКдФ), рiв-

няння синус-Ґордона та багато iнших. А нещодавно iєрархiя АКНС була

використана для побудови нових, нелокальних iнтегровних рiвнянь (див.

Роздiли 1.2 та 1.3).

Асимптотичний аналiз початкових (та початково-крайових) задач для

нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними є важли-

вою, цiкавою та важкою проблемою. Стосовно iнтегровних систем, першi

значнi кроки в цьому напрямку були зробленi на початку 1970-х рокiв у

роботах Шабата [98], Манакова [80], та Абловiца i Ньюелла [13]. Абловiц

та Сегур [96] отримали повний опис головного члену асимптотики за ве-

ликим часом розв’язку початкової задачi для рiвняння КдФ, включаючи

формули зв’язку мiж рiзними асимптотичними зонами, але без точної фор-

мули для фаз. Вирiшальний крок був зроблений у 1976 роцi, коли Захаров

i Манаков [117] змогли записати точнi формули, якi явно залежать вiд (вi-

домих) початкових даних, для головного члена асимптотики нелiнiйного

рiвняння Шредiнгера у фiзично цiкавiй областi 𝑥 = 𝑂(𝑡). Пiзнiше Абловiц

та Сегур [97] застосували модифiкацiю метода Захарова та Манакова та

отримали головнi члени асимптотик для розв’язкiв рiвнянь мКдФ, КдФ та

синус-Ґордона, включаючи повну iнформацiю про фазу.

Головним недолiком методу Захарова та Манакова була необхiднiсть в

апрiорному анзацi для асимптотики розв’язку вихiдної задачi, який у ко-

жному окремому випадку будувався окремо. Щоб уникнути використання
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будь-якої апрiорної iнформацiї про асимптотику, потрiбно було розробити

прямий пiдхiд для асимптотичного аналiзу оберненої задачi. Один з таких

пiдходiв базується на асимптотичному аналiзi матричної задачi Рiмана-

Гiльберта (РГ), яка є формою зображення вiдповiдної оберненої задачi.

У контекстi iнтегрування нелiнiйних рiвнянь, задачею Рiмана-Гiльберта

називається задача знаходження кусково-мероморфної матричної функцiї,

яка задовольняє задану умову на стрибок вздовж заданого контуру та умо-

ви на лишки (якщо такi є). Бiльш точно [57], нехай Σ – орiєнтовний контур

у комплекснiй 𝑘-площинi (контур Σ може мати точки самоперетину й мати

бiльше, нiж одну зв’язну компоненту). Припустимо також, що нам вiдо-

ма неособлива 𝑛 × 𝑛 матриця 𝐽(𝑘), яка визначена для 𝑘 ∈ Σ, та умови

на лишки в сингулярних точках {𝑎1, . . . 𝑎𝑝}. Тодi задача Рiмана-Гiльберта
полягає в знаходженнi кусково-мероморфної матрицi функцiї 𝑀(𝑘), яка

задовольняє наступнi умови:

� 𝑀(𝑘) аналiтична у C ∖ {Σ ∪ {𝑎1, . . . 𝑎𝑝}},

� 𝑀+(𝑘) =𝑀−(𝑘)𝐽(𝑘), 𝑘 ∈ Σ (умова стрибка),

� умови на лишки в точках 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, 𝑝,

� 𝑀(𝑘) → 𝐼 рiвномiрно при 𝑘 → ∞ (умова нормування).

Нижче, в Роздiлах 2, 3 та 4, ми розглянемо низку задач Рiмана-Гiльберта,

пов’язаних iз початковими задачами для нелокальних нелiнiйних iнтегров-

них рiвнянь.

Перший крок у розробцi прямого пiдходу до знаходження амиптотик

був зроблений Манаковим ще у 1973 роцi [80], який отримав точну асим-

птотичну формулу для модуля розв’язку НРШ без будь-яких апрiорних

припущень щодо її вигляду. У 1981 роцi Iтс [58] далi розвинув пiдхiд Ма-

накова й запропонував метод, який дав змогу отримати повну асимптоти-

ку для розв’язку НРШ безпосередньо з аналiзу вiдповiдної задачi Рiмана-

Гiльберта. Основною iдеєю було зведення вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта
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до модельної iзомонодромної задачi, яка може бути розв’язана явно, в тер-

мiнах деяких спецiальних функцiй.

Вирiшальний крок у розробцi математично строгого методу дослiджен-

ня асимптотики за великим часом для iнтегровних задач, який не покла-

дається на апрiорний анзац, був зроблений в 1993 роцi Дейфтом та Жу,

якi, спираючись на вищезгаданi працi Манакова [80] та Iтса [58], запро-

понували “нелiнiйний метод перевалу”. В основi методу лежить реалiза-

цiя МОЗР у виглядi спецiальної задачi факторизацiї — матричної задачi

Рiмана-Гiльберта, до якої застосовується точний асимптотичний аналiз (що

має прозорi аналогiї з лiнiйним асимптотичним методом — методом градi-

єнтного спуску). А саме, метод Дейфта й Жу полягає [99] у перетвореннi

(“деформацiї”) вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта у такий спосiб, що матри-

ця стрибка, яка залежить вiд параметра (скажiмо, часу 𝑡), швидко прямує

до одиничної матрицi (коли параметр прямує до нескiнченностi) усюди, за

винятком деяких точок (точок стацiонарної фази). У свою чергу, розв’язок

задачi Рiмана-Гiльберта у околi точок стацiонарної фази можна наблизити

розв’язком модельної задачi, яка має явний розв’язок (у термiнах певних

спецiальних функцiй). Таким чином, вихiдна задача Рiмана-Гiльберта зво-

диться до низки точно розв’язуваних, що, у кiнцевому результатi дозволяє

знайти точну асимптотичну формулу для розв’язку початкової (початково-

крайової) задачi для вiдповiдного нелiнiйного iнтегровного рiвняння.

Незважаючи на те, що як МОЗР, так i метод Дейфта й Жу, є до певної

мiри алгоритмiчними, їхня адаптацiя до тiєї чи iншої нестандартної задачi

для конкретного нелiнiйного рiвняння може бути складною задачею, яка

вимагає значної попередньої аналiтичної роботи. Наприклад, застосуван-

ня МОЗР для початкових задач iз ненульовими крайовими умовами на

нескiнченностi (тобто коли просторова змiнна 𝑥 прямує до ±∞), дуже вiд-

рiзняються вiд, скажiмо, задачi на нульовому фонi. Зокрема, суттєво вiд-

мiнними є властивостi вiдповiдних спектральних функцiй, вихiдна задача

Рiмана-Гiльберта та адаптацiя метода Дейфта–Жу.
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З iншого боку, дослiдження конкретної проблеми може призвести не

тiльки до отримання асимптотики для цiєї задачi (або, що ще важливi-

ше, до вiдкриття нових, фiзично значущих асимптотичних режимiв), але

також може дати поштовх до розробки нових аналiтичних методiв та пiд-

ходiв, якi згодом можуть бути ефективно застосованi до широкого класу

задач з iнших областей математики (як це вже сталося, зокрема, у теорiї

ортогональних полiномiв та випадкових матриць великого розмiру).

1.2 Нелокальне нелiнiйне рiвняння Шредiнгера

Як було зазначено вище, класичнi нелiнiйнi рiвняння Шредiнгера (1.1) гра-

ють дуже важливу роль у сучаснiй фiзицi. Рiвняння (1.1) є унiверсальни-

ми моделями й можуть використовуватися в широкому дiапазонi областей,

вiд фотонiки та явищ на кшталт конденсацiї Бозе-Енштейна до динамiки

хвиль на глибокiй водi [1, 15, 86]. Цi рiвняння можуть бути iнтерпретованi

як окремi випадки системи АКНС [4]

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑟(𝑥, 𝑡) = 0,

−𝑖𝑟𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑟𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝑞(𝑥, 𝑡)𝑟2(𝑥, 𝑡) = 0,
(1.2)

що вiдповiдають редукцiям 𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑞(𝑥, 𝑡) (тут i далi 𝑞 означає ком-

плексно спряжену до 𝑞). Зазначимо, що для будь-якої пари функцiй 𝑟, 𝑞,

система АКНС (1.2) є iнтегровною: вона є умовою сумiсностi наступної

системи диференцiальних рiвнянь (пари Лакса):

Φ𝑥 + 𝑖𝑘𝜎3Φ = 𝑈(𝑥, 𝑡)Φ

Φ𝑡 + 2𝑖𝑘2𝜎3Φ = 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝑘)Φ
(1.3)

де 𝜎3 = ( 1 0
0 −1 ), Φ(𝑥, 𝑡, 𝑘) – 2 × 2 матричнозначна функцiя, 𝑘 ∈ C є до-

датковим (спектральним) параметром, а матричнi коефiцiєнти 𝑈(𝑥, 𝑡) та

𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝑘) можуть бути записанi в термiнах розв’язкiв системи АКНС

{𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡)} у такий спосiб:

𝑈(𝑥, 𝑡) =

(︃
0 𝑞(𝑥, 𝑡)

−𝑟(𝑥, 𝑡) 0

)︃
, 𝑉 =

(︃
𝑉11 𝑉12

𝑉21 𝑉22

)︃
, (1.4)
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де 𝑉11 = −𝑉22 = 𝑖𝑞(𝑥, 𝑡)𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑉12 = 2𝑘𝑞(𝑥, 𝑡) + 𝑖𝑞𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑉21 = −2𝑘𝑟(𝑥, 𝑡) +

𝑖𝑟𝑥(𝑥, 𝑡).

Кiлька десятилiть вважалося, що НРШ є єдиною цiкавою редукцiєю

системи (1.2). Але у 2013 роцi Абловiц та Мусслiманi [7] показали, що є iнша

цiкава – нелокальна – редукцiя. А саме, вони запропонували розглянути

редукцiю 𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑞(−𝑥, 𝑡), яка зводить систему (1.2) до iнтегровного

нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера:

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝜎𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ C.
(1.5)

Це рiвняння можна розглядати як рiвнянняШредiнгера 𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡)+𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)+

𝑉 (𝑥, 𝑡)𝑞(𝑥, 𝑡) з нелокальним потенцiалом 𝑉 (𝑥, 𝑡) = 2𝜎𝑞(−𝑥, 𝑡)𝑞(𝑥, 𝑡). Ва-
жливо зазначити, що розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задовольняє умовi 𝑃𝑇 -симетрiї (parity-

time-symmetry) [19], тобто якщо 𝑞(𝑥, 𝑡) є розв’язком рiвняння (1.5), то й

𝑞(−𝑥,−𝑡) також є його розв’язком. Отже, система (1.5), з одного боку, є

iнтегровною, а з iншого, має вiдношення до теорiї 𝑃𝑇 -симетричних систем,

яка наразi є областю в сучаснiй фiзицi, що активно розвивається.

𝑃𝑇 -симетричнi системи вперше були запропонованi у видатнiй роботi

Бендера та Боетчера [19], де автори започаткували нову область у теорети-

чнiй фiзицi – неермiтову (𝑃𝑇 -симетричну) квантову механiку [17, 20, 28].

𝑃𝑇 -симетрична квантова механiка є розширенням традицiйної квантової

механiки в комплексну площину, яке спочатку розглядалося як цiкаве ма-

тематичне вiдкриття, але майже без надiї на практичне застосування [18].

Але починаючи з робiт Ель-Ганайнi, Макрiса, Мусслiманi та Христодулi-

деса [43, 79, 82], у яких була розроблена 𝑃𝑇 -симетрична оптика, почався

справжнiй спалах iнтересу до цiєї областi [67]. Дiйсно, пiсля того, як була

сформульована концепцiя 𝑃𝑇 -симетричних оптичних хвилеводiв [43], до-

слiджена динамiка променiв у цих хвилєводах [79], та введена до розгляду

нелiнiйна 𝑃𝑇 -симетрична теорiя [82], 𝑃𝑇 -симетричнi системи були розгля-

нутi та експерементально дослiдженi в таких рiзноманiтних областях, як

оптичнi хвилеводи, лазери, оптичнi резонатори, мiкро-хвильовi порожнини,
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надпровiднi дроти, ядерний магнiтний резонанс (ЯМР) [18]. Методи, роз-

робленi в цих дослiдженнях, дають надiю на використанняи 𝑃𝑇 -симетрiй

для розробки нових способiв управлiння свiтлом. Можливо, це навiть при-

зведе до винайдення нових видiв комп’ютерiв, якi використовують оптичнi

хвилєводи замiсть електричних проводiв. Це явище також може бути вико-

ристане для розробки нових видiв матерiалiв та комунiкацiйних пристроїв

[18].

Однiєю з найважливiших характерних рис iнтегровних систем є наяв-

нiть точних розв’язкiв спецiального типу – солiтонiв. З фiзичної точки зо-

ру, солiтони, або поодинокi хвилi, являють собою скiнченнi, локалiзованi

у просторi енергетичнi структури. Вони були теоретично передбаченi та

експериментально встановленi в рiзних областях фiзики, таких як нелi-

нiйна оптика, магнетизм, розповсюдження хвиль на водi, та багато iнших

[95, 14, 84]. З математичної точки зору, солiтони виникають як окремий

природний клас точних розв’язкiв, наявнiсть яких може свiдчити про пев-

нi математичнi властивостi рiвняння, такi як нескiнченна кiлькiсть законiв

збереження та можливiсть застосування методу оберненої задачi розсiюва-

ння для задач iз вiдповiдними крайовими умовами.

Наразi було докладено багато зусиль для отримання точних розв’язкiв

нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (1.5). Зокрема, у роботi [9]

(див. також [7]) автори розробили МОЗР для початкової задачi для фоку-

суючого (𝜎 = 1) та дефокусуючого (𝜎 = −1) рiвняння (1.5) на нульовому

фонi та отримали одно-,дво-, та трисолiтоннi розв’язки (у фокусуючому

випадку). Найпростiший односолiтонний розв’язок має вигляд

𝑞(𝑥, 𝑡) = − 2(𝜈1 + 𝜈2)𝑒
−2𝜈1𝑥−4𝑖𝜈21 𝑡−𝑖𝜑1

1 + 𝑒−2(𝜈1+𝜈2)𝑥−4𝑖(𝜈21−𝜈22)𝑡−𝑖(𝜑1+𝜑2)
, (1.6)

де 𝜈1, 𝜈2 > 0 та 𝜑1, 𝜑2 ∈ R. Вiдзначимо, що у випадку, коли 𝜈1 = 𝜈2 та

𝜑1 = −𝜑2, солiтонний розв’язок (1.6) вiдповiдає солiтонному розв’язку кла-
сичного (локального) нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. Важливо зазначи-

ти, що в загальному випадку точний розв’язок (1.6) має сингулярностi в
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точках

(𝑥 = 0, 𝑡 = 𝑡𝑛), де 𝑡𝑛 =
(2𝑛+ 1)𝜋 + (𝜑1 + 𝜑2)

4(𝜈22 − 𝜈21)
, (1.7)

а в околах усiх iнших точок вiн є нескiнченно гладкий та прямує до своїх

крайових значень з експоненцiальною швидкiстю. Зауважимо, що пiзнiше,

у роботах [52], [34, 32] i [63], цей солiтонний розв’язок був побудований з ви-

користанням, вiдповiдно, методу Хiроти, методу подвiйних Вронскiанiв, та

методу Беклунда-Дарбу (також вiдмiтимо, що у [110, 111] i [3] було знайде-

но загальний 𝑁 -солiтонний розв’язок на нульовому фонi, використовуючи

пiдхiд задачi Рiмана-Гiльберта та комбiнацiю метода Хiроти з iєрархiєю

Кадомцева-Петвiашвiлi).

Також вiдзначимо, що ННРШ (1.5) у фокусуючому випадку має як свi-

тлий солiтон

𝑞(𝑥, 𝑡) =
2𝐴𝑒𝑖𝐴

2𝑡

𝑒𝐴𝑥 + 𝑒−𝐴𝑥
, (1.8)

так i темний,

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴
𝑒𝐴𝑥 − 𝑒−𝐴𝑥

𝑒𝐴𝑥 + 𝑒−𝐴𝑥
𝑒−2𝑖𝐴2𝑡, (1.9)

що принципово вiдрiзняється вiд випадку локального нелiнiйного рiвняння

Шредiнгера (1.1), який має, залежно вiд знака 𝜎, або лише свiтлий солiтон,

або лише темний [94].

Взаємодiї рiзних точних розв’язкiв присвячено низку робiт. Зокрема,

у [72] (див. також [103]) вивчається взаємодiя темних та свiтлих солiто-

нiв; роботи [73, 104, 120, 119] i [108] присвяченi взаємодiї рацiональних

та змiшаних екпоненцiально-рацiональних солiтонних розв’язкiв для де-

фокусуючого ННРШ (1.5) на фонi неперервних хвиль (continuous wave

background) 𝑞𝑐𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜌𝑒2𝑖𝜌
2𝑡. У [121] показано зв’язок мiж точним со-

лiтоним розв’язком та рухом певних кривих у C3, що дає геометричну iн-

терпретацiю ННРШ. Також низка робiт присвячена пошуку iнших типiв

точних розв’язкiв, зокрема, хвиль-“вбивць” (rogue waves) [53, 54, 113], перi-

одичних та гiперболiчних розв’язкiв [81, 66, 105], солiтонiв на ненульовому

фонi [3]. До того ж, будь-який парний розв’язок класичного нелiнiйного
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рiвняння Шредiнгера також є розв’язком i нелокального; вiдповiдно, парнi

рацiональнi розв’язки, наведенi у [35], також є розв’язками ННРШ.

Помiтно менше робiт присвячено аналiзу загальних початкових задач

для нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. У [9] (див. також [30,

102]) автори розробили метод оберненої задачi розсiювання для задачi Ко-

шi на нульовому фонi, а у [51] було доведено, що за цих умов, ННРШ

є повнiстю iнтегровною нескiнченновимiрною гамiльтоновою системою. У

[50] було показано, що хоча початкова задача як для фокусуючого, так i

для дефокусуючого ННРШ коректно поставлена локально в класi 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈
𝐶(𝐻1(R), [0, 𝑇𝑚𝑎𝑥)), у випадку фокусуючого рiвняння iснують як завгодно

малi початковi данi (у нормi 𝐻𝑠(R) для будь-якого 𝑠 ≥ 0), якi породжують

розв’язок, що “вибухає” (blow up) за скiнченний час. У [5] автори розроби-

ли МОЗР для початкової задачi на ненульовому симметричному фонi, а у

[93] була розглянута перiодична початково-крайова задача на скiнченному

iнтервалi.

Наведенi вище значнi результати з аналiзу нелокального нелiнiйного рiв-

няння Шредiнгера демонструють неабиякий iнтерес до iнтегровних 𝑃𝑇 -

симетричних систем взагалi (див. також Роздiл 1.3), та до цього рiвняння

зокрема. Виникає природне питання, чи є зв’язок мiж фiзично релеван-

тними моделями та ННРШ. У [48] (див. також [31]) було показано, що

рiвняння (1.5) є калiбрувально еквiвалентним до нетрадицiйного парно-

го рiвняння Ландау-Лiфшиця, яке має вiдношення до теорiї магнетизму.

Крiм того, ННРШ було виведене як квазiмонохроматична редукцiя ком-

плексних рiвнянь Кортевега-де Фрiза та кубiчного нелiнiйного рiвняння

Клейна-Ґордона [12] (див. також [85, 112] про перетворення мiж локаль-

ними та нелокальними iнтегровними системами). З iншого боку, система

(1.5) є частковим випадком iнтегровних систем типу Алiси-Боба (Alice-Bob

systems). Такi системи описують рiзнi фiзичнi явища, що вiдбуваються

у двох (або бiльше) рiзних мiсцях, певним чином пов’язаних мiж собою

[74, 75]: якщо цi два рiзних мiсця не є сусiднiми, вiдповiдна модель стає
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нелокальною. Крiм того, були прикладенi зусилля для фiзичної реалiзацiї

просторової дзеркальної нелокальностi, оскiльки вона досить сильно вiдрi-

зняється вiд звичайної нелокальностi iнтегрального типу. Було висловлено

припущення, що нелокальний просторовий дзеркальний зв’язок може бути

реалiзований в (i) нелiнiйнiй струнi, де кожна частинка одночасно з’єд-

нана з її найближчими сусiдами та дзеркальною частинкою [47], (ii) лiнiї

електропередач iз нелокальними нелiнiйними елементами [47], i (iii) у пар-

них хвилеводах iз певною просторовою симетрiєю мiж двома компонентами

[109].

1.3 Iншi нелокальнi iнтегровнi рiвняння

Завдяки неабиякiй увазi до нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнге-

ра, протягом останнiх рокiв було запропоновано низку iнших нелокальних

редукцiй вiдомих iнтегровних систем [10]. Також привернули увагу дис-

кретнi аналоги вiдповiдних нелокальних неперервних моделей. Зокрема,

Абловiц та Мусслiманi [8] розглянули дискретну версiю нелокального не-

лiнiйного рiвняння Шредiнгера (1.5), яка має вигляд

𝑖
𝑑𝑄𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
+𝑄𝑛+1(𝜏)+𝑄𝑛−1(𝜏)−2𝑄𝑛(𝜏)+𝜎𝑄𝑛(𝜏)𝑄−𝑛(𝜏)(𝑄𝑛+1(𝜏)+𝑄𝑛−1(𝜏)) = 0

(1.10)

i є дискретною 𝑃𝑇 -симетричною моделлю, яка має пару Лакса та нескiн-

ченну кiлькiсть законiв збереження. У [8] також було отримано точний

односолiтонний розв’язок, який має цiкавi незвичнi властивостi; зокрема,

енергiя
∑︀∞

𝑛=−∞ |𝑄𝑠𝑜𝑙
𝑛 (𝜏)|2 (яка не є сталою) осцилює, а солiтонний розв’я-

зок має сингулярностi, аналогiчнi (1.7) у неперервному випадку. Дискретне

ННРШ (1.10) є калiбрувально еквiвалентним рiвнянню типу Гейзенберга

[78].

Крiм того, були запропонованi iншi редукцiї системи АКНС (1.2), якi

призводять до iнтегровних нелокальних рiвнянь з iншим типом нелокаль-

ностi. Зокрема, при 𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑞(𝑥,−𝑡) отримаємо ННРШ зi зворотним
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часом (reverse-time nonlocal nonlinear Schrödinger equation) [11]

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝜎𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(𝑥,−𝑡) = 0, (1.11)

а при 𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑞(−𝑥,−𝑡) маємо ННРШ зi зворотними часом та простором

(reverse space-time nonlocal nonlinear Scrödinger equation) [11]

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝜎𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥,−𝑡) = 0. (1.12)

Цiкаво, що в обох цих редукцiях немає комплексного спряження, бо iнакше

не буде виконана зворотня часова симетрiя (time reversal symmetry), тобто

якщо 𝑞(𝑥, 𝑡) задовольняє рiвнянню, то й 𝑞(𝑥,−𝑡) має бути його розв’яз-

ком. Зазначимо також, що для цих рiвнянь були знайденi точнi солiтоннi

розв’язки як на нульовому фонi (використовуючи МОЗР) [76, 110, 111], так

i на ненульовому (використовуючи прямий метод Дарбу-Беклунда) [114].

Також наведемо нелокальне нелiнiйне рiвнянняШредiнгера третього по-

рядку [106]:

𝑖𝑞𝑡 + 𝑖𝑐𝑞𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥 + 𝜎𝑞2𝑞(−𝑥, 𝑡) + 𝑖𝜆𝑞𝑥𝑥𝑥 + 3𝑖𝜆𝜎𝑞𝑞𝑥𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, (1.13)

де 𝜆, 𝑐 ∈ R, яке є нелокальним аналогом рiвняння Хiроти 𝑖𝑞𝑡+𝑞𝑥𝑥+𝜎|𝑞|2𝑞+
𝑖𝜆(𝑞𝑥𝑥𝑥 + 3𝑖𝜎|𝑞|2𝑞𝑥) = 0, та нелокальне нелiнiйне рiвняння Шредiнгера з

похiдною (nonlocal derivative nonlinear Schrödinger equation) [122]

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝜎(𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡))𝑥 = 0, (1.14)

яке є нелокальним аналогом класичного НРШ iз похiдною (derivative nonli-

near Schrödinger equation) 𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑖𝜎(|𝑞|2(𝑥, 𝑡)𝑞(𝑥, 𝑡))𝑥 = 0,

Вiдповiднi до неперервних систем (1.11) та (1.12) дискретнi моделi ма-

ють вигляд [11]

𝑖
𝑑𝑄𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
+𝑄𝑛+1(𝜏)+𝑄𝑛−1(𝜏)−2𝑄𝑛(𝜏)+𝜎𝑄𝑛(𝜏)𝑄𝑛(−𝜏)(𝑄𝑛+1(𝜏)+𝑄𝑛−1(𝜏)) = 0,

(1.15)

та

𝑖
𝑑𝑄𝑛(𝜏)

𝑑𝜏
+𝑄𝑛+1(𝜏)+𝑄𝑛−1(𝜏)−2𝑄𝑛(𝜏)+𝜎𝑄𝑛(𝜏)𝑄−𝑛(−𝜏)(𝑄𝑛+1(𝜏)+𝑄𝑛−1(𝜏)) = 0.

(1.16)
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Для цих дискретних iнтегровних моделей був розроблений метод оберненої

задачi розсiювання для початкової задачi на нульовому фонi та отриманi

солiтоннi розв’язки [6].

Крiм того, помiтний iнтерес викликали дiйсне та комплексне нелокальне

модифiковане рiвняння Кортевега-де Фрiза [9]:

𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥𝑥 + 6𝜎𝑞(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥,−𝑡)𝑞𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ R, (1.17)

𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥𝑥 + 6𝜎𝑞(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥,−𝑡)𝑞𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ C, (1.18)

якi були отриманi як редукцiя певного члена АКНС iєрархiї. Дiйсне рiв-

няння мКдФ нещодавно знайшло застосування в нелiнiйнiй океанiчнiй та

атмосфернiй динамiцi [101]. У [10], методом оберненої задачi розсiювання

був отриманий односолiтонний розв’язок для комплексного та дiйсного рiв-

няння мКдФ (з 𝜎 = 1). Властивостi нелокального рiвняння мКдФ (1.17),

включаючи солiтони, кiнки, антикiнки та хвилi-вбивцi представленi в ро-

ботах [61, 62] (див. також [77], де були отриманi темнi солiтони та точнi пе-

рiодичнi розв’язки для комплексного нелокального рiвняння мКдФ). Було

показано, що рiвняння (1.17) та (1.18) калiбрувально еквiвалентнi рiвнянню

типу спiнової моделi [77].

Початковi задачi для дiйсного нелокального мКдФ (1.17) також розгля-

далися в низцi робiт. Так, МОЗР для фокусуючого випадку (𝜎 = 1) для

початкової задачi на нульовому фонi представлено у [62]. Aсимптотика для

дефокусуючої задачi з нульовими крайовими умовами отримана у [56] за

допомогою нелiнiйного методу перевалу (методу Дейфта й Жу). Задача на

ненульовому (симетричному) фонi розглядається у [118], де автори розро-

били МОЗР та знайшли точнi солiтоннi розв’язки рiзного типу.

Крiм рiвнянь, зазначених вище, було виведено цiлу низку iнших iнте-

гровних нелокальних систем [10]. Також вiдзначимо [45], де були запропо-

нованi багатовимiрнi нелокальнi моделi (див. також [87, 88]). У [109] обгово-

рюються фiзично цiкавi нелокальнi рiвняння, зокрема, рiзнi варiанти нело-

кального рiвняння Манакова (див. також [33]). Нелокальне нелiнiйне рiвня-

ння Мельнiкова розглядалось у [71], а нелокальне рiвняння Саса-Сатсуми

33



– у [100].

1.4 Висновки до Роздiлу 1

Наведений огляд лiтератури демострує неабиякий iнтерес науковцiв, що

працюють у рiзних областях математики та фiзики, до iнтегровних нело-

кальних нелiнiйних рiвнянь. З одного боку, це пiдтверджує актуальнiсть

обраної у дисертацiї тематики, а з iншого боку, маємо всi пiдстави вважа-

ти, що представлений вище певний зрiз сучасного стану вивчення рiзних

питань, пов’язаних з нелокальними нелiнiйними iнтегровними рiвняннями

(зокрема, з нелокальним нелiнiйним рiвнянням Шредiнгера), дуже скоро

буде далеко не повним.
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Роздiл 2

Початкова задача для нелокального
нелiнiйного рiвняння Шредiнгера на
нульовому фонi

Результати цього Роздiлу опублiкованi у роботi [89].

У цьому роздiлi розглядається початкова задача для нелокального не-

лiнiйного рiвняння Шредiнгера

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝜎𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, 𝜎 = ±1, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0, (2.1a)

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥), (2.1b)

де задана почакова функцiя 𝑞0(𝑥) швидко прямує до нуля при |𝑥| → ∞
[89]. Основною метою є отримання асимптотики за великим часом задачi

Кошi (2.1). Для цього ми використовуємо метод оберненої задачi розсiюва-

ння (МОЗР) у формi задачi Рiмана-Гiльберта (Пiдроздiл 1.1) та адаптує-

мо нелiнiйний метод перевалу (метод Дейфта–Жу [38, 36]). Основнi iнгре-

дiєнти для побудови вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта — розв’язки Йоста

вiдповiдної пари Лакса — обговорювалися у роботi [9]. У Пiдроздiлi 2.1

ми розробляємо формалiзм методу оберненої задачi розсiювання у виглядi

мультиплiкативної задачi Рiмана-Гiльберта, який є зручним для подаль-

шого асимптотичного (при 𝑡 → ∞) аналiзу. Цей аналiз представлений у

Пiдроздiлi 2.2, де сформульовано основний результат цього Роздiлу. Наш

аналiз є дiйсним за певних припущень щодо поведiнки спектральних фун-

кцiй, пов’язаних iз вихiдними даними. Обгрунтованiсть цих припущень з
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точки зору вихiдних даних (зокрема, для початкових даних у формi п’єде-

стала) обговорюється в Пiдроздiлi 2.3.

2.1 Метод оберненої задачi розсiювання та задача

Рiмана-Гiльберта

Загальний метод Абловiца-Каупа-Ньюелла-Сегура [4, 14] був застосований

до ННРШ (2.1a) у [9]. У нашiй роботi, ми дещо iнакше будуємо форма-

лiзм методу оберненої задачi розсiювання, з прицiлом на зручнiсть його

подальшого використання для асимптотичного аналiзу.

Як зазначалося в Пiдроздiлi 1.2, ННРШ є умовою сумiсностi двох лiнiй-

них рiвнянь (пари Лакса) для 2× 2 матрицi-функцiї Φ(𝑥, 𝑡, 𝑘):

Φ𝑥 + 𝑖𝑘𝜎3Φ = 𝑈Φ, (2.2a)

Φ𝑡 + 2𝑖𝑘2𝜎3Φ = 𝑉 Φ, (2.2b)

де

𝑈 =

(︃
0 𝑞(𝑥, 𝑡)

−𝜎𝑞(−𝑥, 𝑡) 0

)︃
(2.3)

у спектральнiй задачi АКНС (2.2a) та

𝑉 =

(︃
𝐴 𝐵

𝐶 −𝐴

)︃
(2.4)

з 𝐴 = 𝑖𝜎𝑞(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡), 𝐵 = 2𝑘𝑞(𝑥, 𝑡) + 𝑖𝑞𝑥(𝑥, 𝑡), та 𝐶 = −2𝑘𝜎𝑞(−𝑥, 𝑡) +
𝑖𝜎(𝑞(−𝑥, 𝑡))𝑥, у еволюцiйному рiвняннi за часовою змiнною (2.2b).

Припускаючи, що 𝑞(𝑥, 𝑡) задовольняє (2.1a) та що 𝑞(·, 𝑡) ∈ 𝐿1(−∞,∞)

для всiх 𝑡 ≥ 0, визначимо (матричнозначi) розв’язки Йоста Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 =

1, 2, системи рiвнянь (2.2) у такий спосiб:Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑒
(−𝑖𝑘𝑥−2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3,

де Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘) є розв’язками iнтегральних рiвнянь Вольтерра, якi вiдповiд-
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ають системi (2.2):

Ψ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 +

∫︁ 𝑥

−∞
𝑒𝑖𝑘(𝑦−𝑥)𝜎3𝑈(𝑦, 𝑡)Ψ1(𝑦, 𝑡, 𝑘)𝑒

−𝑖𝑘(𝑦−𝑥)𝜎3 𝑑𝑦, 𝑘 ∈ (C+,C−),

(2.5a)

Ψ2(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 +

∫︁ 𝑥

∞
𝑒𝑖𝑘(𝑦−𝑥)𝜎3𝑈(𝑦, 𝑡)Ψ2(𝑦, 𝑡, 𝑘)𝑒

−𝑖𝑘(𝑦−𝑥)𝜎3 𝑑𝑦, 𝑘 ∈ (C−,C+).

(2.5b)

Тут i далi, 𝐼 є 2 × 2 одиничною матрицею, C± = {𝑘 ∈ C | ± Im 𝑘 > 0}, та
𝑘 ∈ (C+,C−) означає, що перший та другий стовпчик матричнозначної

функцiї може бути аналiтично продовжений вiдповiдно у верхню та ни-

жню пiвплощину. Крiм того, з (2.5) випливає, що стовпчики Ψ𝑗(·, ·, 𝑘) є
неперервними до межi (R) вiдповiдних пiвплощин, та Ψ𝑗(·, ·, 𝑘) → 𝐼 при

𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ (C+,C−). З того, що матриця 𝑈(𝑥, 𝑡) є безслiдовою, випливає,

що detΦ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘) ≡ 1 для всiх 𝑥, 𝑡 i 𝑘.

Визначимо матрицю розсiювання 𝑆(𝑘), 𝑘 ∈ R (det𝑆(𝑘) ≡ 1) як матри-

цю, яка пов’язує розв’язки системи (2.2) Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘) (для всiх 𝑥 та 𝑡) для

𝑘 ∈ R:
Φ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑆(𝑘), 𝑘 ∈ R. (2.6)

Зазначимо, що симетрiя [9]

ΛΦ1(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1 = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑘), (2.7)

де Λ =
(︀
0 𝜎
1 0 ), пов’язує розв’язки Йоста, якi нормованi на рiзних нескiн-

ченностях (вiдносно 𝑥). З цього випливає, що 𝑆(𝑘) може бути записана у

формi

𝑆(𝑘) =

(︃
𝑎1(𝑘) −𝜎𝑏(−𝑘)
𝑏(𝑘) 𝑎2(𝑘)

)︃
, 𝑘 ∈ R, (2.8)

з деякими 𝑏(𝑘), 𝑎1(𝑘) та 𝑎2(𝑘), де останнi двi спектральнi функцiї задоволь-

няють наступнi умови симетрiї:

𝑎1(−𝑘) = 𝑎1(𝑘), 𝑎2(−𝑘) = 𝑎2(𝑘). (2.9)
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Зазначимо, що на вiдмiну вiд випадку класичного (локального) нелiнiйного

рiвняння Шредiнгера (НРШ), де 𝑎1(𝑘) = 𝑎2(𝑘), спектральнi функцiї 𝑎1(𝑘)

та 𝑎2(𝑘) для нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера не пов’язанi

мiж собою; замiсть цього, вони задовольняють умови симетрiї (2.9), якi,

взагалi кажучи, не виконуються у випадку класичного НРШ.

Матриця розсiювання 𝑆(𝑘) однозначно визначається початковими дани-

ми 𝑞(𝑥, 0) у такий спосiб:

𝑆(𝑘) = Φ−1
2 (𝑥, 0, 𝑘)Φ1(𝑥, 0, 𝑘) = 𝑒𝑖𝑘𝑥Ψ−1

2 (𝑥, 0, 𝑘)Ψ1(𝑥, 0, 𝑘)𝑒
−𝑖𝑘𝑥,

деΨ𝑗(𝑥, 0, 𝑘) є розв’язками (лiнiйного) iнтегрального рiвняння (2.5) з 𝑞(𝑥, 0)

замiсть 𝑞(𝑥, 𝑡). Дiйсно, позначаючи 𝜓1(𝑥, 𝑡) = (Ψ1)11(𝑥, 0, 𝑘), 𝜓2(𝑥, 𝑡) =

(Ψ1)12(𝑥, 0, 𝑘), 𝜓3(𝑥, 𝑡) = (Ψ1)21(𝑥, 0, 𝑘), 𝜓4(𝑥, 𝑡) = (Ψ1)22(𝑥, 0, 𝑘), отриму-

ємо системи рiвнянь для пар функцiй 𝜓1, 𝜓3 та 𝜓2, 𝜓4:

𝜓1(𝑥, 𝑘) = 1 +

∫︁ 𝑥

−∞
𝑞0(𝑦)𝜓3(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦,

𝜓3(𝑥, 𝑘) = −𝜎
∫︁ 𝑥

−∞
𝑒2𝑖𝑘(𝑥−𝑦)𝑞0(−𝑦)𝜓1(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦,

(2.10)

та

𝜓2(𝑥, 𝑘) =

∫︁ 𝑥

−∞
𝑒2𝑖𝑘(𝑦−𝑥)𝑞0(𝑦)𝜓4(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦,

𝜓4(𝑥, 𝑘) = 1− 𝜎

∫︁ 𝑥

−∞
𝑞0(−𝑦)𝜓2(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦.

(2.11)

Спектральнi функцiї можна визначити в термiнах розв’язкiв цих рiвнянь:

𝑎1(𝑘) = lim
𝑥→+∞

𝜓1(𝑥, 𝑘), 𝑏(𝑘) = lim
𝑥→+∞

𝑒−2𝑖𝑘𝑥𝜓3(𝑥, 𝑘), (2.12)

та

𝑎2(𝑘) = lim
𝑥→+∞

𝜓4(𝑥, 𝑘). (2.13)

Зазначимо, що в термiнах Ψ𝑗, спiввiдношення розсiювання (2.6) має вигляд

Ψ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Ψ2(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑒
−(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3𝑆(𝑘)𝑒(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3. (2.14)

Пiдсумуємо властивостi спектральних функцiй.
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1. 𝑎1(𝑘) аналiтична при 𝑘 ∈ C+ та неперервна при 𝑘 ∈ C+; 𝑎2(𝑘) аналi-

тична при 𝑘 ∈ C− та неперервна при 𝑘 ∈ C−.

2. 𝑎𝑗(𝑘) = 1 + 𝑂
(︀
1
𝑘

)︀
, 𝑗 = 1, 2 та 𝑏(𝑘) = 𝑂

(︀
1
𝑘

)︀
при 𝑘 → ∞ (останнє має

мiсце при 𝑘 ∈ R).

3. 𝑎1(−𝑘) = 𝑎1(𝑘), 𝑘 ∈ C+; 𝑎2(−𝑘) = 𝑎2(𝑘), 𝑘 ∈ C−.

4. 𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘)+𝜎𝑏(𝑘)𝑏(−𝑘) = 1, 𝑘 ∈ R (випливає з того, що det𝑆(𝑘) = 1).

Подiбно до випадку класичного НРШ, визначимо матричнозначну фун-

кцiю 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) у такий спосiб:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎨⎩
(︁
Ψ

(1)
1 (𝑥,𝑡,𝑘)
𝑎1(𝑘)

,Ψ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘)

)︁
, Im 𝑘 > 0,(︁

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘), Ψ

(2)
1 (𝑥,𝑡,𝑘)
𝑎2(𝑘)

)︁
, Im 𝑘 < 0,

(2.15)

де Ψ
(𝑗)
𝑖 (𝑥, 𝑡, 𝑘) є 𝑗-им стовпчиком матрицi Ψ𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑘). Тодi спiввiдношен-

ня розсiювання (2.14) може бути переписано у виглядi умови стрибка для

𝑀(·, ·, 𝑘) вздовж 𝑘 ∈ R:

𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝑘) =𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R, (2.16)

де 𝑀± позначає граничнi значення матрицi 𝑀 при наближеннi 𝑘 до R з

C±, та

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 + 𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) 𝜎𝑟2(𝑘)𝑒

−2𝑖𝑘𝑥−4𝑖𝑘2𝑡

𝑟1(𝑘)𝑒
2𝑖𝑘𝑥+4𝑖𝑘2𝑡 1

)︃
, 𝑘 ∈ R, (2.17)

де

𝑟1(𝑘) :=
𝑏(𝑘)

𝑎1(𝑘)
та 𝑟2(𝑘) :=

𝑏(−𝑘)
𝑎2(𝑘)

. (2.18)

Крiм того,

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, при 𝑘 → ∞. (2.19)

У цьому Роздiлi ми припускаємо, що 𝑎1(𝑘) та 𝑎2(𝑘) не мають нулiв у C+

та C− вiдповiдно. У цьому випадку, спiввiдношення (2.16)–(2.19) можуть

розглядатися як задача Рiмана-Гiльберта (РГ): за даними 𝑟1(𝑘) та 𝑟2(𝑘)
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при 𝑘 ∈ R, знайти кусково-аналiтичну (вiдносно до R), 2× 2 функцiю 𝑀 ,

яка задовольняє умови (2.16) та (2.19) (якщо 𝑎1(𝑘) та/або 𝑎2(𝑘) мають нулi,

тодi𝑀(·, ·, 𝑘) може мати полюси в цих нулях, i задача Рiмана-Гiльберта має
бути доповнена вiдповiдними умовами на лишки (див., наприклад, [44]).

Припускаючи, що задача Рiмана-Гiльберта має розв’язок 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) для

всiх 𝑥 i 𝑡, розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi Кошi (2.1) можна знайти в термiнах (12)

елемента матрицi 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) у такий спосiб [14, 44]:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀12(𝑥, 𝑡, 𝑘). (2.20)

Зауваження 2.1. З огляду на (2.9), 𝑟1(𝑘) i 𝑟2(𝑘) при 𝑘 ∈ R зв’язанi мiж

собою наступним чином:

𝑟2(−𝑘) =
𝑏(𝑘)

𝑎2(−𝑘)
= 𝑟1(𝑘)

𝑎1(𝑘)

𝑎2(−𝑘)
= 𝑟1(𝑘)

𝑎1(𝑘)

𝑎2(𝑘)
. (2.21)

Аналогiчно,

𝑟1(−𝑘) = 𝑟2(𝑘)
𝑎2(𝑘)

𝑎1(𝑘)
,

з чого випливає рiвнiсть

𝑟1(−𝑘)𝑟2(−𝑘) = 𝑟1(𝑘) 𝑟2(𝑘), 𝑘 ∈ R. (2.22)

Крiм того, з детермiнантної властивостi 4 випливає, що

1 + 𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) =
1

𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘)
, 𝑘 ∈ R. (2.23)

У свою чергу, з (2.21) та (2.23) випливає, що якщо 𝑟1(𝑘) та 𝑟2(𝑘) заданi

при 𝑘 ∈ R, то 𝑎1(𝑘) та 𝑎2(𝑘) однозначно визначаються при 𝑘 ∈ R (та, в

силу аналiтичностi, вiдповiдно у C+ та C−).

Зауваження 2.2. Якщо 𝑎1(𝑘) i 𝑎2(𝑘) не мають нулiв у вiдповiдно C+ i

C−, тодi за теоремою Кошi та формулою Племеля-Сохоцького для ln 𝑎1(𝑘)

та ln 𝑎2(𝑘) [44] маємо

ln 𝑎1(𝑘) =
1

𝜋𝑖
v.p.

∫︁ ∞

−∞

ln 𝑎1(𝜁)

𝜁 − 𝑘
𝑑𝜁, 𝑘 ∈ R,
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ln 𝑎2(𝑘) = − 1

𝜋𝑖
v.p.

∫︁ ∞

−∞

ln 𝑎2(𝜁)

𝜁 − 𝑘
𝑑𝜁, 𝑘 ∈ R,

i тому
𝑎1(𝑘)

𝑎2(𝑘)
= exp

{︂
1

𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

ln 𝑎1(𝜁)𝑎2(𝜁)

𝜁 − 𝑘
𝑑𝜁

}︂
, 𝑘 ∈ R. (2.24)

Крiм того, з огляду на (2.21), маємо

𝑟2(−𝑘)
𝑟1(𝑘)

=
𝑟2(𝑘)

𝑟1(−𝑘)
= exp

{︂
1

𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

ln 𝑎1(𝜁)𝑎2(𝜁)

𝜁 − 𝑘
𝑑𝜁

}︂
, 𝑘 ∈ R. (2.25)

Лема 2.1. Розв’язок 𝑀 задачi Рiмана-Гiльберта (2.16), (2.17), (2.19) за-

довольняє наступну умову симетрiї (пор. з (2.7)):

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Λ𝑀(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1

⎛⎝ 1
𝑎1(𝑘)

0

0 𝑎1(𝑘)

⎞⎠ , 𝑘 ∈ C+,

Λ𝑀(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1

⎛⎝𝑎2(𝑘) 0

0 1
𝑎2(𝑘)

⎞⎠ , 𝑘 ∈ C−.

(2.26)

Доведення. З (2.22) i (2.23) випливає, що матриця стрибка (2.17) у (2.16)

задовольняє наступну умову симетрiї:

Λ𝐽(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1 =

(︃
𝑎2(𝑘) 0

0 1
𝑎2(𝑘)

)︃
𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
𝑎1(𝑘) 0

0 1
𝑎1(𝑘)

)︃
.

Тодi твердження лемми випливає з єдиностi розв’язку задачi Рiмана-Гiльберта

(що має мiсце в силу теореми Лiувiлля).

Зауваження 2.3. Симетрiя (2.26) виконується для розв’язку задачi Рiмана-

Гiльберта в бiльш загальнiй постановцi, яка включає можливiсть скiн-

ченної кiлькостi нулiв спектральних функцiй 𝑎1(𝑘) i 𝑎2(𝑘); тодi у фор-

мулювання вихiдної задачi додаються умови на лишки. Доведення цьо-

го твердження знову грунтується на єдиностi розв’язку задачi Рiмана-

Гiльберта, беручи до уваги, що структура умов на лишки є такою, що

зберiгає єдинiсть розв’язку [44].
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2.2 Асимптотична поведiнка за великим часом для не-

локального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера

Головною метою цього Роздiлу є отримання асимптотики за великим часом

розв’язку задачi Кошi (2.1). За аналогiєю до випадку класичного НРШ [36],

ми використовуємо зображення розв’язку початкової задачi через розв’я-

зок задачi Рiмана-Гiльберта i розглядаємо його асимптотично, застосову-

ючи нелiнiйний метод перевалу для осциляцiйних задач Рiмана-Гiльберта

[38]. Цей метод грунтується на послiдовних перетвореннях вихiдної задачi

Рiмана-Гiльберта, якi зводять її до задачi, що розв’язується явно. Послi-

довнi етапи методу подiбнi до тих, що застосовуються у випадку класи-

чного нелiнiйного рiвняння Шредiнгера[36]: трикутнi факторизацiї матри-

цi стрибка; “абсорбацiя” трикутних матриць стрибка з придатною поведiн-

кою за великим часом; зведення, пiсля вiдповiдного масштабування, задачi

Рiмана-Гiльберта до такої, що явно розв’язується у термiнах функцiй па-

раболiчного цилiндра; контроль похибок апроксимацiй. При виконаннi цих

етапiв ми будемо звертати увагу на особливостi аналiзу задачi у випадку

нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера.

2.2.1 Факторизацiя матрицi стрибка

Введемо до розгляду 𝜉 := 𝑥
4𝑡 i

𝜃(𝑘, 𝜉) = 4𝑘𝜉 + 2𝑘2.

У матрицi стрибка (2.17) є двi трикутних фаторизацiї:

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 0

𝑟1(𝑘)
1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)

𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

)︃(︃
1 + 𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) 0

0 1
1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)

)︃

×

(︃
1 𝜎𝑟2(𝑘)

1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

)︃
, (2.27)

=

(︃
1 𝜎𝑟2(𝑘)𝑒

−2𝑖𝑡𝜃

0 1

)︃(︃
1 0

𝑟1(𝑘)𝑒
2𝑖𝑡𝜃 1

)︃
. (2.28)
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В процесi трансформацiї вихiдної задачi РГ, факторизацiї (2.27) i (2.28)

використовуються таким чином, щоб осциляцiйна матриця стрибка на R
для перетвореної задачi Рiмана-Гiльберта стала рiвною (дивись нижче за-

дачу Рiмана-Гiльберат для 𝑀̂) одиничнiй матрицi, у той час як стрибки,

якi виникають поза R, були експоненцiально малi при 𝑡 → ∞ [36]. Вiдпо-

вiдно до “таблицi знакiв” для 𝜃 (див. Рисунок 2.2), тобто розподiлу знаку

Im 𝜃 у 𝑘-площинi, факторизацiя (2.28) є придатною для 𝑘 > −𝜉, у той час

коли факторизацiя (2.27) є придатною (пiсля того, як ми позбудемося дiа-

гонального множника) при 𝑘 < −𝜉. В свою чергу, дiагонального множника

(2.27) можна позбутися, використовуючи розв’язок наступної скалярної за-

дачi Рiмана-Гiльберта: знайти скалярну функцiю 𝛿(𝑘, 𝜉) (𝜉 є параметром),

аналiтичну у C ∖ (−∞,−𝜉] i таку, що

𝛿+(𝑘, 𝜉) = 𝛿−(𝑘, 𝜉)(1 + 𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)), 𝑘 ∈ (−∞,−𝜉),

𝛿(𝑘, 𝜉) → 1, 𝑘 → ∞.
(2.29)

Маючи таку функцiю 𝛿(𝑘, 𝜉), ми можемо ввести до розгляду 𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) :=

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝛿−𝜎3(𝑘, 𝜉), яка задовольняє умовi стрибка

𝑀̃+(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̃−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R, (2.30)

де

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2
− (𝑘,𝜉)

1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

)︃(︃
1

𝜎𝑟2(𝑘)𝛿
2
+(𝑘,𝜉)

1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

)︃
, 𝑘 < −𝜉,

(︃
1 𝜎𝑟2(𝑘)𝛿

2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

)︃(︃
1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

)︃
, 𝑘 > −𝜉,

(2.31)

та умовi нормування 𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼 при 𝑘 → ∞.

Функцiю 𝛿(𝑘, 𝜉), яка задовольняє (2.29), можна виписати явно:

𝛿(𝑘, 𝜉) := exp

{︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞

ln(1 + 𝜎𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁))

𝜁 − 𝑘
𝑑𝜁

}︂
. (2.32)
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Однiєю з головних вiдмiнностей у нашому аналiзi (у порiвняннi з випадком

класичного НРШ) є те, що у випадку ННРШ, функцiя 1 + 𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) є,

взагалi кажучи, комплекснозначною. Як наслiдок, функцiя 𝛿(𝑘, 𝜉) у (2.32)

може не бути обмеженою у 𝑘 = −𝜉. Дiйсно, вона може бути записана у

виглядi

𝛿(𝑘, 𝜉) = (𝜉 + 𝑘)𝑖𝜈(−𝜉)𝑒𝜒(𝑘), (2.33)

де

𝜒(𝑘) := − 1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞
ln(𝑘 − 𝜁)𝑑𝜁 ln(1 + 𝜎𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)), (2.34)

та

𝜈(−𝜉) := − 1

2𝜋
ln(1 + 𝜎𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)), (2.35)

де логарифм визначено таким чином, що

Im 𝜈(−𝜉) = − 1

2𝜋

∫︁ −𝜉

−∞
𝑑 arg(1 + 𝜎𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)).

Припустимо, що неперервна функцiя arg(1+𝜎𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)), 𝑘 ∈ R є такою,

що arg(1+ 𝜎𝑟1(−∞)𝑟2(−∞)) = 0 i
∫︀ 𝑘

−∞ 𝑑 arg(1+ 𝜎𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)) ∈ (−𝜋, 𝜋) для
всiх 𝑘 ∈ R. Тодi маємо

| Im 𝜈(𝑘)| < 1

2
для всiх 𝑘 ∈ R, (2.36)

звiдки випливає, що сингулярнiсть 𝛿(𝑘, 𝜉) у 𝑘 = −𝜉 (якщо вона є) є iн-

тегрованою з квадратом:
∫︀∞
−∞ |𝛿(𝑘, 𝜉)|2𝑑𝑘 < ∞. Крiм того, сингулярность

розв’язку 𝑀̂ перетвореної задачi Рiмана-Гiльберта також буде iнтегрова-

ною з квадратом, що дозволить нам дотримуватись схеми виводу головно-

го члена асимптотики (при 𝑡→ ∞) аналогiчно випадку обмеженої функцiї

𝛿(𝑘, 𝜉) [70]. Але бiльш важливо, що припущення (2.36) забезпечує можли-

вiсть розв’язати, для достатньо великих значень 𝑡, iнтегральне рiвняння

для функцiї 𝜇, див. (2.65) та (2.66) нижче, у термiнах якої може бути вира-

жений як розв’язок 𝑀̂ вiдповiдної задачi РГ, так i 𝑞(𝑥, 𝑡)(Пiдроздiл 2.2.3).

Вiдзначимо симетрiї (специфiчнi у випадку ННРШ) функцiй 𝜈 i 𝜒, якi

використовуються у виразi для 𝛿.
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Лема 2.2. Нехай виконано (2.36). Тодi мають мiсце наступнi рiвностi

(𝜉 ∈ R):
𝜈(−𝜉) = 𝜈(𝜉) (2.37)

та

𝜒(−𝜉) + 𝜒(𝜉) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

ln 𝑎1(𝜁)𝑎2(𝜁)

𝜁 − 𝜉
𝑑𝜁. (2.38)

Доведення: випливає з (2.9) i (2.23).

2.2.2 Перетворення задачi Рiмана-Гiльберта

Зазначимо, що як i у випадку класичного НРШ, коефiцiєнти вiдбиття 𝑟𝑗(𝑘),

𝑗 = 1, 2 визначенi, взагалi кажучи, лише для 𝑘 ∈ R; однак можна набли-

зити 𝑟𝑗(𝑘) i
𝑟𝑗(𝑘)

1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
певними рацiональними функцiями з добре контро-

льованою похибкою ([38]; див. також [70], роздiл 4 стосовно обговорення

регулярностi 𝑟𝑗(𝑘), необхiдної для встановлення вiдповiдних наближень).

З iншого боку, якщо ми припустимо, що початковi данi 𝑞0(𝑥) прямують до

0 при |𝑥| → ∞ експоненцiально швидко, тодi 𝑟𝑗(𝑘) виявляються аналiти-

чними у смузi, що мiстить 𝑘 ∈ R i, таким чином, вiдпадає необхiднiсть

у використаннi рацiональних наближень для того, щоби мати можливiсть

виконати перетворення, наведенi нижче (контури 𝛾𝑗 можна намалювати

всерединi цiєї смуги).

Отже, зберiгаючи тi ж самi позначення для аналiтичних наближень 𝑟𝑗(𝑘)

та 𝑟𝑗(𝑘)
1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)

, якщо вони потрiбнi, визначимо функцiю 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) у такий
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спосiб: (див. Рисунок 2.1)

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Ω̂0,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝1 −𝜎𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘,𝜉)

1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂1,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝ 1 0

−𝑟1(𝑘)𝛿−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂2,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝1 𝜎𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂3,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘,𝜉)

1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂4.

(2.39)

Рис. 2.1:

Γ̂ = 𝛾1 ∪ ... ∪ 𝛾4

Рис. 2.2:

Таблиця знакiв

Ця функцiя 𝑀̂ задовольняє наступнiй задачi Рiмана-Гiльберта зi стриб-

ком вздовж Γ̂:

𝑀̂+(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̂−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂,

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞,
(2.40)
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де

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝1 𝜎𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘,𝜉)

1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾1,⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾2,⎛⎝1 −𝜎𝑟2(𝑘)𝛿2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾3,⎛⎝ 1 0

−𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘,𝜉)

1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾4.

(2.41)

Згiдно з припущенням (2.36), 𝑀̂ може мати особливiсть при 𝑘 = −𝜉, але
не сильнiшу за (𝑘+𝜉)−1/2, що дозволяє застосувати стандартнi мiркування

(заснованi на теоремi Лiувiлля), якi показують, що розв’язок задачi Рiмана-

Гiльберта (2.40) єдиний, якщо вiн iснує.

Таблиця знакiв для Im 𝜃 чiтко показує, що матриця стрибка 𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘)

для деформованої задачi (2.40) швидко прямує, при 𝑡 → ∞, до одиничної

матрицi для всiх 𝑘 ∈ Γ̂ ∖ {−𝜉}, а збiжнiсть є рiвномiрною поза будь-якого

фiксованого околу точки −𝜉.

2.2.3 Зведення до модельної задачi Рiмана-Гiльберта

Вiдповiдно до загальної схеми асимптотичного аналiзу задач Рiмана-Гiльберта

iз точкою стацiонарної фази функцiї 𝜃, поблизу якої порушується рiвно-

мiрне прямування матрицi стрибка до 𝐼 [38, 36], задача Рiмана-Гiльберта

порiвнюється iз задачею, яка є її модифiкацiєю в околi цiєї точки. Ця мо-

дифiкацiя виконується за допомогою масштабування спектрального пара-

метра. Оскiльки воно диктується фазовою функцiєю 𝜃(𝑘), а 𝜃 в нашому

випадку є такою самою, як i у випадку класичного НРШ, то масштабова-

ний спектральний параметр 𝑧 вводиться у такий же спосiб:

𝑘 =
𝑧√
8𝑡

− 𝜉. (2.42)
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Тодi

𝑒2𝑖𝑡𝜃 = 𝑒𝑖
𝑧2

2 −4𝑖𝑡𝜉2. (2.43)

Бiля 𝑘 = −𝜉, функцiї, якi задiянi в матрицi стрибка (2.41), можуть бути
наближенi у такий спосiб:

𝑟𝑗(𝑘(𝑧)) ≈ 𝑟𝑗(−𝜉), 𝑗 = 1, 2,

𝛿(𝑘(𝑧), 𝜉) ≈
(︂

𝑧√
8𝑡

)︂𝑖𝜈(−𝜉)

𝑒𝜒(−𝜉).

Маючи на увазi цi наближення, а також специфiчну залежнiсть експоненти

(2.43) вiд нової змiнної 𝑧, ми проводимо асимптотичний аналiз при 𝑡→ ∞
розв’язку задачi Рiмана-Гiльберта (2.40) (i, як наслiдок, асимптотичний

аналiз 𝑞(𝑥, 𝑡)), дотримуючись схеми, застосованої у [70]:

(i) вводимо локальний параметрикс, тобто розв’язок𝑚Γ(𝜉, 𝑧) задачi Рiмана-

Гiльберта у 𝑧-площинi з контуром Γ = 𝛾1 ∪ ...∪ 𝛾4 (див. Рисунок 2.3):{︃
𝑚Γ

+(𝜉, 𝑧) = 𝑚Γ
−(𝜉, 𝑧)𝑗

Γ(𝜉, 𝑧), 𝑧 ∈ Γ

𝑚Γ(𝜉, 𝑧) → 𝐼, 𝑧 → ∞,
(2.44)

де

𝑗Γ(𝜉, 𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝1 𝜎𝑟2(−𝜉)
1+𝜎𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)𝑒

−𝑖 𝑧
2

2 𝑧2𝑖𝜈(−𝜉)

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾1,⎛⎝ 1 0

𝑟1(−𝜉)𝑒𝑖
𝑧2

2 𝑧−2𝑖𝜈(−𝜉) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾2,⎛⎝1 −𝜎𝑟2(−𝜉)𝑒−𝑖 𝑧
2

2 𝑧2𝑖𝜈(−𝜉)

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾3,⎛⎝ 1 0

−𝑟1(−𝜉)
1+𝜎𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)𝑒

𝑖 𝑧
2

2 𝑧−2𝑖𝜈(−𝜉) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾4.

(2.45)

(ii) використовуючи 𝑚Γ(𝜉, 𝑧), вводимо 𝑚̃0(𝑥, 𝑡, 𝑘) для 𝑘 бiля −𝜉:

𝑚̃0(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Δ(𝜉, 𝑡)𝑚Γ(𝜉, 𝑧(𝑘))Δ−1(𝜉, 𝑡), (2.46)
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де

Δ(𝜉, 𝑡) = 𝑒(2𝑖𝑡𝜉
2+𝜒(−𝜉))𝜎3(8𝑡)−

𝑖𝜈(−𝜉)
2 𝜎3; (2.47)

(iii) використовуючи 𝑚̃0(𝑥, 𝑡, 𝑘), вводимо 𝑚̂(𝑥, 𝑡, 𝑘):

𝑚̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎨⎩𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑚̃−1
0 (𝑥, 𝑡, 𝑘), |𝑘 + 𝜉| < 𝜀,

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘), |𝑘 + 𝜉| > 𝜀,
(2.48)

(з деяким малим 𝜀 > 0); тодi 𝑚̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) є розв’язком наступної задачi

Рiмана-Гiльберта:⎧⎨⎩𝑚̂+(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑚̂−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑣(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂1,

𝑚̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞,
(2.49)

де Γ̂1 = Γ̂ ∪ {𝑘 : |𝑘 + 𝜉| = 𝜀} (коло {𝑘 : |𝑘 + 𝜉| = 𝜀} вважається

орiєнтованим проти годинникової стрiлки) та

𝑣(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑚̃0−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑚̃

−1
0+(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, |𝑘 + 𝜉| < 𝜀,

𝑚̃−1
0 (𝑥, 𝑡, 𝑘), |𝑘 + 𝜉| = 𝜀,

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), на iнших частинах Γ̂1.

(2.50)

Зазначимо, що з (2.20) випливає, що

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘 𝑚̂12(𝑥, 𝑡, 𝑘). (2.51)

(iv) оцiнюючи 𝑣−𝐼, встановлюємо оцiнки поведiнки 𝑚̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) (i, як наслi-

док, 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘)) при великих значеннях 𝑡. У свою чергу, це дозволить

отримати оцiнку для 𝑞(𝑥, 𝑡), використовуючи зображення 𝑞(𝑥, 𝑡) =

2𝑖(𝑀̂1)12(𝑥, 𝑡) (див. (2.20)), де (𝑀̂1)12(𝑥, 𝑡) отримується з розкладу (при

великих 𝑘) функцiї 𝑀̂ : 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 + 𝑀̂1(𝑥,𝑡)
𝑘 + . . . .

Перейдемо до реалiзацiю цього плану аналiзу. Щодо пункту (i), зазна-

чимо, що 𝑚Γ(𝜉, 𝑧) можна побудувати наступним чином:

𝑚Γ(𝜉, 𝑧) = 𝑚0(𝜉, 𝑧)𝐷
−1
𝑗 (𝜉, 𝑧), 𝑧 ∈ Ω𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 4, (2.52)
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Рис. 2.3:

Γ = 𝛾1 ∪ ... ∪ 𝛾4

де

𝐷0(𝜉, 𝑧) = 𝑒−𝑖 𝑧
2

4 𝜎3𝑧𝑖𝜈(−𝜉)𝜎3,

𝐷1(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 𝜎𝑟2(−𝜉)

1+𝜎𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)

0 1

)︃
, 𝐷2(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 0

𝑟1(−𝜉) 1

)︃
,

𝐷3(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 −𝜎𝑟2(−𝜉)
0 1

)︃
, 𝐷4(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 0

−𝑟1(−𝜉)
1+𝜎𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉) 1

)︃
,

та 𝑚0(𝜉, 𝑧) є розв’язком наступної задачi Рiмана-Гiльберта зi сталою ма-

трицею стрибка вздовж R:{︃
𝑚0+(𝜉, 𝑧) = 𝑚0−(𝜉, 𝑧)𝑗0(𝜉), 𝑧 ∈ R,
𝑚0(𝜉, 𝑧) = (𝐼 +𝑂(1/𝑧)) 𝑒−𝑖 𝑧

2

4 𝜎3𝑧𝑖𝜈(−𝜉)𝜎3, 𝑧 → ∞,
(2.53)

де

𝑗0(𝜉) =

(︃
1 + 𝜎𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉) 𝜎𝑟2(−𝜉)

𝑟1(−𝜉) 1

)︃
. (2.54)

Нарештi, розв’язок 𝑚0(𝜉, 𝑧) цiєї задачi може бути знайдений явно, в

термiнах функцiй параболичного цилiндру, аналогiчно випадку класичного

НРШ [58, 46].

Дiйсно, з того, що матриця 𝑗0(𝜉) не залежить вiд 𝑧, випливає, що ло-

гарифмiчна похiдна 𝑑
𝑑𝑧𝑚0 ·𝑚−1

0 є цiлою функцiєю. Беручи до уваги асим-
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птотичну умову в задачi Рiмана-Гiльберта (2.53) i використовуючи теорему

Лiувiлля, отримуємо (аналогiчно [70]), що𝑚0(𝜉, 𝑧) задовольняє наступному

звичайному диференцiальному рiвнянню:

𝑑

𝑑𝑧
𝑚0(𝜉, 𝑧) +

(︃
𝑖𝑧
2 𝛽(𝜉)

𝛾(𝜉) −𝑖𝑧
2

)︃
𝑚0(𝜉, 𝑧) = 0, (2.55)

з деякими 𝛽(𝜉) та 𝛾(𝜉); крiм того, (див. (2.52)), 𝛽(𝜉) = −𝑖(𝑚Γ
1 )12(𝜉), 𝛾(𝜉) =

𝑖(𝑚Γ
1 )21(𝜉), де𝑚

Γ
1 входить до розвинення𝑚0(𝜉, 𝑧) = (𝐼+𝑚Γ

1 (𝜉)
𝑧 +. . .)𝑒−𝑖 𝑧

2

4 𝜎3𝑧𝑖𝜈(−𝜉)𝜎3

при 𝑧 → ∞.

Зазначимо, що розв’язок 𝑚0(𝜉, 𝑧) рiвняння (2.55) може бути записане у

виглядi

𝑚0(𝜉, 𝑧) =

⎛⎜⎜⎝ (𝑚0)11(𝜉, 𝑧)

(︀
𝑑
𝑑𝑧 − 𝑖𝑧2

)︀
(𝑚0)22(𝜉, 𝑧)

−𝛾(𝜉)(︀
𝑑
𝑑𝑧 + 𝑖𝑧2

)︀
(𝑚0)11(𝜉, 𝑧)

−𝛽(𝜉)
(𝑚0)22(𝜉, 𝑧)

⎞⎟⎟⎠ (2.56)

де функцiї (𝑚0)𝑗𝑗(𝜉, 𝑧), 𝑗 = 1, 2 задовольняють рiвняння параболiчного

цилiндра

𝑑2

𝑑𝑧2
(𝑚0)11(𝜉, 𝑧) +

(︂
𝑖

2
− 𝛽(𝜉)𝛾(𝜉) +

𝑧2

4

)︂
(𝑚0)11(𝜉, 𝑧) = 0, (2.57)

𝑑2

𝑑𝑧2
(𝑚0)22(𝜉, 𝑧) +

(︂
− 𝑖

2
− 𝛽(𝜉)𝛾(𝜉) +

𝑧2

4

)︂
(𝑚0)22(𝜉, 𝑧) = 0, (2.58)

i тому можуть бути вираженi в термiнах функцiй параболiчного цилiндра

𝐷𝑖𝜈(−𝜉)(±𝑧𝑒
𝜋𝑖
4 ) та 𝐷−𝑖𝜈(−𝜉)(±𝑧𝑒

3𝜋𝑖
4 ) вiдповiдно, де 𝜈(−𝜉) := 𝛽(𝜉)𝛾(𝜉). Дiй-

сно, використовуючи формулу для похiдної функцiї параболiчного цилiн-

дра 𝐷𝑎(𝑧):
𝑑

𝑑𝑧
𝐷𝑎(𝑧) =

𝑧

2
𝐷𝑎(𝑧)−𝐷𝑎+1(𝑧),

та порiвнюючи асимптотичну умову у (2.53) з асимптотичною формулою

для 𝐷𝑎(𝑧):

𝐷𝑎(𝑧) = 𝑧𝑎𝑒−
𝑧2

4

(︂
1− 𝑎(𝑎− 1)

2𝑧2
+𝑂(𝑧−4)

)︂
, arg 𝑧 ∈

(︀
−3𝜋

4 ;
3𝜋
4

)︀
, 𝑧 → ∞, 𝑎 ∈ C,
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отримуємо:

(𝑚0)11(𝜉, 𝑧) =

⎧⎨⎩𝑒
− 3𝜋

4 𝜈(−𝜉)𝐷𝑖𝜈(−𝜉)

(︁
𝑒−

3𝜋𝑖
4 𝑧
)︁
, Im 𝑧 > 0,

𝑒
𝜋
4 𝜈(−𝜉)𝐷𝑖𝜈(−𝜉)

(︁
𝑒

𝜋𝑖
4 𝑧
)︁
, Im 𝑧 < 0,

(2.59)

(𝑚0)22(𝜉, 𝑧) =

⎧⎨⎩𝑒
𝜋
4 𝜈(−𝜉)𝐷−𝑖𝜈(−𝜉)

(︁
𝑒−

𝜋𝑖
4 𝑧
)︁
, Im 𝑧 > 0,

𝑒−
3𝜋
4 𝜈(−𝜉)𝐷−𝑖𝜈(−𝜉)

(︁
𝑒

3𝜋𝑖
4 𝑧
)︁
, Im 𝑧 < 0.

(2.60)

Тепер обчислимо 𝑚−1
0−(𝜉, 𝑧)𝑚0+(𝜉, 𝑧) для 𝑧 ∈ R, виходячи з (2.56), (2.59)

та (2.60), звертаючи увагу, що 𝑚−1
0−(𝜉, 𝑧)𝑚0+(𝜉, 𝑧) = 𝑚−1

0−(𝜉, 0)𝑚0+(𝜉, 0), та

використовуючи рiвностi

𝐷𝑎(0) =
2

𝑎
2
√
𝜋

Γ
(︀
1−𝑎
2

)︀ , 𝐷
′

𝑎(0) = −2
1+𝑎
2
√
𝜋

Γ
(︀
−𝑎

2

)︀ ,
Γ
(︀
1
2 − 𝑖𝑎2

)︀
Γ
(︀
1
2 + 𝑖𝑎2

)︀
=

𝜋

cosh 𝜋𝑎
2

, 𝑎 ̸= 2𝑖Z+ 1,

Γ
(︀
−𝑖𝑎2

)︀
Γ
(︀
𝑖𝑎2
)︀
=

2𝜋

𝑎 sinh 𝜋𝑎
2

, 𝑎 ̸= 2𝑖Z,

(2.61)

де Γ(·) це Гамма-функцiя Ейлера. В результатi ми отримуємо:

𝑚−1
0−(𝜉, 𝑧)𝑚0+(𝜉, 𝑧) ≡ 𝑚−1

0−(𝜉, 0)𝑚0+(𝜉, 0) =

⎛⎜⎝ 𝑒
𝜋𝜈
4 2

𝑖𝜈
2
√
𝜋

Γ( 1−𝑖𝜈
2 )

𝑒
3𝜋
4 (𝑖−𝜈)2

1−𝑖𝜈
2

√
𝜋

𝛾(𝜉)Γ( 𝑖𝜈
2 )

𝑒
𝜋
4 (𝑖+𝜈)2

1+𝑖𝜈
2

√
𝜋

𝛽(𝜉)Γ(−𝑖𝜈
2 )

𝑒−
3𝜋𝜈
4 2−

𝑖𝜈
2
√
𝜋

Γ( 1+𝑖𝜈
2 )

⎞⎟⎠
−1

×

⎛⎜⎝ 𝑒−
3𝜋𝜈
4 2

𝑖𝜈
2
√
𝜋

Γ( 1−𝑖𝜈
2 )

𝑒
𝜋
4 (𝜈−𝑖)2

1−𝑖𝜈
2

√
𝜋

𝛾(𝜉)Γ( 𝑖𝜈
2 )

𝑒−
3𝜋
4 (𝑖+𝜈)2

1+𝑖𝜈
2

√
𝜋

𝛽(𝜉)Γ(−𝑖𝜈
2 )

𝑒
𝜋𝜈
4 2

−𝑖𝜈
2

√
𝜋

Γ( 1+𝑖𝜈
2 )

⎞⎟⎠ =

⎛⎝ 𝑒−2𝜋𝜈 𝑒−
𝜋𝜈
2 𝑒−

𝜋𝑖
4
√
2𝜋

𝛾(𝜉)Γ(𝑖𝜈)

𝑒−
𝜋𝜈
2 𝑒−

3𝜋𝑖
4
√
2𝜋

𝛽(𝜉)Γ(−𝑖𝜈) 1

⎞⎠
де 𝜈 ≡ 𝜈(−𝜉).

Нарештi, прирiвнюючи отриманий вираз до матрицi 𝑗0(𝜉), яка визначена

у (2.54):⎛⎝ 𝑒−2𝜋𝜈 𝑒−
𝜋𝜈
2 𝑒−

𝜋𝑖
4
√
2𝜋

𝛾(𝜉)Γ(𝑖𝜈)

𝑒−
𝜋𝜈
2 𝑒−

3𝜋𝑖
4
√
2𝜋

𝛽(𝜉)Γ(−𝑖𝜈) 1

⎞⎠ =

(︃
1 + 𝜎𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉) 𝜎𝑟2(−𝜉)

𝑟1(−𝜉) 1

)︃
(2.62)
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ми отримуємо, що 𝜈(𝜉) ≡ 𝜈(𝜉), де 𝜈(𝜉) визначена у (2.35), та що 𝛽(𝜉) та

𝛾(𝜉) можуть бути вираженi у термiнах 𝑟1(𝜉) та 𝑟2(𝜉) (“обернена задача

монодромiї”, див. [46]) наступним чином:

𝛽(𝜉) =

√
2𝜋𝑒−

𝜋
2 𝜈(−𝜉)𝑒−

3𝜋𝑖
4

𝑟1(−𝜉)Γ(−𝑖𝜈(−𝜉))
, (2.63)

𝛾(𝜉) =
𝜎
√
2𝜋𝑒−

𝜋
2 𝜈(−𝜉)𝑒−

𝜋𝑖
4

𝑟2(−𝜉)Γ(𝑖𝜈(−𝜉))
. (2.64)

Повертаючись до асимптотичного аналiзу, зазначимо, що з (2.50) та

(2.52) випливає, що 𝑤̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) := 𝑣(𝑥, 𝑡, 𝑘) − 𝐼 ∈ 𝐿2(Γ̂1) ∩ 𝐿∞(Γ̂1), i тому

ми можемо дотримуватися схеми доведення Теореми 2.1 у [70], зокрема у

тому, що стосується оцiнок для 𝑤̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) при великих значеннях 𝑡. Най-

бiльшою рiзницею мiж нашим випадком та випадком, який розглядався у

[70] є те, що множник Δ(𝜉, 𝑡), визначений у (2.47) (𝐷(𝜉, 𝑡) у позначеннях

[70]), наразi мiстить зростаючий (з 𝑡) член 𝑡
Im 𝜈(−𝜉)

2 або 𝑡
− Im 𝜈(−𝜉)

2 (в залежностi

вiд знаку Im 𝜈(−𝜉)). Зокрема, з цього випливає, що оцiнки для стовпчикiв
матрицi 𝑤̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) (див. Твердження 1–4 у [70]) у нашому випадку мають

наступний вигляд (нагадаємо, що 𝐴(𝑗) означає 𝑗-ий стовпчик матрицi 𝐴):

𝑤̂(𝑗)(𝜉, 𝑡, ·) = 𝑂
(︁
𝑡−

1
2+(−1)𝑗 Im 𝜈(−𝜉)𝑒−𝑎(𝑘+𝜉)2𝑡 ln 𝑡

)︁
, 𝑡→ ∞, 𝑎 > 0, 𝑗 = 1, 2.

рiвномiрно вiдносно 𝑘 при 𝑘 ∈ Γ̂ ∩ {|𝑘 + 𝜉| < 𝜀}. Крiм того,

‖𝑤̂(𝑗)(𝜉, 𝑡, ·)‖𝐿2(Γ̂1)
= 𝑂

(︁
𝑡−

1
2+(−1)𝑗 Im 𝜈(−𝜉)

)︁
, 𝑡→ ∞, 𝑗 = 1, 2,

‖𝑤̂(𝜉, 𝑡, ·)‖𝐿∞(Γ̂1)
= 𝑂

(︁
𝑡−

1
2+| Im 𝜈(−𝜉)| ln 𝑡

)︁
, 𝑡→ ∞,

та

‖𝑤̂(𝑗)(𝜉, 𝑡, ·)‖𝐿1(Γ̂) = 𝑂
(︁
𝑡−1+(−1)𝑗 Im 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

)︁
, 𝑡→ ∞, 𝑗 = 1, 2.

Зокрема, з оцiнок вище випливає оцiнка для iнтегрального оператора

𝒞𝑤̂ : 𝐿2(Γ̂1) + 𝐿∞(Γ̂1) → 𝐿2(Γ̂1):

‖𝒞𝑤̂‖ℬ(𝐿2(Γ̂1))
= 𝑂

(︁
𝑡−

1
2+| Im 𝜈(−𝜉)| ln 𝑡

)︁
, 𝑡→ ∞. (2.65)
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Цей оператор визначається наступим чином: 𝒞𝑤̂𝑓 = 𝒞−(𝑓𝑤̂), де оператор 𝒞
є оператором Кошi, що вiдповiдає контуру Γ̂1:

(𝒞𝑓)(𝑧) = 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ̂1

𝑓(𝑠)

𝑠− 𝑧
𝑑𝑠, 𝑧 ∈ C ∖ Γ̂1.

Крiм того, для розв’язку 𝜇 = 𝐼 + 𝐿2(Γ̂1) iнтегрального рiвняння

𝜇− 𝒞𝑤̂𝜇 = 𝐼, (2.66)

маємо оцiнку

‖𝜇(𝜉, 𝑡, ·)− 𝐼‖𝐿2(Γ̂1)
= 𝑂

(︁
𝑡−

1
2+| Im 𝜈(−𝜉)|

)︁
, при 𝑡→ ∞,

(або, бiльш точно, 𝜇 − 𝐼 ∈ 𝐿2(Γ̂1) є розв’язком iнтегрального рiвняння

(𝐼 − 𝒞𝑤̂)(𝜇− 𝐼) = 𝒞𝑤̂𝐼).
Нарештi, ми використовуємо зображення для 𝑚̂ (де 𝑚̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) ≡ 𝑚̂(𝜉, 𝑡, 𝑘))

в термiнах 𝜇:

𝑚̂(𝜉, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 + 𝒞(𝜇𝑤̂) = 𝐼 +
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ̂1

𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑠)𝑤̂(𝜉, 𝑡, 𝑠)
𝑑𝑠

𝑠− 𝑘
,

з якого випливає, що

lim
𝑘→∞

𝑘(𝑚̂(𝜉, 𝑡, 𝑘)− 𝐼) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ̂1

𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑘)𝑤̂(𝜉, 𝑡, 𝑘)𝑑𝑘

= − 1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑘+𝜉|=𝜀

𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑘)(𝑚̃−1
0 (𝜉, 𝑡, 𝑘)− 𝐼)𝑑𝑘

− 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ̂

𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑘)𝑤̂(𝜉, 𝑡, 𝑘)𝑑𝑘.

(2.67)

Використовуючи оцiнки, наведенi вище та обмеження −1
2 < Im 𝜈(−𝜉) <

1
2 , накладене на Im 𝜈(−𝜉) (див. (2.35) та (2.36)), стовпчики другого члену

у (2.67) можна оцiнити при 𝑡→ ∞ у такий спосiб (пор. [70]):

∫︁
Γ̂

(𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑘)𝑤̂(𝜉, 𝑡, 𝑘))(1) 𝑑𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) > 0,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 0,

𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) < 0,

(2.68a)
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та

∫︁
Γ̂

(𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑘)𝑤̂(𝜉, 𝑡, 𝑘))(2) 𝑑𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) > 0,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 0,

𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) < 0.

(2.68b)

З iншого боку, головний асимптотичний член отримується з обчислення

першого члена, використовуючи асимптотику при 𝑡 → ∞ для 𝑚̃−1
0 (𝜉, 𝑡, 𝑘),

яка, в свою чергу, отримується з поведiнки за великим 𝑧 для 𝑚Γ(𝜉, 𝑧).

Дiйсно, використовуючи

𝑚Γ(𝜉, 𝑧) = 𝐼 +
𝑖

𝑧

(︃
0 𝛽(𝜉)

−𝛾(𝜉) 0

)︃
+𝑂(𝑧−2), 𝑧 → ∞,

(де 𝛽(𝜉) та 𝛾(𝜉) означенi у (2.63) та (2.64)) та (2.46) з (2.47), отримуємо

𝑚̃−1
0 (𝜉, 𝑡, 𝑘) = Δ(𝜉, 𝑡)(𝑚Γ)−1(𝜉,

√
8𝑡(𝑘+𝜉))Δ−1(𝜉, 𝑡) = 𝐼+

𝐵(𝜉, 𝑡)√
8𝑡(𝑘 + 𝜉)

+𝑟1(𝜉, 𝑡),

де

𝐵(𝜉, 𝑡) =

(︃
0 −𝑖𝛽(𝜉)𝑒4𝑖𝑡𝜉2+2𝜒(−𝜉)(8𝑡)−𝑖𝜈(−𝜉)

𝑖𝛾(𝜉)𝑒−4𝑖𝑡𝜉2−2𝜒(−𝜉)(8𝑡)𝑖𝜈(−𝜉) 0

)︃
.

(2.69)

Стовпчики залишку оцiнюються таким чином:

𝑟
(𝑗)
1 (𝜉, 𝑡) = 𝑂

(︁
𝑡−1+(−1)𝑗 Im 𝜈(−𝜉)

)︁
, 𝑡→ ∞, 𝑗 = 1, 2. (2.70)

Тому, для першої 2 × 2 матрицi в правiй частинi (2.67) ми маємо таку

оцiнку:∫︁
|𝑘+𝜉|=𝜀

𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑘)
(︀
𝑚̃−1

0 (𝜉, 𝑡, 𝑘)− 𝐼
)︀
𝑑𝑘 =

∫︁
|𝑘+𝜉|=𝜀

(︀
𝑚̃−1

0 (𝜉, 𝑡, 𝑘)− 𝐼
)︀
𝑑𝑘

+

∫︁
|𝑘+𝜉|=𝜀

(𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑘)− 𝐼)
(︀
𝑚̃−1

0 (𝜉, 𝑡, 𝑘)− 𝐼
)︀
𝑑𝑘 = 2𝜋𝑖𝐵̃(𝜉, 𝑡) + 𝑟1(𝜉, 𝑡) + 𝑟2(𝜉, 𝑡),

(2.71)
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де (нагадаємо, що коло {𝑘 : |𝑘 + 𝜉| = 𝜀} орiєнтоване проти годинникової

стрiлки)

𝐵̃(𝜉, 𝑡) =

(︃
0 −𝑖𝛽(𝜉)𝑒4𝑖𝑡𝜉2+2𝜒(−𝜉)(8𝑡)−

1
2−𝑖𝜈(−𝜉)

𝑖𝛾(𝜉)𝑒−4𝑖𝑡𝜉2−2𝜒(−𝜉)(8𝑡)−
1
2+𝑖𝜈(−𝜉) 0

)︃
,

(2.72)

та залишок 𝑟2(𝜉, 𝑡) ≡ ‖𝜇− 𝐼‖𝐿2(|𝑘+𝜉|=𝜀) ·𝑂
(︁
𝐵̃(𝜉, 𝑡)

)︁
оцiнюється при 𝑡→ ∞

наступним чином:

𝑟
(1)
2 (𝜉, 𝑡) =

⎧⎨⎩𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) ≥ 0,

𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) < 0,

(2.73a)

та

𝑟
(2)
2 (𝜉, 𝑡) =

⎧⎨⎩𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) ≥ 0,

𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) < 0.

(2.73b)

Нарештi, приймаючи до уваги (2.68), (2.70), (2.71) та (2.73), з рiвняння

(2.67) отримуємо

lim
𝑘→∞

𝑘(𝑚̂(𝜉, 𝑡, 𝑘)− 𝐼) = −𝐵̃(𝜉, 𝑡) + 𝑟3(𝜉, 𝑡), (2.74)

де 𝑟3(𝜉, 𝑡) ≡ 𝑟1(𝜉, 𝑡)+ 𝑟2(𝜉, 𝑡)− 1
2𝜋𝑖

∫︀
Γ̂ 𝜇(𝜉, 𝑡, 𝑘)𝑤(𝜉, 𝑡, 𝑘) 𝑑𝑘 оцiнюється за ана-

логiєю до (2.68).

Таким чином, доведена наступна теорема.

Теорема 2.3. Розглянемо задачу Кошi (2.1) з початковою умовою (2.1b),

де функцiя 𝑞0(𝑥) є достатньо гладкою та достатньо швидко прямує до

нуля. Нехай спектральнi функцiї 𝑎1(𝑘), 𝑎2(𝑘) та 𝑏(𝑘), якi визначаються

за допомогою (2.10)–(2.13), є такими, що:

(i) 𝑎1(𝑘) та 𝑎2(𝑘) не мають нулiв вiдповiдно у C+ та C−;

(ii)
∫︀ 𝑎

−∞ 𝑑 arg(1 + 𝜎𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)) ∈ (−𝜋, 𝜋) для всiх 𝑎 ∈ R, де 𝑟1(𝑘) = 𝑏(𝑘)
𝑎1(𝑘)

,

𝑟2(𝑘) =
𝑏(−𝑘)
𝑎2(𝑘)

.
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Нехай розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (2.1) iснує. Тодi його асимптотика за вели-

ким часом має вигляд:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)𝑝(−𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
+𝑅(𝜉, 𝑡), 𝑡→ ∞,

(2.75)

рiвномiрно для |𝜉| ≤ 𝐶 з будь-якою константою 𝐶 > 0, де 𝜉 = 𝑥
4𝑡,

𝜈(−𝜉) = − 1

2𝜋
ln(1 + 𝜎𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)),

𝑝(−𝜉) =
√
𝜋 exp

{︀
−𝜋

2𝜈(−𝜉) +
𝜋𝑖
4 + 2𝜒(−𝜉)− 3𝑖𝜈(−𝜉) ln 2

}︀
𝑟1(−𝜉)Γ(−𝑖𝜈(−𝜉))

,

Γ(·) є Гамма-функцiєю Ейлера, та

𝜒(−𝜉) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞
ln(−𝜉 − 𝜁)𝑑𝜁 ln(1 + 𝜎𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)).

При цьому залишковий член 𝑅(𝜉, 𝑡) оцiнюється наступним чином:

𝑅(𝜉, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) > 0,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 0,

𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) < 0.

Зауваження 2.4. На вiдмiну вiд класичного (локального) нелiнiйного рiв-

няння Шредiнгера, де головний член асимптотики прямує до нуля як

𝑂(𝑡−1/2) вздовж будь-якого променя 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, степiнь прямування до

нуля у випадку нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера залежить,

взагалi кажучи, вiд 𝜉, i визначається уявною частиною функцiї 𝜈(−𝜉).

Зауваження 2.5. Iз симетрiї (2.26) випливає, що розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) та-

кож можна отримати у такий спосiб

𝑞(𝑥, 𝑡) = −2𝑖𝜎 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀21(−𝑥, 𝑡, 𝑘) = −2𝑖𝜎 lim
𝑘→∞

𝑘𝑚̂21(−𝑥, 𝑡, 𝑘).

З (2.63) та (2.64) (зважаючи на (2.37), (2.38) та (2.25)) випливає зв’язок

мiж функцiями 𝛾(𝜉) та 𝛽(−𝜉):

𝛾(𝜉) = −𝜎𝑒2(𝜒(𝜉)+𝜒(−𝜉))𝛽(−𝜉). (2.76)
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Вiдповiдно, асимптотичну формулу для 𝑞(𝑥, 𝑡) можна також отримати

через (21) елемент у (2.74). В силу симетрiї (2.37) та (2.76), ця формула

спiвпадає з асимптотичною формулою (2.75).

Зауваження 2.6. Якщо функцiя 𝑞0(𝑥) у початковiй умовi (2.1b) є пар-

ною, то розв’язок задачi Кошi (2.1) також є парним при всiх 𝑡, i тому вiн

задовольняє класичне (локальне) нелiнiйне рiвняння Шредiнгера. У цьому

випадку, 𝑟1(𝑘) = 𝑟2(𝑘) =: 𝑟(𝑘), i тому

𝜈(−𝜉) = − 1

2𝜋
ln(1 + 𝜎|𝑟(−𝜉)|2),

𝜒(𝑘) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞
ln(𝑘 − 𝜁)𝑑𝜁 ln(1 + 𝜎|𝑟(𝜁)|2),

а асимптотична формула приймає наступний добре вiдомий вигляд [36]

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑡−
1
2𝑝(−𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
+𝑂(𝑡−1 ln 𝑡), 𝑡→ ∞, (2.77)

де

|𝑝(−𝜉)|2 = 𝜎

4𝜋
ln(1 + 𝜎|𝑟(−𝜉)|2),

та

arg 𝑝(−𝜉) = −3𝜈(−𝜉) ln 2 + 𝜋

4
+ arg Γ(𝑖𝜈)− arg 𝑟(−𝜉)− 2𝑖𝜒(−𝜉).

Зауваження 2.7. Достатню умову виконання припущень (i) та (ii) у

Теоремi 2.3 можна записати в термiнах ‖𝑞0(𝑥)‖𝐿1(R) у такий спосiб:∫︁ ∞

−∞
|𝑞0(𝑥)| 𝑑𝑥 <

√
0.817. (2.78)

Дiйсно, зважаючи на (2.10) та (2.12), 𝑎1(𝑘) можна оцiнити [14], вико-

ристовуючи ряд Неймана для розв’язку 𝜓1 iнтегрального рiвняння Воль-

терра:

𝜓1(𝑥, 𝑘) = 1− 𝜎

∫︁ 𝑥

−∞
𝑞0(−𝑦)

∫︁ 𝑥

𝑦

𝑒2𝑖𝑘(𝑦−𝑧)𝑞0(𝑧) 𝑑𝑧 𝜓1(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦. (2.79)
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У термiнах 𝑄0(𝑥) :=
∫︀ 𝑥

−∞ |𝑞0(𝑥)| 𝑑𝑥 та 𝑅0(𝑥) :=
∫︀ 𝑥

−∞ |𝑞 0(−𝑥)| 𝑑𝑥, оцiнка
ряда Неймана дає

|𝜓1(𝑥, 𝑘)− 1| ≤ 𝑄0(𝑥)𝑅0(𝑥) +
1

(2!)2
𝑄2

0(𝑥)𝑅
2
0(𝑥) +

1

(3!)2
𝑄3

0(𝑥)𝑅
3
0(𝑥) + . . .

= 𝐼0(2
√︀
𝑄0(𝑥)𝑅0(𝑥))− 1,

де 𝐼0(·) є модифiкованою функцiєю Бесселя. З того, що 𝑅0(∞) = 𝑄0(∞),

випливає, що якщо 𝐼0(2𝑄0(∞)) < 2 (що вiрно, зокрема, при 𝑄0(∞) <
√
0.817), то функцiя 𝑎1(𝑘) для Im 𝑘 ∈ C+ може бути представлена у ви-

глядi 𝑎1(𝑘) = 1+𝐹1(𝑘), де |𝐹1(𝑘)| < 1. Аналогiчно для 𝑎2(𝑘) у напiвплощинi

Im 𝑘 ∈ C−. Як наслiдок, маємо, що (i) функцiї 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 не мають

нулiв у вiдповiдних напiвплощинах; (ii) arg 𝑎𝑗(𝑘) ∈
(︀
−𝜋

2 ,
𝜋
2

)︀
, з чого, в свою

чергу, беручи до уваги (2.23), випливає пункт (ii) у Теоремi 2.3.

Зауваження 2.8. Якщо задача Рiмана-Гiльберта (2.16)–(2.19) має розв’я-

зок для всiх 𝑥 та 𝑡, тодi iснує розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (2.1) (див., напри-

клад, [44]), який прямує до нуля при 𝑥 → ±∞. З iншого боку, якщо 𝐿1-

норма початкової функцiї 𝑞0(𝑥) достатньо мала, тодi з (2.10) та (2.12)

випливає, що 𝐿∞-норми 𝑟1 та 𝑟2 також є малими, з чого, у свою чер-

гу, випливає [39], що iнтегральне рiвняння, яке вiдповiдає задачi Рiмана-

Гiльберта (2.16)–(2.19) (а тому й сама задача Рiмана-Гiльберта) має

розв’язок при всiх 𝑥 та 𝑡.

Зазначимо також, що солiтоннi розв’язки можуть бути використанi

(див. [50]) для демонстрацiї того, що малiсть 𝐻𝑠-норми (𝑠 ≥ 0) початко-

вої функцiї 𝑞0(𝑥) не гарантує глобального iснування розв’язку задачi (2.1)

у цьому просторi.

2.3 Початковi данi у виглядi п’єдесталу

У Пiдроздiлi 2.2 ми отримали асимптотичну формулу для розв’язку задачi

Кошi (2.1) за умови, що спектральнi функцiї, якi вiдповiдають початковим

даним, задовольняють умовам (i) та (ii) у Теоремi 2.3. У цьому роздiлi
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ми перевiряємо цi умови у випадку початкових даних у формi п’єдесталу

(див. [9], роздiл 11), для яких спектральнi функцiї можна легко вирахувати

у явнiй формi.

Розглянемо початкову функцiю 𝑞0(𝑥) у виглядi

𝑞0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑥 < 0,

𝐻, 0 < 𝑥 < 𝐿,

0, 𝑥 > 𝐿,

(2.80)

де 𝐻 ∈ C та 𝐿 > 0. Використовуючи рiвняння (2.10), (2.11) та означення

(2.12) i (2.13), вирахуємо спектральнi функцiї:

𝑎1(𝑘) = 1 +
𝜎|𝐻|2

4𝑘2
(︀
𝑒2𝑖𝑘𝐿 − 1

)︀2
,

𝑎2(𝑘) ≡ 1,

𝑏(𝑘) =
𝜎𝐻

2𝑖𝑘

(︀
1− 𝑒2𝑖𝑘𝐿

)︀
.

(2.81)

Зазначимо, що у цьому випадку 1+𝜎𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) = 𝑎−1
1 (𝑘), i тому

∫︀ 𝜉

−∞ 𝑑 arg(1+

𝜎𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)) = −
∫︀ 𝜉

−∞ 𝑑 arg 𝑎1(𝜁).

Твердження 2.1. Нехай 𝜎 = 1. Має мiсце наступний результат:

� Якщо |𝐻|𝐿 < 1, то 𝑎1(𝑘) не має нулiв при 𝑘 ∈ C+, та arg 𝑎1(𝑘) ∈(︀
−𝜋

2 ,
𝜋
2

)︀
для всiх 𝑘 ∈ R;

� Якщо |𝐻|𝐿 > 1, то 𝑎1(𝑘) має щонайменше один нуль у C+, i iснує

𝑘 ∈ R таке, що
⃒⃒⃒∫︀ 𝑘

−∞ 𝑑 arg 𝑎1(𝜁)
⃒⃒⃒
> 𝜋.

Доведення. Спершу зазначимо, що 𝑎1(0) = 1−|𝐻|2𝐿2 ̸= 0 в обох випадках.

Далi, вводячи до розгляду 𝑧 = 𝑧1 + 𝑖𝑧2 для 𝑧 ∈ C+, iснування 𝑘 ∈ C+ ∖ {0}
такого, що 𝑎1(𝑘) = 0, еквiвалентно iснуванню розв’язку системи рiвнянь{︃

𝑒−𝑧2 cos 𝑧1 − 1 = ∓𝑧2
𝐶

𝑒−𝑧2 sin 𝑧1 = ±𝑧1
𝐶

(2.82)
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де 𝐶 = |𝐻|𝐿 та 𝑧 = 2𝑘𝐿 (𝑧 ̸= 0). Якщо 𝑧1 = 0, то система (2.82) зводиться

до рiвняння 𝑒−𝑧2 − 1 = 𝑧2
𝐶 або 𝑒−𝑧2 − 1 = −𝑧2

𝐶 ; перше рiвняння не має

розв’язкiв при 𝑧2 > 0, а друге має розв’язок з 𝑧2 > 0 тодi й тiльки тодi,

коли 𝐶 > 1. У випадку 𝐶 < 1, друге рiвняння у (2.82) не має розв’язкiв

при 𝑧1 ̸= 0 та 𝑧2 ≥ 0, i тому в цьому випадку 𝑎1(𝑘) не має нулiв у C+.

Стосовно аргумента 𝑎1(𝑘), зазначимо, що якщо |𝐻|𝐿 < 1, тодi Re 𝑎1(𝑘) =

1 − |𝐻|2
𝑘2 sin2 𝑘𝐿 cos 2𝑘𝐿 > 0 для 𝑘 ∈ R, i тому arg 𝑎1(𝑘) ∈

(︀
−𝜋

2 ,
𝜋
2

)︀
у цьому

випдаку. З iншого боку, якщо |𝐻|𝐿 > 1, тодi iснує 𝛿 > 0 таке, що Re 𝑎1(𝑘) <

0 для всiх 𝑘 ∈ (−𝛿, 𝛿) i, бiльше того, Im 𝑎1(𝑘) = − |𝐻|2
𝑘2 sin2 𝑘𝐿 sin 2𝑘𝐿 > 0

при 𝑘 ∈ (−𝛿, 0) та Im 𝑎1(𝑘) < 0 при 𝑘 ∈ (0, 𝛿).

Твердження 2.1 дає приклад сiм’ї початкових даних iз такими власти-

востями: якщо ‖𝑞0(𝑥)‖𝐿1(R) < 1 для 𝑞0 з цiєї сiм’ї, то обидва припущен-

ня (i) та (ii), зазначенi в Теоремi 2.3, виконуються. З iншого боку, якщо

‖𝑞0(𝑥)‖𝐿1(R) > 1, то обидва припущення не виконуються одночасно.

Наступний приклад iлюструє ситуацiю, коли припущення (i) виконує-

ться, але (ii) не виконується.

Твердження 2.2. Нехай 𝜎 = −1. Тодi iснує 𝜀 > 0 таке, що якщо 𝜋
2 <

|𝐻|𝐿 < 𝜋
2 + 𝜀, то 𝑎1(𝑘) не має нулiв у C+, але iснує 𝑘 ∈ R таке, що⃒⃒⃒∫︀ 𝑘

−∞ 𝑑 arg 𝑎1(𝜁)
⃒⃒⃒
> 𝜋.

Доведення. Спершу зазначимо, що 𝑎1(0) ̸= 0 через те, що |𝐻|𝐿 > 1 у цьому

випадку. За аналогiєю з попереднiм Твердженням, iснування 𝑘 ∈ C+ ∖ {0}
такого, що 𝑎1(𝑘) = 0, еквiвалентно iснуванню розв’язку системи{︃

𝑒−𝑧2 cos 𝑧1 − 1 = ±𝑧1
𝐶

𝑒−𝑧2 sin 𝑧1 = ±𝑧2
𝐶

(2.83)

де, як i вище, 𝐶 = |𝐻|𝐿 та 𝑧 = 2𝑘𝐿. Зазначимо, що якщо 𝐶 близько до
𝜋
2 , то система (2.83) не має розв’язкiв з 𝑧2 = 0 та 𝑧1 ̸= 0. Далi, з другого

рiвняння (2.83) випливає, що не iснує розв’язкiв з 𝑧1 = 0, та з першого

рiвняння випливає, що якщо 𝑧1 є дiйсною частиною розв’язку, тодi воно

має задовольняти |𝑧1| ≤ 2𝐶.

61



В силу умови симетрiї 𝑎1(𝑘) = 𝑎1(−𝑘), достатньо показати, що (2.83) не
має розв’язкiв з 𝑧1 > 0 та 𝑧2 > 0. Будемо шукати розв’язок (2.83) у виглядi

𝑧2 = 𝜌𝑧1 з деяким 𝜌 > 0; тодi (2.83) зводиться до{︃
𝑒−𝜌𝑧1(𝜌 cos 𝑧1 − sin 𝑧1)− 𝜌 = 0

𝑒−𝜌𝑧1 sin 𝑧1 = ±𝜌𝑧1
𝐶

з чого випливає, зокрема, рiвняння для 𝑧1:

𝑒−𝜌𝑧1(𝜌 cos 𝑧1 − sin 𝑧1) = 𝜌.

Але це рiвняння не має розв’язкiв при 0 < 𝑧1 ≤ 𝜋 + 2𝜀 для 𝜀 > 0 доста-

тньо малих, з чого випливає, що 𝑎1(𝑘) не має нулiв з |𝑧1| ≤ 2𝐶 з 𝐶, яке

задовольняє нерiвнiсть 𝜋
2 < 𝐶 < 𝜋

2 + 𝜀.

Тепер зазначимо, що якщо 𝐶 > 𝜋
2 , то Re 𝑎1(𝑘) = 1+ |𝐻|2

𝑘2 sin2 𝑘𝐿 cos 2𝑘𝐿 <

0 для 𝑘 ∈ ( 𝜋
2𝐿 − 𝛿, 𝜋

2𝐿 + 𝛿) з деяким 𝛿 > 0. У той же час, Im 𝑎1(𝑘) ≡
|𝐻|2
𝑘2 sin2 𝑘𝐿 sin 2𝑘𝐿 > 0 для 𝑘 ∈ ( 𝜋

2𝐿−𝛿,
𝜋
2𝐿), та Im 𝑎1(𝑘) < 0 при 𝑘 ∈ ( 𝜋

2𝐿 ,
𝜋
2𝐿+

𝛿). Тому |
∫︀ 𝑘

−∞ 𝑑 arg 𝑎1(𝜁)| > 𝜋 для таких 𝑘.

2.4 Висновки до Роздiлу 2

У цьому Роздiлi розглянута початкова задача для нелокального нелiнiй-

ного рiвняння Шредiнгера на нульовому фонi. Для цiєї задачi розробле-

на адаптацiя методу оберненої задачi розсiювання у формi задачi Рiмана-

Гiльберта, яка є зручною для отримання асимптотики розв’язку початко-

вої задачi за великим часом (Пiдроздiл 2.1). Для асимптотичного аналiзу

розв’язку вiдповiдної вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта був застосований

нелiнiйний метод перевалу (метод Дейфта–Жу; див. Пiдроздiл 2.2). Хо-

ча застосування цього методу у нашому випадку є близьким до випадку

класичного (локального) нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, вiдмiннi вла-

стивостi спектральних функцiй (точнiше, їх симетрiї) суттєво впливають

як на припущення щодо вигляду початкових даних, необхiднi для прове-

дення коректного аналiзу, так i на отриманий асимптотичний результат
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(Теорема 2.3). Нарештi, у Пiдроздiлi 2.3 ми розглядаємо початковi данi

у виглядi п’єдесталу i перевiряємо, при яких значеннях параметрiв вони

вiдповiдають умовам у Теоремi 2.3.
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Роздiл 3

Початкова задача для нелокального
нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з
початковими даними типу сходинки

Результати цього Роздiлу опублiкованi у роботi [90].

У цьому Роздiлi ми розглядаємо наступну початкову задачу для фо-

кусуючого нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з початковими

даними типу сходинки [90]:

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0, (3.1a)

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥), 𝑥 ∈ R, (3.1b)

де

𝑞0(𝑥) → 0 при 𝑥→ −∞ та 𝑞0(𝑥) → 𝐴 при 𝑥→ ∞, (3.1c)

достатньо швидко, з деяким 𝐴 > 0. Початкова задача для рiвняння (3.1a)

з наступними ненульовими крайовими умовами:

𝑞(𝑥, 𝑡) → 𝑞±(𝑡) = 𝑞0𝑒
𝑖(𝛼𝑡+𝜃±), 𝑥→ ±∞, (3.2)

де 𝑞0 > 0, 𝛼 ∈ R, 0 ≤ 𝜃± < 2𝜋, розглядалася у роботi [5], де був розроблений

метод оберненої задачi розсiювання для окремих значень параметрiв 𝜃± та

отриманi солiтоннi розв’язки (див. також [3], де представлений загальний

𝑁 -солiтонний розв’язок).
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Ми припускаємо, що розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (3.1a-3.1b) задовольняє на-

ступнi крайовi умови для всiх 𝑡 > 0:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑜(1), 𝑥→ −∞, (3.3a)

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴+ 𝑜(1), 𝑥→ +∞ (3.3b)

(далi ми уточнимо швидкiсть прямування розв’язку до крайових значень).

Такий вибiр початкових даних та крайових умов обумовлений активними

дослiдженнями вiдповiдних початкових задач для класичного (локального)

нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (НРШ)

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2|𝑞(𝑥, 𝑡)|2𝑞(𝑥, 𝑡) = 0, (3.4)

та iнших локальних iнтегровних рiвнянь. Цi задачi почали розглядатися з

1980-1990-х рокiв [22, 23, 42, 59, 65], але бiльша частина строгих результатiв

для них отримана лише в останнi роки (див., напр., [27, 29, 16, 41, 55,

60]. Зокрема, у [27] автори вивчають задачу Кошi для НРШ з наступним

початковим даним:

𝑞0(𝑥) =

⎧⎨⎩0, 𝑥 ≤ 0,

𝐴𝑒−2𝑖𝐵𝑥, 𝑥 > 0,
(3.5)

припускаючи, що розв’язок задовольняє крайовi умови

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑜(1), 𝑥→ −∞, (3.6a)

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑡) + 𝑜(1), 𝑥→ +∞, (3.6b)

де 𝑞𝑝(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑒−2𝑖𝐵𝑥+2𝑖𝜔𝑡 з 𝜔 = 𝐴2 − 2𝐵2 є розв’язком типу плоскої хвилi

для НРШ (3.4). Зазначимо, що у випадку класичного нелiнiйного рiвня-

ння Шредiнгера, обидвi граничнi функцiї у (3.6), тобто, 𝑞−(𝑥, 𝑡) ≡ 0 та

𝑞+(𝑥, 𝑡) = 𝑞𝑝(𝑥, 𝑡) є розв’язками (3.4). З iншого боку, у випадку нелокаль-

ного нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, 𝑞+(𝑥, 𝑡) ≡ 𝐴 не є точним розв’язком

цього рiвняння. Через це ненульовi крайовi умови (3.3), якi є найпростiши-

ми ступiнчастими крайовими умовами для ННРШ (3.1a), вiдрiзняються вiд

аналогiчних умов у випадку класичного НРШ (з якими вони свiвпадають

для початкових функцiй).
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Метою цього роздiлу є (i) розробка методу задачi Рiмана-Гiльберта для

початкової задачi (3.1) з крайовими умовами (3.3) та (ii) асимптотичний

аналiз її розв’язку, заснований на використаннi нелiнiйного методу пере-

валу (метод Дейфта–Жу [38]). Цей метод був успiшно застосований до за-

дач iз початковими даними типу сходинки для локальних рiвнянь (див.

[16, 24, 25, 27, 29, 40, 41, 55, 107]).

Роздiл 3 органiзовано у такий спосiб. У Пiдроздiлi 3.1 ми розвиваємо

формалiзм методу оберненої задачi розсiювання у формi мультиплiкатив-

ної задачi Рiмана-Гiльберта, зручної для подальшого асимптотичного (при

𝑡 → ∞) аналiзу [92]. Зокрема, ми робимо акцент на основних характер-

них особливостях реалiзацiї цього пiдходу у випадку ступiнчастих крайо-

вих умов. Однiєю з них є сингулярнiсть (рiзна для рiзних типiв початко-

вих даних) специфiчного типу на контурi стрибка задачi Рiмана-Гiльберта.

Асимптотика за великим часом розв’язку задачi Рiмана-Гiльберта (i, як на-

слiдок, розв’язку задачi Кошi для ННРШ) представлена в Пiдроздiлi 3.2,

де сформульований основний результат цього Роздiлу (Теорема 3.1). Двома

головними характерними рисами нашого асимптотичного результату є (i)

залежнiсть степенi прямування до нуля розв’язку (у вiдповiднiй областi)

вiд напрямку 𝑥/𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (нагадаємо, що у випадку класичного НРШ, у

вiдповiдних областях розв’язок прямує до нуля зi швидкiстю 𝑡−1/2, яка не

залежить вiд напрямку); (ii) присутнiсть сектору “модульованої констан-

ти” та вiдсутнiсть сектору (типового для локальних iнтегровних нелiнiй-

них рiвнянь iз початковими даними типу сходинки, включаючи локальне

НРШ [25, 27]) з прямолiнiйними межами 𝑥/𝑡 = 𝑐1 та 𝑥/𝑡 = 𝑐2, де головний

асимптотичний член описується в термiнах елiптичних функцiй.
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3.1 Метод оберненої задачi розсiювання та задача Рiмана-

Гiльберта

3.1.1 Власнi функцiї рiвнянь пари Лакса

Нагадаємо, що фокусуюче ННРШ (3.1a) є умовою сумiсностi системи двох

лiнiйних рiвнянь (пари Лакса) (2.2)–(2.4) з 𝜎 = 1.

Введемо позначення

𝑈+ =

(︃
0 𝐴

0 0

)︃
, 𝑈− =

(︃
0 0

−𝐴 0

)︃
, 𝑉+ =

(︃
0 2𝑘𝐴

0 0

)︃
, 𝑉− =

(︃
0 0

−2𝑘𝐴 0

)︃
.

(3.7)

Тодi, припускаючи, що iснує 𝑞(𝑥, 𝑡), яка задовольняє (3.1) та (3.3), маємо

наступну асимптотичну поведiнку коефiцiєнтiв рiвнянь пари Лакса (2.2):

𝑈(𝑥, 𝑡) → 𝑈± та 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝑉±(𝑘) при 𝑥→ ±∞. (3.8)

Легко бачити, що системи рiвнянь

Φ𝑥 + 𝑖𝑘𝜎3Φ = 𝑈+Φ

Φ𝑡 + 2𝑖𝑘2𝜎3Φ = 𝑉+(𝑘)Φ
(3.9)

та
Φ𝑥 + 𝑖𝑘𝜎3Φ = 𝑈−Φ

Φ𝑡 + 2𝑖𝑘2𝜎3Φ = 𝑉−(𝑘)Φ
(3.10)

є сумiсними. Зокрема, функцiї Φ+(𝑥, 𝑡, 𝑘) та Φ−(𝑥, 𝑡, 𝑘), визначенi як

Φ±(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑁±(𝑘)𝑒
−(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3, (3.11)

де 𝑁+(𝑘) =

(︃
1 𝐴

2𝑖𝑘

0 1

)︃
та 𝑁−(𝑘) =

(︃
1 0
𝐴
2𝑖𝑘 1

)︃
, задовольняють, вiдповiдно,

системи (3.9) та (3.10).

Зазначимо, що Φ± вибранi таким чином, щоб detΦ± ≡ 1. Це зручно для

подальшого асимптотичного аналiзу, зокрема, при розгляданнi питання про

єдинiсть розв’язку задачi Рiмана-Гiльберта.
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Вiдзначимо, що сингулярностi 𝑁±(𝑘) при 𝑘 = 0 значно впливають на

аналiз. Зокрема, розв’язок вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта буде мати осо-

бливiсть при 𝑘 → 0, тобто у точцi на контурi задачi (див. (3.54) та (3.55)

нижче).

Тепер введемо 2×2 матричнi функцiї Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2, −∞ < 𝑥 <∞,

0 ≤ 𝑡 <∞ як розв’язки iнтегральних рiвнянь Вольтерра:

Ψ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑁−(𝑘) +

∫︁ 𝑥

−∞
𝐺−(𝑥, 𝑦, 𝑘) (𝑈(𝑦, 𝑡)− 𝑈−)Ψ1(𝑦, 𝑡, 𝑘)𝑒

𝑖𝑘(𝑥−𝑦)𝜎3 𝑑𝑦,

(3.12a)

Ψ2(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑁+(𝑘) +

∫︁ 𝑥

∞
𝐺+(𝑥, 𝑦, 𝑘) (𝑈(𝑦, 𝑡)− 𝑈+)Ψ2(𝑦, 𝑡, 𝑘)𝑒

𝑖𝑘(𝑥−𝑦)𝜎3 𝑑𝑦,

(3.12b)

де 𝐺±(𝑥, 𝑦, 𝑘) = Φ±(𝑥, 𝑡, 𝑘)[Φ±(𝑦, 𝑡, 𝑘)]
−1. Функцiї Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2 є

основними iнгредiєнтами для побудови задачi Рiмана-Гiльберта. Основнi

властивостi матриць Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘) (якi випливають iз iнтегральних рiвнянь

(3.12)) пiдсумованi у Твердженнi 3.1, де ми позначаємо через Ψ(𝑖)
𝑗 (𝑥, 𝑡, 𝑘) 𝑖-

ий стовпчикΨ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘),C± = {𝑘 ∈ C | ± Im 𝑘 > 0}, таC± = {𝑘 ∈ C | ± Im 𝑘 ≥ 0}.

Твердження 3.1. Матрицi Ψ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) та Ψ2(𝑥, 𝑡, 𝑘) мають наступнi вла-

стивостi:

(i) Стовпчики Ψ
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) та Ψ

(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) є коректно визначеними та

аналiтичними при 𝑘 ∈ C+ та неперервними при C+∖{0}; крiм того,

Ψ
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1

0

)︃
+𝑂(𝑘−1) при 𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ C+,

та

Ψ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
0

1

)︃
+𝑂(𝑘−1) при 𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ C+.

(ii) Стовпчики Ψ
(2)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) та Ψ

(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) є коректно визначеними та

аналiтичними при 𝑘 ∈ C− та неперервними при C−; крiм того,

Ψ
(2)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
0

1

)︃
+𝑂(𝑘−1) при 𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ C−,
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та

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1

0

)︃
+𝑂(𝑘−1) при 𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ C−.

(iii) Функцiї Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2, визначенi формулами

Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑒
−(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3, 𝑘 ∈ R ∖ {0}, 𝑗 = 1, 2,

(3.13)

є розв’язками Йоста пари Лакса (2.2) з коефiцiєнтами, якi задоволь-

няють крайовi умови (3.8), причому

Φ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) → Φ−(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑥→ −∞, (3.14a)

Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑘) → Φ+(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑥→ ∞. (3.14b)

(iv) detΨ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘) ≡ 1, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0, 𝑘 ∈ R, 𝑗 = 1, 2.

(v) Мають мiсце умови симетрiї:

ΛΨ1(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1 = Ψ2(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (3.15)

де Λ =
(︀
0 1
1 0

)︀
.

(vi) При 𝑘 → 0,

Ψ
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

1

𝑘

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(1), (3.16a)

Ψ
(2)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

2𝑖

𝐴

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘), (3.16b)

та

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

2

𝑖𝐴

(︃
𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘), (3.16c)

Ψ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) = −1

𝑘

(︃
𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(1), (3.16d)

69



де {𝑣1(𝑥, 𝑡), 𝑣2(𝑥, 𝑡)} є розв’язком наступної системи рiвнянь Воль-

терра:

𝑣1(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑥

−∞
𝑞(𝑦, 𝑡)𝑣2(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦,

𝑣2(𝑥, 𝑡) = −𝑖𝐴
2
−
∫︁ 𝑥

−∞
𝑞(−𝑦, 𝑡)𝑣1(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦.

(3.17)

Доведення. Властивостi (i)-(iii) випливають безпосередньо з зображень Ψ𝑗

у термiнах рядiв Неймана для розв’язкiв рiвнянь (3.12). Для збiжностi цих

рядiв достатньо мати збiжнiсть iнтегралiв
∫︀ 0

−∞ |𝑞(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑥 <∞ та
∫︀∞
0 |𝑞(𝑥, 𝑡)−

𝐴|𝑑𝑥 <∞ для всiх 𝑡 ≥ 0. Пункт (iv) випливає з того, що слiди матриць 𝑈

та 𝑉 у рiвняннях (2.2) дорiвнюють нулю. Пункт (v) випливає з вiдповiдних

симетрiй Λ𝑈(−𝑥, 𝑡)Λ−1 = 𝑈(𝑥, 𝑡).

Що стосується пункту (vi), то з (3.12) та структури сингулярностi ма-

триць 𝑁± у 𝑘 = 0 випливає, що при 𝑘 → 0,

Ψ
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

1

𝑘

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(1), Ψ

(2)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘),

(3.18a)

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
𝑤̃1(𝑥, 𝑡)

𝑤̃2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘), Ψ

(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

1

𝑘

(︃
𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑤2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(1),

(3.18b)

з деякими 𝑣𝑗, 𝑣𝑗, 𝑤𝑗 та 𝑤̃𝑗 (𝑗 = 1, 2). Далi, в силу спiввiдношення симетрiї

(3.15), маємо(︃
𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑤2(𝑥, 𝑡)

)︃
=

(︃
−𝑣2(−𝑥, 𝑡)
−𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
та

(︃
𝑤̃1(𝑥, 𝑡)

𝑤̃2(𝑥, 𝑡)

)︃
=

(︃
𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
. (3.19)

Пiдставляючи (3.18) у (3.12), приходимо до висновку, що {𝑣1(𝑥, 𝑡), 𝑣2(𝑥, 𝑡)}
задовольняють систему (3.17), а {𝑣1(𝑥, 𝑡), 𝑣2(𝑥, 𝑡)} є розв’язком наступної

системи рiвнянь:

𝑣1(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑥

−∞
𝑞(𝑦, 𝑡)𝑣2(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦,

𝑣2(𝑥, 𝑡) = 1−
∫︁ 𝑥

−∞
𝑞(−𝑦, 𝑡)𝑣1(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦.

(3.20)
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Порiвнюючи (3.20) з (3.17), ми отримуємо(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
=

2𝑖

𝐴

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
, (3.21)

i тому для характеризацiї поведiнки Ψ
(𝑗)
𝑙 (𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗, 𝑙 = 1, 2, при 𝑘 → 0 (3.16)

достатньо лише двох функцiй, 𝑣1(𝑥, 𝑡) та 𝑣2(𝑥, 𝑡).

3.1.2 Данi розсiювання

З того, що функцiї Φ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) та Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑘) коректно визначенi для 𝑘 ∈
R ∖ {0} та задовольняють диференцiальнi рiвняння у парi Лакса (2.2), ви-
пливає, що вони пов’язанi мiж собою за допомогою матрицi 𝑆(𝑘) (яка не

залежить вiд 𝑥 та 𝑡; як i у випадку нульового фону, вона називається ма-

трицею розсiювання):

Φ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑆(𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}. (3.22)

У термiнах Ψ𝑗, це рiвняння приймає вигляд

Ψ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Ψ2(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑒
−(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3𝑆(𝑘)𝑒(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3, 𝑘 ∈ R∖{0}. (3.23)

Подiбно до випадку нульового фону, з умови симетрiї (3.15) випливає,

що розв’язки Йоста Φ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) та Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑘) задовольняють симетрiї

ΛΦ1(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1 = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}. (3.24)

а матриця розсiювання 𝑆(𝑘) може бути написана у виглядi

𝑆(𝑘) =

(︃
𝑎1(𝑘) −𝑏(−𝑘)
𝑏(𝑘) 𝑎2(𝑘)

)︃
, 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (3.25)

з деякими 𝑏(𝑘), 𝑎1(𝑘), та 𝑎2(𝑘). Крiм того, 𝑎1(𝑘) та 𝑎2(𝑘) є коректно визна-

ченими у C+ ∖{0} та C− вiдповiдно, де вони задовольняють умови симетрiї

𝑎1(−𝑘) = 𝑎1(𝑘), 𝑎2(−𝑘) = 𝑎2(𝑘). (3.26)

Матриця розсiювання 𝑆(𝑘) визначається однозначно початковими дани-

ми 𝑞0(𝑥). Дiйсно, якщо ввести позначення 𝜓1(𝑥, 𝑘) = (Ψ1)11(𝑥, 0, 𝑘), 𝜓2(𝑥, 𝑘) =
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(Ψ1)12(𝑥, 0, 𝑘), 𝜓3(𝑥, 𝑘) = (Ψ1)21(𝑥, 0, 𝑘) та 𝜓4(𝑥, 𝑘) = (Ψ1)22(𝑥, 0, 𝑘), то мо-

жна звести рiвняння (3.12a) до систем iнтегральних рiвнянь Вольтерра –

окремо для 𝜓1 та 𝜓3:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓1(𝑥, 𝑘) = 1 +

∫︀ 𝑥

−∞ 𝑞0(𝑦)𝜓3(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦,

𝜓3(𝑥, 𝑘) = 𝐴
2𝑖𝑘 +

∫︀ 𝑥

−∞ 𝑒2𝑖𝑘(𝑥−𝑦)
(︁
𝐴− 𝑞0(−𝑦)

)︁
𝜓1(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦

+ 𝐴
2𝑖𝑘

∫︀ 𝑥

−∞ 𝑞0(𝑦)
(︀
1− 𝑒2𝑖𝑘(𝑥−𝑦)

)︀
𝜓3(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦,

(3.27)

та для 𝜓2 та 𝜓4:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓2(𝑥, 𝑘) =

∫︀ 𝑥

−∞ 𝑒−2𝑖𝑘(𝑥−𝑦)𝑞0(𝑦)𝜓4(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦,

𝜓4(𝑥, 𝑘) = 1 +
∫︀ 𝑥

−∞

(︁
𝐴− 𝑞0(−𝑦)

)︁
𝜓2(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦

+ 𝐴
2𝑖𝑘

∫︀ 𝑥

−∞ 𝑞0(𝑦)
(︀
𝑒−2𝑖𝑘(𝑥−𝑦) − 1

)︀
𝜓4(𝑦, 𝑘) 𝑑𝑦.

(3.28)

Тодi елементи 𝑎1, 𝑎2 та 𝑏 матрицi розсiювання можуть бути визначенi у

такий спосiб:

𝑎1(𝑘) = lim
𝑥→∞

(︂
𝜓1(𝑥, 𝑘)−

𝐴

2𝑖𝑘
𝜓3(𝑥, 𝑘)

)︂
, 𝑏(𝑘) = lim

𝑥→∞
𝑒−2𝑖𝑘𝑥𝜓3(𝑥, 𝑘), (3.29)

та

𝑎2(𝑘) = lim
𝑥→∞

𝜓4(𝑥, 𝑘). (3.30)

Також вони можуть бути записанi в термiнах детермiнантiв:

𝑎1(𝑘) = det
(︁
Ψ

(1)
1 (0, 0, 𝑘),Ψ

(2)
2 (0, 0, 𝑘)

)︁
, 𝑘 ∈ C+ ∖ {0}, (3.31a)

𝑎2(𝑘) = det
(︁
Ψ

(1)
2 (0, 0, 𝑘),Ψ

(2)
1 (0, 0, 𝑘)

)︁
, 𝑘 ∈ C−, (3.31b)

𝑏(𝑘) = det
(︁
Ψ

(1)
2 (0, 0, 𝑘),Ψ

(1)
1 (0, 0, 𝑘)

)︁
, 𝑘 ∈ R. (3.31c)

Властивостi спектральних функцiй, якi випливають iз Твердження 3.1,

пiдсумованi у наступному твердженнi.

Твердження 3.2. Спектральнi функцiї 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2, та 𝑏(𝑘) мають

наступнi аналiтичнi властивостi:

1. 𝑎1(𝑘) аналiтична при 𝑘 ∈ C+ та неперервна при 𝑘 ∈ C+ ∖ {0}; 𝑎2(𝑘)
аналiтична при 𝑘 ∈ C− та неперервна при 𝑘 ∈ C−.
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2. 𝑎𝑗(𝑘) = 1 + 𝑂
(︀
1
𝑘

)︀
, 𝑗 = 1, 2 при 𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ C(−1)𝑗+1 та 𝑏(𝑘) = 𝑂

(︀
1
𝑘

)︀
при 𝑘 → ∞, 𝑘 ∈ R.

3. 𝑎1(−𝑘) = 𝑎1(𝑘), 𝑘 ∈ C+ ∖ {0}; 𝑎2(−𝑘) = 𝑎2(𝑘), 𝑘 ∈ C−.

4. 𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘) + 𝑏(𝑘)𝑏(−𝑘) = 1, 𝑘 ∈ R ∖ {0} (випливає з det𝑆(𝑘) = 1).

5. 𝑎1(𝑘) =
𝐴2𝑎2(0)
4𝑘2 + 𝑂(1𝑘) при 𝑘 → 0, 𝑘 ∈ C+ та 𝑏(𝑘) = 𝐴𝑎2(0)

2𝑖𝑘 + 𝑂(1) при

𝑘 → 0, 𝑘 ∈ R.

Зауваження 3.1. Пiдставляючи (3.16) у (3.31), ми отримуємо, при 𝑘 →
0,

𝑎1(𝑘) =
1

𝑘2
(|𝑣2(0, 0)|2 − |𝑣1(0, 0)|2) +𝑂

(︂
1

𝑘

)︂
, (3.32a)

𝑎2(𝑘) =
4

𝐴2
(|𝑣2(0, 0)|2 − |𝑣1(0, 0)|2) +𝑂(𝑘), (3.32b)

𝑏(𝑘) = − 2𝑖

𝑘𝐴
(|𝑣2(0, 0)|2 − |𝑣1(0, 0)|2) +𝑂(1), (3.32c)

з чого випливає Пункт 5.

Зауваження 3.2. Зазначимо, що у (3.31) можна вибрати будь-якi (𝑥, 𝑡)

замiсть (0, 0) як аргументи в правiй частинi. З цього випливає, що |𝑣2(0, 0)|2−
|𝑣1(0, 0)|2 у правiй частинi (3.32) може бути замiнено на 𝑣2(𝑥, 𝑡)𝑣2(−𝑥, 𝑡)−
𝑣1(𝑥, 𝑡)𝑣1(−𝑥, 𝑡), i, таким чином, ми отримуємо закон збереження (лiва

частина не залежить вiд 𝑥 та 𝑡):

𝑣2(𝑥, 𝑡)𝑣2(−𝑥, 𝑡)− 𝑣1(𝑥, 𝑡)𝑣1(−𝑥, 𝑡) ≡ |𝑣2(0, 0)|2 − |𝑣1(0, 0)|2.

Зауваження 3.3. У випадку початкових даних у виглядi “чистої сходин-

ки”, тобто коли

𝑞0(𝑥) = 𝑞0𝐴(𝑥) :=

⎧⎨⎩0, 𝑥 < 0,

𝐴, 𝑥 > 0,
(3.33)

матрицю розсiювання 𝑆(𝑘) можна обчислити явно:

𝑆(𝑘) = [Φ2(0, 0, 𝑘)]
−1Φ1(0, 0, 𝑘) = 𝑁−1

+ (𝑘)𝑁−(𝑘) =

(︃
1 + 𝐴2

4𝑘2 − 𝐴
2𝑖𝑘

𝐴
2𝑖𝑘 1

)︃
.

(3.34)
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Зокрема, у цьому випадку функцiя 𝑎1(𝑘) має єдиний, простий нуль (при

𝑘 = 𝑖𝐴2 ) у верхнiй пiвплощинi, а функцiя 𝑎2(𝑘) не має нулiв у нижнiй

пiвплощинi.

3.1.3 Вихiдна задача Рiмана-Гiльберта

Як i у випадку нульового фону, формалiзм задачi Рiмана-Гiльберта мето-

ду оберненої задачi розсiювання грунтується на побудовi (використовуючи

розв’язки Йоста) кусково-мероморфної 2× 2 матричної функцiї в компле-

кснiй 𝑘-площинi, яка може бути охарактеризована умовою стрибка вздовж

деякого контуру, умовою нормування i, якщо потрiбно, умовами в сингу-

лярних точках, причому усi умови визначаються початковими даними.

Визначимо 2×2 матричну функцiю𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘), яка є кусково-мероморфною

(вiдносно R), у такий спосiб:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎨⎩
(︁
Ψ

(1)
1 (𝑥,𝑡,𝑘)
𝑎1(𝑘)

,Ψ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘)

)︁
, 𝑘 ∈ C+,(︁

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘), Ψ

(2)
1 (𝑥,𝑡,𝑘)
𝑎2(𝑘)

)︁
, 𝑘 ∈ C−.

(3.35)

Тодi зi спiввiдношення розсiювання (3.23) випливає, що граничнi умови

𝑀±(𝑥, 𝑡, 𝑘) = lim
𝑘′→𝑘,𝑘′∈C±

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘′), 𝑘 ∈ R, задовольняють мультиплiкативну
умову стрибка

𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝑘) =𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (3.36)

з матрицею стрибка

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 + 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) 𝑟2(𝑘)𝑒

−2𝑖𝑘𝑥−4𝑖𝑘2𝑡

𝑟1(𝑘)𝑒
2𝑖𝑘𝑥+4𝑖𝑘2𝑡 1

)︃
, (3.37)

де 𝑟𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 – коефiцiєнти вiдбиття, яки визначаються елементами

матрицi розсiювання:

𝑟1(𝑘) :=
𝑏(𝑘)

𝑎1(𝑘)
, 𝑟2(𝑘) :=

𝑏(−𝑘)
𝑎2(𝑘)

. (3.38)

Крiм того, 𝑀 задовольняє умовi нормування

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞. (3.39)
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Зазначимо, що з умови симетрiї 3 у Твердженнi 3.2 випливає, що

𝑟1(−𝑘)𝑟2(−𝑘) = 𝑟1(𝑘) 𝑟2(𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (3.40)

а детермiнантна властивiсть 4 може бути записана як

1 + 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) =
1

𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘)
, 𝑘 ∈ R ∖ {0}. (3.41)

З огляду на (3.32), поведiнка𝑀 при 𝑘 → 0 якiсно вiдрiзняється у випад-

ках 𝑎2(0) ̸= 0 та 𝑎2(0) = 0. Перший випадок включає в себе випадок “чистої

сходинки” (3.33), (3.34): тут 𝑎1(𝑘) має єдиний простий нуль у пiвплощинi

C+, який знаходиться на уявнiй осi, а 𝑎2(𝑘) не має нулiв у C−. Вiдповiдно,

далi у цьому Роздiлi ми розглядаємо два випадки:

Випадок I: Спектральна функцiя 𝑎1(𝑘) має один (чисто уявний) простий

нуль у C+, скажiмо, при 𝑘 = 𝑖𝑘1, 𝑘1 > 0, а 𝑎2(𝑘) не має нулiв у C−.

Випадок II: Спектральна функцiя 𝑎1(𝑘) має один простий нуль у C+, а

𝑎2(𝑘) має один простий нуль у C− при 𝑘 = 0 (отже, 𝑎2(0) = 0 та

𝑎̇2(0) ̸= 0). Крiм того, ми вважаємо, що 𝑎11 := lim
𝑘→0

𝑘𝑎1(𝑘) ̸= 0.

Зауваження 3.4. Випадок I вiдповiдає нерiвностi |𝑣2(0, 0)|2−|𝑣1(0, 0)|2 ̸=
0, а у Випадку II має мiсце рiвнiсть |𝑣2(0, 0)|2 − |𝑣1(0, 0)|2 = 0, див. (3.17)

та (3.32). Через це, Випадок I вiдповiдає початковим даним “загального

положення”, а Випадок II вiдповiдає спецiальним початковим даним.

Зауваження 3.5. З умов симетрiї (3.26) випливає, що 𝑎11 є чисто уяв-

ним. Крiм того, якщо 𝑎1(𝑘) має один простий нуль, то Im 𝑎11 < 0 у

Випадку II.

Суттєвою вiдмiннiстю вiд випадку локального НРШ є той факт, що в

рамках оберненної задачi (коли задаються спектральнi данi, а коефiцiєн-

ти у диференцiальному рiвняннi пiдлягають визначенню), значення 𝑘1 не

може бути задано незалежно вiд 𝑏(𝑘).
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Твердження 3.3. Для даного 𝑏(𝑘) при 𝑘 ∈ R ∖ {0}, нуль 𝑘 = 𝑖𝑘1 спе-

ктральної функцiї 𝑎1(𝑘) визначається наступним чином:

(i) У Випадку I,

𝑘1 =
𝐴

2
exp

{︃
− 1

2𝜋𝑖
v.p.

∫︁ ∞

−∞

ln 𝜁2

𝜁2+1(1− 𝑏(𝜁)𝑏̄(−𝜁))
𝜁

𝑑𝜁

}︃
, (3.42)

(ii) У Випадку II,

𝑘1 = 𝐴

√︀
(Re 𝑏(0))2 + 𝐸2

2 − Re 𝑏(0)

2𝐸1𝐸2
, (3.43)

де (зазначимо, що 1− |𝑏(0)|2 = 𝑎11𝑎̇2(0) ̸= 0 за припущенням)

𝐸1 = exp

{︂
1

2𝜋𝑖
v.p.

∫︁ ∞

−∞

ln(1− 𝑏(𝜁)𝑏̄(−𝜁))
𝜁

𝑑𝜁

}︂
, (3.44a)

𝐸2 = exp

{︂
1

2
ln(1− |𝑏(0)|2)

}︂
. (3.44b)

Доведення. (i) Випадок I. Визначимо функцiї 𝑎̃1(𝑘) та 𝑎̃2(𝑘) у такий спосiб:

𝑎̃1(𝑘) = 𝑎1(𝑘)
𝑘2

(𝑘 − 𝑖𝑘1)(𝑘 + 𝑖)
, 𝑎̃2(𝑘) = 𝑎2(𝑘)

𝑘 − 𝑖𝑘1
𝑘 − 𝑖

.

Детермiнантне спiввiдношення (див. Пункт 4 у Твердженнi 3.2) може роз-

глядатися як наступна скалярна задача Рiмана-Гiльберта вiдносно 𝑎̃𝑗(𝑘),

𝑗 = 1, 2: для даного 𝑏(𝑘), 𝑘 ∈ R, знайти функцiї 𝑎̃1(𝑘) та 𝑎̃2(𝑘), аналiти-

чнi вiдповiдно у C+ та C− та непрервнi у C+ та C− , якi не мають нулiв

вiдповiдно у C+ та C−, i якi задовольняють умову стрибка

𝑎̃1(𝑘)𝑎̃2(𝑘) =
𝑘2

𝑘2 + 1
(1− 𝑏(𝑘)𝑏̄(−𝑘)), 𝑘 ∈ R, (3.45)

та умову нормування 𝑎̃𝑗(𝑘) → 1 при 𝑘 → ∞. Єдиний розв’язок цiєї задачi

Рiмана-Гiльберта дається iнтегралом типу Кошi та має вигляд

𝑎̃1(𝑘) = 𝑒𝜒(𝑘), 𝑎̃2(𝑘) = 𝑒−𝜒(𝑘),

де

𝜒(𝑘) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

ln 𝜁2

𝜁2+1(1− 𝑏(𝜁)𝑏̄(−𝜁))
𝜁 − 𝑘

𝑑𝜁.
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Вiдповiдно, функцiї 𝑎1(𝑘) та 𝑎2(𝑘) можуть бути представленi у виглядi

𝑎1(𝑘) =
(𝑘 − 𝑖𝑘1)(𝑘 + 𝑖)

𝑘2
𝑒𝜒(𝑘), (3.46a)

та

𝑎2(𝑘) =
𝑘 − 𝑖

𝑘 − 𝑖𝑘1
𝑒−𝜒(𝑘). (3.46b)

Зокрема, при 𝑘 = 0 маємо

𝑎1(𝑘) =
𝑘1𝑒

𝜒(+𝑖0)

𝑘2
(1 + 𝑜(𝑘)) та 𝑎2(0) =

𝑒−𝜒(−𝑖0)

𝑘1
. (3.47)

З iншого боку, (див. (3.32)),

𝑎1(𝑘) =
𝐴2𝑎2(0)

4𝑘2
(1 + 𝑜(𝑘)), 𝑘 → 0. (3.48)

Порiвнюючи (3.47) та (3.48) та беручи до уваги, що (за формулою Племелi

– Сохоцького)

𝜒(+𝑖0) + 𝜒(−𝑖0) = 1

𝜋𝑖
v.p.

∫︁ ∞

−∞

ln 𝜁2

𝜁2+1(1− 𝑏(𝜁)𝑏̄(−𝜁))
𝜁

𝑑𝜁,

ми отримуємо (3.42).

(ii) Випадок II. Зi спiввiдношення симетрiї (3.15) та Пункту (vi) у Твер-

дженнi 3.1 випливає, що поведiнка Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2 при 𝑘 → 0 може бути

охарактеризована у такий спосiб:

Ψ
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

1

𝑘

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+

(︃
𝑠1(𝑥, 𝑡)

𝑠2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘), (3.49a)

Ψ
(2)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

2𝑖

𝐴

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+ 𝑘

(︃
ℎ1(𝑥, 𝑡)

ℎ2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘2), (3.49b)

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) = −2𝑖

𝐴

(︃
𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
− 𝑘

(︃
ℎ2(−𝑥, 𝑡)
ℎ1(−𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘2), (3.49c)

Ψ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) = −1

𝑘

(︃
𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
+

(︃
𝑠2(−𝑥, 𝑡)
𝑠1(−𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘), (3.49d)
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з деякими 𝑣𝑗, 𝑠𝑗, та ℎ𝑗 (𝑗 = 1, 2). Далi, використовуючи визначення (3.31)

спектральних функцiй та беручи до уваги, що |𝑣2(0, 0)|2 − |𝑣1(0, 0)|2 = 0 у

Випадку II, ми маємо, при 𝑘 → 0:

𝑎1(𝑘) =
1

𝑘
(𝑣1𝑠1 − 𝑣1𝑠1 − 𝑣2𝑠2 + 𝑣2𝑠2)

⃒⃒⃒⃒
𝑥,𝑡=0

+𝑂(1), (3.50a)

𝑎2(𝑘) = 𝑘
2𝑖

𝐴
(𝑣1ℎ̄1 + 𝑣1ℎ1 − 𝑣2ℎ̄2 − 𝑣2ℎ2)

⃒⃒⃒⃒
𝑥,𝑡=0

+𝑂(𝑘2), (3.50b)

𝑏(𝑘) = 𝑣1ℎ̄1 − 𝑣2ℎ̄2 +
2𝑖

𝐴
(𝑣1𝑠1 − 𝑣2𝑠2)

⃒⃒⃒⃒
𝑥,𝑡=0

+𝑂(𝑘). (3.50c)

З рiвнянь (3.50) випливає, що

𝑎11 = 𝑖𝐴Re 𝑏(0)− 𝐴2

4
𝑎̇2(0), (3.51)

де 𝑎11 = lim
𝑘→0

(𝑘𝑎1(𝑘)).

З iншого боку, у термiнах

𝑎̂1(𝑘) = 𝑎1(𝑘)
𝑘

𝑘 − 𝑖𝑘1
та 𝑎̂2(𝑘) = 𝑎2(𝑘)

𝑘 − 𝑖𝑘1
𝑘

,

детермiнантне вiдношення може бути розглянуто як скалярна задача Рiмана-

Гiльберта з умовою стрибка

𝑎̂1(𝑘)𝑎̂2(𝑘) = 1− 𝑏(𝑘)𝑏̄(−𝑘),

для несингулярних та вiдмiнних вiд нуля функцiй 𝑎̂1(𝑘) та 𝑎̂2(𝑘). Її розв’я-

зок дається iнтегралами типу Кошi, звiдки випливають зображення для

𝑎1(𝑘) та 𝑎2(𝑘):

𝑎1(𝑘) =
𝑘 − 𝑖𝑘1
𝑘

exp

{︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

ln(1− 𝑏(𝜁)𝑏̄(−𝜁))
𝜁 − 𝑘

𝑑𝜁

}︂
, (3.52a)

та

𝑎2(𝑘) =
𝑘

𝑘 − 𝑖𝑘1
exp

{︂
− 1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

−∞

ln(1− 𝑏(𝜁)𝑏̄(−𝜁))
𝜁 − 𝑘

𝑑𝜁

}︂
. (3.52b)

У свою чергу, з (3.52) та формул Племелi-Сохоцького отримуємо

𝑎11 = −𝑖𝑘1𝐸1𝐸2 та 𝑎̇2(0) =
𝑖

𝑘1
𝐸−1

1 𝐸2, (3.53)

де 𝐸1 та 𝐸2 визначенi у (3.44). Порiвнюючи (3.51) та (3.53), отримуємо 𝑘1 >

0 (3.43) як (однозначно визначений) розв’язок квадратного рiвняння.
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Беручи до уваги сингулярностi функцiй Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2 та 𝑎1(𝑘) при

𝑘 = 0 (див. Твердження 3.1), можемо описати поведiнку 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) при

𝑘 = 0 наступним чином:

у Випадку I,

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
4

𝐴2𝑎2(0)
𝑣1(𝑥, 𝑡) −𝑣2(−𝑥, 𝑡)

4
𝐴2𝑎2(0)

𝑣2(𝑥, 𝑡) −𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
(𝐼 +𝑂(𝑘))

(︃
𝑘 0

0 1
𝑘

)︃
, 𝑘 → +𝑖0,

(3.54a)

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
2𝑖

𝐴

(︃
−𝑣2(−𝑥, 𝑡) 𝑣1(𝑥,𝑡)

𝑎2(0)

−𝑣1(−𝑥, 𝑡) 𝑣2(𝑥,𝑡)
𝑎2(0)

)︃
+𝑂(𝑘), 𝑘 → −𝑖0,

(3.54b)

та у Випадку II,

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
𝑣1(𝑥,𝑡)
𝑎11

−𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝑣2(𝑥,𝑡)
𝑎11

−𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
(𝐼 +𝑂(𝑘))

(︃
1 0

0 1
𝑘

)︃
, 𝑘 → +𝑖0,

(3.55a)

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
2𝑖

𝐴

(︃
−𝑣2(−𝑥, 𝑡) 𝑣1(𝑥,𝑡)

𝑎̇2(0)

−𝑣1(−𝑥, 𝑡) 𝑣2(𝑥,𝑡)
𝑎̇2(0)

)︃
(𝐼 +𝑂(𝑘))

(︃
1 0

0 1
𝑘

)︃
, 𝑘 → −𝑖0

(3.55b)

(нагадаємо, що 𝑎1(𝑘) = 𝑎11
𝑘 +𝑂(1) при 𝑘 → 0).

Зважаючи на те, що функцiї 𝑣𝑗 не визначаються початковими умовами

(3.1b), доцiльно виключити їх з опису (сингулярної) поведiнки 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)

при 𝑘 → 0:

у Випадку I,

lim
𝑘→0
𝑘∈C+

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
1
𝑘 0

0 𝑘

)︃
=𝑀(𝑥, 𝑡,−𝑖0)

(︃
0 𝐴

2𝑖

−2𝑖
𝐴 0

)︃
, (3.56a)

у Випадку II,

lim
𝑘→0
𝑘∈C+

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
𝑎11 0

0 𝑘

)︃
=
𝐴

2𝑖
lim
𝑘→0
𝑘∈C−

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
0 1

𝑎̇2(0)𝑘 0

)︃
, (3.56b)
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причому det𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑂(1) при 𝑘 → 0.

Крiм того, якщо 𝑎1(𝑖𝑘1) = 0 з деяким 𝑘1 > 0 (нагадаємо, що у цьому

випадку ми припускаємо, що цей нуль простий), то𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) має задоволь-

няти умовi на лишок:

Res
𝑘=𝑖𝑘1

𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
𝛾1

𝑎̇1(𝑖𝑘1)
𝑒−2𝑘1𝑥−4𝑖𝑘21𝑡𝑀 (2)(𝑥, 𝑡, 𝑖𝑘1), |𝛾1| = 1, (3.57)

де Ψ
(1)
1 (0, 0, 𝑖𝑘1) = 𝛾1Ψ

(2)
2 (0, 0, 𝑖𝑘1). Зазначимо, що з умови симетрiї (3.15)

випливає, що Ψ
(1)
1 (0, 0, 𝑖𝑘1) = 𝛾−1

1 Ψ
(2)
2 (0, 0, 𝑖𝑘1), i тому |𝛾1| = 1 (пор. з [9]).

Зазначимо, що якщо функцiя 𝑎1(𝑘) має нуль 𝑘 = 𝜁1, який не є чисто

уявним, то, в силу умови симетрiї, вона також має нуль при 𝑘 = 𝜁2 = −𝜁1,
а вiдповiднi умови на лишки мають вигляд:

Res
𝑘=𝜁1

𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
𝜂1

𝑎̇1(𝜁1)
𝑒2𝑖𝜁1𝑥+4𝑖𝜁21 𝑡𝑀 (2)(𝑥, 𝑡, 𝜁1), (3.58a)

та

Res
𝑘=𝜁2

𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
1

𝜂1𝑎̇1(𝜁2)
𝑒2𝑖𝜁2𝑥+4𝑖𝜁22 𝑡𝑀 (2)(𝑥, 𝑡, 𝜁2), (3.58b)

де 𝜂1 визначається з рiвностi Ψ
(1)
1 (0, 0, 𝜁1) = 𝜂1Ψ

(2)
2 (0, 0, 𝜁1).

Тепер ми можемо сформулювати задачу Рiмана-Гiльберта, розв’язок

якої дає розв’язок початкової задачi (3.1), (3.3). Нехай 𝑏(𝑘), 𝑘 ∈ R та 𝛾1 з

|𝛾1| = 1 є спектральними даними, якi вiдповiдають початковим даним 𝑞0(𝑥)

у (3.1). Тодi задача Рiмана-Гiльберта формулюється наступним чином:

Вихiдна задача Рiмана-Гiльберта: Для даних 𝑏(𝑘) та 𝛾1, знайти 2× 2

матричну функцiю 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘), яка є кусково-мероморфною (вiдносно

R) за змiнною 𝑘 та задовольняє наступним умовам:

(i) Умова стрибка. Недотичнi границi 𝑀±(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘 ± 𝑖0)

iснують майже всюди при 𝑘 ∈ R, причому 𝑀±(𝑥, 𝑡, ·)− 𝐼 ∈ 𝐿2(R ∖
[−𝜀, 𝜀]) для будь-якого 𝜀 > 0, i задовольняють умову

𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝑘) =𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) майже всюди при 𝑘 ∈ R ∖ {0},
(3.59)
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де матриця стрибка 𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) задається формулою (3.37), у якiй

𝑟1 та 𝑟2 задаються в термiнах 𝑏 та 𝑎𝑗 (3.38), де, у свою чергу, 𝑎𝑗
визначенi у (3.46) (Випадок I) або у (3.52) (Випадок II).

(ii) Нормування при 𝑘 = ∞:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 +𝑂(𝑘−1) рiвномiрно при 𝑘 → ∞.

(iii) Умова на лишок (3.57) при 𝑘 = 𝑖𝑘1, де 𝑘1 визначається у термiнах

𝑏(𝑘), використовуючи (3.42) (Випадок I) або (3.43) (Випадок II).

(iv) Умова на особливiсть у 𝑘 = 0: det𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑂(1) при 𝑘 → 0

та 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) задовольняє умову (3.56a) (Випадок I) або (3.56b)

(Випадок II).

Припустимо, що задача Рiмана-Гiльберта (i)–(iv) має розв’язок𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘).

Тодi розв’язок початкової задачi (3.1), (3.3) визначається у термiнах еле-

ментiв (12) та (21) матрицi 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) у такий спосiб:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀12(𝑥, 𝑡, 𝑘), (3.60)

та

𝑞(−𝑥, 𝑡) = −2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀21(𝑥, 𝑡, 𝑘). (3.61)

Важливо зазначити, що розв’язок задачi Рiмана-Гiльберта – єдиний (якщо

iснує). Дiйсно, визначник матрицi 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) є аналiтичною функцiєю всю-

ди, крiм точки 𝑘 = 0, де цей визначник є обмеженою функцiєю. Тодi, за

теоремою Лiувiлля, з того, що det𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 1 при 𝑘 → ∞, випливає,

що det𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) ≡ 1, i отже 𝑀−1(𝑥, 𝑡, 𝑘) iснує при всiх значення 𝑥, 𝑡 та 𝑘.

Припускаючи, що 𝑀 та 𝑀̃ – два розв’язки, з умов (3.56) на особливiсть

при 𝑘 = 0 випливає, що 𝑀𝑀̃−1 обмежена у 𝑘 = 0, а зi структури умови

на лишок (3.57) випливає, що 𝑀𝑀̃−1 обмежена у 𝑘 = 𝑖𝑘1. Застосовуючи

теорему Лiувiлля до 𝑀𝑀̃−1, отримуємо, що 𝑀𝑀̃−1 ≡ 𝐼.

Зауваження 3.6. З формул (3.60) та (3.61) випливає, що для того, щоб

отримати розв’язок (3.1), (3.3) для всiх 𝑥 ∈ R, достатньо мати розв’я-

зок задачi Рiмана-Гiльберта тiльки, скажiмо, для 𝑥 ≥ 0.
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Зауваження 3.7. У загальному випадку, коли 𝑎1(𝑘) та/або 𝑎2(𝑘) мають

бiльше нулiв вiдповiдно у C+ та C−, треба додати умови на лишки типу

(3.57) та/або (3.58) у цих нулях.

Твердження 3.4. Розв’язок 𝑀 задачi Рiмана-Гiльберта (i)-(iv) задо-

вольняє наступну умову симетрiї (пор. з (3.24)):

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Λ𝑀(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1

⎛⎝ 1
𝑎1(𝑘)

0

0 𝑎1(𝑘)

⎞⎠ , 𝑘 ∈ C+ ∖ {0},

Λ𝑀(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1

⎛⎝𝑎2(𝑘) 0

0 1
𝑎2(𝑘)

⎞⎠ , 𝑘 ∈ C− ∖ {0}.

(3.62)

Доведення. Це випливає iз симетрiї матрицi стрибка (3.37) у (3.59)

Λ𝐽(−𝑥, 𝑡,−𝑘)Λ−1 =

(︃
𝑎2(𝑘) 0

0 1
𝑎2(𝑘)

)︃
𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
𝑎1(𝑘) 0

0 1
𝑎1(𝑘)

)︃
, 𝑘 ∈ R∖{0},

яка, в свою чергу, випливає з (3.40) та (3.41), та того факту, що умови

на структуру (3.54) та (3.55) та умови на лишки (3.57) погоджуються з

(3.62).

3.1.4 Односолiтонний розв’язок

Твердження 3.5. Нехай 𝑎1(𝑘), 𝑎2(𝑘), та 𝑏(𝑘) є спектральними функцiя-

ми, якi (i) вiдповiдають деякому 𝑞0(𝑥) та (ii) задовольняють наступним

умовам:

� 𝑏(𝑘) = 0 для всiх 𝑘 ∈ R;

� 𝑎1(𝑘) має єдиний, простий нуль 𝑘 = 𝑖𝑘1 iз деяким 𝑘1 > 0 у C+;

� 𝑎2(𝑘) має єдиний, простий нуль 𝑘 = 0 у C−.

Також, нехай задане число 𝛾1 = 𝑒𝑖𝜑1, де 𝜑1 ∈ R. Тодi:

(1) 𝑘1 є однозначно визначеним, причому 𝑘1 = 𝐴
2 ;
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(2) Задача Рiмана-Гiльберта (i)–(iv) має єдиний розв’язок для всiх (𝑥, 𝑡),

де 𝑥 ∈ R та 𝑡 ≥ 0, за виключенням множини ∪𝑛∈Z{(0, 𝑡𝑛)} iз 𝑡𝑛 =
𝜑1

𝐴2 +
2𝜋
𝐴2𝑛;

(3) Вiдповiднi точнi розв’язки 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (3.1), (3.3) мають вигляд

(див. Рисунок 3.1)

𝑞(𝑥, 𝑡) =
𝐴

1− 𝑒−𝐴𝑥−𝑖𝐴2𝑡+𝑖𝜑1
. (3.63)

Рис. 3.1: Солiтонний розв’язок (3.63) з параметрами 𝐴 = 1 та 𝜑1 = 𝜋.

Доведення. Через те, що 𝑏(0) = 0, ми знаходимося у рамках Випадку II, i

тому Пункт 1 випливає з пункту (ii) Твердження 3.3. Крiм того, з (3.52)

отримуємо вирази для 𝑎1 та 𝑎2:

𝑎1(𝑘) =
𝑘 − 𝑖𝐴2
𝑘

, 𝑎2(𝑘) =
𝑘

𝑘 − 𝑖𝐴2
, (3.64)

i тому константи, задiянi у (3.55), мають вигляд:

𝑎11 =
𝐴

2𝑖
, 𝑎̇2(0) =

2𝑖

𝐴
.
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Зазначимо, що з того, що 𝑏(𝑘) ≡ 0, випливає, що 𝑀(·, ·, 𝑘) є меромор-
фною (у C) функцiєю з єдиним полюсом у 𝑘 = 𝑖𝑘1. Тодi, порiвнюючи (3.55a)

та (3.55b), отримуємо 𝑣1(𝑥, 𝑡) = −𝑣2(−𝑥, 𝑡), i тому умова на особливiсть

(3.55) зводиться до звичайної умови на лишок:

Res
𝑘=0

𝑀 (2)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
𝐴

2𝑖
𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 0). (3.65)

Далi, беручи до уваги вихiдну умову на лишок (3.57) та нормування (ii),

ми отримуємо наступне зображення для 𝑀 :

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎛⎝ 𝑘+𝑣1(𝑥,𝑡)

𝑘− 𝑖𝐴
2

𝑣1(𝑥,𝑡)
𝑘

−𝑣1(−𝑥,𝑡)

𝑘− 𝑖𝐴
2

𝑘−𝑣1(−𝑥,𝑡)
𝑘

⎞⎠ , (3.66)

де 𝑣1(𝑥, 𝑡) має вигляд

𝑣1(𝑥, 𝑡) =
𝐴

2𝑖
· 1

1− 𝑒−𝐴𝑥−𝑖𝐴2𝑡+𝑖𝜑1
. (3.67)

Зокрема, сингулярна множина солiтонного розв’язку визначається як мно-

жина нулiв знаменника у (3.67). Нарештi, використовуючи (3.60) або (3.61),

отримуємо солiтонний розв’язок (3.63).

3.2 Асимптотика за великим часом

Асимптотика початкової задачi для локального нелiнiйного рiвняння Шре-

дiнгера зi ступiнчастими крайовими умовами (3.5), (3.6) була отримана у

[27], де було показано, що завжди iснує три сектори у пiвплощинi 𝑡 > 0

площини (𝑥, 𝑡), якi характеризуються якiсно рiзною асимптотичною пове-

дiнкою: сектор, де розв’язок прямує до нуля (причому порядок прямування

𝑞 до нуля дорiвнює 𝑂(𝑡−1/2)); елiптичний сектор; та сектор модуляцiйної

плоскої хвилi. Зокрема, якщо 𝐵 = 0 у (3.5), то елiптична хвиля займає

сектор 0 < 𝑥
𝑡 < 8

√
2𝐴.

Природньо порiвняти цю поведiнку з асимптотикою у випадку нелокаль-

ного нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з таким самим типом початкових
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даних (3.1b), (3.1c). Це мотивує нас дослiдити, у цьому Пiдроздiлi, асим-

птотику за великим часом розв’язку початкової задачi (3.1), (3.3). Наш

аналiз грунтується на адаптацiї нелiнiйного методу перевалу [38] до задачi

Рiмана-Гiльберта (i)–(iv). Застосування методу у цьому випадку має низку

специфiчних рис; зокрема, нам доводиться мати справу з сингулярнiстю на

контурi задачi Рiмана-Гiльберта, та з тим фактом, що стрибок 1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)

у скалярнiй задачi Рiмана-Гiльберта для 𝛿(𝑘, 𝜉) (див. (3.70) нижче) не є,

взагалi кажучи, дiйсним.

Ми покажемо, що основною вiдмiннiстю асимптотики нелокального не-

лiнiйного рiвняння Шредiнгера порiвняно з локальним є те, що у нело-

кальному випадку також iснує спадаючий сектор та сектор “модуляцiй-

ної константи”, але немає перехiдного сектору (з прямолiнiйними межами)

мiж цими двома секторами (хоча перехiдна зона мiж ними має iснувати

та описуватися асимптотикою вздовж сiмей кривих, якi наближаються до

промiня 𝑥 = 0, 𝑡 > 0).

3.2.1 Факторизацiї матрицi стрибка

Зазначимо, що з огляду на (3.60) та (3.61), дослiдження задачi Рiмана-

Гiльберта для 𝑥 > 0 є достатнiм для дослiдження асимптотики 𝑞(𝑥, 𝑡) для

всiх (𝑥, 𝑡) за межами сектору |𝑥/𝑡| < 𝜀 для будь-якого 𝜀 > 0.

Введемо до розгляду змiнну 𝜉 := 𝑥
4𝑡 та фазову функцiю

𝜃(𝑘, 𝜉) = 4𝑘𝜉 + 2𝑘2. (3.68)

Нагадаємо, що матриця стрибка (3.37) має двi трикутнi факторизацiї (див.

(2.27)):

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 0

𝑟1(𝑘)𝑒
2𝑖𝑡𝜃

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
1

)︃(︃
1 + 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) 0

0 1
1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)

)︃(︃
1 𝑟2(𝑘)𝑒

−2𝑖𝑡𝜃

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)

0 1

)︃
(3.69a)

та

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 𝑟2(𝑘)𝑒

−2𝑖𝑡𝜃

0 1

)︃(︃
1 0

𝑟1(𝑘)𝑒
2𝑖𝑡𝜃 1

)︃
. (3.69b)
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Через те, що фазова функцiя 𝜃(𝑘, 𝜉) така ж сама, як i у випадку класично-

го локального НРШ, її таблиця знакiв (див. Рисунок 2.2) знову дозволяє

дотримуватися вiдомих крокiв у асимптотичному аналiзi [38, 36], якi вклю-

чають в себе (i) необхiднiсть позбутися диагонального множника у (3.69a)

та (ii) перетворення вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта (вiдносно дiйсної осi)

до нової задачi вiдносно “хреста”, де матриця стрибка прямує, при 𝑡→ ∞,

до одиничної матрицi рiвномiрно за межами околу точки стацiонарної фа-

зи 𝑘 = −𝜉. Але у випадку ступiнчастого фону, дотримуючись цього плану
аналiзу, ми повиннi придiляти увагу сингулярностi при 𝑘 = 0, яка вiдсутня

у випадку нульовогу фону.

Подiбно до випадку нульвого фону, введемо 𝛿(𝑘, 𝜉) як розв’язок ска-

лярної задачi Рiмана-Гiльберта: знайти функцiю 𝛿(𝑘, 𝜉), аналiтичну у C ∖
(−∞,−𝜉], яка задовольняє умови

𝛿+(𝑘, 𝜉) = 𝛿−(𝑘, 𝜉)(1 + 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)), 𝑘 ∈ (−∞,−𝜉),

𝛿(𝑘, 𝜉) → 1, 𝑘 → ∞.
(3.70)

Розв’язок цiєї задачi може бути знайдений у формi iнтегралу типу Кошi:

𝛿(𝑘, 𝜉) = exp

{︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞

ln(1 + 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁))

𝜁 − 𝑘
𝑑𝜁

}︂
. (3.71)

Зазначимо, що через те, що ми маємо справу з 𝜉 > 0, поведiнка 𝑟𝑗(𝑘) у 𝑘 = 0

не впливає на 𝛿(𝑘, 𝜉). За допомогою функцiї 𝛿(𝑘, 𝜉), введемо до розгляду

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘):

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) =𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝛿−𝜎3(𝑘, 𝜉). (3.72)

Зазначимо, що у випадку початкового даного у виглядi чистої сходинки

(3.33), ми маємо 1 + 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) =
4𝑘2

4𝑘2+𝐴2 (див. Зауваження 3.3), i тому 1 +

𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) є дiйсним. Однак у загальному випадку, 1 + 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) може

приймати комплекснi значення, що робить 𝛿(𝑘, 𝜉) сингулярною у 𝑘 = −𝜉
(пор. з Роздiлом 2).

Дiйсно, функцiя 𝛿(𝑘, 𝜉) може бути записана у такий спосiб:

𝛿(𝑘, 𝜉) = (𝜉 + 𝑘)𝑖𝜈(−𝜉)𝑒𝜒(𝑘,𝜉), (3.73)
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де

𝜒(𝑘, 𝜉) := − 1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞
ln(𝑘 − 𝜁)𝑑𝜁 ln(1 + 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)), (3.74)

та

𝜈(−𝜉) := − 1

2𝜋
ln(1+𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)) = − 1

2𝜋
ln |1+𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)|−

𝑖

2𝜋
Δ(−𝜉),
(3.75)

iз

Δ(−𝜉) :=
∫︁ −𝜉

−∞
𝑑 arg(1 + 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)).

Подальший аналiз робиться за припущення, що

Δ(𝑘) ∈ (−𝜋, 𝜋), для всiх 𝑘 ∈ (−∞, 0), (3.76)

i тому | Im 𝜈(𝑘)| < 1
2 . У цьому випадку, ln(1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)) є однозначною фун-

кцiєю (такою, що ln(1 + 𝑟1(−∞)𝑟2(−∞)) = 0), i сингулярнiсть 𝛿(𝑘, 𝜉) (як i

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)) у 𝑘 = −𝜉 є iнтегровною з квадратом:
∫︀∞
−∞ |𝛿(𝑘, 𝜉)|2𝑑𝑘 <∞. При-

пущення (3.76) дозволить нам отримати коректнi формули для головного

члена за великим часом, тобто отримати оцiнки залишкiв, якi є меншими

за наведений головний асимптотичний член (див. (3.89) у Теоремi 3.1).

Зазначимо, (3.76) має мiсце у випадку початкового даного у виглядi

чистої сходинки (3.33): у цьому випадку, Δ(𝑘) ≡ 0 для 𝑘 ∈ (−∞, 0).

Функцiя 𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘), визначена у (3.72), задовольняє задачу Рiмана-Гiльберта,

яка має наступнi умови на стрибок, нормування та умови на лишки:

𝑀̃+(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̃−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (3.77a)

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (3.77b)

Res
𝑘=𝑖𝑘1

𝑀̃ (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
𝛾1

𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿2(𝑖𝑘1, 𝜉)
𝑒−2𝑘1𝑥−4𝑖𝑘21𝑡𝑀̃ (2)(𝑥, 𝑡, 𝑖𝑘1), |𝛾1| = 1,

(3.77c)
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де (ми опустили аргументи матрицi стрибка 𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘))

𝐽 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2
− (𝑘,𝜉)

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠⎛⎝1
𝑟2(𝑘)𝛿

2
+(𝑘,𝜉)

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ (−∞,−𝜉),⎛⎝1 𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ (−𝜉,∞) ∖ {0}.

(3.77d)

Крiм того, ця задача має умову на сингулярнiсть у особливiй точцi 𝑘 = 0:

lim
𝑘→0
𝑘∈C+

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
1
𝑘 0

0 𝑘

)︃
= 𝑀̃(𝑥, 𝑡,−𝑖0)

(︃
0 𝐴

2𝑖𝛿
2(0, 𝜉)

− 2𝑖
𝐴𝛿2(0,𝜉) 0

)︃
, (3.77e)

у Випадку I, та

lim
𝑘→0
𝑘∈C+

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
𝑎11 0

0 𝑘

)︃
=
𝐴

2𝑖
lim
𝑘→0
𝑘∈C−

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
0 𝛿2(0, 𝜉)

𝑎̇2(0)
𝛿2(0,𝜉)𝑘 0

)︃
, (3.77f)

причому det 𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑂(1) при 𝑘 → 0. у Випадку II.

3.2.2 Перетворення задачi Рiмана-Гiльберта

Аналогiчно випадку локального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, якщо

припустити, що
∫︀ 0

−∞ |𝑞0(𝑥)|𝑑𝑥 <∞ та
∫︀∞
0 |𝑞0(𝑥)− 𝐴|𝑑𝑥 <∞, то коефiцiєн-

ти вiдбиття 𝑟𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 є визначеними, взагалi кажучи, тiльки при 𝑘 ∈ R
(див. Твердження 3.1 та 3.2). З iншого боку, для дослiдження асимптоти-

ки 𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) за великим часом, було б зручно мати 𝑟𝑗(𝑘) продовженими

як мероморфнi функцiї у C; це забезпечує можливiсть робити необхiднi

перетворення задачi Рiмана-Гiльберта. В протилежному випадку, 𝑟𝑗(𝑘) та
𝑟𝑗(𝑘)

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
мають бути наближенi певними рацiональними функцiями, з до-

бре контрольованими вiдхиленнями (див., наприклад, [36, 70]).

Для того, щоб зробити процес отримання асимптотик бiльш прозорим,

далi ми припускаємо, що початкова функцiя 𝑞0(𝑥) є компактним збуре-

нням сходинки 𝑞0𝐴(𝑥) (3.33); тодi всi стовпчики Ψ
(𝑚)
𝑙 (𝑥, 0, 𝑘), 𝑙,𝑚 = 1, 2 є
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мероморфними (пор. Твердження 3.1), i тому 𝑟𝑗(𝑘) також є мероморфними

функцiями у C.
Визначимо 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) у такий спосiб (дивись Рисунок 3.2):

Рис. 3.2: Контур Γ̂ = 𝛾1 ∪ ... ∪ 𝛾4.

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Ω̂0,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝1 −𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘,𝜉)

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂1,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝ 1 0

−𝑟1(𝑘)𝛿−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂2,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝1 𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂3,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘,𝜉)

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂4.

(3.78)

Тут кути мiж променями 𝛾𝑗 = 𝛾𝑗(𝜉) та дiйсною вiссю вибранi такими, що

точка 𝑖𝑘1 розташована у секторi Ω̂0. Тодi 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) задовольняє задачу

Рiмана-Гiльберта зi стрибком вздовж Γ̂ = 𝛾1 ∪ ... ∪ 𝛾4:

𝑀̂+(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̂−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, (3.79a)
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iз

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝1 𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘,𝜉)

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾1,⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾2,⎛⎝1 −𝑟2(𝑘)𝛿2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾3,⎛⎝ 1 0

−𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘,𝜉)

1+𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾4,

(3.79b)

нормуванням

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (3.79c)

та умову на лишок

Res
𝑘=𝑖𝑘1

𝑀̂ (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑐1(𝑥, 𝑡)𝑀̂
(2)(𝑥, 𝑡, 𝑖𝑘1), (3.79d)

де

𝑐1(𝑥, 𝑡) =
𝛾1

𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿2(𝑖𝑘1, 𝜉)
𝑒−2𝑘1𝑥−4𝑖𝑘21𝑡, iз |𝛾1| = 1. (3.79e)

Стосовно умови в особливiй точцi 𝑘 = 0, зазначимо, що вона приймає, в

обох випадках, звичний вигляд умови на лишок:

Res
𝑘=0

𝑀̂ (2)(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑐0(𝜉)𝑀̂
(1)(𝑥, 𝑡, 0), (3.79f)

де (пор. з (3.65))

𝑐0(𝜉) =
𝐴𝛿2(0, 𝜉)

2𝑖
. (3.79g)

Задача Рiмана-Гiльберта (3.79), яка має двi умови на лишки, (3.79d) та

(3.79f), може бути зведена до регулярної задачi Рiмана-Гiльберта (без умов

на лишки), за допомогою множникiв Бляшке-Потапова (див., наприклад,

[44]):
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Твердження 3.6. Розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) початкової задачi (3.1), (3.3) може

бути представлений у виглядi:

𝑞(𝑥, 𝑡) = −2𝑘1𝑃12(𝑥, 𝑡) + 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀̂𝑅
12(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑥 > 0, (3.80a)

𝑞(𝑥, 𝑡) = −2𝑘1𝑃21(−𝑥, 𝑡)− 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀̂𝑅
21(−𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑥 < 0. (3.80b)

Тут (i) 𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) є розв’язком регулярної задачi Рiмана-Гiльберта:⎧⎨⎩𝑀̂𝑅
+ (𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̂𝑅

− (𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽
𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂,

𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞,
(3.81a)

iз

𝐽𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 0

0 𝑘−𝑖𝑘1
𝑘

)︃
𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
1 0

0 𝑘
𝑘−𝑖𝑘1

)︃
, 𝑘 ∈ Γ̂, (3.81b)

i (ii) 𝑃12 та 𝑃21 визначенi у термiнах 𝑀̂𝑅 у такий спосiб:

𝑃12(𝑥, 𝑡) =
𝑔1(𝑥, 𝑡)ℎ1(𝑥, 𝑡)

𝑔1(𝑥, 𝑡)ℎ2(𝑥, 𝑡)− 𝑔2(𝑥, 𝑡)ℎ1(𝑥, 𝑡)
, (3.82a)

𝑃21(𝑥, 𝑡) = − 𝑔2(𝑥, 𝑡)ℎ2(𝑥, 𝑡)

𝑔1(𝑥, 𝑡)ℎ2(𝑥, 𝑡)− 𝑔2(𝑥, 𝑡)ℎ1(𝑥, 𝑡)
, (3.82b)

де 𝑔(𝑥, 𝑡) =
(︁

𝑔1(𝑥,𝑡)
𝑔2(𝑥,𝑡)

)︁
та ℎ(𝑥, 𝑡) =

(︁
ℎ1(𝑥,𝑡)
ℎ2(𝑥,𝑡)

)︁
визначаються наступним чи-

ном:

𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝑖𝑘1𝑀̂
𝑅(1)(𝑥, 𝑡, 𝑖𝑘1)− 𝑐1(𝑥, 𝑡)𝑀̂

𝑅(2)(𝑥, 𝑡, 𝑖𝑘1), (3.83a)

ℎ(𝑥, 𝑡) = 𝑖𝑘1𝑀̂
𝑅(2)(𝑥, 𝑡, 0) + 𝑐0(𝜉)𝑀̂

𝑅(1)(𝑥, 𝑡, 0). (3.83b)

Доведення. Розв’язок 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) задачi Рiмана-Гiльберта (3.79) може бути

представлений у термiнах розв’язку 𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) регулярної задачi Рiмана-

Гiльберта (3.81) у такий спосiб [44]:

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐵(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
1 0

0 𝑘−𝑖𝑘1
𝑘

)︃
, 𝑘 ∈ C, (3.84)

де множник Бляшке-Потапова 𝐵 має вигляд 𝐵(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 + 𝑖𝑘1
𝑘−𝑖𝑘1

𝑃 (𝑥, 𝑡).

Тут 𝑃 (𝑥, 𝑡) є проектором, який однозначно визначається умовами

ker𝑃 (𝑥, 𝑡) = linC {𝑔(𝑥, 𝑡)} та Im𝑃 (𝑥, 𝑡) = linC {ℎ(𝑥, 𝑡)} , (3.85)
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де 𝑔(𝑥, 𝑡) та ℎ(𝑥, 𝑡) визначенi у (3.83). Вiдповiдно, елементи (12) та (21) ма-

трицi 𝑃 визначаються у виглядi (3.82), а елементи (11) та (22) – у термiнах

елементiв (12) та (21):

𝑃11(𝑥, 𝑡) = −𝑃12(𝑥, 𝑡)𝑔2(𝑥, 𝑡)

𝑔1(𝑥, 𝑡)
та 𝑃22(𝑥, 𝑡) = −𝑃21(𝑥, 𝑡)𝑔1(𝑥, 𝑡)

𝑔2(𝑥, 𝑡)
. (3.86)

Нарештi, беручи до уваги розкладання

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 0

0 1− 𝑖𝑘1
𝑘

)︃
+

𝑖𝑘1
𝑘 − 𝑖𝑘1

𝑃 (𝑥, 𝑡)+
𝑀̂𝑅

1 (𝑥, 𝑡)

𝑘
+𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
, 𝑘 → ∞,

(3.87)

та 𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 + 𝑀̂𝑅
1 (𝑥,𝑡)
𝑘 + 𝑂

(︀
1
𝑘2

)︀
, 𝑘 → ∞, та використовуючи (3.60) та

(3.61), отримуємо зображення (3.80).

За допомогою Твердження 3.6, знаходження асимптотики за великим

часом розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡) зводиться до асимптотичного аналiзу регулярної

задачi Рiмана-Гiльберта (3.81). З iншого боку, ця задача має такий самий

вигляд, як i у випадку задачi для ННРШ на нульовому фонi, див. Роздiл

2 та [89]. Отже, ми можемо дотримуватися схеми асимптотичного аналiзу,

який представлений у Роздiлi 2 (див. також [89]), для отримання асимпто-

тики за великим часом матричної функцiї 𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) при 𝑘 = 𝑖𝑘1, 𝑘 = 0

(див. (3.83)), та при великих 𝑘 (див. (3.80)), що у кiнцевому рахунку дасть

змогу отримати асимптотику за великим часом розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡).

Перед тим, як отримати точну асимптотику, ми спершу зазначимо, що

груба оцiнка 𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) ≈ 𝐼 при 𝑡 → ∞ iз 𝑥/𝑡 ≥ 𝜀 для будь-якого 𝜀 > 0

(для запобiгання можливої сингулярностi 𝛿(𝑘, 𝜉) при 𝜉 → 0), будучи пiд-

ставленою у (3.83), дає головний член асимптотики розв’язку 𝑞(𝑥, 𝑡) з гру-

бою оцiнкою залишку:

Твердження 3.7. При 𝑡→ ∞,

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝛿2(0, 𝜉) + 𝑜(1) при 𝑥 > 0 та 𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑜(1) при 𝑥 < 0 (3.88)

вздовж будь-якого промiня 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 або 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 < 0.
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Дiйсно, з 𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) ≈ 𝐼 випливає, що
(︁

𝑔1(𝑥,𝑡)
𝑔2(𝑥,𝑡)

)︁
≈
(︁

𝑖𝑘1
−𝑐1(𝑥,𝑡)

)︁
≈
(︀
𝑖𝑘1
0

)︀
та(︁

ℎ1(𝑥,𝑡)
ℎ2(𝑥,𝑡)

)︁
≈
(︁

𝑐0(𝜉)
𝑖𝑘1

)︁
. Вiдповiдно, для 𝑥 > 0 ми маємо

𝑞(𝑥, 𝑡) ≈ −2𝑘1𝑃12(𝑥, 𝑡) ≈ −2𝑘1
𝑖𝑘1𝑐0(𝜉)

−𝑘21 + 𝑐0(𝜉)𝑐1(𝑥, 𝑡)
≈ 2𝑖𝑐0(𝜉) = 𝐴𝛿2(0, 𝜉),

у той час коли при 𝑥 < 0 ми маємо

𝑞(𝑥, 𝑡) ≈ −2𝑘1𝑃21(−𝑥, 𝑡) ≈ 2𝑘1
−𝑐1(−𝑥, 𝑡)(−𝑖𝑘1)

−𝑘21 + 𝑐0(−𝜉)𝑐1(−𝑥, 𝑡)
≈ 0.

Наш основний результат, наведений нижче, уточнює асимптотику (3.88).

Теорема 3.1. Розглянемо задачу Кошi (3.1), (3.3), де початкова функцiя

𝑞0(𝑥) є компактним збуренням чистої сходинки (3.33): 𝑞0(𝑥)− 𝑞0𝐴(𝑥) = 0

при |𝑥| > 𝑁 для деякого 𝑁 > 0. Припустимо, що спектральнi функцiї,

якi вiдповiдають 𝑞0(𝑥) i якi визначенi у (3.27)–(3.30), задовольняють на-

ступнi умови:

(a) 𝑎1(𝑘) має один простий нуль у C+ у 𝑘 = 𝑖𝑘1, а 𝑎2(𝑘) або не має нулiв

у C−, або має один простий нуль у 𝑘 = 0.

(b) Im 𝜈(−𝜉) ∈
(︀
−1

2 ,
1
2

)︀
для всiх 𝜉 > 0, де Im 𝜈(−𝜉) = − 1

2𝜋

∫︀ −𝜉

−∞ 𝑑 arg(1 +

𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)), 𝑟1(𝑘) =
𝑏(𝑘)
𝑎1(𝑘)

, 𝑟2(𝑘) =
𝑏(−𝑘)
𝑎2(𝑘)

.

Нехай iснує розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (3.1), (3.3). Тодi його асимптотика за

великим часом вздовж будь-якого променя 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ̸= 0 має вигляд:

(i) при 𝑥 < 0 :

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)𝛼1(𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡

}︀
+𝑅1(−𝜉, 𝑡), (3.89a)

(ii) при 𝑥 > 0, можливi три типи асимптотичної поведiнки, в залежно-

стi вiд значеня Im 𝜈(−𝜉):

(a) якщо Im 𝜈(−𝜉) ∈
(︀
−1

2 ,−
1
6

]︀
, то

𝑞(𝑥, 𝑡) =𝐴𝛿2(0, 𝜉) + 𝑡−
1
2−Im 𝜈(−𝜉)𝛼2(𝜉) exp

{︀
−4𝑖𝑡𝜉2 + 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
+𝑅1(𝜉, 𝑡). (3.89b)
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(b) якщо Im 𝜈(−𝜉) ∈
(︀
−1

6 ,
1
6

)︀
, то

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝛿2(0, 𝜉) + 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)𝛼3(𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
+ 𝑡−

1
2−Im 𝜈(−𝜉)𝛼2(𝜉) exp

{︀
−4𝑖𝑡𝜉2 + 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
+𝑅3(𝜉, 𝑡).

(3.89c)

(c) якщо Im 𝜈(−𝜉) ∈
[︀
1
6 ,

1
2

)︀
, то

𝑞(𝑥, 𝑡) =𝐴𝛿2(0, 𝜉) + 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)𝛼3(𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
+𝑅2(𝜉, 𝑡). (3.89d)

Функцiї, задiянi в асимптотичних формулах (3.89), визначаються на-

ступним чином:

𝛿(0, 𝜉) = exp

{︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞

ln(1 + 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁))

𝜁
𝑑𝜁

}︂
,

𝜈(−𝜉) = − 1

2𝜋
ln |1 + 𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)| −

𝑖

2𝜋
Δ(−𝜉),

Δ(−𝜉) =
∫︁ −𝜉

−∞
𝑑 arg(1 + 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)),

𝛼1(𝜉) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
𝜋 𝐸1(𝜉)

𝑟2(𝜉)Γ(−𝑖𝜈(𝜉))
, 𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉) ̸= 0,

𝑟1(𝜉)𝑒
3𝜋𝑖
4

2
√
𝜋
, 𝑟1(−𝜉) = 0, 𝑟2(−𝜉) ̸= 0,

0, 𝑟1(−𝜉) ̸= 0, 𝑟2(−𝜉) = 0,

0, 𝑟1(−𝜉) = 𝑟2(−𝜉) = 0,

𝛼2(𝜉) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐20(𝜉)
√
𝜋 𝐸2(𝜉)

𝜉2𝑟2(−𝜉)Γ(𝑖𝜈(−𝜉))
, 𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉) ̸= 0,

0, 𝑟1(−𝜉) = 0, 𝑟2(−𝜉) ̸= 0,

𝑐20(𝜉)𝑟1(−𝜉)𝑒
𝜋𝑖
4

2
√
𝜋𝜉2

, 𝑟1(−𝜉) ̸= 0, 𝑟2(−𝜉) = 0,

0, 𝑟1(−𝜉) = 𝑟2(−𝜉) = 0,
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𝛼3(𝜉) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
𝜋 𝐸3(𝜉)

𝑟1(−𝜉)Γ(−𝑖𝜈(−𝜉))
, 𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉) ̸= 0,

𝑟2(−𝜉)𝑒
3𝜋𝑖
4

2
√
𝜋

, 𝑟1(−𝜉) = 0, 𝑟2(−𝜉) ̸= 0,

0, 𝑟1(−𝜉) ̸= 0, 𝑟2(−𝜉) = 0,

0, 𝑟1(−𝜉) = 𝑟2(−𝜉) = 0,

де

𝐸1(𝜉) = exp

{︂
−𝜋
2
𝜈(𝜉) +

𝜋𝑖

4
− 2𝜒(𝜉,−𝜉)− 3𝑖𝜈(𝜉) ln 2

}︂
,

𝐸2(𝜉) = exp

{︂
−𝜋
2
𝜈(−𝜉) + 3𝜋𝑖

4
− 2𝜒(−𝜉, 𝜉) + 3𝑖𝜈(−𝜉) ln 2

}︂
,

𝐸3(𝜉) = exp

{︂
−𝜋
2
𝜈(−𝜉) + 𝜋𝑖

4
+ 2𝜒(−𝜉, 𝜉)− 3𝑖𝜈(−𝜉) ln 2

}︂
,

та

𝜒(𝑘, 𝜉) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞
ln(𝑘 − 𝜁)𝑑𝜁 ln(1 + 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)),

де Γ(·) є Гамма-функцiєю Ейлера.

Оцiнки залишкiв 𝑅1(𝜉, 𝑡) та 𝑅2(𝜉, 𝑡) є рiвномiрними у будь-якiй компа-

ктнiй пiдмножинi 𝜉 ∈ (0,∞) та мають вигляд:

𝑅1(𝜉, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) > 0,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 0,

𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) < 0,

(3.90)

𝑅2(𝜉, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) > 0,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 0,

𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) < 0,

(3.91)

та

𝑅3(𝜉, 𝑡) = 𝑅1(𝜉, 𝑡) +𝑅2(𝜉, 𝑡) =

⎧⎨⎩𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) ̸= 0,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 0.
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Зауваження 3.8. Зазначимо, що 𝛿(0, 𝜉) → 1 при 𝜉 → ∞, i тому асим-

птотика (3.89b)-(3.89d) погоджується з крайовою умовою (3.3b).

Зауваження 3.9. У випадку початкових даних у виглядi чистої сходин-

ки, тобто 𝑞(𝑥, 0) = 0 при 𝑥 < 0 та 𝑞(𝑥, 0) = 𝐴 при 𝑥 ≥ 0, обидва

припущення Теореми 3.1 виконуються. Бiльше того, у цьому випадку

1 + 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) =
4𝑘2

4𝑘2+𝐴2 , i тому Im 𝜈 = 0 у (3.89).

Зауваження 3.10. Опис перехiдної зони мiж прямолiнiйними сектора-

ми, де 𝑥 < 0 та 𝑥 > 0, залишається вiдкритою задачею. Наступнi мiр-

кування показують, що ця задача є досить складною.

1. З точки зору формалiзму задачi Рiмана-Гiльберта, перехiдна зона

вiдповiдає “злиттю” точки стацiонарної фази 𝑘 = −𝜉 iз сингуляр-

ною точкою 𝑘 = 0; при дещо iнших умовах на сингулярнiсть, схожа

задача розглядається у [64], але якщо адаптацiя розробленого у [64]

пiдходу i можлива, цей аналiз потребує значих видозмiн.

2. Головний асимптотичний член при 𝑥 > 0, 𝐴𝛿2(0, 𝜉), має, взагалi ка-

жучи, зростаючi осциляцiї при 𝜉 → +0; лише у дуже спецiальних

випадках (якi належать лише до Випадку II), де 𝑏(0) = 0, iснує скiн-

ченна границя 𝛿(0, 𝜉) при 𝜉 → +0 (див. також Зауваження 3.11).

3. Навiть у найпростiшому випадку солiтонного розв’язку (3.63), де

отримана асимптотика має мiсце при зростаннi |𝑥| разом iз 𝑡 вздовж

будь-якого напрямку у секторах 𝑥 > 0 та 𝑥 < 0 (у цьому випадку,

ми маємо 𝜈 ≡ 0, i тому 𝛿(𝑘, 𝜉) ≡ 1), на межi 𝑥 = 0 розв’язок має

дискретну (вiдносно 𝑡) множину сингулярних точок, див. Пiдроздiл

3.1.4.

Зауваження 3.11. У випадку початкових даних 𝑞0(𝑥), для яких 𝑏(0) = 0,

асимптотика розв’язку при фiксованому 𝑥 = 𝑥0 ∈ R (що вiдповiдає 𝜉 → 0)

має вигляд:

𝑞(𝑥0, 𝑡) =
2𝑖𝐴𝑘21𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿

2(𝑖𝑘1, 0) exp{2𝜒̂1}
2𝑖𝑘21𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿

2(𝑖𝑘1, 0)− 𝐴𝛾1 exp{−2𝑘1𝑥0 − 4𝑖𝑘21𝑡+ 2𝜒̂1}
+𝑜(1), 𝑡→ ∞

(3.92)
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iз

𝜒̂1 =
𝑖

2𝜋

∫︁ 0

−∞
ln(−𝜁) 𝑑𝜁 ln(1 + 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)), (3.93)

де 𝑥0 та 𝑡 такi, що знаменник у (3.92) не дорiвнює нулю, тобто

exp{−2𝑘1𝑥0 − 4𝑖𝑘21𝑡} ≠
2𝑖𝑘21
𝐴𝛾1

𝑎̇1(𝑖𝑘1) exp

{︂
𝑘1
𝜋

∫︁ 0

−∞

ln(1 + 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁))

𝜁(𝜁 − 𝑖𝑘1)
𝑑𝜁

}︂
.

(3.94)

Дiйсно, розв’язок 𝑀̂𝑅 регулярної задачi Рiмана-Гiльберта (3.81) має на-

ступну асимптотику при всiх 𝜉 ≥ 0:

𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 + 𝑜(1), 𝑡→ ∞, 𝑥 ≥ 0. (3.95)

Iнтегруючи (3.71) частинами (зазначимо, що 𝑏(0) = 0 належить до Ви-

падку II), ми отримуємо

𝛿(0, 𝜉) ∼ exp

{︂
𝑖

2𝜋
ln 𝜉 · ln 𝑎11𝑎̇2(0) + 𝜒̂1

}︂
, при 𝜉 → +0. (3.96)

Крiм того, якщо 𝑏(0) = 0, то 𝑎11𝑎̇2(0) = 1 − |𝑏(0)|2 = 1, i тому 𝛿(0, 0) =

𝑒𝜒̂1, з чого випливає, що функцiя 𝑐0(𝜉) (див. (3.79g)) є визначеною коре-

ктно при 𝜉 = 0. Як наслiдок, (3.80a) має мiсце при всiх 𝑥 ≥ 0 та 𝑡 > 0

таких, що 𝑃12(𝑥, 𝑡) та 𝑃21(𝑥, 𝑡) (див. (3.82) та (3.83)) мають ненульовi

знаменники. Обчислюючи 𝑃12(𝑥, 𝑡) та 𝑃21(𝑥, 𝑡) у (3.80) та використову-

ючи (3.95), ми робимо висновок, що при 𝑡→ ∞,

𝑞(𝑥0, 𝑡) =
2𝑖𝐴𝑘21𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿

2(𝑖𝑘1, 0) exp{2𝜒̂1}
2𝑖𝑘21𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿

2(𝑖𝑘1, 0)− 𝐴𝛾1 exp{−2𝑘1𝑥0 − 4𝑖𝑘21𝑡+ 2𝜒̂1}
+ 𝑜(1),

(3.97a)

якщо 𝑥0 ≥ 0,

𝑞(𝑥0, 𝑡) =
4𝑘21

2𝑖𝑘21𝛾1𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿
2(𝑖𝑘1, 0) exp{−2𝑘1𝑥0 − 4𝑖𝑘21𝑡}+ 𝐴 exp{2𝜒̂1}

+ 𝑜(1),

(3.97b)

якщо 𝑥0 < 0.
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Беручи до уваги (3.43), (3.52a), (3.71) та використовуючи рiвнiсть 1 +

𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) = (1− 𝑏(𝑘)𝑏(−𝑘))−1, ми маємо

𝑘1𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿2(𝑖𝑘1, 0) =
1

𝑘1𝑎̇1(𝑖𝑘1)𝛿2(𝑖𝑘1, 0)
та

𝐴 exp{2𝜒̂1}
2𝑘1

=
2𝑘1

𝐴 exp{2𝜒̂1}
,

з чого випливає, що формула головного члена у (3.97b) спiвпадає з (3.97a),

i тому ми приходимо до (3.92) при всiх 𝑥0 ∈ R.
Нарештi, зазначимо, що у випадку, коли 𝑏(𝑘) ≡ 0, ми маємо 𝛿 ≡ 1,

𝜒̂1 = 0, 𝑘1 = 𝐴
2 , 𝑎̇1(𝑖𝑘1) = −2𝑖

𝐴 , i тому головний член у (3.92) зводиться до

солiтонного розв’язку (3.63).

Схема доведення Теореми 3.1.

Ми розглядаємо випадок, коли 𝑟𝑗(−𝜉) ̸= 0, 𝑗 = 1, 2 (стосовно випадкiв,

коли один з коефiцiєнтiв 𝑟𝑗(−𝜉) (або обидва) дорiвнюють нулю, достатньо
взяти граничнi значення в отриманих виразах, пор. Пiдроздiл 1.5 Роздiлу

2 у [46]). З огляду на (3.80), для отримання асимптотики (3.89) достатньо

оцiнити розв’язок 𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) регулярної задачi Рiмана-Гiльберта (3.81) у

𝑘 = 0, 𝑘 = 𝑖𝑘1 та 𝑘 = ∞. Зазначимо, що ця задача Рiмана-Гiльберта

аналогiчна задачi, яка розглядалася у Роздiлi 2 та у [89], тому далi ми

будемо посилатися на результати Роздiлу 2 стосовно деталей вiдповiдних

крокiв у асимптотичному аналiзi.

По-перше, введемо до розгляду масштабовану змiнну 𝑧

𝑘 =
𝑧√
8𝑡

− 𝜉, (3.98)

у термiнах якої

𝑒2𝑖𝑡𝜃 = 𝑒
𝑖𝑧2

2 −4𝑖𝑡𝜉2.

Введемо до розгляду “локальний параметрикс” 𝑚̂𝑅
0 (𝑥, 𝑡, 𝑘) як розв’язок за-

дачi Рiмана-Гiльберта з матрицею стрибка, яка є “спрощеною 𝐽𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘)” у

тому сенсi, що у її конструкцiї 𝑟𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 замiненi на константи 𝑟𝑗(−𝜉),

а 𝛿(𝑘, 𝜉) замiнена на (пор. з (3.73)) 𝛿 ≃
(︁

𝑧√
8𝑡

)︁𝑖𝜈(−𝜉)

𝑒𝜒(−𝜉,𝜉). Така задача

Рiмана-Гiльберта може бути розв’язана явно, у термiнах функцiй парабо-

лiчного цилiндру [58].
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Дiйсно, 𝑚̂𝑅
0 (𝑥, 𝑡, 𝑘) може бути визначена у такий спосiб:

𝑚̂𝑅
0 (𝑥, 𝑡, 𝑘) = Δ(𝜉, 𝑡)𝑚Γ(𝜉, 𝑧(𝑘))Δ−1(𝜉, 𝑡), (3.99)

де

Δ(𝜉, 𝑡) = 𝑒(2𝑖𝑡𝜉
2+𝜒(−𝜉,𝜉))𝜎3(8𝑡)−

𝑖𝜈(−𝜉)
2 𝜎3, (3.100)

а 𝑚Γ(𝜉, 𝑧) визначається у термiнах матрицi 𝑚0(𝜉, 𝑧)

𝑚Γ(𝜉, 𝑧) = 𝑚0(𝜉, 𝑧)𝐷
−1
𝑗 (𝜉, 𝑧), 𝑧 ∈ Ω𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 4, (3.101)

див. Рисунок 3.3, де 𝛾𝑗 вiдповiдає 𝛾𝑗 у вiдповiдностi до (3.98). Тут𝐷0(𝜉, 𝑧) =

𝑒−𝑖 𝑧
2

4 𝜎3𝑧𝑖𝜈(−𝜉)𝜎3,

𝐷1(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 𝑟𝑅2 (−𝜉)

1+𝑟𝑅1 (−𝜉)𝑟𝑅2 (−𝜉)

0 1

)︃
, 𝐷2(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 0

𝑟𝑅1 (−𝜉) 1

)︃
,

𝐷3(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 −𝑟𝑅2 (−𝜉)
0 1

)︃
, 𝐷4(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 0

−𝑟𝑅1 (−𝜉)
1+𝑟𝑅1 (−𝜉)𝑟𝑅2 (−𝜉)

1

)︃
,

iз

𝑟𝑅1 (𝑘) =
𝑘 − 𝑖𝑘1
𝑘

𝑟1(𝑘), 𝑟𝑅2 (𝑘) =
𝑘

𝑘 − 𝑖𝑘1
𝑟2(𝑘).

У свою чергу, матриця𝑚0(𝜉, 𝑧) є розв’язком наступної задачi Рiмана-Гiльберта

у 𝑧-площинi (вiдносно R), iз постiйною матрицею стрибка:⎧⎨⎩𝑚0+(𝜉, 𝑧) = 𝑚0−(𝜉, 𝑧)𝑗0(𝜉), 𝑧 ∈ R,

𝑚0(𝜉, 𝑧) = (𝐼 +𝑂(1/𝑧)) 𝑒−𝑖 𝑧
2

4 𝜎3𝑧𝑖𝜈(−𝜉)𝜎3, 𝑧 → ∞,
(3.102)

де

𝑗0(𝜉) =

(︃
1 + 𝑟𝑅1 (−𝜉)𝑟𝑅2 (−𝜉) 𝑟𝑅2 (−𝜉)

𝑟𝑅1 (−𝜉) 1

)︃
. (3.103)

Ця задача Рiмана-Гiльберта для 𝑚0(𝜉, 𝑧) може бути розв’язана явно у

термiнах функцiй параболiчного цилiндру, див. Пiдроздiл 2.2.3. Зважаючи

на те, що ми зацiкавленi у поведiнцi при великих значеннях 𝑡, вiд функцiї

𝑚0(𝜉, 𝑧) (i, вiдповiдно, вiд 𝑚Γ(𝜉, 𝑧)) нам потрiбна лише її асимптотика при
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Рис. 3.3: Контур та областi для 𝑚Γ(𝜉, 𝑧) у 𝑧-площинi.

великих 𝑧 (з огляду на (3.98), навiть скiнченнi значення 𝑘 вiдповiдають

великим значенням 𝑧, якщо 𝑡 велике), яка має вигляд

𝑚Γ(𝜉, 𝑧) = 𝐼 +
𝑖

𝑧

(︃
0 𝛽𝑅(𝜉)

−𝛾𝑅(𝜉) 0

)︃
+𝑂(𝑧−2), 𝑧 → ∞,

де (пор. з 𝛽(𝜉) та 𝛾(𝜉), визначеними вiдповiдно у (2.63) та (2.64))

𝛽𝑅(𝜉) =

√
2𝜋𝑒−

𝜋
2 𝜈(−𝜉)𝑒−

3𝜋𝑖
4

𝑟𝑅1 (−𝜉)Γ(−𝑖𝜈(−𝜉))
, (3.104a)

𝛾𝑅(𝜉) =

√
2𝜋𝑒−

𝜋
2 𝜈(−𝜉)𝑒−

𝜋𝑖
4

𝑟𝑅2 (−𝜉)Γ(𝑖𝜈(−𝜉))
. (3.104b)

Тепер, визначивши параметрикс 𝑚̂𝑅
0 (𝑥, 𝑡, 𝑘), визначимо 𝑀̌

𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) (пор.

з 𝑚̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) у (2.48)) у такий спосiб:

𝑀̌𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎨⎩𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘)(𝑚̂𝑅
0 )

−1(𝑥, 𝑡, 𝑘), |𝑘 + 𝜉| < 𝜀,

𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘), |𝑘 + 𝜉| > 𝜀,

де 𝜀 настiльки мале, що |𝜉| > 𝜀 та |𝑖𝑘1+𝜉| > 𝜀. Кусково-аналiтична матриця

𝑀̌𝑅 має наступний стрибок вздовж Γ̂1 = Γ̂∪ {|𝑘+ 𝜉| = 𝜀} (коло |𝑘+ 𝜉| = 𝜀
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орiєнтоване проти годинникової стрiлки)

𝐽𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑚̂𝑅

0−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽
𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘)(𝑚̂𝑅

0+)
−1(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, |𝑘 + 𝜉| < 𝜀,(︀

𝑚̂𝑅
0

)︀−1
(𝑥, 𝑡, 𝑘), |𝑘 + 𝜉| = 𝜀,

𝐽𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘), на iнших частинах Γ̂1.

(3.105)

Наступний крок полягає у обчисленнi функцiї 𝑀̌𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) при великих

значеннях 𝑡, використовуючи її зображення у термiнах розв’язку сингу-

лярного iнтегрального рiвняння, яке вiдповiдає задачi Рiмана-Гiльберта,

визначеної умовою стрибка (3.105) та стандартною умовою нормування

𝑀̌𝑅 → 𝐼 при 𝑘 → ∞. Ми маємо

𝑀̌𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 +
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ̂1

𝜇(𝑥, 𝑡, 𝑠)(𝐽𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑠)− 𝐼)
𝑑𝑠

𝑠− 𝑘
, (3.106)

де 𝜇 є розв’язком iнтегрального рiвняння 𝜇 − 𝐶𝑤𝜇 = 𝐼, iз 𝑤 = 𝐽𝑅 − 𝐼.

Тут оператор типу Кошi 𝐶𝑤 визначається як 𝐶𝑤𝑓 = 𝐶−(𝑓𝑤), де (𝐶−ℎ)(𝑘),

𝑘 ∈ Γ̂1 є недотичнi граничнi значення справа (вiдповiдно до орiєнтацiї Γ̂1)

(𝐶ℎ)(𝑘′) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ̂1

ℎ(𝑠)

𝑠− 𝑘′
𝑑𝑠, 𝑘′ ∈ C ∖ Γ̂1.

Мiркуючи як у Пiдроздiлi 2.2.3, можна показати, що головний член у асим-

птотицi при великих заначеннях 𝑡 матрицi 𝑀̌𝑅 у (3.106) дається iнтегралом

вздовж кола |𝑠+ 𝜉| = 𝜀, звiдки

𝑀̌𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 − 1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑠+𝜉|=𝜀

𝐵̃𝑅(𝜉, 𝑡)

(𝑠+ 𝜉)(𝑠− 𝑘)
𝑑𝑠+𝑅(𝜉, 𝑡), |𝑘 + 𝜉| > 𝜀,

(3.107)

де

𝐵̃𝑅(𝜉, 𝑡) =

(︃
0 𝑖𝛽𝑅(𝜉)𝑒4𝑖𝑡𝜉

2+2𝜒(−𝜉,𝜉)(8𝑡)−
1
2−𝑖𝜈(−𝜉)

−𝑖𝛾𝑅(𝜉)𝑒−4𝑖𝑡𝜉2−2𝜒(−𝜉,𝜉)(8𝑡)−
1
2+𝑖𝜈(−𝜉) 0

)︃
(3.108)

а залишок 𝑅 має матричну структуру 𝑅(𝜉, 𝑡) =
(︁

𝑅1(𝜉,𝑡) 𝑅2(𝜉,𝑡)
𝑅1(𝜉,𝑡) 𝑅2(𝜉,𝑡)

)︁
, iз 𝑅1 та 𝑅2,

якi мають, взагалi кажучи, рiзнi порядки прямування до нуля, див. (3.90)
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та (3.91). Зокрема, з того, що 𝑀̌𝑅 = 𝑀̂𝑅 при всiх 𝑘 таких, що |𝑘 + 𝜉| > 𝜀,

ми отримуємо

lim
𝑘→∞

𝑘
(︁
𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑘)− 𝐼

)︁
= 𝐵̃𝑅(𝜉, 𝑡) +𝑅(𝜉, 𝑡), (3.109)

а також

𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 0) = 𝐼 +
𝐵̃𝑅(𝜉, 𝑡)

𝜉
+𝑅(𝜉, 𝑡), (3.110a)

𝑀̂𝑅(𝑥, 𝑡, 𝑖𝑘1) = 𝐼 +
𝐵̃𝑅(𝜉, 𝑡)

𝜉 + 𝑖𝑘1
+𝑅(𝜉, 𝑡). (3.110b)

Тепер ми можемо обчислити функцiї 𝑃12(𝑥, 𝑡) та 𝑃21(𝑥, 𝑡) у (3.80). Спер-

шу ми обчислимо функцiї 𝑔𝑗(𝑥, 𝑡) та ℎ𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 2, якi визначенi у (3.83),

використовуючи (3.110) та змiнюючи 𝑀̂𝑅 на 𝑀̌𝑅:

𝑔1(𝑥, 𝑡) = 𝑖𝑘1 +𝑅1(𝜉, 𝑡), 𝑔2(𝑥, 𝑡) =
𝑖𝑘1

𝜉 + 𝑖𝑘1
𝐵̃𝑅

21(𝜉, 𝑡) +𝑅1(𝜉, 𝑡),

ℎ1(𝑥, 𝑡) = 𝑐0(𝜉) +
𝑖𝑘1
𝜉
𝐵̃𝑅

12(𝜉, 𝑡) +𝑅3(𝜉, 𝑡), ℎ2(𝑥, 𝑡) = 𝑖𝑘1 +
𝑐0(𝜉)

𝜉
𝐵̃𝑅

21(𝜉, 𝑡) +𝑅3(𝜉, 𝑡),

де 𝑅3(𝜉, 𝑡) = 𝑅1(𝜉, 𝑡)+𝑅2(𝜉, 𝑡) (ми використали стандартнi позначення для

елементiв матрицi 𝐵̃𝑅(𝜉, 𝑡)). Iз цього випливає, що (опускаючи аргументи

функцiй)

𝑔1ℎ1 = 𝑖𝑘1𝑐0(𝜉)−
𝑘21
𝜉
𝐵̃𝑅

12 +𝑅3, 𝑔1ℎ2 = −𝑘21 +
𝑖𝑘1𝑐0(𝜉)

𝜉
𝐵̃𝑅

21 +𝑅3, (3.111a)

𝑔2ℎ1 =
𝑖𝑘1𝑐0(𝜉)

𝜉 + 𝑖𝑘1
𝐵̃𝑅

21 +𝑅1, 𝑔2ℎ2 = − 𝑘21
𝜉 + 𝑖𝑘1

𝐵̃𝑅
21 +𝑅1. (3.111b)

Пiдставляючи (3.111) у (3.82), отримуємо

𝑃12(𝑥, 𝑡) = −𝑖𝑐0(𝜉)
𝑘1

+
𝐵̃𝑅

12(𝜉, 𝑡)

𝜉
+

𝑖𝑐0(𝜉)
2

𝜉𝑘1(𝜉 + 𝑖𝑘1)
𝐵̃𝑅

21(𝜉, 𝑡) +𝑅3(𝜉, 𝑡), (3.112a)

𝑃21(𝑥, 𝑡) = −𝐵̃
𝑅
21(𝜉, 𝑡)

𝜉 + 𝑖𝑘1
+𝑅1(𝜉, 𝑡). (3.112b)

Зазначимо, що формули (3.112) включають в себе 𝑘1 у явному виглядi.

Але, використовуючи рiвняння

𝐵̃𝑅
12 = 𝐵̃12

𝜉

𝜉 + 𝑖𝑘1
, 𝐵̃𝑅

21 = 𝐵̃21
𝜉 + 𝑖𝑘1
𝜉

,
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де 𝐵̃ визначена аналогiчно 𝐵̃𝑅, див. (3.104) та (3.108), де 𝑟𝑅𝑗 (−𝜉) замiненi
на 𝑟𝑗(−𝜉), та пiдставляючи (3.109) та (3.112) у (3.80), ми отримуємо, що

(явна) залежнiсть вiд 𝑘1 у головних членiв асимптотичної формули зникає,

i асимптотика набуває вигляду (3.89).

3.3 Висновки до Роздiлу 3

У цьому Роздiлi розглядається початкова задача для фокусуючого нело-

кального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера на ступiнчастому фонi. Для

цiєї задачi був розроблений метод оберненої задачi розсiювання у формi

задачi Рiмана-Гiльберта, яка у цьому випадку має сингулярностi на конту-

рi задачi. Були дослiдженi основнi властивостi спектральних функцiй, якi

принципово вiдрiзняються вiд випадку ступiнчастої задачi для фокусую-

чого класичного нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (дивись Пiдроздiл 3.1).

Зокрема, спектральнi функцiї мають iншi симетрiї та аналiтичнi властиво-

стi (див. Твердження 3.2 та 3.3). Нарештi, у Пiдроздiлi 3.1.4 був отриманий

односолiтонний розв’язок методом множникiв Бляшке-Потапова.

Асимптотичний аналiз розв’язку вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта про-

водиться методом Дейфта-Жу (див. Пiдроздiл 3.2). Виявилось, що асим-

птотика розв’язку у даному випадку якiсно вiдрiзняється вiд асимптотики

вiдповiдної ступiнчастої задачi для класичного фокусуючого нелiнiйного

рiвняння Шредiнгера: у випадку ННРШ, немає прямолiнiйного перехiдно-

го сектору мiж спадаючою зоною та зоною “модуляцiйної константи” (див.

Теорему 3.1), у той час коли у випадку НРШ, ця зона завжди iснує i опи-

сується у термiнах елiптичних функцiй.
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Роздiл 4

Дефокусуюче нелокальне нелiнiйне
рiвняння Шредiнгера з початковим
даним типу змiщеної сходинки

Результати цього Роздiлу опублiкованi у роботi [91].

У цьому роздiлi ми розглядаємо задачу Кошi для дефокусуючого нело-

кального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з початковим даним типу схо-

динки [91]:

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡)− 2𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0, (4.1a)

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥), 𝑥 ∈ R (4.1b)

(що вiдповiдає 𝜎 = −1 у (2.1a)), де ми припускаємо, що початкове дане

𝑞0(𝑥) (та вiдповiдно розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) при 𝑡 ≥ 0) задовольняють таким самим

крайовим умовам, як i у Роздiлi 3, див. (3.1c) та (3.3):

𝑞0(𝑥) →

⎧⎨⎩0, 𝑥→ −∞,

𝐴, 𝑥→ ∞,
(4.1c)

та

𝑞(𝑥, 𝑡) →

⎧⎨⎩0, 𝑥→ −∞,

𝐴, 𝑥→ ∞,
(4.2)

з деяким 𝐴 > 0, де прямування до крайових умов є достатньо швидким.
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На вiдмiну вiд попереднього Роздiлу, тут ми будемо мати справу з по-

чатковим даним типу “змiщеної ступiнчастої функцiї” 𝑞𝑅,𝐴(𝑥) [91]:

𝑞𝑅,𝐴(𝑥) =

⎧⎨⎩0, 𝑥 < 𝑅,

𝐴, 𝑥 > 𝑅,
(4.3)

де 𝐴 > 0 та 𝑅 > 0 є константами. Зазначимо, що у випадку локальних

iнтегровних рiвнянь, якi є трансляцiйно iнварiантними (наприклад, класи-

чне нелiнiйне рiвняння Шредiнгера [27]), ясно, що асимптотика за великим

часом розв’язку початкової задачi з початковими даними (4.3) вздовж про-

мiнiв 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 не залежить вiд 𝑅. Але у випадку нелокального рiвняння,

ситуацiя, очевидно, зовсiм iнша: нелокальний член миттєво “перемiшує”

стан системи у точках 𝑥 та −𝑥, i тому ми очiкуємо рiзну асимптотичну по-
ведiнку для рiзних 𝑅. Точнiше, якщо (𝑛−1)𝜋

𝐴 < 𝑅 < 𝑛𝜋
𝐴 при деякому 𝑛 ∈ N,

або якщо початкове дане таке, що вiдповiднi спектральнi функцiї задоволь-

няють умовам Теореми 4.1 (якi виконуються для 𝑞𝑅,𝐴(𝑥) з параметрами, якi

задовольняють нерiвностi вище), то має мiсце наступний результат:

Теорема 4.1. Якщо виконуються Припущення (a)–(c), див. Пiдроздiл 4.1.3,

на спектральнi функцiї, вiдповiднi початковим даним 𝑞0(𝑥), розв’язок по-

чаткової задачi (4.1), (4.2) має 4𝑛 якiсно рiзних асимптотичних секто-

рiв при 𝑡 → +∞, якi визначаються певними дiапазонами змiни значень

𝜉 = 𝑥
4𝑡:

𝑞(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴𝛿2(0, 𝜉)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

+ 𝑜(1), −Re 𝑝𝑛−𝑚 < 𝜉 < 𝜔𝑛−𝑚,

𝑜(1), −𝜔𝑛−𝑚 < 𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚,

4𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0,−𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

+ 𝑜(1), Re 𝑝𝑛−𝑚 < 𝜉 < −𝜔𝑛−𝑚−1,

𝑜(1), 𝜔𝑛−𝑚−1 < 𝜉 < −Re 𝑝𝑛−𝑚.

(4.4)

Тут 𝑚 = 0, 𝑛− 1, 𝜔0 = 0, 𝜔𝑛 = +∞, функцiя 𝛿(0, 𝜉) та числа {𝑝𝑗}𝑛1 i
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Рис. 4.1: Асимптотична поведiнка розв’язку задачi (4.1), (4.2), яка задо-

вольняє Припущенням (a)–(c) з 𝑛 = 1.

{𝜔𝑗}𝑛−1
1 (𝑝𝑗 ∈ C iз Im 𝑝𝑗 > 0 та 𝜔𝑗 ∈ R), якi задовольняють нерiвностям

−∞ < Re 𝑝𝑛 < −𝜔𝑛−1 < Re 𝑝𝑛−1 < −𝜔𝑛−2 < · · · < Re 𝑝1 < 0,

визначенi у термiнах спектральних функцiй, вiдповiдних початковим да-

ним 𝑞0(𝑥), див. (4.49) та Припущення (a)–(c). Зокрема, у випадку 𝑛 = 1,

головнi асимптотичнi члени вiдображенi на Рисунку 4.1.

Зазначимо, що у випадку ступiнчастої задачi для класичного дефоку-

суючого НРШ, асимптотика налiчує п’ять рiзних прямолiнiйних областей:

одна “нульова” область (у якiй розв’язок спадає до 0) та чотири рiзнi “не-

нульовi” сектори [21, 60, 42].

Наш основний результат у цьому Роздiлi – уточнення асимптотики (4.4),

яке включає другий член асимптотики та явно виписаний головний спада-

ючий член у вiдповiдних секторах, див. Теорему 4.2.

Цей роздiл органiзовано у такий спосiб. У Пiдроздiлi 4.1 ми розро-

бляємо метод оберненої задачi розсiювання для задачi Кошi (4.1) у фор-

мi задачi Рiмана-Гiльберта та вивчаємо властивостi спектральних фун-

кцiй, що вiдповiдають початковим даним. Окрему увагу ми придiляємо

випадку “змiщеного ступiнчастого початкового даного”, тобто випадку, ко-

ли 𝑞(𝑥, 0) = 𝑞𝑅,𝐴(𝑥): це дає можливiсть вивчити певнi властивостi вiдпо-
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вiдних спектральних функцiй, якi ми потiм будемо застосовувати у якостi

припущень у загальному випадку. Асимптотичний аналiз вiдповiдної задачi

Рiмана-Гiльберта та основний результат Роздiлу (Теорема 4.2) представле-

нi у Пiдроздiлi 4.2, а у Пiдроздiлi 4.3 ми коротко обговорюємо асимптотику

у перехiдних зонах.

4.1 Метод оберненої задачi розсiювання та задача Рiмана-

Гiльберта

Впровадження пiдходу задачi Рiмана-Гiльберта для ступiнчастих задач

для локального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера сильно вiдрiзняється у

фокусуючому i дефокусуючому випадку через те, зокрема, що спектр вiд-

повiдних диференцiальних операторiв (з пари Лакса) є якiсно рiзним: у

дефокусуючому випадку, весь спектр лежить на дiйснiй прямiй, у той час

коли у фокусуючому випадку, частина (неперервного) спектру лежить по-

за дiйсної прямої. З цього приводу ми зазначимо, що фокусуючий i дефо-

кусуючий варiанти нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера бiльш

близькi один до одного. У наступному пiдроздiлi представлено результати

прямого перетворення розсiювання як для фокусуючого (дивись Пiдроздi-

ли (3.1.1) та (3.1.2)), так i для дефокусуючого випадкiв.

4.1.1 Пряме перетворення розсiювання

Як було зазначено вище, нелокальне нелiнiйне рiвняння Шредiнгера є умо-

вою сумiсностi системи двох лiнiйних диференцiальних рiвнянь (пари Ла-

кса) (2.2)–(2.4). Беручи до уваги крайовi умови (4.2) i припускаючи, що

розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (4.1) iснує, ми робимо висновок, що матрицi 𝑈(𝑥, 𝑡)

та 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝑘) прямують до наступних постiйних (вiдносно 𝑥 та 𝑡) матриць:

𝑈(𝑥, 𝑡) → 𝑈± та 𝑉 (𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝑉±(𝑘), при 𝑥→ ±∞, (4.5)
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де

𝑈+ =

(︃
0 𝐴

0 0

)︃
, 𝑈− =

(︃
0 0

−𝜎𝐴 0

)︃
, 𝑉+(𝑘) =

(︃
0 2𝑘𝐴

0 0

)︃
, 𝑉−(𝑘) =

(︃
0 0

−2𝜎𝑘𝐴 0

)︃
.

(4.6)

Система (2.2) залишається сумiсною, коли 𝑈 та 𝑉 замiнюються на 𝑈+,

𝑉+ або 𝑈−, 𝑉−, що дозволяє (подiбно до Роздiлу 3) ввести розв’язки Φ±

вiдповiдних систем:

Φ±(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑁±(𝑘)𝑒
−(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3, (4.7)

де 𝑁+(𝑘) =

(︃
1 𝐴

2𝑖𝑘

0 1

)︃
, 𝑁−(𝑘) =

(︃
1 0
𝜎𝐴
2𝑖𝑘 1

)︃
. Подiбно випадку фокусуючого

ННРШ (див. Роздiл 3 та [90]), 𝑁±(𝑘) мають сингулярностi при 𝑘 = 0, якi

грають значну роль у конструкцiї вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта та її

подальшому асимптотичному аналiзi.

Визначимо 2 × 2 матричнi функцiї Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2, 𝑥 ∈ R, 𝑡 ≥ 0 як

розв’язки iнтегральних рiвнянь Вольтерра, подiбних до (3.12), де 𝑁±(𝑘) у

загальному випадку 𝜎 = ±1 наведенi вище:

Ψ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑁−(𝑘) +

∫︁ 𝑥

−∞
𝐺−(𝑥, 𝑦, 𝑘) (𝑈(𝑦, 𝑡)− 𝑈−)Ψ1(𝑦, 𝑡, 𝑘)𝑒

𝑖𝑘(𝑥−𝑦)𝜎3 𝑑𝑦,

(4.8a)

Ψ2(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑁+(𝑘)−
∫︁ ∞

𝑥

𝐺+(𝑥, 𝑦, 𝑘) (𝑈(𝑦, 𝑡)− 𝑈+)Ψ2(𝑦, 𝑡, 𝑘)𝑒
𝑖𝑘(𝑥−𝑦)𝜎3 𝑑𝑦,

(4.8b)

де

𝐺±(𝑥, 𝑦, 𝑘) = Φ±(𝑥, 𝑡, 𝑘)[Φ±(𝑦, 𝑡, 𝑘)]
−1, (4.9)

Як i у Роздiлi 3, стовпчики цих функцiй грають ключову роль у визначеннi

вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта. Матрицi Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2 мають вла-

стивостi (𝑖)− (𝑣), описанi у Твердженнi 3.1 iз Λ =
(︀
0 𝜎
1 0

)︀
, а стосовно пункту

108



(𝑣𝑖), стовпчики цих матриць мають наступну поведiнку при 𝑘 → 0:

Ψ
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

1

𝑘

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(1), (4.10a)

Ψ
(2)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

2𝑖𝜎

𝐴

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘), (4.10b)

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) = −2𝑖

𝐴

(︃
𝜎𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘), (4.10c)

Ψ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) = −1

𝑘

(︃
𝜎𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(1), (4.10d)

де 𝑣1(𝑥, 𝑡) та 𝑣2(𝑥, 𝑡) є деякими (не визначеними у термiнах початкових

даних) функцiями.

Дiйсно, зi структури сингулярностi 𝑁±(𝑘) при 𝑘 → 0 та визначення

(4.8) матричних функцiй Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2 випливає, що при 𝑘 → 0 (пор.

з (3.18)),

Ψ
(1)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

1

𝑘

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(1), Ψ

(2)
1 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘),

(4.11a)

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
𝑤̃1(𝑥, 𝑡)

𝑤̃2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(𝑘), Ψ

(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘) =

1

𝑘

(︃
𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑤2(𝑥, 𝑡)

)︃
+𝑂(1).

(4.11b)

Тодi, зi спiввiдношення симетрiї (3.15) iз Λ =
(︀
0 𝜎
1 0

)︀
випливає, що(︃

𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑤2(𝑥, 𝑡)

)︃
=

(︃
−𝜎𝑣2(−𝑥, 𝑡)
−𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
та

(︃
𝑤̃1(𝑥, 𝑡)

𝑤̃2(𝑥, 𝑡)

)︃
=

(︃
𝑣2(−𝑥, 𝑡)
𝜎𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
. (4.12)

Далi, пiдставляючи (4.11a) у (4.8a), ми приходимо до висновку, що {𝑣1(𝑥, 𝑡), 𝑣2(𝑥, 𝑡)}
задовольняють систему iнтегральних рiвнянь⎧⎨⎩𝑣1(𝑥, 𝑡) =

∫︀ 𝑥

−∞ 𝑞(𝑦, 𝑡)𝑣2(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦,

𝑣2(𝑥, 𝑡) = −𝑖𝜎𝐴
2 − 𝜎

∫︀ 𝑥

−∞ 𝑞(−𝑦, 𝑡)𝑣1(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦,
(4.13)
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а {𝑣1(𝑥, 𝑡), 𝑣2(𝑥, 𝑡)} є розв’язком наступної системи рiвнянь:⎧⎨⎩𝑣1(𝑥, 𝑡) =
∫︀ 𝑥

−∞ 𝑞(𝑦, 𝑡)𝑣2(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦,

𝑣2(𝑥, 𝑡) = 1− 𝜎
∫︀ 𝑥

−∞ 𝑞(−𝑦, 𝑡)𝑣1(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑦.
(4.14)

Порiвнюючи (4.13) iз (4.14), ми отримуємо, що(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
=

2𝑖𝜎

𝐴

(︃
𝑣1(𝑥, 𝑡)

𝑣2(𝑥, 𝑡)

)︃
.

Як i в Роздiлi 3, розв’язки Йоста Φ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑒
−(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3,

𝑘 ∈ R ∖ {0}, 𝑗 = 1, 2 пов’язанi мiж собою матрицею розсiювання 𝑆(𝑘):

Φ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Φ2(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑆(𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (4.15)

або, у термiнах Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2,

Ψ1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Ψ2(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑒
−(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3𝑆(𝑘)𝑒(𝑖𝑘𝑥+2𝑖𝑘2𝑡)𝜎3, 𝑘 ∈ R ∖ {0}. (4.16)

В силу симетрiї (3.15) iз Λ =
(︀
0 𝜎
1 0

)︀
, матриця 𝑆(𝑘) може бути записана у

виглядi (пор. з (3.25)):

𝑆(𝑘) =

(︃
𝑎1(𝑘) −𝜎𝑏(−𝑘)
𝑏(𝑘) 𝑎2(𝑘)

)︃
, 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (4.17)

де (спектральнi) функцiї 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 задовольняють умову симетрiї

𝑎𝑗(−𝑘) = 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2.

Пiдсумуємо властивостi спектарльних функцiй 𝑏(𝑘) та 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 у

наступному Твердженнi (порi. з (3.2); зокрема, Пункт 5 нижче випливає з

(4.10)):

Твердження 4.1. Спектральнi функцiї 𝑏(𝑘), 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2, мають на-

ступнi властивостi

1. 𝑎1(𝑘) аналiтична при 𝑘 ∈ C+ та неперервна у C+ ∖ {0}; 𝑎2(𝑘) аналi-
тична при 𝑘 ∈ C− та неперервна у C−.
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2. 𝑎𝑗(𝑘) = 1 + 𝑂
(︀
1
𝑘

)︀
, 𝑗 = 1, 2 та 𝑏(𝑘) = 𝑂

(︀
1
𝑘

)︀
при 𝑘 → ∞ (останнє має

мiсце при 𝑘 ∈ R).

3. 𝑎1(−𝑘) = 𝑎1(𝑘), 𝑘 ∈ C+ ∖ {0}; 𝑎2(−𝑘) = 𝑎2(𝑘), 𝑘 ∈ C−.

4. 𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘) + 𝜎𝑏(𝑘)𝑏(−𝑘) = 1, 𝑘 ∈ R ∖ {0} (випливає з det𝑆(𝑘) = 1).

5. При 𝑘 → 0, 𝑎1(𝑘) = 𝜎𝐴2𝑎2(0)
4𝑘2 +𝑂

(︀
1
𝑘

)︀
та 𝑏(𝑘) = 𝜎𝐴𝑎2(0)

2𝑖𝑘 +𝑂 (1).

4.1.2 Спектральнi функцiї для початкового даного типу “змiще-
ної сходинки”

З цього моменту ми будемо мати справу з дефокусуючим ННРШ (𝜎 =

−1). Почнемо з аналiтичних мiркувань, якi вiдносяться до випадку чистої

сходнки (4.3) i якi мотивують загальнi припущення щодо початкових даних

(властивостей спектральний функцiй), наведенi нижче.

Спектральнi функцiї, якi вiдповiдають початковим даним 𝑞0(𝑥) = 𝑞𝑅,𝐴(𝑥),

мають вигляд

𝑎1(𝑘) = 1− 𝐴2

4𝑘2
𝑒4𝑖𝑘𝑅, (4.18a)

𝑎2(𝑘) = 1, (4.18b)

𝑏(𝑘) = − 𝐴

2𝑖𝑘
𝑒2𝑖𝑘𝑅. (4.18c)

Дiйсно, матриця розсiювання 𝑆(𝑘) може бути отримана iз (4.16) при 𝑥 =

−𝑅 та 𝑡 = 0:

𝑆(𝑘) = 𝑒−𝑖𝑘𝑅𝜎3Ψ−1
2 (−𝑅, 0, 𝑘)Ψ1(−𝑅, 0, 𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑅𝜎3. (4.19)

З (4.8) при 𝑡 = 0 випливає, що

Ψ1(−𝑅, 0, 𝑘) = 𝑁−(𝑘), (4.20a)

Ψ2(−𝑅, 0, 𝑘) = 𝑁+(𝑘)−
∫︁ 𝑅

−𝑅

𝐺+(−𝑅, 𝑦, 𝑘)

(︃
0 −𝐴
0 0

)︃
Ψ2(𝑦, 0, 𝑘)𝑒

−𝑖𝑘(𝑅+𝑦)𝜎3 𝑑𝑦,

(4.20b)
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де Ψ2(𝑥, 0, 𝑘) при 𝑥 ∈ [−𝑅,𝑅] є розв’язком iнтегрального рiвняння

Ψ2(𝑥, 0, 𝑘) = 𝑁+(𝑘)−
∫︁ 𝑅

𝑥

𝐺+(𝑥, 𝑦, 𝑘)

(︃
0 −𝐴
0 0

)︃
Ψ2(𝑦, 0, 𝑘)𝑒

𝑖𝑘(𝑥−𝑦)𝜎3 𝑑𝑦,

(4.21)

де 𝑥 ∈ [−𝑅,𝑅]. З визначення 𝐺+ (див. (4.9)) випливає, що

𝐺+(𝑥, 𝑦, 𝑘) =

(︃
𝑒−𝑖𝑘(𝑥−𝑦) 𝐴

2𝑖𝑘

(︀
𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑦) − 𝑒−𝑖𝑘(𝑥−𝑦)

)︀
0 𝑒𝑖𝑘(𝑥−𝑦)

)︃
,

i прямий розрахунок дає розв’язок рiвняння (4.21) у виглядi

Ψ2(𝑥, 0, 𝑘) =

(︃
1 𝐴

2𝑖𝑘𝑒
2𝑖𝑘(𝑅−𝑥)

0 1

)︃
, 𝑥 ∈ [−𝑅,𝑅] . (4.22)

Пiдставляючи (4.20) та (4.22) у (4.19), ми отримуємо (4.18).

Тепер проаналiзуємо розташування нулiв функцiї 𝑎1(𝑘) у C+ та поведiн-

ку її аргументу при 𝑘 ∈ R.

Твердження 4.2. (i) При (𝑛−1)𝜋
𝐴 < 𝑅 < 𝑛𝜋

𝐴 , 𝑛 ∈ N, 𝑎1(𝑘) має наступнi
властивостi:

� 𝑎1(𝑘) має 2𝑛 простих нулiв у C+: {𝑝𝑗,−𝑝𝑗}𝑛𝑗=1. Тут {Re 𝑝𝑗}𝑛𝑗=1 –

упорядкова множина розв’язкiв рiвнянь

𝑘 = ±𝐴
2
cos(2𝑘𝑅)𝑒−2𝑘𝑅 tan(2𝑘𝑅), (4.23)

якi розглядаються при 𝑘 < 0, причому Im 𝑝𝑗 та Re 𝑝𝑗 пов’язанi

мiж собою:

Im 𝑝𝑗 = Re 𝑝𝑗 tan(2Re 𝑝𝑗𝑅), 𝑗 = 1, 𝑛. (4.24)

Зазначимо, що

Re 𝑝𝑗 ∈
(︂
−(2𝑗 − 1)𝜋

4𝑅
,−(𝑗 − 1)𝜋

2𝑅

)︂
, 𝑗 = 1, 𝑛. (4.25)

Поведiнка дiйсних та уявних частин нулiв 𝑝𝑗 при збiльшеннi 𝑅

показана на Рисунку 4.2.
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� Визначимо 𝜔𝑗, 𝑗 = 0, 𝑛 у такий спосiб: 𝜔0 = 0, 𝜔𝑗 = 𝑗𝜋
2𝑅 де 𝑗 =

1, 𝑛− 1, та 𝜔𝑛 = ∞. Тодi∫︁ −𝜔𝑛−𝑗

−∞
𝑑 arg 𝑎1(𝑘) = (2𝑗 − 1)𝜋, 𝑗 = 1, 𝑛− 1, (4.26a)∫︁ −𝜉

−∞
𝑑 arg 𝑎1(𝑘) ∈ ((2𝑗 − 1)𝜋, (2𝑗 + 1)𝜋), 𝑗 = 0, 𝑛− 1, (4.26b)

де −𝜔𝑛−𝑗 < −𝜉 < −𝜔𝑛−𝑗−1.

(ii) Якщо 𝑅 = 𝑛𝜋
𝐴 для деякого 𝑛 ∈ N∪{0}, тодi 𝑎1(𝑘) має 2𝑛+2 простих

нулiв у C+ у {±𝐴
2 , {𝑝𝑗,−𝑝𝑗}

𝑛
𝑗=1}, де Re 𝑝𝑗 (𝑗 = 1, 𝑛) є розв’язками

(4.23), а Im 𝑝𝑗 визначенi за допомогою (4.24).

Рис. 4.2: “Еволюцiя” нулiв 𝑝𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, при 𝑅 → ∞.
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Доведення. Рiвняння 𝑎1(𝑘) = 0 еквiвалентно системi⎧⎨⎩𝑘1 = ±𝐴
2 cos(2𝑘1𝑅)𝑒

−2𝑘2𝑅

𝑘2 = ±𝐴
2 sin(2𝑘1𝑅)𝑒

−2𝑘2𝑅
, (4.27)

де 𝑘 = 𝑘1 + 𝑖𝑘2, 𝑘 ∈ C+ ∖ {0}. Завдяки умовi симетрiї 𝑎1(𝑘) = 𝑎1(−𝑘),
достатньо розглянути (4.27) тiльки при 𝑘1 ≥ 0.

(i) При 𝑘1 = 0 ясно, що система (4.27) не має розв’язкiв, тому 𝑎1(𝑘) не

має чисто уявних нулiв.

(ii) Припустимо, що 𝑘2 = 0. Тодi з другого рiвняння у (4.27) випливає,

що 𝑘1 має дорiвнювати 𝜋𝑛
2𝑅 iз деяким 𝑛 ∈ N. Але з першого рiвняння у (4.27)

випливає, що 𝑘1 = 𝐴
2 . Тому 𝑘 = ±𝐴

2 є простими нулями 𝑎1(𝑘) тодi i тiльки

тодi, коли iснує 𝑛 ∈ N таке, що 𝜋𝑛 = 𝐴𝑅. Зазначимо, що у випадку 𝑅 = 0,

спектральна функцiя 𝑎1(𝑘) має рiвно два простих нуля, а саме, 𝐴
2 та −𝐴

2 .

(iii) Розглянемо питання розташування нулiв функцiї 𝑎1(𝑘) у вiдкритiй

чвертi площини 𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0. Подiлив рiвняння у (4.27) одне на одне, ми

отримаємо (пор. з (4.24))

𝑘2 = 𝑘1 tan(2𝑘1𝑅), 𝑘1 ̸=
𝜋(2𝑛+ 1)

4𝑅
, 𝑛 ∈ N, (4.28)

з чого випливає, що (пор. з (4.25))

𝑘1 ∈
(︂
(𝑛− 1)𝜋

2𝑅
,
(2𝑛− 1)𝜋

4𝑅

)︂
, 𝑛 ∈ N. (4.29)

Пiдставляючи (4.28) у перше рiвняння (4.27) i беручи до уваги знак cos(2𝑘1𝑅)

для 𝑘1, яке задовольняє (4.29), ми отримаємо рiвняння для 𝑘1:

𝑘1 =
𝐴

2
cos(2𝑘1𝑅)𝑒

−2𝑘1𝑅 tan(2𝑘1𝑅) при 𝑘1 ∈
(︂
(𝑛− 1)𝜋

𝑅
,
(4𝑛− 3)𝜋

4𝑅

)︂
, 𝑛 ∈ N,

(4.30a)

або

𝑘1 = −𝐴
2
cos(2𝑘1𝑅)𝑒

−2𝑘1𝑅 tan(2𝑘1𝑅) при 𝑘1 ∈
(︂
(2𝑛− 1)𝜋

2𝑅
,
(4𝑛− 1)𝜋

4𝑅

)︂
, 𝑛 ∈ N.

(4.30b)

114



В силу того, що права частина у (4.30a) та (4.30b) монотонно спадає вiд-

носно 𝑘1 у вiдповiдних iнтервалах, при (𝑛−1)𝜋
𝐴 < 𝑅 ≤ 𝑛𝜋

𝐴 рiвняння (4.30)

мають 𝑛 простих розв’язкiв {𝑘1,𝑗}𝑛𝑗=1 у чвертьплощинi 𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0 такi,

що 𝑘1,𝑗 ∈
(︁
(𝑗−1)𝜋
2𝑅 , (2𝑗−1)𝜋

4𝑅

)︁
, 𝑗 = 1, 𝑛 (пор. з (4.25)).

Щодо властивостей “накрутки” аргумента arg 𝑎1(𝑘), (4.26) випливає з

оцiнок (при (𝑛−1)𝜋
𝐴 < 𝑅 < 𝑛𝜋

𝐴 ):

𝐴2

4𝑘2(𝑚)

𝑒4𝑖𝑘(𝑚)𝑅 < 1 при 𝑘(𝑚) = −𝑚𝜋
2𝑅

, 𝑚 ∈ N, 𝑚 ≥ 𝑛, (4.31a)

𝐴2

4𝑘2(𝑚)

𝑒4𝑖𝑘(𝑚)𝑅 > 1 при 𝑘(𝑚) = −𝑚𝜋
2𝑅

, 𝑚 ∈ N, 𝑚 < 𝑛. (4.31b)

Зауваження 4.1. Якщо розглядати початковi данi у виглядi чистої схо-

динки 𝑞𝑅,𝐴, де 𝐴 зафiксоване, а 𝑅 змiнюється (росте), то значення 𝑅 =
𝑛𝜋
𝐴 , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . виявляються точками бiфуркацiї: коли 𝑅 переходить

через будь-яке з цих значень, 𝑎1(𝑘) отримує додаткову пару нулiв (пор.

з [26], Пiдроздiл 4.1, де розглядалися початковi данi у виглядi п’єдесталу

для початкової задачi для дефокусуючого класичного НРШ з ненульови-

ми крайовими умовами, якi iлюструють бiфуркацiю дискретних власних

значень).

4.1.3 Вихiдна задача Рiмана-Гiльберта та обернене перетворен-
ня розсiювання

Як i у випадку фокусуючого ННРШ (див. [90] та Роздiл 3), визначимо 2×
2 матричну, кусково-мероморфну (вiдповiдно до дiйсної прямої) функцiю

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) наступним чином:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎨⎩
(︁
Ψ

(1)
1 (𝑥,𝑡,𝑘)
𝑎1(𝑘)

,Ψ
(2)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘)

)︁
, 𝑘 ∈ C+,(︁

Ψ
(1)
2 (𝑥, 𝑡, 𝑘), Ψ

(2)
1 (𝑥,𝑡,𝑘)
𝑎2(𝑘)

)︁
, 𝑘 ∈ C−.

(4.32)

Як i у Роздiлi 3, зi спiввiдношення розсiювання (4.16) випливає, що грани-

чнi значення𝑀±(𝑥, 𝑡, 𝑘) = lim
𝑘′→𝑘,𝑘′∈C±

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘′), 𝑘 ∈ R задовольняють умови
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стрибка

𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝑘) =𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (4.33)

з матрицею стрибка

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1− 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) −𝑟2(𝑘)𝑒−2𝑖𝑘𝑥−4𝑖𝑘2𝑡

𝑟1(𝑘)𝑒
2𝑖𝑘𝑥+4𝑖𝑘2𝑡 1

)︃
, (4.34)

де коефiцiєнти вiдбиття 𝑟1(𝑘), 𝑗 = 1, 2 визначаються як

𝑟1(𝑘) :=
𝑏(𝑘)

𝑎1(𝑘)
, 𝑟2(𝑘) :=

𝑏(−𝑘)
𝑎2(𝑘)

. (4.35)

Зазначимо, що з детермiнантного вiдношення (див. Пункт 4 з 𝜎 = −1 у

Твердженнi 4.1), у дефокусуючому випадку ми маємо

1− 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) =
1

𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘)
. (4.36)

Крiм того,

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞. (4.37)

Беручи до уваги особливостi Ψ𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑗 = 1, 2 та 𝑎1(𝑘) у 𝑘 = 0 (див.

(4.10) та Твердження 4.1), отримуємо поведiнку 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) при 𝑘 → 0:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
− 4

𝐴2𝑎2(0)
𝑣1(𝑥, 𝑡) 𝑣2(−𝑥, 𝑡)

− 4
𝐴2𝑎2(0)

𝑣2(𝑥, 𝑡) −𝑣1(−𝑥, 𝑡)

)︃
(𝐼 +𝑂(𝑘))

(︃
𝑘 0

0 1
𝑘

)︃
, 𝑘 → 0, 𝑘 ∈ C+,

(4.38a)

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
2𝑖

𝐴

(︃
𝑣2(−𝑥, 𝑡) −𝑣1(𝑥,𝑡)

𝑎2(0)

−𝑣1(−𝑥, 𝑡) −𝑣2(𝑥,𝑡)
𝑎2(0)

)︃
+𝑂(𝑘), 𝑘 → 0, 𝑘 ∈ C−,

(4.38b)

де 𝑣𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 2 – деякi функцiї.

Зважаючи на те, що функцiї 𝑣𝑗 не визначаються початковими умовами

(4.1b), доцiльно виключити їх з опису (сингулярної) поведiнки 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)

при 𝑘 → 0 (пор. з (3.56)):

lim
𝑘→0
𝑘∈C+

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
1
𝑘 0

0 𝑘

)︃
=𝑀(𝑥, 𝑡,−𝑖0)

(︃
0 𝐴

2𝑖

−2𝑖
𝐴 0

)︃
. (4.39)
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Властивостi 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 у випадку початкового даного у виглядi “змi-

щеної сходинки” (див. Твердження 4.2) мотивують нас зробити припущен-

ня щодо властивостей спектральних функцiй 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2, якi вiдповiда-

ють початковим даним, що задовiльняють (4.1c).

Припущення:

(a) 𝑎1(𝑘) має 2𝑛, 𝑛 ∈ N, простих нулiв у C+ ∖ {0}, {𝑝𝑗}𝑛𝑗=1 та {−𝑝𝑗}𝑛𝑗=1, з

Im 𝑝𝑗 > 0 та Re 𝑝𝑛 < · · · < Re 𝑝1 < 0.

(b) 𝑎2(𝑘) не має нулiв у C−.

(c) Iснують числа 𝜔𝑚 > 0, 𝑚 = 1, 𝑛− 1 такi, що

−∞ < Re 𝑝𝑛 < −𝜔𝑛−1 < Re 𝑝𝑛−1 < −𝜔𝑛−2 < · · · < Re 𝑝1 < 0, (4.40)

∫︁ −𝜔𝑛−𝑚

−∞
𝑑 arg (𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘)) = (2𝑚− 1)𝜋, 𝑚 = 1, 𝑛− 1, (4.41a)

та∫︁ −𝜉

−∞
𝑑 arg (𝑎1(𝑘)𝑎2(𝑘)) ∈ ((2𝑚− 1)𝜋, (2𝑚+ 1)𝜋),−𝜔𝑛−𝑚 < −𝜉 < −𝜔𝑛−𝑚−1,

𝑚 = 0, 𝑛− 1 (4.41b)

(тут ми ввели позначення 𝜔0 = 0 та 𝜔𝑛 = +∞).

З конструкцiї 𝑀 випливає, що у нулях 𝑎1(𝑘), 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) задовольняє на-

ступним умовам на лишки:

Res
𝑘=𝑝𝑗

𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
𝜂𝑗

𝑎̇1(𝑝𝑗)
𝑒2𝑖𝑝𝑗𝑥+4𝑖𝑝2𝑗 𝑡𝑀 (2)(𝑥, 𝑡, 𝑝𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛, (4.42a)

Res
𝑘=−𝑝𝑗

𝑀 (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
1

𝜂𝑗𝑎̇1(−𝑝𝑗)
𝑒−2𝑖𝑝𝑗𝑥+4𝑖𝑝2𝑗 𝑡𝑀 (2)(𝑥, 𝑡,−𝑝𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛. (4.42b)

Тут константи 𝜂𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛 визначаються початковими даними:Ψ(1)
1 (0, 0, 𝑝𝑗) =

𝜂𝑗Ψ
(2)
2 (0, 0, 𝑝𝑗).
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Виходячи з аналiтичних властивостей 𝑀 , якi представленi вище, за-

значимо, що можна охарактеризувати 𝑀 як розв’язок задачi Рiмана-

Гiльберта, данi якої однозначно визначаються початковим даним 𝑞0(𝑥) у

термiнах вiдповiдних спектральних даних.

Вихiдна задача Рiмана-Гiльберта: За даними 𝑏(𝑘), 𝑘 ∈ R та 𝑎𝑗(𝑘),

𝑗 = 1, 2, якi задовольняють властивостям 1-5 у Твердженнi 4.1 та

Припущенням (a)-(c), та константами 𝜂𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛, знайти 2× 2 матри-

чну, кусково-мероморфну (вiдносно R) за 𝑘 функцiю 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘), яка

задовольняє наступнi умови:

(1) Умова на стрибок:

𝑀+(𝑥, 𝑡, 𝑘) =𝑀−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (4.43)

з матрицею стрибка 𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), яка наведена у (4.34), де 𝑟𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2

визначенi у термiнах 𝑏(𝑘) та 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 у (4.35).

(2) Умова на лишки (4.42).

(3) Поведiнка при 𝑘 → 0: iснує границя 𝑀(𝑥, 𝑡,−𝑖0) функцiї 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘),

коли 𝑘 → 0 та 𝑘 ∈ C−, а поведiнка 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘), коли 𝑘 → 0 та 𝑘 ∈ C+,

описується формулою (4.39) (так звана умова на псевдо-лишок у 𝑘 =

0).

(4) Умова нормування у 𝑘 = ∞:

𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 +𝑂(𝑘−1) рiвномiрно при 𝑘 → ∞.

Як i у попереднiх роздiлах, припускаючи, що задача Рiмана-Гiльберта

(1)–(4) має розв’язок 𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘), розв’язок вихiдної початкової задачi (4.1),

(4.2) можемо отримати у виглядi

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀12(𝑥, 𝑡, 𝑘), (4.44)

або

𝑞(−𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀21(𝑥, 𝑡, 𝑘), (4.45)
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що дозволяє аналiзувати розв’язок задачi Рiмана-Гiльберта тiльки при 𝑥 ≥
0.

Зауваження 4.2. На вiдмiну вiд локальних iнтегровних рiвнянь, де нулi

деяких спектральних функцiй (аналогiчних до 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2) вiдповiд-

ають солiтонам на визначеному фонi (навiть якщо крайовi умови не-

нульовi), для нелокальних рiвнянь певна кiлькiсть нулiв 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2

пов’язана з самим фоном. У цьому роздiлi ми обмежуємо себе розглядом

ситуацiї без додаткових нулiв, не пов’язаних з фоном.

4.2 Асимптотика за великим часом

У цiй частинi ми вивчаємо асимптотику за великим часом розв’язку поча-

ткової задачi (4.1), (4.2) при виконаннi Припущень (a)-(c). Для цього ми

адаптуємо нелiнiйний метод перевалу до вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта

(1)–(4) (див. Пiдроздiл 4.1.3).

4.2.1 Факторизацiї матрицi стрибка

Як i у попереднiх роздiлах, ведемо фазову функцiю

𝜃(𝑘, 𝜉) = 4𝑘𝜉 + 2𝑘2, (4.46)

де 𝜉 = 𝑥
4𝑡 , у термiнах якої матриця стрибка (4.34) (у дефокусуючому ви-

падку) має трикутнi факторизацiї двох типiв:

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 0

𝑟1(𝑘)𝑒
2𝑖𝑡𝜃

1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
1

)︃(︃
1− 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) 0

0 1
1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)

)︃(︃
1 −𝑟2(𝑘)𝑒

−2𝑖𝑡𝜃

1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)

0 1

)︃
(4.47a)

=

(︃
1 −𝑟2(𝑘)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

)︃(︃
1 0

𝑟1(𝑘)𝑒
2𝑖𝑡𝜃 1

)︃
. (4.47b)
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Для того, щоб позбутися дiагонального множника у (4.47a), вводимо ска-

лярну функцiю 𝛿(𝑘, 𝜉) як розв’язок скалярної задачi Рiмана-Гiльберта:

𝛿+(𝑘, 𝜉) = 𝛿−(𝑘, 𝜉)(1− 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)), 𝑘 ∈ (−∞,−𝜉), (4.48a)

𝛿(𝑘, 𝜉) → 1, 𝑘 → ∞. (4.48b)

Вона визначається iнтегралом типу Кошi

𝛿(𝑘.𝜉) = exp

{︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞

ln(1− 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁))

𝜁 − 𝑘
𝑑𝜁

}︂
, (4.49)

та може бути представлена у виглядi

𝛿(𝑘, 𝜉) = (𝑘 + 𝜉)𝑖𝜈(−𝜉)𝑒𝜒(𝑘,𝜉), (4.50)

де

𝜒(𝑘, 𝜉) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞
ln(𝑘 − 𝜁)𝑑𝜁(1− 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)), (4.51)

та

𝜈(−𝜉) = − 1

2𝜋
ln |1− 𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)| −

𝑖

2𝜋

(︂∫︁ −𝜉

−∞
𝑑 arg(1− 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁))

)︂
.

(4.52)

Тепер зазначимо, що з огляду на (4.36) та (4.41b), ми маємо:

Im 𝜈(−𝜉) ∈ ((𝑚− 1/2), (𝑚+ 1/2)) при − 𝜉 ∈ (−𝜔𝑛−𝑚,−𝜔𝑛−𝑚−1),

𝑚 = 0, 𝑛− 1, (4.53a)

Im 𝜈(−𝜔𝑛−𝑚−1) = 𝑚+ 1/2, 𝑚 = 0, 𝑛− 2, (4.53b)

що призводить до, взагалi кажучи, сильної сингулярностi 𝛿(𝑘, 𝜉), див. (4.50).

Введемо

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) =𝑀(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝛿−𝜎3(𝑘, 𝜉). (4.54)

Функцiя 𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) задовольняє умови стрибка

𝑀̃+(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̃−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ R ∖ {0}, (4.55a)

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.55b)
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з (ми опустили аргументи 𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘))

𝐽 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2
− (𝑘,𝜉)

1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠⎛⎝1 − 𝑟2(𝑘)𝛿
2
+(𝑘,𝜉)

1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ (−∞,−𝜉),⎛⎝1 −𝑟2(𝑘)𝛿2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ (−𝜉,∞) ∖ {0}.

(4.56)

Також 𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) задовольняє умови на лишки

Res
𝑘=𝑝𝑗

𝑀̃ (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
𝜂𝑗

𝑎̇1(𝑝𝑗)𝛿2(𝑝𝑗, 𝜉)
𝑒2𝑖𝑝𝑗𝑥+4𝑖𝑝2𝑗 𝑡𝑀̃ (2)(𝑥, 𝑡, 𝑝𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛,

(4.57a)

Res
𝑘=−𝑝𝑗

𝑀̃ (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
1

𝜂𝑗𝑎̇1(−𝑝𝑗)𝛿2(−𝑝𝑗, 𝜉)
𝑒−2𝑖𝑝𝑗𝑥+4𝑖𝑝2𝑗 𝑡𝑀̃ (2)(𝑥, 𝑡,−𝑝𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛,

(4.57b)

та умову на псевдо-лишок при 𝑘 = 0:

lim
𝑘→0
𝑘∈C+

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
1
𝑘 0

0 𝑘

)︃
= 𝑀̃(𝑥, 𝑡,−𝑖0)

(︃
0 𝐴

2𝑖𝛿
2(0, 𝜉)

− 2𝑖
𝐴𝛿2(0,𝜉) 0

)︃
. (4.58)

Крiм того, 𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘) є, взагалi кажучи, сингулярною при 𝑘 = −𝜉:

𝑀̃±(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
(︁
𝑀̃±(𝑥, 𝑡) +𝑂(𝑘 + 𝜉)

)︁
(𝑘 + 𝜉)Im 𝜈(−𝜉)𝜎3, 𝑘 → −𝜉, (4.59)

де det 𝑀̃±(𝑥, 𝑡) = 1 для всiх 𝑥, 𝑡.

Зазначимо, що умови (4.55)–(4.59) визначають задачу Рiмана-Гiльберта

з єдиним розв’язком (якщо вiн iснує) для всiх значень Im 𝜈(−𝜉).

4.2.2 Перетворення задачi Рiмана-Гiльберта

Трикутнi факторизацiї (4.56) дають змогу “деформувати” контур задачi

Рiмана-Гiльберта у крест iз центром при 𝑘 = −𝜉 (дивись Рисунок 4.3),

у такий спосiб, що (перетворена) матриця стрибка прямує (при 𝑡 → ∞)

до одиничної матрицi експоненцiально швидко поза околу точки 𝑘 = −𝜉.
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Як i у попередньому роздiлi, у випадку, коли початкова функцiя 𝑞0(𝑥) є

локальним (зi скiнченним носiєм) збуренням ступiнчастої функцiї, яка ви-

значається крайовими умовами, коефiцiєнти вiдбиття 𝑟𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 є ана-

лiтичними (мероморфними), що дозволяє проводити необхiднi деформацiї

вихiдного контуру у задачi Рiмана-Гiльберта.

Вводячи позначення Ω̂𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 4 для секторiв як на Рисунку 4.3 (за-

значимо, що точки {𝑝𝑗}𝑛1 та {−𝑝𝑗}𝑛1 розташованi у Ω̂0), визначимо 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘)

наступним чином:

Рис. 4.3: Областi Ω̂𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 4 та контур Γ̂ = 𝛾1 ∪ ... ∪ 𝛾4.

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Ω̂0,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝1 𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘,𝜉)

1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂1,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝ 1 0

−𝑟1(𝑘)𝛿−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂2,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝1 −𝑟2(𝑘)𝛿2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂3,

𝑀̃(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘,𝜉)

1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ Ω̂4.

(4.60)

Така функцiя 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) задовольняє умову на стрибок (вздовж Γ̂) та нор-
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мування

𝑀̂+(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̂−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, (4.61a)

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.61b)

з матрицею стрибка

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝1 −𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘,𝜉)

1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾1,⎛⎝ 1 0

𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘, 𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾2,⎛⎝1 𝑟2(𝑘)𝛿
2(𝑘, 𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾3,⎛⎝ 1 0

−𝑟1(𝑘)𝛿
−2(𝑘,𝜉)

1−𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘)
𝑒2𝑖𝑡𝜃 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾4,

(4.62)

а також умови на лишки

Res
𝑘=𝑝𝑗

𝑀̂ (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑓𝑗(𝑥, 𝑡)𝑀̂
(2)(𝑥, 𝑡, 𝑝𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛, (4.63a)

Res
𝑘=−𝑝𝑗

𝑀̂ (1)(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑓𝑗(𝑥, 𝑡)𝑀̂
(2)(𝑥, 𝑡,−𝑝𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛, (4.63b)

iз

𝑓𝑗(𝑥, 𝑡) =
𝜂𝑗𝑒

2𝑖𝑝𝑗𝑥+4𝑖𝑝2𝑗 𝑡

𝑎̇1(𝑝𝑗)𝛿2(𝑝𝑗, 𝜉)
, 𝑓𝑗(𝑥, 𝑡) =

𝑒−2𝑖𝑝𝑗𝑥+4𝑖𝑝2𝑗 𝑡

𝜂𝑗𝑎̇1(−𝑝𝑗)𝛿2(−𝑝𝑗, 𝜉)
, (4.64)

та умову на лишок у 𝑘 = 0:

Res
𝑘=0

𝑀̂ (2)(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑐0(𝜉)𝑀̂
(1)(𝑥, 𝑡, 0), (4.65)

з 𝑐0(𝜉) =
𝐴𝛿2(0,𝜉)

2𝑖 .

Крiм того, до характеризацiї 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) входить наступний опис сингу-

лярної поведiнки при 𝑘 = −𝜉:

𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
(︁
𝑀̂−𝜉(𝑥, 𝑡) +𝑂(𝑘 + 𝜉)

)︁
(𝑘 + 𝜉)Im 𝜈(−𝜉)𝜎3, 𝑘 → −𝜉, (4.66)
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де 𝑀̂−𝜉(𝑥, 𝑡) є деякою матричною функцiєю з det 𝑀̂−𝜉(𝑥, 𝑡) = 1 для всiх 𝑥

та 𝑡.

Зазначимо, що умови на псевдо-лишок (4.38) перетворилися на (4.65),

що має форму звичайної умови на лишок.

Твердження 4.3. Для будь-якого фiксованого 𝜉 = 𝑥
4𝑡, 𝜉 > 0 такого, що

𝜉 ̸∈ {𝜔𝑚}𝑛−1
1 ∪ {Re 𝑝𝑚}𝑛1 ∪ {0}, розв’язок задачi Рiмана-Гiльберта (4.61)-

(4.66) може бути апроксимований (при 𝑡 → ∞) розв’язком iншої задачi

Рiмана-Гiльберта (позначеного як 𝑀𝑎𝑠), який характеризується єдиною

умовою на лишок (у 𝑘 = 0) та має слабку сингулярнiсть у 𝑘 = −𝜉.
Залежно вiд значення 𝜉, апроксимована задача Рiмана-Гiльберта для𝑀𝑎𝑠

має одну з двох наступних форм (для бiльш прозорого викладу ми ввели

позначення
𝑚2∏︀

𝑠=𝑚1

(·)𝑠 = 1, якщо 𝑚1 > 𝑚2):

(i) При −𝜔𝑛−𝑚 < −𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1, 𝑀𝑎𝑠 є розв’язком насту-

пної задачi Рiмана-Гiльберта

𝑀𝑎𝑠
+ (𝜉, 𝑡, 𝑘) =𝑀𝑎𝑠

− (𝜉, 𝑡, 𝑘)𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, (4.67a)

𝑀𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.67b)

Res
𝑘=0

𝑀𝑎𝑠 (2)(𝜉, 𝑡, 𝑘) = 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)𝑀𝑎𝑠 (1)(𝜉, 𝑡, 0), (4.67c)

𝑀𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) =
(︀
𝑀𝑎𝑠

−𝜉(𝜉, 𝑡) +𝑂(𝑘 + 𝜉)
)︀
(𝑘 + 𝜉)(Im 𝜈(−𝜉)−𝑚)𝜎3, 𝑘 → −𝜉,

(4.67d)

де

𝑐𝑎𝑠0 (𝜉) =
𝐴𝛿2(0, 𝜉)

2𝑖

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

, (4.68)

та

𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) =

(︃
𝑚−1∏︁
𝑠=0

𝑘 + 𝜉

𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠

)︃𝜎3

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
𝑚−1∏︁
𝑠=0

𝑘 + 𝜉

𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠

)︃−𝜎3

, 𝑘 ∈ Γ̂.

(4.69)

(ii) При Re 𝑝𝑛−𝑚 < −𝜉 < −𝜔𝑛−𝑚−1, 𝑚 = 0, 𝑛− 1, 𝑀𝑎𝑠 є розв’язком задачi
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Рiмана-Гiльберта

𝑀𝑎𝑠
+ (𝜉, 𝑡, 𝑘) =𝑀𝑎𝑠

− (𝜉, 𝑡, 𝑘)𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, (4.70a)

𝑀𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.70b)

Res
𝑘=0

𝑀𝑎𝑠 (1)(𝜉, 𝑡, 𝑘) = 𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉)𝑀𝑎𝑠 (2)(𝜉, 𝑡, 0), (4.70c)

𝑀𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
(︀
𝑀𝑎𝑠

−𝜉(𝑥, 𝑡) +𝑂(𝑘 + 𝜉)
)︀
(𝑘 + 𝜉)(Im 𝜈(−𝜉)−𝑚)𝜎3, 𝑘 → −𝜉,

(4.70d)

де

𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉) =
2𝑖𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0, 𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

(4.71)

та (ми опустили аргументи 𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘))

𝐽𝑎𝑠 =

(︃
𝑑(𝑘)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

𝑘 + 𝜉

𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠

)︃𝜎3

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
𝑑(𝑘)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

𝑘 + 𝜉

𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠

)︃−𝜎3

, 𝑘 ∈ Γ̂,

(4.72)

з 𝑑(𝑘) = 𝑘
𝑘−𝑝𝑛−𝑚

.

Бiльш того, розв’язок задачi (4.1)-(4.2) може бути охарактеризований

у термiнах 𝑀𝑎𝑠 наступним чином:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀𝑎𝑠
12 (𝜉, 𝑡, 𝑘) +𝑂(𝑒−𝐶𝑡), 𝑡→ ∞, (4.73)

𝑞(−𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀𝑎𝑠
21 (𝜉, 𝑡, 𝑘) +𝑂(𝑒−𝐶𝑡), 𝑡→ ∞, (4.74)

де 𝐶 ≡ 𝐶(𝜉) = min
𝑠=0,𝑚

[8 Im 𝑝𝑛−𝑚(Re 𝑝𝑛−𝑚+𝜉)] при Re 𝑝𝑛−𝑚 < −𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚−1,

𝑚 = 0, 𝑛− 1 (тут ми використовуємо позначення Re 𝑝0 := 0).

Доведення. (i) Розглянемо 𝜉 таке, що−𝜔𝑛−𝑚 < −𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚,𝑚 = 0, 𝑛− 1.

У цьому випадку задача Рiмана-Гiльберта для 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) має 𝑚 умов на

лишок у 𝑘 = 𝑝𝑛−𝑠, 𝑠 = 0,𝑚− 1, з експоненцiально зростаючими (при

𝑡 → ∞) множниками, а iншi мають експоненцiально спадаючi множники,

див. (4.63a). Функцiя 𝑀̌(𝑥, 𝑡, 𝑘), визначена формулою

𝑀̌(𝑥, 𝑡, 𝑘) := 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
𝑚−1∏︁
𝑠=0

𝑘 + 𝜉

𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠

)︃−𝜎3

, 𝑘 ∈ C, (4.75)
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задовольняє (див. (4.67c)) задачу Рiмана-Гiльберта з усiми експоненцiаль-

но спадаючими умовами на лишок, крiм одного (при 𝑘 = 0). Крiм того,

𝑀̌(𝑥, 𝑡, 𝑘) задовольняє умовi на стрибок з матрицею стрибка, яка має ви-

гляд (4.69), та має слабку сингулярнiсть типу (4.67d) (з огляду на (4.53),

Im 𝜈(−𝜉) −𝑚 ∈ (−1
2 ,

1
2)). Нехтуючи умовами на лишки зi прямуючими до

нуля множниками, ми приходимо до задачi Рiмана-Гiльберта (4.67).

(ii) Тепер розглянемо Re 𝑝𝑛−𝑚 < −𝜉 < −𝜔𝑛−𝑚−1, 𝑚 = 0, 𝑛− 1. У цьо-

му випадку, задача Рiмана-Гiльберта для 𝑀̂(𝑥, 𝑡, 𝑘) включає в себе 𝑚 + 1

умови на лишки у 𝑘 = 𝑝𝑛−𝑠, 𝑠 = 0,𝑚 з експоненцiально зростаючими мно-

жниками. Застосовуючи перетворення (4.75) та нехтуючи експоненцiально

спадаючими множниками, ми отримуємо задачу Рiмана-Гiльберта з дво-

ма умовами на лишок, одна з яких (при 𝑘 = 𝑝𝑛−𝑚) має експоненцiально

зростаючий множник (див. (4.64)):

𝑀̃𝑎𝑠
+ (𝜉, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̃𝑎𝑠

− (𝜉, 𝑡, 𝑘)𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, (4.76a)

𝑀̃𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.76b)

Res
𝑘=𝑝𝑛−𝑚

𝑀̃𝑎𝑠 (1)(𝜉, 𝑡, 𝑘) = 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑀̃𝑎𝑠 (2)(𝜉, 𝑡, 𝑝𝑛−𝑚), (4.76c)

Res
𝑘=0

𝑀̃𝑎𝑠 (2)(𝜉, 𝑡, 𝑘) = 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)𝑀̃𝑎𝑠 (1)(𝜉, 𝑡, 0), (4.76d)

𝑀̃𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) =
(︁
𝑀̃𝑎𝑠

−𝜉(𝑥, 𝑡) +𝑂(𝑘 + 𝜉)
)︁
(𝑘 + 𝜉)(Im 𝜈(−𝜉)−𝑚)𝜎3, 𝑘 → −𝜉,

(4.76e)

де 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑓𝑛−𝑚(𝑥, 𝑡)
𝑚−1∏︀
𝑠=0

(︁
𝑝𝑛−𝑚−𝑝𝑛−𝑠

𝑝𝑛−𝑚+𝜉

)︁2
, 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉) наведено у (4.68), та

𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) =

(︃
𝑚−1∏︁
𝑠=0

𝑘 + 𝜉

𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠

)︃𝜎3

𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘)

(︃
𝑚−1∏︁
𝑠=0

𝑘 + 𝜉

𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠

)︃−𝜎3

, 𝑘 ∈ Γ̂.

Остання задача має двi умови на лишки для рiзник стовпчикiв, одна з

яких має експоненцiально зростаючий множник, а iнша – обмежений. За-

дачi такого типу можуть бути перетворенi (див., наприклад, [37]) таким

чином, що експоненцiально зростаючi умови (у нашому випадку, (4.76c))

перетворюються на експоненцiально спадаючi. Дiйсно, задача (4.76) з умо-

вами на лишки може бути перетворена у регулярну задачу (для 𝑀̂𝑎𝑠), яка
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має додатковi частини контуру у виглядi малих кiл, 𝑆0 та 𝑆𝑝𝑛−𝑚
, якi обто-

чують вiдповiдно 𝑘 = 0 та 𝑘 = 𝑝𝑛−𝑚, з умовою на стрибок:

𝑀̂𝑎𝑠
+ (𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̂𝑎𝑠

− (𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂ ∪ 𝑆0 ∪ 𝑆𝑝𝑛−𝑚
, (4.77a)

𝑀̂𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.77b)

де

𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂,⎛⎝1 −𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)
𝑘

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝑆0,⎛⎝ 1 0

− 𝑓(𝑥,𝑡)
𝑘−𝑝𝑛−𝑚

1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝑆𝑝𝑛−𝑚
.

(4.78)

Нарештi, якщо ввести 𝑀̂𝑎𝑠# у виглядi

𝑀̂𝑎𝑠#(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑀̂𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑁(𝜉, 𝑘)𝑑−𝜎3(𝑘), 𝑘 всерединi 𝑆0,

𝑀̂𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑄(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑑−𝜎3(𝑘), 𝑘 всерединi 𝑆𝑝𝑛−𝑚
,

𝑀̂𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑑−𝜎3(𝑘), у iнших випадках ,

(4.79)

де 𝑑(𝑘) = 𝑘
𝑘−𝑝𝑛−𝑚

,𝑁(𝜉, 𝑘) =

(︃
0 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)

𝑘

− 𝑘
𝑐𝑎𝑠0 (𝜉) 1

)︃
, та𝑄(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 −𝑘−𝑝𝑛−𝑚

𝑓(𝑥,𝑡)
𝑓(𝑥,𝑡)

𝑘−𝑝𝑛−𝑚
0

)︃
i розглянути задачу Рiмана-Гiльберта для 𝑀̂𝑎𝑠#, то виявиться, що матри-

цi стрибка для 𝑀̂𝑎𝑠# вздовж 𝑆𝑝𝑛−𝑚
експоненцiально швидко прямують до

одиничної матрицi, а стрибок вздовж Γ̂ має вигляд (4.72).

Нехтуючи умовами на стрибок у задачах Рiмана-Гiльберта (4.67) та

(4.70) (нагадаємо, що в силу таблицi знакiв, матрицi стрибка прямують,

при 𝑡 → ∞, до одиничної матрицi експоненцiально швидко поза околом

𝑘 = −𝜉), отримуємо, що цi задачi зводяться до алгебраїчних рiвнянь, якi
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можуть бути розв’язанi явно:

𝑀𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) ≃

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝1 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)
𝑘

0 1

⎞⎠ для задачi (4.67),⎛⎝ 1 0

𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉)
𝑘 1

⎞⎠ , для задачi (4.70),

(4.80)

де 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉) та 𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉) наведенi вiдповiдно у (4.68) та (4.71). Пiдставляючи

(4.80) у (4.73) та (4.74), отримуємо грубу асимптотику (4.4), зазначену у

Теоремi 4.1.

Зауваження 4.3. У випадку фокусуючого нелокального нелiнiйного рiв-

няння Шредiнгера (див. [90] та Роздiл 3), початковi данi у виглядi чистої

сходинки з 𝑅 = 0 (тобто, 𝑞0(𝑥) = 𝑞0,𝐴(𝑥)) задовольняють умовам, ана-

логiчним до Припущень (a)-(c) (див. вихiдну задачу Рiмана-Гiльберта у

Пiдроздiлi 3.1.3), i тому випадок таких початкових даних описується

вiдповiдними асимптотичними формулами. З iншого боку, у випадку де-

фокусуючого нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, 𝑅 = 0 є однi-

єю з точок бiфуркацiї (див. Зауваження 4.1),i, як наслiдок, випадок чи-

стої сходинки з 𝑅 = 0 не описується асимптотиками, наведеними у

Теоремах 4.1 та 4.2.

Вiдповiдна адаптацiя нелiнiйного методу перевалу дозволяє нам не тiль-

ки довести справедливiсть асимптотичних формул (4.4), але й строго об-

грунтувати бiльш точну асимптотику.

Теорема 4.2. Розглянемо початкову задачу (4.1), (4.2). Припустимо, що

(i) початкова функцiя 𝑞0(𝑥) прямує до своїх крайових значень достатньо

швидко, (ii) вiдповiднi спектральнi функцiї 𝑎𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 задовольняють

Припущення (a)-(c), та (iii) спектральнi функцiї 𝑟𝑗(𝑘), 𝑗 = 1, 2 можуть

бути аналiтично продовженi з дiйсної прямої у смугу вздовж неї. При-

пустимо також, що розв’язок 𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (4.1), (4.2) iснує. Тодi вiн має

наступну поведiнку за великим часом вздовж променiв 𝑥
4𝑡 = 𝜉:
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(i) при −𝜔𝑛−𝑚 < −𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1, iснують три типи асим-

птотики, залежно вiд значення Im 𝜈(−𝜉):

1) якщо Im 𝜈(−𝜉) ∈
(︀
𝑚− 1

2 ,𝑚− 1
6

]︀
, то

𝑞(𝑥, 𝑡) =𝐴𝛿2(0, 𝜉)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

+ 𝑡−
1
2−Im 𝜈(−𝜉)+𝑚𝛼1(𝜉)

× exp{−4𝑖𝑡𝜉2 + 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡}+𝑅1(𝜉, 𝑡),

2) якщо Im 𝜈(−𝜉) ∈
(︀
𝑚− 1

6 ,𝑚+ 1
6

)︀
, то

𝑞(𝑥, 𝑡) =𝐴𝛿2(0, 𝜉)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

+ 𝑡−
1
2−Im 𝜈(−𝜉)+𝑚𝛼1(𝜉) exp{−4𝑖𝑡𝜉2 + 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡}

+ 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)−𝑚𝛼2(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡}+𝑅3(𝜉, 𝑡),

3) якщо Im 𝜈(−𝜉) ∈
[︀
𝑚+ 1

6 ,𝑚+ 1
2

)︀
, то

𝑞(𝑥, 𝑡) =𝐴𝛿2(0, 𝜉)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

+ 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)−𝑚𝛼2(𝜉)

× exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡}+𝑅2(𝜉, 𝑡),

(ii) при −Re 𝑝𝑛−𝑚 < −𝜉 < 𝜔𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)+𝑚𝛼3(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡}+𝑅2(−𝜉, 𝑡),

(iii) при Re 𝑝𝑛−𝑚 < −𝜉 < −𝜔𝑛−𝑚−1, 𝑚 = 0, 𝑛− 1:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)−𝑚𝛼4(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡}+𝑅2(𝜉, 𝑡),

(iv) при 𝜔𝑛−𝑚−1 < −𝜉 < −Re 𝑝𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1, iснують три типи

асимптотики, в залежностi вiд значення Im 𝜈(𝜉):

1) якщо Im 𝜈(𝜉) ∈
(︀
𝑚− 1

2 ,𝑚− 1
6

]︀
, тодi

𝑞(𝑥, 𝑡) =
4𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0,−𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

+ 𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)+𝑚𝛼5(𝜉)

× exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡}+𝑅1(−𝜉, 𝑡),
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2) якщо Im 𝜈(𝜉) ∈
(︀
𝑚− 1

6 ,𝑚+ 1
6

)︀
, тодi

𝑞(𝑥, 𝑡) =
4𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0,−𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

+ 𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)+𝑚𝛼5(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡}

+ 𝑡−
1
2+Im 𝜈(𝜉)−𝑚𝛼6(𝜉) exp{−4𝑖𝑡𝜉2 + 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡}+𝑅3(−𝜉, 𝑡),

3) якщо Im 𝜈(𝜉) ∈
[︀
𝑚+ 1

6 ,𝑚+ 1
2

)︀
, тодi

𝑞(𝑥, 𝑡) =
4𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0,−𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

+ 𝑡−
1
2+Im 𝜈(𝜉)−𝑚𝛼6(𝜉)

× exp{−4𝑖𝑡𝜉2 + 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡}+𝑅2(−𝜉, 𝑡).

Функцiї, задiянi в асимптотичних формулах, визначаються наступним

чином:

𝛿(𝑘, 𝜉) = (𝑘 + 𝜉)𝑖𝜈(−𝜉)𝑒𝜒(𝑘,𝜉), (4.81)

де

𝜈(−𝜉) = − 1

2𝜋
ln |1 + 𝑟1(−𝜉)𝑟2(−𝜉)| −

𝑖

2𝜋

∫︁ −𝜉

−∞
𝑑 arg(1− 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)), (4.82)

з

𝜒(𝑘, 𝜉) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁ −𝜉

−∞
ln(𝑘 − 𝜁)𝑑𝜁(1− 𝑟1(𝜁)𝑟2(𝜁)), (4.83)

а функцiї 𝛼𝑗(𝜉), 𝑗 = 1, 6 мають наступний вигляд:

𝛼1(𝜉) =

√
𝜋(𝑐𝑎𝑠0 (𝜉))2

𝑚−1∏︀
𝑠=0

(𝜉 + 𝑝𝑛−𝑠)
2

𝜉2𝑟2(−𝜉)Γ(𝑖𝜈(−𝜉) +𝑚)

× exp

{︂
−𝜋
2
(𝜈(−𝜉)− 𝑖𝑚) +

3𝜋𝑖

4
− 2𝜒(−𝜉, 𝜉) + 3(𝑖𝜈(−𝜉) +𝑚) ln 2

}︂
,

𝛼2(𝜉) =

√
𝜋

𝑚−1∏︀
𝑠=0

(𝜉 + 𝑝𝑛−𝑠)
−2

𝑟1(−𝜉)Γ(−𝑖𝜈(−𝜉)−𝑚)

× exp

{︂
−𝜋
2
(𝜈(−𝜉)− 𝑖𝑚) +

𝜋𝑖

4
+ 2𝜒(−𝜉, 𝜉)− 3(𝑖𝜈(−𝜉) +𝑚) ln 2

}︂
,
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𝛼3(𝜉) =

√
𝜋

𝑚−1∏︀
𝑠=0

(𝑝𝑛−𝑠 − 𝜉)2

𝑟2(𝜉)Γ(−𝑖𝜈(𝜉) +𝑚)

× exp

{︂
−𝜋
2
(𝜈(𝜉) + 𝑖𝑚)− 3𝜋𝑖

4
− 2𝜒(𝜉, 𝜉)− 3(𝑖𝜈(𝜉)−𝑚) ln 2

}︂
,

𝛼4(𝜉) =

√
𝜋𝜉2

𝑚∏︀
𝑠=0

(𝜉 + 𝑝𝑛−𝑠)
−2

𝑟1(−𝜉)Γ(−𝑖𝜈(−𝜉)−𝑚)

× exp

{︂
−𝜋
2
(𝜈(−𝜉)− 𝑖𝑚) +

𝜋𝑖

4
+ 2𝜒(−𝜉, 𝜉)− 3(𝑖𝜈(−𝜉) +𝑚) ln 2

}︂
,

𝛼5(𝜉) =

√
𝜋

𝑚∏︀
𝑠=0

(𝑝𝑛−𝑠 − 𝜉)2

𝜉2𝑟2(𝜉)Γ(−𝑖𝜈(𝜉) +𝑚)

× exp

{︂
−𝜋
2
(𝜈(𝜉) + 𝑖𝑚)− 3𝜋𝑖

4
− 2𝜒(𝜉, 𝜉)− 3(𝑖𝜈(𝜉)−𝑚) ln 2

}︂
,

𝛼6(𝜉) =

√
𝜋
(︁
𝑐𝑎𝑠#0 (−𝜉)

)︁2 𝑚∏︀
𝑠=0

(𝑝𝑛−𝑠 − 𝜉)−2

𝑟1(𝜉)Γ(𝑖𝜈(𝜉)−𝑚)

× exp

{︂
−𝜋
2
(𝜈(𝜉) + 𝑖𝑚)− 𝜋𝑖

4
+ 2𝜒(𝜉, 𝜉) + 3(𝑖𝜈(𝜉)−𝑚) ln 2

}︂
,

де

𝑐𝑎𝑠0 (𝜉) =
𝐴𝛿2(0, 𝜉)

2𝑖

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

, 𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉) =
2𝑖𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0, 𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

.

Нарештi, залишки 𝑅𝑗(𝜉, 𝑡), 𝑗 = 1, 3 оцiнюються у такий спосiб:

𝑅1(𝜉, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) > 𝑚,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 𝑚,

𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)−𝑚|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) < 𝑚,

(4.84)
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𝑅2(𝜉, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)−𝑚|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) > 𝑚,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 𝑚,

𝑂
(︀
𝑡−1
)︀
, Im 𝜈(−𝜉) < 𝑚,

(4.85)

та

𝑅3(𝜉, 𝑡) = 𝑅1(𝜉, 𝑡) +𝑅2(𝜉, 𝑡) =

⎧⎨⎩𝑂
(︀
𝑡−1+2| Im 𝜈(−𝜉)−𝑚|)︀ , Im 𝜈(−𝜉) ̸= 𝑚,

𝑂
(︀
𝑡−1 ln 𝑡

)︀
, Im 𝜈(−𝜉) = 𝑚.

Доведення. Почнемо з аналiзу задачi Рiмана-Гiльберта (4.67) (аналiз задачi

(4.70) проводиться аналогiчно). Спершу, зробимо наступне перетворення:

𝑀̌𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑀𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)

⎛⎝1 −𝑐𝑎𝑠0
𝑘

0 1

⎞⎠ , 𝑘 всереденi 𝑆0,

𝑀𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘), в iншому випадку,

де 𝑆0 = {𝑘 : |𝑘| < 𝜀} з достатньо малим 𝜀 > 0. Тодi 𝑀̌𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) є розв’язком

задачi Рiмана-Гiльберта без умов на лишки:

𝑀̌𝑎𝑠
+ (𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̌𝑎𝑠

− (𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂ ∪ 𝑆0, (4.86a)

𝑀̌𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.86b)

з

𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂,⎛⎝1 −𝑐𝑎𝑠0

𝑘

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝑆0.
(4.87)

Беручи до уваги (4.50), запишемо матрицю стрибка 𝐽𝑎𝑠 на Γ̂ у такий спосiб:
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𝐽(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝1 −𝑟𝑎𝑠2 (𝑘)(𝑘+𝜉)2𝑖𝜈(−𝜉)

1−𝑟𝑎𝑠1 (𝑘)𝑟𝑎𝑠2 (𝑘) 𝑒−2𝑖𝑡𝜃+2𝜒(𝑘,𝜉)

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾1,⎛⎝ 1 0

𝑟𝑎𝑠1 (𝑘)(𝑘 + 𝜉)−2𝑖𝜈(−𝜉)𝑒2𝑖𝑡𝜃−2𝜒(𝑘,𝜉) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾2,⎛⎝1 𝑟𝑎𝑠2 (𝑘)(𝑘 + 𝜉)2𝑖𝜈(−𝜉)𝑒−2𝑖𝑡𝜃+2𝜒(𝑘,𝜉)

0 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾3,⎛⎝ 1 0

−𝑟𝑎𝑠1 (𝑘)(𝑘+𝜉)−2𝑖𝜈(−𝜉)

1−𝑟𝑎𝑠1 (𝑘)𝑟𝑎𝑠2 (𝑘) 𝑒2𝑖𝑡𝜃−2𝜒(𝑘,𝜉) 1

⎞⎠ , 𝑘 ∈ 𝛾4,

(4.88)

де

𝑟𝑎𝑠1 (𝑘) = 𝑟1(𝑘)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠)
2, (4.89a)

𝑟𝑎𝑠2 (𝑘) = 𝑟2(𝑘)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠)
−2, (4.89b)

𝑖𝜈(−𝜉) = 𝑖𝜈(−𝜉) +𝑚. (4.89c)

Тепер введемо до розгляду локальний параметрикс 𝑚̌𝑎𝑠
0 (𝑥, 𝑡, 𝑘):

𝑚̌𝑎𝑠
0 (𝑥, 𝑡, 𝑘) = Δ(𝜉, 𝑡)𝑚Γ(𝜉, 𝑧(𝑘))Δ−1(𝜉, 𝑡), (4.90)

де 𝑧(𝑘) є масштабованою змiнною

𝑧 =
√
8𝑡(𝑘 + 𝜉), (4.91)

а

Δ(𝜉, 𝑡) = 𝑒(2𝑖𝑡𝜉
2+𝜒(−𝜉,𝜉))𝜎3(8𝑡)

−𝑖𝜈(−𝜉)
2 𝜎3. (4.92)

Матриця 𝑚Γ(𝜉, 𝑧) визначається як (дивись Рисунок 4.4)

𝑚Γ(𝜉, 𝑧) = 𝑚0(𝜉, 𝑧)𝐷
−1
𝑗 (𝜉, 𝑧), 𝑧 ∈ Ω𝑗, 𝑗 = 0, 4, (4.93)

де

𝐷0(𝜉, 𝑧) = 𝑒−𝑖 𝑧
2

4 𝜎3𝑧𝑖𝜈(−𝜉)𝜎3,
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𝐷1(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 𝑟𝑎𝑠2 (−𝜉)

1+𝑟𝑎𝑠1 (−𝜉)𝑟𝑎𝑠2 (−𝜉)

0 1

)︃
, 𝐷2(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 0

𝑟𝑎𝑠1 (−𝜉) 1

)︃
,

𝐷3(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 −𝑟𝑎𝑠2 (−𝜉)
0 1

)︃
, 𝐷4(𝜉, 𝑧) = 𝐷0(𝜉, 𝑧)

(︃
1 0

−𝑟𝑎𝑠1 (−𝜉)
1+𝑟𝑎𝑠1 (−𝜉)𝑟𝑎𝑠2 (−𝜉) 1

)︃
,

а матриця 𝑚0(𝜉, 𝑧) є розв’язком наступної задачi Рiмана-Гiльберта з по-

стiйною матрицею стрибка:

𝑚0+(𝜉, 𝑧) = 𝑚0−(𝜉, 𝑧)𝑗0(𝜉), 𝑧 ∈ R, (4.94a)

𝑚0(𝜉, 𝑧) = (𝐼 +𝑂(1/𝑧)) 𝑒−𝑖 𝑧
2

4 𝜎3𝑧𝑖𝜈(−𝜉)𝜎3, 𝑧 → ∞, (4.94b)

де

𝑗0(𝜉) =

(︃
1 + 𝑟𝑎𝑠1 (−𝜉)𝑟𝑎𝑠2 (−𝜉) 𝑟𝑎𝑠2 (−𝜉)

𝑟𝑎𝑠1 (−𝜉) 1

)︃
. (4.95)

Рис. 4.4: Контур та областi для 𝑚Γ(𝜉, 𝑧) у 𝑧-площинi.

Задача (4.94)-(4.95) має явний розв’язок у термiнах функцiй параболi-

чного цилiндру [58], а її асимптотика при 𝑧 → ∞ дає вiдповiдну асимпто-

тику для 𝑚Γ(𝜉, 𝑧):

𝑚Γ(𝜉, 𝑧) = 𝐼 +
𝑖

𝑧

(︃
0 𝛽(𝜉)

−𝛾(𝜉) 0

)︃
+𝑂(𝑧−2), 𝑧 → ∞,
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де

𝛽(𝜉) =

√
2𝜋𝑒−

𝜋
2 𝜈(−𝜉)𝑒−

3𝜋𝑖
4

𝑟𝑎𝑠1 (−𝜉)Γ(−𝑖𝜈(−𝜉))
, (4.96a)

𝛾(𝜉) =

√
2𝜋𝑒−

𝜋
2 𝜈(−𝜉)𝑒−

𝜋𝑖
4

𝑟𝑎𝑠2 (−𝜉)Γ(𝑖𝜈(−𝜉))
. (4.96b)

Визначимо функцiю 𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) формулами

𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑀̌𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)(𝑚̌𝑎𝑠

0 )−1(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑉 (𝑘), 𝑘 всерединi 𝑆−𝜉,

𝑀̌𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 всерединi 𝑆0,

𝑀̌𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑉 (𝑘), у iнших випадках ,
(4.97)

де 𝑉 (𝑘) =

(︃
1 −𝑐𝑎𝑠0

𝑘

0 1

)︃
та 𝑆−𝜉 є малим колом з центром у 𝑘 = −𝜉, яке

орiєнтоване проти годинникової стрiлки. Безпосередня перевiрка показує,

що 𝑀̆𝑎𝑠 є розв’язком наступної задачi Рiмана-Гiльберта на контурi Γ̂1 =

Γ̂ ∪ 𝑆−𝜉:

𝑀̆𝑎𝑠
+ (𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝑀̆𝑎𝑠

− (𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂1, (4.98)

𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.99)

з матрицею стрибка

𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑉 −1(𝑘)𝑚̌𝑎𝑠
0−(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝐽

𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)(𝑚̌𝑎𝑠
0+)

−1(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑉 (𝑘),

𝑘 ∈ Γ̂1, 𝑘 всереденi 𝑆−𝜉,

𝑉 −1(𝑘)(𝑚̌𝑎𝑠
0 )−1(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑉 (𝑘), 𝑘 ∈ 𝑆−𝜉,

𝑉 −1(𝑘)𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)𝑉 (𝑘), у iнших випадках.
(4.100)

У термiнах 𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘), розв’язок вихiдної задачi Рiмана-Гiльберта дається

у такий спосiб:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖
(︁
𝑐𝑎𝑠0 + lim

𝑘→∞
𝑘𝑀̆𝑎𝑠

12 (𝑥, 𝑡, 𝑘)
)︁
, (4.101)

та

𝑞(−𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀̆𝑎𝑠
21 (𝑥, 𝑡, 𝑘). (4.102)
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Для обчислення асимптотики при великих значеннях 𝑡 матрицi 𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘),

нам потрiбна асимптотика локального параметриксу (𝑚̌𝑎𝑠
0 )−1(𝑥, 𝑡, 𝑘):

(𝑚̌𝑎𝑠
0 )−1(𝑥, 𝑡, 𝑘) = Δ(𝜉, 𝑡)(𝑚Γ)−1(𝜉,

√
8𝑡(𝑘+𝜉))Δ−1(𝜉, 𝑡) = 𝐼+

𝐵(𝜉, 𝑡)√
8𝑡(𝑘 + 𝜉)

+𝑟(𝜉, 𝑡),

(4.103)

де матричнi елементи 𝐵(𝜉, 𝑡) мають вигляд

𝐵11(𝜉, 𝑡) = 𝐵22(𝜉, 𝑡) = 0, (4.104a)

𝐵12(𝜉, 𝑡) = −𝑖𝛽(𝜉)𝑒4𝑖𝑡𝜉2+2𝜒(−𝜉,𝜉)(8𝑡)−𝑖𝜈(−𝜉), (4.104b)

𝐵21(𝜉, 𝑡) = 𝑖𝛾(𝜉)𝑒−4𝑖𝑡𝜉2−2𝜒(−𝜉,𝜉)(8𝑡)𝑖𝜈(−𝜉), (4.104c)

а залишок оцiнюється наступним чином:

𝑟(𝜉, 𝑡) =

(︃
𝑂
(︀
𝑡−1−Im 𝜈(−𝜉)

)︀
𝑂
(︀
𝑡−1+Im 𝜈(−𝜉)

)︀
𝑂
(︀
𝑡−1−Im 𝜈(−𝜉)

)︀
𝑂
(︀
𝑡−1+Im 𝜈(−𝜉)

)︀)︃ , 𝑡→ ∞. (4.105)

Зобразимо 𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) у виглядi

𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 +
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ̂1

𝜇(𝑥, 𝑡, 𝑠)(𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑠)− 𝐼)
𝑑𝑠

𝑠− 𝑘
, (4.106)

де 𝜇(𝑥, 𝑡, 𝑘) є розв’язком iнтегрального рiвняння

𝜇(𝑥, 𝑡, 𝑘) = 𝐼 +
1

2𝜋𝑖
lim
𝑘′→𝑘

𝑘′∈−side

∫︁
Γ̂1

𝜇(𝑥, 𝑡, 𝑠)(𝐽𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑠)− 𝐼)

𝑠− 𝑘′
𝑑𝑠. (4.107)

Оцiнюючи праву частину (4.106) (пор. з [89] та Роздiлом 2), приходимо до

висновку, що

lim
𝑘→∞

𝑘
(︁
𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘)− 𝐼

)︁
=

𝑖

2𝜋

∫︁
𝑆−𝜉

𝑉 −1(𝑘)((𝑚̌𝑎𝑠
0 )−1(𝑥, 𝑡, 𝑘)− 𝐼)𝑉 (𝑘)𝑑𝑘 +𝑅(𝜉, 𝑡)

= 𝐵𝑎𝑠(𝜉, 𝑡) +𝑅(𝜉, 𝑡), (4.108)

де 𝑅(𝜉, 𝑡) =

(︃
𝑅1(𝜉, 𝑡) 𝑅1(𝜉, 𝑡) +𝑅2(𝜉, 𝑡)

𝑅1(𝜉, 𝑡) 𝑅1(𝜉, 𝑡) +𝑅2(𝜉, 𝑡)

)︃
та (див. (4.104))

𝐵𝑎𝑠(𝜉, 𝑡) =
1√
8𝑡

(︃
𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)

𝜉 𝐵21(𝜉, 𝑡)
(𝑐𝑎𝑠0 (𝜉))2

𝜉2 𝐵21(𝜉, 𝑡)−𝐵12(𝜉, 𝑡)

−𝐵21(𝜉, 𝑡) −𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)
𝜉 𝐵21(𝜉, 𝑡)

)︃
. (4.109)
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Замiнюючи 𝑟𝑎𝑠𝑗 (−𝜉), 𝑗 = 1, 2 та 𝜈(−𝜉) вiдповiдно на 𝑟𝑗(−𝜉), 𝑗 = 1, 2 та

𝜈(−𝜉), ми приходимо до асимптотики, яка дана у (i) та (iii) Теореми 4.2.
Повернемося до задачi Рiмана-Гiльберта (4.70). Тут коефiцiєнти вiдби-

ття 𝑟𝑎𝑠𝑗 (𝑘), 𝑗 = 1, 2 (див. (4.89a) та (4.89b)) мають вигляд

𝑟𝑎𝑠1 (𝑘) = 𝑟1(𝑘)𝑑
−2(𝑘)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠)
2 , 𝑟𝑎𝑠2 (𝑘) = 𝑟2(𝑘)𝑑

2(𝑘)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(𝑘 − 𝑝𝑛−𝑠)
−2 ,

де 𝑑(𝑘) = 𝑘
𝑘−𝑝𝑛−𝑚

. Крiм того, у визначеннi 𝑀̆𝑎𝑠(𝑥, 𝑡, 𝑘) маємо (див. (4.97))

𝑉 (𝑘) =

(︃
1 0

−𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉)
𝑘 1

)︃
. Вiдповiдно, маємо

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀̆𝑎𝑠
12 (𝑥, 𝑡, 𝑘), (4.110a)

𝑞(−𝑥, 𝑡) = 2𝑖
(︁
𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉) + lim

𝑘→∞
𝑘𝑀̆𝑎𝑠

21 (𝑥, 𝑡, 𝑘)
)︁
, (4.110b)

а 𝐵𝑎𝑠(𝜉, 𝑡) i 𝑅(𝜉, 𝑡) у (4.108) мають вигляд:

𝐵𝑎𝑠(𝜉, 𝑡) =
1√
8𝑡

(︃
−𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉)

𝜉 𝐵12(𝜉, 𝑡) −𝐵12(𝜉, 𝑡)
(𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉))2

𝜉2 𝐵12(𝜉, 𝑡)−𝐵21(𝜉, 𝑡)
𝑐𝑎𝑠#0 (𝜉)

𝜉 𝐵12(𝜉, 𝑡)

)︃
(4.111)

та 𝑅(𝜉, 𝑡) =

(︃
𝑅1(𝜉, 𝑡) +𝑅2(𝜉, 𝑡) 𝑅2(𝜉, 𝑡)

𝑅1(𝜉, 𝑡) +𝑅2(𝜉, 𝑡) 𝑅2(𝜉, 𝑡)

)︃
. Збираючи докупи (4.110) та

(4.111), отримуємо твердження пунктiв (ii) та (iv) Теореми 4.2.

4.3 Перехiднi зони

У Теоремi 4.2 ми представили асимптотику за великим часом розв’язку

𝑞(𝑥, 𝑡) вздовж променiв 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 для всiх 𝜉 ̸∈ {±Re 𝑝𝑚,±𝜔𝑚−1|𝑚 =

1, 𝑛}, тобто для всiх 𝜉 ∈ R, крiм меж якiсно рiзних асимптотичних се-

кторiв. Через те, що асимптотичнi режими у сумiжних секторах суттєво

вiдрiзняються один вiд одного, виникає задача дослiдження асимптотик у

перехiдних зонах мiж секторами.

Можна видiлити три типи перехiдних зон для асимптотик, представле-

них у Теоремi 4.2:
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(1) зони навколо променiв 𝜉 = ±Re 𝑝𝑚, 𝑚 = 1, 𝑛,

(2) зони навколо променiв 𝜉 = 𝜔𝑚, 𝑚 = 1, 𝑛− 1,

(3) зона навколо 𝜉 = 0.

У наступному твердженнi ми описуємо перехiднi зони типу (1); тут пере-

хiд описується одиночною хвилею, яка розповсюджується вздовж променiв

𝜉 = ±Re 𝑝𝑚, 𝑚 = 1, 𝑛 (пор. iз Зауваженням 3.11):

Твердження 4.4. Нехай виконуються умови Теореми 4.2. Тодi розв’язок

𝑞(𝑥, 𝑡) задачi (4.1), (4.2) має наступну асимптотику вздовж променiв

𝜉 = ±Re 𝑝𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1:

𝑞(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2𝑖𝑝2𝑛−𝑚𝑐
𝑎𝑠
0 (−Re 𝑝𝑛−𝑚)

𝑝2𝑛−𝑚 + 𝑐𝑎𝑠0 (−Re 𝑝𝑛−𝑚)𝑓𝑎𝑠𝑛−𝑚(𝑥
′, 𝑡)

+ 𝑜(1),

𝑡→ ∞, 𝑥 = −4Re 𝑝𝑛−𝑚𝑡+ 𝑥′,

2𝑖𝑝2𝑛−𝑚𝑓
𝑎𝑠
𝑛−𝑚(𝑥

′, 𝑡)

𝑝2𝑛−𝑚 + 𝑐𝑎𝑠0 (−Re 𝑝𝑛−𝑚)𝑓𝑎𝑠𝑛−𝑚(𝑥
′, 𝑡)

+ 𝑜(1),

𝑡→ ∞, 𝑥 = 4Re 𝑝𝑛−𝑚𝑡− 𝑥′,

(4.112)

де 𝑥′ ∈ R, 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉) дається у (4.68), а 𝑓𝑎𝑠𝑛−𝑚(𝑥
′, 𝑡) задається формулами

𝑓𝑎𝑠𝑛−𝑚(𝑥
′, 𝑡) =

𝜂𝑛−𝑚 exp{2𝑖𝑝𝑛−𝑚𝑥0 − 4𝑖𝑡(Re2 𝑝𝑛−𝑚 + Im2 𝑝𝑛−𝑚)}
𝑎̇1(𝑝𝑛−𝑚)𝛿2(𝑝𝑛−𝑚,−Re 𝑝𝑛−𝑚)

, 𝑚 = 0, 𝑛− 1.

(4.113)

Асимптотика (4.112) має мiсце для всiх 𝑡≫ 0 та 𝑥′ ∈ R таких, що

𝑝2𝑛−𝑚 + 𝑐𝑎𝑠0 (−Re 𝑝𝑛−𝑚)𝑓
𝑎𝑠
𝑛−𝑚(𝑥

′, 𝑡) ̸= 0.

Крiм того, при 𝑥′ → ±∞, асимптотика (4.112) погоджується з асим-

птотиками (4.4) у сумiжних секторах.

Доведення. За аналогiєю з пунктом (i) у Твердженнi 4.3, можна показати,

що вздовж променiв 𝜉 = −Re 𝑝𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1 (див. Рисунок 4.3), асим-

птотика за великим часом 𝑞(𝑥, 𝑡) описується у термiнах розв’язкiв задачi
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Рiмана-Гiльберта (пор. з (4.67)):

𝑀𝑎𝑠
+ (𝜉, 𝑡, 𝑘) =𝑀𝑎𝑠

− (𝜉, 𝑡, 𝑘)𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, (4.114a)

𝑀𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.114b)

Res
𝑘=0

𝑀𝑎𝑠 (2)(𝜉, 𝑡, 𝑘) = 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)𝑀𝑎𝑠 (1)(𝜉, 𝑡, 0), (4.114c)

Res
𝑘=𝑝𝑛−𝑚

𝑀𝑎𝑠 (1)(𝜉, 𝑡, 𝑘) = 𝑓𝑎𝑠𝑛−𝑚(𝑥
′, 𝑡)𝑀𝑎𝑠 (2)(𝜉, 𝑡, 𝑝𝑛−𝑚) (4.114d)

𝑀𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) =
(︀
𝑀𝑎𝑠

−𝜉(𝜉, 𝑡) +𝑂(𝑘 + 𝜉)
)︀
(𝑘 + 𝜉)(Im 𝜈(−𝜉)−𝑚)𝜎3, 𝑘 → −𝜉,

(4.114e)

де 𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘) дається у (4.69), а 𝑥0 ∈ R параметризує постiйнi паралельнi

зсуви промiня, який розглядається: 𝑥 = −4Re 𝑝𝑛−𝑚𝑡 − 𝑥′, 𝑚 = 0, 𝑛− 1

(зазначимо, що такий зсув не змiнює значення повiльної змiнної 𝜉 = 𝑥
4𝑡

при 𝑡 → ∞). Використовуючи множники Бляшке-Потапова, асимптотика

𝑞(𝑥, 𝑡) може бути знайдена у термiнах розв’язкiв регулярної задачi Рiмана-

Гiльберта:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖𝑝𝑛−𝑚𝑃12(𝜉, 𝑡) + 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀𝑎𝑠,𝑅
12 (𝜉, 𝑡, 𝑘), 𝑥 > 0, (4.115a)

𝑞(𝑥, 𝑡) = 2𝑖𝑝𝑛−𝑚𝑃21(−𝜉, 𝑡) + 2𝑖 lim
𝑘→∞

𝑘𝑀𝑎𝑠,𝑅
21 (−𝜉, 𝑡, 𝑘), 𝑥 < 0, (4.115b)

де 𝑀𝑎𝑠,𝑅(𝜉, 𝑡, 𝑘) є розв’язком наступної задачi Рiмана-Гiльберта:

𝑀𝑎𝑠,𝑅
+ (𝜉, 𝑡, 𝑘) =𝑀𝑎𝑠,𝑅

− (𝜉, 𝑡, 𝑘)𝐽𝑎𝑠,𝑅(𝜉, 𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ Γ̂, (4.116a)

𝑀𝑎𝑠,𝑅(𝜉, 𝑡, 𝑘) → 𝐼, 𝑘 → ∞, (4.116b)

𝑀𝑎𝑠,𝑅(𝜉, 𝑡, 𝑘) =
(︁
𝑀𝑎𝑠,𝑅

−𝜉 (𝜉, 𝑡) +𝑂(𝑘 + 𝜉)
)︁
(𝑘 + 𝜉)(Im 𝜈(−𝜉)−𝑚)𝜎3, 𝑘 → −𝜉,

(4.116c)

де 𝜉 = −Re 𝑝𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1 та

𝐽𝑎𝑠,𝑅(𝜉, 𝑡, 𝑘) =

(︃
1 0

0 𝑘−𝑝𝑛−𝑚

𝑘

)︃
𝐽𝑎𝑠(𝜉, 𝑡, 𝑘)

(︃
1 0

0 𝑘
𝑘−𝑝𝑛−𝑚

)︃
, 𝑘 ∈ Γ̂. (4.116d)

Тут 𝑃12(𝜉, 𝑡) та 𝑃21(𝜉, 𝑡) визначаються у термiнах 𝑀𝑎𝑠,𝑅(𝜉, 𝑡, 𝑘) у такий
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спосiб:

𝑃12(𝜉, 𝑡) =
𝑔1(𝜉, 𝑡)ℎ1(𝜉, 𝑡)

𝑔1(𝜉, 𝑡)ℎ2(𝜉, 𝑡)− 𝑔2(𝜉, 𝑡)ℎ1(𝜉, 𝑡)
,

𝑃21(𝜉, 𝑡) = − 𝑔2(𝜉, 𝑡)ℎ2(𝜉, 𝑡)

𝑔1(𝜉, 𝑡)ℎ2(𝜉, 𝑡)− 𝑔2(𝜉, 𝑡)ℎ1(𝜉, 𝑡)
,

(4.117)

де 𝑔(𝜉, 𝑡) =
(︁

𝑔1(𝜉,𝑡)
𝑔2(𝜉,𝑡)

)︁
та ℎ(𝜉, 𝑡) =

(︁
ℎ1(𝜉,𝑡)
ℎ2(𝜉,𝑡)

)︁
мають вигляд

𝑔(𝜉, 𝑡) = 𝑝𝑛−𝑚𝑀
𝑎𝑠,𝑅(1)(𝜉, 𝑡, 𝑝𝑛−𝑚)− 𝑓𝑎𝑠𝑛−𝑚(𝑥0, 𝑡)𝑀

𝑎𝑠,𝑅(2)(𝜉, 𝑡, 𝑝𝑛−𝑚), (4.118a)

ℎ(𝜉, 𝑡) = 𝑝𝑛−𝑚𝑀
𝑎𝑠,𝑅(2)(𝜉, 𝑡, 0) + 𝑐𝑎𝑠0 (𝜉)𝑀𝑎𝑠,𝑅(1)(𝜉, 𝑡, 0). (4.118b)

Покладаючи 𝑀𝑎𝑠,𝑅(𝜉, 𝑡, 𝑘) ≈ 𝐼 (при 𝑡 → ∞), можна обчислити 𝑔(𝜉, 𝑡) та

ℎ(𝜉, 𝑡); пiдставляючи їх у (4.117) та (4.115), отримуємо формули для основ-

них членiв у (4.112).

Опис перехiдних зон типу (2) та (3) є вiдкритою, складною та цiкавою

задачею, яка виходить за рамки цього Роздiлу та роботи в цiлому. При

аналiзi перехiдних зон типу (2) ми стикаємося з проблемою “накрутки”

аргументу деяких спектральних функцiй, див. (4.41), а у випадку, коли

𝜉 наближається до нуля (перехiдна зона типу (3)), стають на завадi iншi

труднощi: повiльна змiнна 𝜉 та сингулярнiсть задачi Рiмана-Гiльберта (див.

(4.38) та (4.65)) зливаються.

4.4 Висновки до Роздiлу 4

У цьому Роздiлi була розглянута початкова задача для дефокусуючого не-

локального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера з початковими даними типу

“змiщеної сходинки” (див. (4.3)). Вiдзначимо, що для нелокальних рiвнянь

вiдсутня трансляцiйна iнварiантнiсть розв’язкiв, i просте змiщення поча-

ткових даних призводить до низки рiзних асимптотик залежно вiд величи-

ни цього змiщення.

Для даної початкової задачi був розроблений метод оберненої задачi

розсiювання у формi задачi Рiмана-Гiльберта та вивченi властивостi вiд-

повiдних спектральних функцiй. Зокрема, встановлено, що в залежностi
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вiд змiщення 𝑅 > 0, функцiї 𝑎1(𝑘) та 1 + 𝑟1(𝑘)𝑟2(𝑘) мають рiзну кiлькiсть

нулiв та точок, де “накручується” аргумент (див. Твердження 4.2). Зазначи-

мо, що накрутка аргументу певних спектральних функцiй є притаманною

саме нелокальним задачам (у локальних задачах, цей феномен вiдсутнiй),

а самi точки, у яких вiдбувається додавання аргументу, є важливими якi-

сними асимптотичними параметрами: вони визначають межi якiсно рiзних

асимптотичних зон (див. 𝜔𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛− 1 у Теоремi 4.1 та 4.2).
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Загальнi висновки

Дисертацiйна робота присвячена розробцi методу оберненої задачi розсiю-

вання та асимптотичному аналiзу задач Кошi для нелокального нелiнiйно-

го рiвняння Шредiнгера на нульовому та ступiнчастому фонi. Для задач

з нульовими крайовими умовами, вперше була отримана асимптотика за

великим часом розв’язку у випадку вiдсутностi солiтонiв, а для початко-

вих задач на ступiнчастому фонi вперше був розроблений метод оберненої

задачi розсiяння та отримана асимптотика за великим часом. Крiм цього,

вперше для нелокальних iнтегровних рiвнянь була дослiджена задача Кошi

з початковими даними типу “змiщеної сходинки” та описано асимптотичнi

режими, якi є якiсно новими у теорiї iнтегровних систем.

Для початкової задачi для нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiн-

гера на нульовому фонi отриманi наступнi основнi результати (див. Роздiл

2 та [89]):

� Розроблено метод оберненої задачi розсiювання у формi задачi Рiмана-

Гiльберта, який є зручним для подальшого асимптотичного аналiзу.

� Отримано новi спiввiдношення симетрiї для вихiдної задачi Рiмана-

Гiльберта та спектральних функцiй.

� Дослiджено асимптотику за великим часом розв’язкiв задачi Кошi для

нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера у випадку вiдсутностi

дискретного спектру та обмеженого прирощення аргументу вiдповiд-

ної спектральної функцiї. Описано новий асимптотичний режим, який

якiсно вiдрiзняється вiд класичної асимптотики Захарова-Манакова,

притаманної для локальних iнтегровних рiвнянь.
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Зазначимо, що аналогiчна асимптотика була представлена нещодавно

у роботi [56], з посиланням на нашу роботу [89].

Для початкової задачi для фокусуючого нелокального нелiнiйного рiвнян-

ня Шредiнгера з початковим даним типу сходинки отримано такi основнi

результати (див. Роздiл 3 та [90]):

� Для поставленої задачi, вперше було запропоновано та детально роз-

роблено метод оберененої задачi розсiювання у формi задачi Рiмана-

Гiльберта. Виявлено властивостi вiдповiдних спектральних функцiй,

якi принципово вiдрiзняються вiд випадку класичного (локального)

нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. Зокрема, виявлено, що до неперерв-

ного спектра належить лише дiйсна пряма (на вiдмiну вiд локально-

го фокусуючого НРШ, де частина неперервного спектру розташова-

на за межами дiйсної вiсi), а специфiка ступiнчастих крайових умов

вiдбивається у (сингулярних) властивостях спектральних функцiй та

розв’язкiв Йоста рiвнянь пари Лакса.

� Отримано зображення розв’язку початкової задачi у термiнах зада-

чi Рiмана-Гiльберта зi специфiчною поведiнкою при 𝑘 → 0, яка має

вигляд умов ”псевдо-лишку”.

� Отримано асимптотику за великим часом розв’язку вiдповiдної задачi

Кошi (зокрема, у випадку початкових даних у виглядi “чистої схо-

динки”), яка принципово вiдрiзняється вiд асимптотики вiдповiдної

ступiнчастої задачi для локального нелiнiйного рiвняння Шредiнге-

ра: у нелокальному випадку, асимтотична поведiнка розв’язу є якiсно

рiзною у двох чвертьплощинах площини (𝑥, 𝑡), мiж якими вiдсутнiй

прямолiнiйний сектор, притаманний локальному рiвнянню, у якому

асимптотика описується у термiнах елiптичних функцiй.

� Вперше отримано односолiтонний розв’язок задачi зi ступiнчастими

крайовими умовами (типу кiнка).
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� Дослiджено властивостi спектральних функцiй для ступiнчастої зада-

чi: спiввiдношення симетрiї, формули для нулiв, поведiнка в особливих

точках та закон збереження.

Для початкової задачi для дефокусуючого нелокального нелiнiйного рiв-

няння Шредiнгера з початковим даним типу “змiщеної сходинки” отримано

такi основнi результати (див. Роздiл 4 та [91]):

� Вперше для iнтегровних нелокальних нелiнiйних рiвнянь поставлена

задача з початковими даними типу “змiщеної сходинки”.

� Для поставленої задачi, розроблено метод оберененої задачi розсiюва-

ння у формi задачi Рiмана-Гiльберта та дослiджено властивостi вiд-

повiдних спектральних функцiй в залежностi вiд величини змiщення

сходинки. Зокрема, виявлено, що спектральнi функцiї мають парну

кiлькiсть нулiв 2𝑛 (де 𝑛 залежить вiд величини зсуву) та 𝑛 − 1 то-

чок “накрутки” аргументу. “Накрутка” аргументу є новою властивiстю,

яка, з одного боку, не зустрiчається у локальних iнтегровних систе-

мах (через виконання певних умов симетрiї), а з iншого боку, вiдiграє

суттєву роль у асимптотичному аналiзi при дослiдженнi вiдповiдної

нелокальної задачi.

� Отримано асимптотику розв’язку задачi Кошi для дефокусуючого не-

локального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера у випадку початкових

даних типу змiщеної сходинки. Встановлено, що асимптотична карти-

на є якiсно рiзною в залежностi вiд величини зсуву сходинки. Зокре-

ма, встановлено, що число якiсно рiзних асимптотичних зон росте з

ростом величини змiщення, i всi асимптотичнi зони можно подiлити

на двi групи: (i) сектори, де розв’язок прямує до нуля та (ii) сектори,

де розв’язок прямує до ненульового сталого значення (залежного вiд

асимптотичного напрямку), причому сектори з рiзних груп перемежо-

вуються.
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� Дослiджено перехiднi областi мiж якiсно рiзними асимптотичними зо-

нами. Зокрема, виявлено, що перехiд iз сектора, де розв’зок спадає до

нуля, до сектора, де вiн прямує до сталих значень, описується в термi-

нах солiтона типу кiнка. Вiдповiдно, чим бiльше змiщення сходинки,

тим бiльше солiтонiв виникає у асимптотицi за великим часом.
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