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Предметом дослiдження дисертацiйної роботи є початковi задачi для

нелокального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (ННРШ):

𝑖𝑞𝑡(𝑥, 𝑡) + 𝑞𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 2𝜎𝑞2(𝑥, 𝑡)𝑞(−𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0,

𝑞(𝑥, 0) = 𝑞0(𝑥),

де 𝑖2 = −1, 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ C, 𝑞 позначає комплексно спряжену до 𝑞, а параметр 𝜎
приймає значення 1 (фокусуюче рiвняння) або−1 (дефокусуюче рiвняння).

Розглядаються задачi з двома типами крайових умов при |𝑥| → ∞: (i)

нульовими крайовими умовами, тобто 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 достатньо швидко при

𝑥 → ±∞ для всiх 𝑡 ≥ 0 (включаючи задану початкову функцiю 𝑞(𝑥, 0)),

та (ii) асиметричними ступiнчастими крайовими умовами:

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝑜(1), 𝑥→ −∞, 𝑡 ≥ 0,

𝑞(𝑥, 𝑡) = 𝐴+ 𝑜(1), 𝑥→ +∞, 𝑡 ≥ 0,

де 𝐴 > 0, а через 𝑜(1) позначено функцiї, що прямують до нуля. Зазначимо,

що ступiнчаста початкова задача для нелокального нелiнiйного рiвняння

Шредiнгера розглядається вперше.
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У Роздiлi 2 дисертацiйної роботи розглядається задача Кошi зi спада-

ючими до нуля початковими даними, де розв’язок при всiх фiксованих

𝑡 > 0 теж має спадати до нуля, коли |𝑥| → ∞. Для такої початкової зада-

чi розроблено (пiдроздiл 2.1) метод оберненої задачi розсiювання у виглядi

задачi факторизацiї Рiмана-Гiльберта, який виявився зручним для подаль-

шого асимптотичного аналiзу поведiнки розв’язкiв задачi Кошi за великим

часом (пiдроздiл 2.2). Доведено, що вихiдна задача Рiмана-Гiльберта задо-

вольняє новiй (нелокальнiй) умовi симетрiї. Для отримання асимптотики

за великим часом, узагальнено так званий нелiнiйний метод перевалу (ме-

тод Дейфта i Жу) на випадок, коли певна комбiнацiя спектральних фун-

кцiй, що розглядається на контурi стрибка задачi Рiмана-Гiльберта, не є

дiйснозначною функцiєю (на вiдмiну вiд випадку класичного (локального)

нелiнiйного рiвняння Шредiнгера та iнших вiдомих локальних нелiнiйних

iнтегровних рiвнянь). Зокрема, показано, що для отримання коректних оцi-

нок у асимптотичних формулах, спектральнi функцiї мають задовольняти

певну умову на поведiнку аргументу на дiйснiй осi, яка апрiорi виконується

у випадку локальних iнтегровних рiвнянь. Таке припущення щодо поведiн-

ки аргументу спектральних функцiй зроблено вперше у асимптотичному

аналiзi iнтегровних систем.

Основною особливiстю отриманого асимптотичного результату є те, що

степiнь спадання розв’язку початкової задачi до нуля при 𝑡 → ∞ вздовж

напрямку 𝑥/𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 залежить, взагалi кажучи, вiд значення 𝑥/𝑡 (на вiд-

мiну вiд локального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, де головний асим-

птотичний член (у випадку вiдсутностi солiтонiв) прямує до нуля як𝑂(𝑡−1/2)

у будь-якому напрямку). Бiльш точно, доведено, що головний член асим-

птотики розв’язку має вигляд

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼ 𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)𝑝(−𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡

}︀
, 𝑡→ ∞,

де 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а функцiї 𝜈(−𝜉) та 𝑝(−𝜉) визначаються явно у термi-

нах спектральних функцiй, якi, в свою чергу, визначаються початковими

даними 𝑞0(𝑥). Необхiдною умовою iснування такої асимптотики є умова
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Im 𝜈(−𝜉) ∈ (−1/2, 1/2), яка формалiзує згадану вище умову на поведiн-

ку аргументу певної спектральної функцiї (зазначимо, що у випадку ло-

кального нелiнiйного рiвняння Шредiнгера, Im 𝜈(−𝜉) ≡ 0 для будь-якого

початкового даного).

У Роздiлi 3 розглядається початкова задача для нелокального фокусу-

ючого нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (тобто, у випадку 𝜎 = 1) зi сту-

пiнчастими граничними умовами: 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 при 𝑥 → −∞ та 𝑞(𝑥, 𝑡) → 𝐴

при 𝑥 → ∞, де 𝐴 > 0. Для цiєї задачi вперше запропоновано та деталь-

но розроблено метод обереної задачi розсiювання. Зокрема, показано, що

вiдповiднi спетральнi функцiї мають особливостi на неперервному спектрi,

отримано зв’язки (вiдсутнi у випадку локального рiвняння) мiж певними

спектральними функцiями та дискретним спектром, та отримано точний

солiтонний розв’язок типу кiнка

𝑞(𝑥, 𝑡) =
𝐴

1− 𝑒−𝐴𝑥−𝑖𝐴2𝑡+𝑖𝜑1
, 𝜑1 ∈ R,

який має iзольованi, перiодичнi по 𝑡 сингулярностi у точках 𝑥 = 0, 𝑡 = 𝑡𝑛,

де 𝑡𝑛 = 𝜑1

𝐴2 +
2𝜋
𝐴2𝑛, 𝑛 ∈ Z. Показано, що вихiдна задача Рiмана-Гiльберта (у

тому числi, у випадку початкових даних у виглядi “чистої сходинки”) має

специфiчну сингулярнiсть на контурi стрибка задачi. Для проведення асим-

птотичного (за великим часом) аналiзу, розроблено вiдповiдну адаптацiю

нелiнiйного метод перевалу, яка, як i у випадку задачi на нульовому фонi (зi

спадаючими початковими даними), ускладнюється “накруткою” аргументу

певної спектральної функцiї. Показано, що асимптотика вздовж напрямкiв

𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 має якiсно рiзний вигляд у двох чверть-площинах пiвплощи-

ни −∞ < 𝑥 <∞, 𝑡 > 0: (i) при 𝑥 < 0, розв’язок описується формулою типу

Захарова-Манакова, особливiстю якої є залежнiсть швидкостi спадання до

0 вiд напрямку; (ii) при 𝑥 > 0, розв’язок прямує до “модульованої констан-

ти”, тобто сталого значення, яке залежить вiд напрямку 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡:
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коли 𝑡→ ∞,

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼

⎧⎨⎩𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)𝛼1(𝜉) exp

{︀
4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡

}︀
, 𝑥 < 0,

𝐴𝛿2(0, 𝜉), 𝑥 > 0,

де функцiї 𝜈(𝜉), 𝛼1(𝜉) та 𝛿2(0, 𝜉) явно виписуються у термiнах спектраль-

них функцiй, що вiдповiдають початковому даному 𝑞0(𝑥). Як i у випадку

задачi на нульовому фонi, необхiдною умовою iснування такої асимптотики

є умова Im 𝜈(−𝜉) ∈ (−1/2, 1/2).

У Роздiлi 4 розглядається задача Кошi зi ступiнчастими граничними

умовами 𝑞(𝑥, 𝑡) → 0 при 𝑥 → −∞ та 𝑞(𝑥, 𝑡) → 𝐴 > 0 при 𝑥 → ∞ для

дефокусуючого рiвняння (тобто з 𝜎 = −1). Центральна увага придiляє-

ться задачам з початковими даними, близькими, у певному сенсi, до “чи-

стої сходинки зi змiщенням”, тобто до 𝑞𝑅,𝐴(𝑥), де 𝑞𝑅,𝐴(𝑥) = 0 при 𝑥 < 𝑅

та 𝑞𝑅,𝐴(𝑥) = 𝐴 при 𝑥 > 𝑅, де 𝑅 > 0. Зазначимо, що для нелокальних

iнтегровних рiвнянь, задача з початковим даним у виглядi сходинки зi змi-

щенням розглядається вперше. Через те, що нелокальне нелiнiйне рiвняння

Шредiнгера (на вiдмiну вiд його локального аналога) не є трансляцiйно iн-

варiантним, поведiнка розв’язкiв таких задач апрiорi має суттєво залежати

вiд параметра 𝑅.

Для цiєї задачi також був розроблений метод оберненої задачi розсiю-

вання у формi задачi факторизацiї Рiмана-Гiльберта. Виявлено характернi

риси даних для задачi Рiмана-Гiльберта (структура дискретних даних та

властивостi функцiй на контурi стрибка), якi суттєво вiдрiзняються у по-

рiвняннi з локальними задачами. Зокрема, певнi спектральнi функцiї ма-

ють “накрутку” аргументу бiльшу, нiж 𝜋, у точках на неперервному спе-

ктрi, кiлькiсть яких залежить вiд 𝑅. Наявнiсть таких точок суттєво впли-

ває на асимптотичний аналiз i, як, насiдок, на кiнцевий асимптотичний

результат. Показано, що асимптотика вздовж напрямкiв 𝜉 = 𝑥
4𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

є якiсно рiзною у рiзних секторах у (𝑥, 𝑡) площинi, кiлькiсть яких зале-

жить вiд зв’язку мiж 𝐴 та 𝑅 (тобто мiж амплiтудою граничних умов та

величиною змiщення): при фiксованому 𝐴, чим бiльше 𝑅, тим бiльшою є
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кiлькiсть секторiв з якiсно рiзною поведiнкою розв’язку за великим ча-

сом. Цi сектори можна вiднести до двох рiзних груп, якi чергуються мiж

собою: у секторах першої групи, розв’язок прямує до нуля, а у секторах

другої групи розв’язок наближається до константи (залежної вiд значення

𝑥/𝑡).

Точнiше, має мiсце наступний асимптотичний результат. Нехай 𝑛 ∈ N
таке, що (𝑛−1)𝜋

𝐴 < 𝑅 < 𝑛𝜋
𝐴 , i нехай початковi данi породжують числа {𝑝𝑗}𝑛1

i {𝜔𝑗}𝑛−1
1 (𝑝𝑗 ∈ C iз Im 𝑝𝑗 > 0 та 𝜔𝑗 ∈ R) (у спосiб, аналогiчний тому, як

подiбнi числа породжуються “чистою сходинкою зi змiщенням”), якi задо-

вольняють нерiвностям

−∞ < Re 𝑝𝑛 < −𝜔𝑛−1 < Re 𝑝𝑛−1 < −𝜔𝑛−2 < · · · < Re 𝑝1 < 0.

Тут {𝑝𝑗}𝑛1 – нулi вiдповiдної спектральної функцiї, а числа {𝜔𝑗}𝑛−1
1 фiгуру-

ють в умовах на Im 𝜈: Im 𝜈(𝜉)−𝑚 ∈ (−1/2, 1/2) при −𝜔𝑛−𝑚 < 𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚,

та Im 𝜈(−𝜉)−𝑚 ∈ (−1/2, 1/2) при 𝜔𝑛−𝑚−1 < 𝜉 < −Re 𝑝𝑛−𝑚, 𝑚 = 0, 𝑛− 1.

Тодi iснують 4𝑛 секторiв у напiвплощинi (𝑥, 𝑡) з 𝑡 > 0, у яких головний

член асимптотики при 𝑡→ ∞ має наступний вигляд:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴𝛿2(0, 𝜉)
𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝜉

𝑝𝑛−𝑠

)︂2

, −Re 𝑝𝑛−𝑚 < 𝜉 < 𝜔𝑛−𝑚,

𝑡−
1
2−Im 𝜈(𝜉)+𝑚𝛼3(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(𝜉) ln 𝑡},

− 𝜔𝑛−𝑚 < 𝜉 < Re 𝑝𝑛−𝑚,

−4𝑝2𝑛−𝑚

𝐴𝛿2(0,−𝜉)

𝑚−1∏︁
𝑠=0

(︂
𝑝𝑛−𝑠

𝜉

)︂2

, Re 𝑝𝑛−𝑚 < 𝜉 < −𝜔𝑛−𝑚−1,

𝑡−
1
2+Im 𝜈(−𝜉)−𝑚𝛼4(𝜉) exp{4𝑖𝑡𝜉2 − 𝑖Re 𝜈(−𝜉) ln 𝑡},

𝜔𝑛−𝑚−1 < 𝜉 < −Re 𝑝𝑛−𝑚.

Тут 𝑚 = 0, 𝑛− 1, 𝜔0 = 0, 𝜔𝑛 = +∞, а функцiї 𝛿(0, 𝜉), 𝛼3(𝜉), 𝛼4(𝜉) та 𝜈(𝜉)

визначаються у термiнах спектральних функцiй, порождених початковими

даними.

Ключовi слова: нелокальне нелiнiйне рiвнянняШредiнгера, метод обер-
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неної задачi розсiювання, задача Рiмана-Гiльберта, нелiнiйний метод пере-

валу.
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