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Òåìà äîïîâiäi: "Ñòiéêiñòü ìiíiìàëüíèõ ïîâåðõîíü ó ñóáðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi Ẽ(2)"
Àíîòàöiÿ:

Ñóáðiìàíîâèì ìíîãîâèäîì çâåòüñÿ ãëàäêèé ìíîãîâèä M ðàçîì ç ãëàäêèì âåêòîðíèì
ðîçïîäiëîìH íàM (âií çâåòüñÿ ãîðèçîíòàëüíèì ðîçïîäiëîì) i ãëàäêèì ïîëåì åâêëiäîâèõ
ñêàëÿðíèõ äîáóòêiâ ⟨·, ·⟩H íàH (ñóáðiìàíîâîþ ìåòðèêîþ). Ðîçãëÿíåìî ãëàäêó îði¹íòîâàíó
ïîâåðõíþ Σ ó òðèâèìiðíîìó ñóáðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi M , ñóáðiìàíîâà ìåòðèêà ⟨·, ·⟩H
ÿêîãî áóäó¹òüñÿ ÿê îáìåæåííÿ íà H äåÿêî¨ ðiìàíîâî¨ ìåòðèêèM . Ñèíãóëÿðíà ìíîæèíà
Σ0 öi¹¨ ïîâåðõíi ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ òî÷îê p ∈ Σ, äëÿ ÿêèõ äîòè÷íà ïëîùèíà TpΣ
çáiãà¹òüñÿ ç Hp. ßêùî N � îäèíè÷íå íîðìàëüíå ïîëå Σ ó ðiìàíîâîìó ñåíñi, òî ìîæíî
îïèñàòè ñèíãóëÿðíó ìíîæèíó ÿê Σ0 = {p ∈ Σ|Nh(p) = 0}, äå Nh � îðòîãîíàëüíà
ïðîåêöiÿ ïîëÿ N íà H . Ñóáðiìàíîâà ïëîùà îáëàñòi D ⊂ Σ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê A(D) =∫
D

|Nh|dΣ, äå dΣ � ðiìàíîâà ôîðìà ïëîùi Σ. Íîðìàëüíîþ âàðiàöi¹þ Σ, ùî çàäàíà

ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ u, áóäåìî íàçèâàòè âiäîáðàæåííÿ φ : Σ × I → M , ùî âèçíà÷åíå
óìîâîþ φs(p) = expp(su(p)N(p)). Òóò I � äåÿêèé îêië íóëÿ â R, à expp � ðiìàíîâå
åêñïîíåíöiéíå âiäîáðàæåííÿ. Iíøèìè ñëîâàìè, ìè áóäó¹ìî âàðiàöiþ òðàäèöiéíèì äëÿ
ðiìàíîâî¨ ãåîìåòði¨ ÷èíîì, âèïóñêàþ÷è ãåîäåçè÷íi ç òî÷êè p â íàïðÿìêó u(p)N(p).
Ïîçíà÷èìî A(s) =

∫
Σs

|Nh|dΣs, äå Σs = φs(Σ). Òîäi A′(0) çâåòüñÿ ïåðøîþ âàðiàöi¹þ

ïëîùi, ùî âiäïîâiäà¹ φ, à A′′(0) � äðóãîþ. Ïîâåðõíÿ Σ íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíîþ, ÿêùî
A′(0) = 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ íîðìàëüíèõ âàðiàöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ó Σ\Σ0. Çàóâàæèìî,
ùî òóò ìè ñëiäó¹ìî ðiìàíîâié òðàäèöi¨, íàçèâàþ÷è ìiíiìàëüíèìè ïîâåðõíÿìè ñòàöiîíàðíi
òî÷êè ñóáðiìàíîâîãî ôóíêöiîíàëà ïëîùi. Ìiíiìàëüíà ïîâåðõíÿ Σ íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêîþ,
ÿêùî A′′(0) ≥ 0 äëÿ áóäü-ÿêèõ íîðìàëüíèõ âàðiàöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ó Σ \ Σ0.

Ìíîãîâèä Ẽ(2) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê óíiâåðñàëüíå íàêðèòòÿ ãðóïè âëàñíèõ ðóõiâ ïëîùèíè.
Öå ïðîñòið R3 ç êîîðäèíàòàìè (x, y, z) (äå (x, y) âiäïîâiäà¹ ïàðàëåëüíîìó ïåðåíåñåííþ, à
z � êóòó îáåðòàííÿ), íà ÿêîìó ñòðóêòóðà ãðóïè Ëi âèçíà÷à¹ íàñòóïíèé áàçèñ ëiâîiíâàðiàíòíèõ
âåêòîðíèõ ïîëiâ:

X1 = cos z ∂
∂x

+ sin z ∂
∂y
, X2 =

∂
∂z
, X3 = sin z ∂

∂x
− cos z ∂

∂y
.

Ðîçãëÿíåìî íà Ẽ(2) ðiìàíîâó ìåòðèêó g = ⟨·, ·⟩ òàêó, ùî X1, X2, X3 ¹ îðòîíîðìîâàíèì
áàçèñîì â êîæíié òî÷öi. Çàóâàæèìî, ùî âîíà âèÿâëÿ¹òüñÿ åâêëiäîâîþ. Ó ÿêîñòi ãîðèçîíòàëüíîãî
ðîçïîäiëó H âiçüìåìî ðîçïîäië, ùî íàòÿãíóòèé íà X1, X2, à ó ÿêîñòi ⟨·, ·⟩H � îáìåæåííÿ

åâêëiäîâî¨ ìåòðèêè íàH. Íåõàé Σ òåïåð � ãëàäêà îði¹íòîâàíà ïîâåðõíÿ ó Ẽ(2). Ââåäåìî
äåÿêi äîäàòêîâi ïîçíà÷åííÿ. Íà ðåãóëÿðíié ÷àñòèíi Σ\Σ0 ïîâåðõíi âèçíà÷èìî ãîðèçîíòàëüíå

ãàóñîâå âiäîáðàæåííÿ νh = Nh

|Nh| òà õàðàêòåðèñòè÷íå âåêòîðíå ïîëå Z, ÿêå ó êîæíié òî÷öi

óòâîðþ¹òüñÿ ç νh îáåðòàííÿì íà ïðÿìèé êóò ó ïëîùèíi Hp (â îði¹íòàöi¨, ùî âèçíà÷åíà
N(p)). Ïîçíà÷èìî S = ⟨N,X3⟩− |Nh|X3 ∈ TpΣ. Âåêòîðíå ïîëå S äîïîâíþ¹ Z äî áàçèñó
äîòè÷íî¨ ïëîùèíè. ×åðåç ∇ ïîçíà÷àòèìåìî ðiìàíîâó êîâàðiàíòíó ïîõiäíó. Íåõàé
B � îïåðàòîð Âåéíãàðòåíà ïîâåðõíi Σ âiäíîñíî N , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî
äîòè÷íîãî äî Σ âåêòîðíîãî ïîëÿ W óìîâîþ B(W ) = ∇WN .

Òåîðåìà 1. Íåõàé Σ � ïîâåðõíÿ Ẽ(2). Òîäi ïåðøà íîðìàëüíà âàðiàöiÿ ¨¨ ïëîùi, ùî

çàäàíà ôóíêöi¹þ u, ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

A′(0) =

∫
Σ\Σ0

|Nh|−1(<B(Z), Z>+<N,X3><∇νhX3, ν
h>)udΣ.



ßêùî Σ ìiíiìàëüíà, òî äðóãà íîðìàëüíà âàðiàöiÿ ¨¨ ïëîùi, ùî çàäàíà ôóíêöi¹þ u, ìà¹
íàñòóïíèé âèãëÿä:

A′′(0) =

∫
Σ\Σ0

2|Nh|<B(Z), S>2u2 + 2|Nh|<B(Z), Z><B(S), S>u2+

+2|Nh|<B(Z), Z>u2(<B(S), S>+<B(Z), Z>)2<N,X3><B(S), Z>Z(u)u+

+|Nh|1(Z(u) +<N,X3>|Nh|<∇νhX3, Z>u)2−

−2|Nh|2<∇νhX3, ν
h>u− |Nh|3<∇νhX3, ν

h>2u2dΣ.

Òâåðäæåííÿ 1. Åâêëiäîâà ïëîùèíà ó Ẽ(2) ¹ ìiíiìàëüíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

öå ãîðèçîíòàëüíà àáî âåðòèêàëüíà ïëîùèíà. Óñi ìiíiìàëüíi åâêëiäîâi ïëîùèíè Ẽ(2)
¹ ñòiéêèìè.

Áóäåìî íàçèâàòè ïîâåðõíþ Σ ó òðèâèìiðíîìó ñóáðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi âåðòèêàëüíîþ,
ÿêùî TpΣ ⊥ Hp äëÿ êîæíî¨ p ∈ Σ. Çîêðåìà, òàêi ïîâåðõíi íå ìiñòÿòü ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê.

Òåîðåìà 2. Áóäü-ÿêà ïîâíà çâ'ÿçíà âåðòèêàëüíà ìiíiìàëüíà ïîâåðõíÿ ó Ẽ(2) � öå

ãîðèçîíòàëüíà åâêëiäîâà ïëîùèíà z = C àáî ïàðàëåëüíî ïåðåíåñåíèé óçäîâæ ïëîùèíè

(x, y) ñòàíäàðòíèé ãåëiêî¨ä xcosz + ysinz = 0. Ïðè öüîìó ãåëiêî¨äè ¹ íåñòiéêèìè.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ÷àñòêîâèé ðåçóëüòàò òèïó Áåðíøòåéíà.

Íàñëiäîê 1. Ó Ẽ(2) ïîâíà çâ'ÿçíà âåðòèêàëüíà ìiíiìàëüíà ïîâåðõíÿ ¹ ñòiéêîþ òîäi

é òiëüêè òîäi, êîëè öÿ ïîâåðõíÿ ¹ ãîðèçîíòàëüíîþ åâêëiäîâîþ ïëîùèíîþ.
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